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NELINEARNO PONASANJE 1 GRANICNA NOSIVOST LIMENIH NOSACA
OPTERECENIH LOKALIZOVANIM OPTERECENJEM

Rezime: Predmet rada je analiza ponaSanja limenih nosaca (zavarenih ¢eli¢nih I nosaca)
pod uticajem lokalizovanog opterecenja. Ispitivani su nosaci bez poduznog ukrucenja i nosaci sa
poduznim ukruéenjem u blizini optereCenog pojasa. Analiziran je uticaj duzine prostiranja
jednakopodeljenog opterecenja na optere¢enom pojasu, a u ravni rebra, poznatim pod nazivom
patch loading i ponasanje nosafa u nelinearnoj oblasti, kao i grani¢na nosivost koja se

manifestuje pojavom izbo¢avanja u zoni unosenja opterecenja.

Prilikom montaze mostova, postupkom navla¢enja mosta do konacnog polozaja preko
privremenih ili stalnih oslonaca, uticaji koji se javljaju mogu prevazici nosivost konstrukcije u
pojedinim delovima zbog dejstva lokalizovanog optere¢enja. Zbog svoje izuzetne slozenosti, do

sada nije pronadeno kompletno teorijsko reSenje ovog problema.

Put dolazenja do njegovog resenja, zahteva kombinaciju eksperimentalnih istrazivanja i
numeri¢ke analize. Zbog vaznosti koju ima numeri¢ka analiza ponaSanja nosaca, u radu je
posveéena posebna paznja teorijskim osnovama 1 reSenjima koji bi doprineli poboljSanju

efikasnosti programskih paketa u delovima pojava tacaka sa singularitetima pri samoj simulaciji.

Razvijeni softverski paketi zasnovani SU pre svega na primeni metode konaénih
elemenata MKE i metodi grani¢nih elemenata MGE. U ovim postupcima Cesto se javljaju
problemi sa singularitetima algebarskog i/ili logaritamskog tipa a jedan od ciljeva bio je i

doprinos efikasnijem reSavanju tih problema.

U istraZivanjima su primenjeni numericki postupci sa koriS¢enjem MKE primenom
najsavremenijih softverskih programskih paketa kao 1 razna poboljSanja koris¢enjem analitickih

metoda koja se odnose na probleme sa singularitetima

Teorijske osnove i reSenja koja su ovde izvedena, ukljucuju i eventualnu pojavu
singulariteta 1 time doprinose poboljSanju efikasnosti programskih paketa, tj. brzem, a tac¢nijem,
reSavanju problema. Ovde je izvedena specijalna klasa kvadraturnih formula, koja obezbeduje

poboljsana reSenja slozenih problema sa singularitetima algebarskog i/ili logaritamskog tipa.



Alternativni pristup sa Gauss-ovim kvadraturama za Mintz-ove sisteme, Kkoji su razvili
Milovanovi¢ i Cvetkovi¢ (SIAM J. Sci. Comput. (2005)) je takode prikazan [23]. U postojecoj

literaturi do sada ovoj oblasti nije bila posvecena dovoljna paznja.

Uz ta reSenja i teorijske priloge od opSteg znacaja, daju se direktni odgovori na probleme
patch loading-a, tako $to je razvijen odgovaraju¢i numeri¢ki model u progamskom paketu

ANSYS Workbench 15, po uzoru na eksperimentalna ispitivanja.

Veliki deo rezultata eksperimenata, u okviru istrazivanja koja su sprovedena na
Gradevinskom fakultetu u Beogradu pod rukovodtstvom N. Markovica [70], posluzilo je kao
osnova za istrazivanja i1 kreiranje odgovaraju¢eg modela u kompjuterskoj simulaciji. Cilj
numericke simulacije, bio je odredivanje grani¢ne nosivosti i pracenje razvoja deformacija i
naprezanja. Na modelima za numericku simulaciju uraCunate su pocetne deformacije-
imperfekcije na osnovu stvarnog modela nosaca. Pri numeri¢kim simulacijama modela oblik,
karakter i tok odvijanja deformacija i nain izboc¢avanja istovetni kao i u slucaju eksperimenata 1

to za svaki konkretni uzorak.

Sprovedena je numeri¢ka simulacija i odredene su vrednosti grani¢nog opterecenja
nosaca za 6 razliitih materijalnih modela i izvrSena je kvalitativna analiza tih rezultata. Kriva
ponasanja koja odgovara multilinearnoj krivoj prema EN1993-1-5 [28] dala je veoma dobru

pribliznu vrednost grani¢nog opterecenja.

Zbog aktuelnosti oblasti ovde je dat pregled stanja stvari, kao 1 glavni tok istrazivanja u
ovoj oblasti. Radi verifikacije rezultata su koriSéeni postoje¢i eksperimentalni rezultati i
standardne, uobiCajene u ovoj problematici, statisticke metode pri verifikaciji rezultata 1

savremene metode numericke aproksimacije.

Primena rezultata ovog istrazivanja je u proracunu konstrukcija, posebno kod proracuna
celi¢nih mostova koji se izvode postupkom navlacenja preko privremenih ili stalnih oslonaca i u

novim verzijama nacionalnih propisa za proracun celi¢nih konstrukcija.

Obuhvacen je uticaj geometrijskih imperfekcija rebra nosaca (bez imperfekcija pojaseva i

ukrucenja) 1 izvrSeno je uporedenje sa nosacima bez imperfekcija u okviru numericke simulacije,



u cilju prac¢enja razvoja naprezanja. Slucajevi istrazivanja uticaja realnih imperfekcija na veli¢inu

grani¢nog opterecenja, u literaturi su zastupljeni u manjem broju.

Ovaj rad doprinosi realnijem modeliranju nosaca, $to pruza moguc¢nosti novih testiranja
ovakvih ili drugacijih modela nosaca putem numericke simulacije. Testovi koji se na taj nacin
sprovode, omogucavaju da se izvrSe analize nosaca koje bi indirektno doprinele dobijanju novih

teorijskih resenja.

Kljucne reci: granicna nosivost, lokalizovano opterecenje, lokalno izbocavanje, singulariteti,

kvadraturne formule, numericka simulacija.

UZa naucna oblast: Gradevinarstvo, hidraulika, priobalna tehnologija, mehanika tla

UDK: T220



NON-LINEAR BEHAVIOR AND ULTIMATE LOAD OF PLATE GIRDERS UNDER
THE ACTION OF PATCH LOADING

Abstract: The subject of the thesis is the analysis of steel girders behavior (welded steel |
beam) under the influence of the localized load. The girders without longitudinal stiffeners were
tested, as well as the girders with the longitudinal stiffeners in the vicinity of the loaded area.
The influence of the length of uniform distributed load on the loaded flange, in the plane of the
web, known as patch loading was analyzed as well as the behavior of the girder in the non-linear

area, as well as the ultimate load which is manifested by buckling in the load application zone.

During the bridge assembly procedures, when the bridge is being launched to its definite
position over the temporary and permanent supports, the influences which occur may exceed the
load of the structure in certain points due to the patch loading. Because of its extreme

complexity, a complete theoretical solution for the problem has not been found yet.

The solution procedure requires the combination of experiments and numerical analysis.
Because of the importance of the numerical simulation of the girders, in this thesis, a special
attention was paid to the theoretical foundations and solutions which would contribute to the
improvements of efficiency of software packages concerning the onset of singularity points

during the simulation.

The developed software packages are based primarily on the application of Finite
Element Method (FEM) and Boundary Element Method (BEM). In these procedures, algebraic
and/or logarithmic problems with singularities of often occur, and one of the goals was to give a

contribution towards a more efficient solution of these problems.

The research comprised application of numerical procedures where FEM was
implemented using most up-to-date software packages; many improvements were made using

the analytical methods referring to the singularity problems.

Theoretical basis and solutions elaborated here can include an occurrence of singularities,
so that it contributes to improving the efficiency of software packages, i.e., it gives a faster and

more accurate solution of the problem. A special class of Gaussian quadrature formulas is

v



derived and it provides improved solutions of certain more complex problems with algebraic
and/or logarithmic singularities. An alternative approach with Gaussian quadratures for Miintz
systems, developed by Milovanovi¢ and Cvetkovi¢ (SIAM J. Sci. Comput. (2005)) is also
mentioned. In the existing literature up to now this area has not been paid due attention.

In addition to these solutions and the general theoretical fundamentals, direct answers to
the problems of patch loading are provided by presenting the compatible developed numerical
model in the software package ANSYS Workbench 15, after the experimental research
performed.

A large number of the results of the experiments, performed during research, conducted at the
Faculty of Civil Engineering in Belgrade under the direction of N. Markovi¢ [70], served as a
basis for the research and creation of the compatible model in the computer simulation. The goal
numerical simulation was to determine the ultimate load and monitor development of
deformations and stresses. The actual models for numerical simulation of girder behavior allow
inclusion of initial deformations-imperfections into the calculation on the basis of the actual
girder model. In the numerical simulations of the model, the form, character and course of
deformation process as well as the buckling were identical as in the experiments with actual

models, for each concrete sample.

Numerical simulations tested the girder model behavior, and the values of the ultimate
load of the girder was determined for six material models, and the quantitative analysis of those
results was performed. The behavior curve corresponding to the multi linear curve according to

EN1993-1-5 [28] gave a very good approximate value of the ultimate load.

Because of the topicality of this field, a review of the state-of-affairs is provided, as well as the
main course of research in this field. The existing experimental results and standard statistical
method, common for these issues were used, for the purpose of result verification, as well as

contemporary methods of numerical approximation.

The results of the research are applied for the structural design, particularly for the design
of steel bridges constructed by launching over the temporary or permanent supports, and in the

new versions of the national codes for steel structures design.



The impact of actual imperfections of the beam web plate was included, and a
comparison with the beams without imperfections was performed within the numerical
simulation, for the purpose of observing the stress development. The cases of research of impact
of actual imperfections on the magnitude of the limit load are present in the literature to some

small extent.

This thesis contributes to a more realistic modeling of the girders, which provides
opportunities for new behavior tests of such or different girder models using numerical
simulation. The tests carried out in this way, facilitate beam analyses which would indirectly

contribute to the adoption of correct approaches in obtaining the theoretical results.

Key words: ultimate load, patch loading, local buckling, singularities, quadrature formulas,

numerical simulation.

Scientific area: Civil engineering, hydraulic engineering, offshore technology, soil mechanics
UDK: T220
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OBELEZAVANJE

a - duzina ploce

a, - rastojanje vertikalnih ukruéenja iznad oslonaca

b - Sirina ploce

b; - poloZaj poduznog ukrucenja

ber - efektivna $irina ploce

bt - duZina pojasa (flanse)

by - duzina ukruéenja

C - duzina prostiranja opterecenja

D - krutost ploce na savijanje

E - modul elasti¢nosti

f(s) - faktor pojacanja

F.r - otpornost grani¢nog izvijanja

Feg-proracunska vrednost opterecenja (metod redukovanog napona)
Frg-proracunska nosivost na izbocavanje (metod redukovanog napona)
F, - predvideno grani¢no optereéenje

F.i - grani¢na nosivost za nosace sa poduznim ukruc¢enjem prema faktoru pojacanja
fy - napon teCenja (napon na granici razvlacenja)

Fy - otpornost na granici te¢enja

fys - napon teCenja pojasa

fyw - napon tecenja rebra

G - modul klizanja

h - debljina ploce

hy - visina rebra

I - moment inercije ukrucenja

k - koeficijent koji zavisi od dimenzija plo¢e u izrazu P, = k”;—zD
ke - koeficijent izbo¢avanja na deformisanom rebru

Kmnkr - koeficijent izboCavanja pri opterecenju

ks; - koeficijent izboC¢avanja koji uzima u obzir uticaj poduznog ukruéenja
k, - koeficijent izvijanja koji odgovara odnosu napona w=omin/Gmax

l, - duzina rasprostiranja opterecenja u rebru.

Mps - moment plasti¢nosti pojasa

Mpw - moment plastiCnosti rebra za jedinicu duZine

My, My - napadni momenti
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M,y - torzioni momenti

Ny - normalna sila po jedinici duzine preseka u pravcu X, (Ny=oyxh)
N,y - transverzalna sila po jedinici duzine preseka (Ny,=z,h)
N, - normalna sila po jedinici duZine preseka u pravcu y

P — koncentrisana sila koja deluje na ploc¢u

p - opterecenje pritiska po jedinici duzine stranice

q(x,y) — optereéenje ploce

s - standardna devijacija

t- debljina ploce

t; - debljina pojasa (flanse)

ts - debljina ukruéenja

tw - debljina rebra

W - pomeranje upravno na ravan ploce

o. - polozaj linije tecenja na rebru u odnosu na optereceni pojas

ourk - minimalni koeficijent uvecanja opterecenja kojim se dostize karakteristi¢na vrednost otpornosti bez pojave

nestabilnosti ploc¢e van ravni

ym1 - parcijalni koeficijent sigurnosti u okviru metode redukovanog napona

ym1 - parcijalni koeficijent sigurnosti u okviru metode redukovanog napona

yst - relativna krutost na savijanje od poduznog ukrucenja

7% - Klizanje

&x, &y - dilatacija u pravcima x i y redosledno

7 - duzina rebra, ispod optereéenja na srediSnjem delu duzine ¢ izmedu dva srednja plasti¢na zgloba
A - parametar vitkosti ploce

v - Poasson-ov koeficient

p - koeficijent redukcije izvijanja ploce koji zavisi od vitkosti /Tp uz izvijanje van ravni
or - kriti¢ni napon

orp - proracunska vrednost napona u metodi redukovanog napona

x - redukcioni faktor

xr - redukcioni faktor, patch loading

Lo = x¢l, - efektivna duzina za nosivost na poprecne sile

o2 2 : -
A=—_4+ 2 -Laplace-ov diferencijalni operator
*p - L - relativna (bezdimenzionalna) vitkost ploce pri izbocavanju

Ocr

Ar =JFy / F. - parametar vitkosti ploce pri lokalizovanom opterecenju

Vil
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UvOoD

Analiza limenih nosaca optere¢enih lokalizovanim optere¢enjem (koncentrisanim ili
optere¢enjem raspodeljenim po maloj duzini na pojasu limenog nosaca ispod koga se nalazi
rebro) je od znacaja u oblasti primene tankozidnih nosaca u tehnici, a posebno u gradevinarstvu.
Prilikom montaze mostova, primenom postupka navla¢enja mosta do kona¢nog polozaja preko
privremenih ili stalnih oslonaca, nastaje problem tako Sto uticaji koji se javljaju pri montazi
mogu prevazi¢i nosivost konstrukcije u pojedinim delovima. Zbog svoje izuzetne sloZenosti, do
sada nije bilo moguce pronaci kompletno teorijsko reSenje ovog problema nazvanog patch
loading-om.

Put dolazenja do njegovog reSenja, zbog kompleksnosti, kombinuje eksperimente na
stvarnim modelima i numeri¢ku simulaciju ponaSanja modela konstrukcija. Kompletna teorijska
reSenja ovog problema u celini ne postoje 1, kao §to ¢e se u poglavlju 4, koje daje glavne pravce
razvoja ove oblasti kroz znacajne rezultate istrazivanja od kojih je jedan broj uvrséen i u propise
EN1993-1-5, videti [28], od znacaja je nastavak kompletiranja teorijskih resenja.

Poseban znacaj u okviru ovog problema ima modeliranje konstrukcije i numericka
simulacija nosaca. U poglavlju 3 je posvecena paznja teorijskim osnovama i reSenjima koji mogu
doprineti poboljSanju efikasnosti programskih paketa u slucajevima pojave oblasti sa
singularitetima. Pored tih reSenja 1 teorijskih priloga od opSteg znacaja, analizirani su problemi
patch loading-a, tako $to je razvijen odgovaraju¢i numeri¢ki model u progamskom paketu
ANSYS Workbench 15 u cilju reSavanja numericke simulacije ponasanja nosac¢a. Obuhvacene su
1 pocetne geometrijske imperfekcije rebra nosaca na osnovu stvarnog modela nosaca. Deo ovog
rada je povezan i oslanja se na eksperimentalna istrazivanja Markovica iz 2003. godine, sa
Gradevinskog fakulteta Univerziteta u Beogradu (videti [70]).

Eksperimenti na realnim modelima mogu da obuhvate manji broj parametara, a pokazuje
se potreba za odredivanjem uticaja veceg broja parametara radi dobijanja celovitijih reSenja. Zato
je od znaCaja numericka simulacija ponasanja nosaca, kao i skradivanje vremena njenog
izvrSavanja. Broj parametara je i uvecan jer su u poslednje dve decenije data nova alternativna
reSenja za probleme lokalizovanog opterecenja. Ona uzimaju u obzir poduzna ukrucenja,

povecanje duzine prostiranja opterecenja i dr.



Poslednjih decenija je koriS¢enje programskih paketa i specijalizovanih softvera dozivelo
pravu ekspanziju u primenama u tehnici, pa tako i u gradevinarstvu. Danas je nezamislivo
projektovanje, izvodenje i eksperimentalno istrazivanje bez upotrebe inzenjerskih kompjuterskih
programa. Eksperimentalna istrazivanja predstavljaju veoma vazan segment istrazivanja u svim
oblastima a posebno u tehnici. Medutim, izvodenje eksperimenata predstavlja veoma sloZen i
skup proces. U svetu se eksperimenti vrSe na najsavremenijim uredajima pomocu kojih se
postize velika preciznost rezultata. KoriS¢enjem programskih paketa, moguce je simuliranje
eksperimenata na ogromnom broju numerickih modela sa variranjem i pra¢enjem veéeg broja
parametara Sto predstavlja veliku wustedu. Kompjuterska simulacija eksperimenata u
odgovaraju¢im programima uglavnom se bazira na Metodi kona¢nih elemenata (MKE) i Metodi
grani¢nih elemenata (MGE). U novije vreme, algoritmi inZenjerskih programa se stalno
usavrsavaju. Jedan od problema je i pojava oblasti sa singularitetima. Motivacija je da se u tom
delu daju reSenja koja bi uticala na poboljSanje rezultata.

U gradevinarstvu ve¢ duZe vreme limene konstrukcije nalaze Siroku primenu kao Sto su
tankozidni nosaci. Tokom svog eksploatacionog veka ove konstrukcije podvrgnute su razli¢itim
tipovima opterecenja, od izgradnje do zavrsne faze, Sto ¢esto izaziva kompleksna stanja napona u
delovima nosaca. U primenama u gradevinarstvu, veoma je <Cest slucaj delovanja
jednakopodeljenog opterecenja na maloj duZzini na pojasu tankozidnih nosaca ispod kojih se
nalazi rebro — patch loading (lokalizovano opterecenje). Primeri iz inzenjerske prakse su brojni,
a pored primera kranskih staza, platformi, brodskih konstrukcija, jedan od karakteristicnih
slucajeva je slucaj montaZze mostovskih konstrukcija preko privremenih ili stalnih oslonaca do
definitivnog polozaja. Kako je re¢ o veoma slozenom problemu, do danas nisu pronadena
adekvatna analiticka reSenja koja bi u obzir uzela sve moguce parametre. Kada su u pitanju
plocasti I nosaci, poznata su istrazivanja veceg broja parametara, koji se odnose na dimenzije
nosaca, vitkost rebra, postojanje i polozaje horizontalnih i vertikalnih ukrucenja, uticaj duZzine
prostiranja opterecenja, imperfekcije 1 dr. Standardi za projektovanje celi€nih konstrukcija,
Evrokod 3: Projektovanje ¢eli¢nih konstrukcija deo 1-5 puni limeni elementi, EN 1993-1-5 [28]
obuhvataju vec¢i deo ove problematike. Jedan od nedovoljno istraZenih parametara jesu i pocetne
geometrijske imperfekcije. Kako u literaturi nema dovoljno podataka o tome, §to se konstatuje 1
u samom standardu, u ovom radu ¢e ova problematika biti detaljnije istrazena. U ovom radu, U

okviru modeliranja nosaca, zadavane su realne pocetne geometrijske imperfekcije.



Posebna paznja posvecena je 1 materijalnim modelima u okviru numeri¢ke simulacije
zbog mogucnosti prakti¢ne primene. Motivacija je da se uporede grani¢ne nosivosti dobijene za

razli¢ite materijalne modele.

1.1 Ciljidelokrug rada

U radu ¢e u kratkim crtama biti izloZene teorijske osnove i metode vezane za povrsinske
nosace-ploc¢e u okviru teorije elasticnosti 1 teorije plasti¢nosti i1 dati geneza vaznijih pojmova koji
su prisutni u Evropskim normama EN1993-1-5 [28]. lako su u ovoj oblasti do sada postignuta
znacajna dostignuca joS uvek postoje neistrazena podrucja u kojima se vrsi unapredivanje. Jedan
od primera je i usavrSavanje programskih paketa baziranih na MKE i MGE koji sluze za
reSavanje problema u ovoj oblasti (Ansys, Abakus, Nastran i dr.).

U radu se daje poseban tretman kvadraturnim formulama koje obezbeduju reSenja
slozenih problema sa singularitetima algebarskog i/ili logaritamskog tipa. U tom smislu, cilj je da
se u poglavlju 3 da prilog koji bi po implementiranju u programske pakete koji se baziraju na
MKE i1 MGE doprineo izvesnim poboljSanjima u pogledu brzine, konvergentnosti i tacnosti.
Moze se re¢i da u postojecoj literaturi ovoj oblasti nije do sada bila posve¢ena dovoljna paznja.

IzvrSena je, takode, nelinearna analiza stabilnosti limenih I nosaa pod odabranim
kombinacijama optereCenja, za nosace bez poduznog ukrucenja i sa poduznim ukruéenjem,
uzimajuci u obzir i pocetne imperfekcije. Analizirani su zavareni Celicni I nosaci sa izraZzenim
pocetnim geometrijskim imperfekcijama. Dostizanje grani¢ne nosivosti se manifestuje
izboCavanjem rebra u zoni unoSenja optereCenja. Razmatrana je geometrijska 1 materijalna
nelinearnost nosaca bez 1 sa poduznim ukruc¢enjem na kojima su ranije izvrSeni eksperimenti.
Veci deo rezultata eksperimenata, koji su sprovedeni na Gradevinskom fakultetu u Beogradu pod
rukovodtstvom N. Markovica, posluzi¢e kao osnova za istrazivanja na odgovaraju¢em modelu u
kompjuterskoj simulaciji u cilju poredenja sa postoje¢im eksperimentalnim rezultatima. Na
modelima se zadaju opterecenja istog tipa i1 intenziteta kao i u eksperimentu sa ciljem da ako se
ustanovi medusobno slaganje ponaSanja, numericki model moze da posluzi i za druge vrste
istrazivanja. Takode, jedan deo rezultata dobijenih eksperimentalnim putem je ovde po prvi put
obuhvacen i analiziran u kontekstu naponske analize. Numericka simulacija modela vrSena je u

kompjuterskom programu ANSYS Workbench 15. Ovaj rad se fokusira i na pracenje razvoja



deformacija i napona sa porastom optere¢enja, kao i na pocetak pojave plasticnog ponasanja
rebra.

U okviru istrazivanja uticaja lokalizovanog optere¢enja na numerickim modelima
pretpostavljeno je Sest uproséenih materijalnih modela koji opisuju nelinearno ponaSanje
materijala, od kojih su tri po preporuci EN1993-1-5 [28] i jedan po preporuci BSKO07 [12].
Izvrseno je njihovo poredenje i1 analiza, a dobijeni rezultati mogu biti od znacaja za prakticnu

primenu.

1.2 Prikaz strukture rada

U Poglavlju 1 dat je uvod u problematiku kojom se bavi ovaj rad, aktuelnost problema i
ciljevi koji se nastoje posti¢i. Prikazana je ukratko 1 struktura rada.

U Poglavlju 2 se kroz istorijski pregled prikazuju neki od problema u teoriji povrSinskih
nosac¢a. U okviru toga date su specijalne metode koje su od teorijskog znacaja u resavanju
problema ploc¢a. Posebno je dat osvrt na MKE 1 MGE koje se baziraju na numerickoj analizi i
¢ija primena je 1 danas veoma aktuelna kroz programske pakete koji se baziraju na njima.

Prikazani su neki karakteristicni primeri singulariteta i uticajnih polja kod nosaca.
Ukratko je prikazan metod integralnih jednacina sa Green-ovom funkcijom 1 dati su opsti
pojmovi o0 Gauss-ovim kvadraturnim formulama kroz nekoliko primera.

U Poglavlju 3 se razvija efikasan metod za konstrukciju univerzalnih (direktnih)
kvadraturnih formula Gauss-ovog tipa koje obuhvataju i neprekidne-glatke funkcije i funkcije sa
logaritamskim singularitetom. One se efikasno mogu primeniti za direktnu integraciju kao i
reSavanje integralnih jednacina. Ovde dobijene kvadraturne formule su univerzalne jer imaju
moguénost primene integraljenja 1 na neprekidne (glatke) funkcije i na funkcije sa
singularitetom. Kvadraturne formule igraju vaznu ulogu u numerickoj implementaciji MGE i kao
i MKE i ovde su predstavljene kroz nekoliko primera gde je data njihova primena u nekim
specijalnim slucajevima.

Poglavlje 4 daje opsti prikaz ponaSanja plocastih Celi¢nih konstrukcija. Prikazane su
teorijske osnove problema ploca pri statiCkom optere¢enju i metode proracuna u elasticnoj i
plasti¢noj oblasti. Takode, prikazane su preporuke za proracun prema EN1993-1-5 [28], kao i

najnovija dostignu¢a u istrazivanju grani¢ne nosivosti kada je u pitanju opterecenje



lokalizovanim optere¢enjem nosaca bez i sa poduznim ukru¢enjem. U ovom poglavlju prikazani
su tipovi geometrijskih 1 strukturnih (materijalnih) imperfekcija nosaca u skladu sa vazecim
Evropskim propisima.

Poglavlje 5 daje prikaz eksperimentalnih istrazivanja limenih nosaca bez i sa poduznim
ukruéenjem, optere¢enih patch loading-om, preuzetih iz literature. Ovi eksperimentalni podaci
posluzili su za uporedivanje sa podacima dobijenim numerickom simulacijom i prikazani su u
narednim poglavljima.

Poglavlje 6 odnosi se na modeliranje nosaca i teorijsko numericku analizu. Modeli
nosaca, njihova geometrija, granicni uslovi i karakeristike materijala, usvojeni su prema uzoru na
modele nosaca iz eksperimenata opisanih u prethodnom poglavlju. Posebna paznja posvecena je
karakteristikama materijala pri cemu su prikazani rezultati ispitivanja epruveta uzetih iz modela
ispitanih nosaca i dobijene krive su posluzile kao baza za formiranje nelinearnih materijalnih
modela. Materijalni modeli su odabrani u skladu sa vaze¢im propisima i1 to prema EN1993-1-5
(multilinearna kriva i dve bilinearne krive), prema Svedskom standardu BSKO7 multilinearna
kriva i jo§ dve bilinearne krive u cilju dodatne analize. Detaljno je opisano modeliranje nosaca
koje je izvrSeno u programskom paketu ANSYS Workbench 15. U okviru numeri¢ke analize,
izvrSena je kontaktna analiza nosaca sa osloncem i prikazana je mreza kona¢nih elemenata
koriS¢ena u okviru pomenutog programa.

U Poglavlju 7 prikazani su rezultati dobijeni numerickom simulacijom i izvrSeno je
njihovo poredenje sa eksperimentalnim rezultatima iz poglavlja 5. Odredena je grani¢na nosivost
nosaca za Sest razliCitih materijalnih modela i prikazani su dijagrami deformacija i napona sa
porastom sile do dostizanja grani¢nog opterec¢enja. Posebno je izvrSena analiza u cilju pracenja
porasta grani¢nog optere¢enja za nosace bez poduznog ukruéenja i sa postojanjem poduznog
ukrucenja na rebru nosaca, kao i za poveéanje duzine prostiranja opterecenja sa SO mm na 150
mm. Prikazane su karakteristicne vrednosti deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini
duZine sa porastom sile, za razli¢ite materijalne modele, za svaki od Cetiri razlicita tipa nosaca.
Takode, karakteristicne vrednosti napona su analizirane za nosace sa 1 bez imperfekija. Ove
vrednosti su uporedene sa eksperimentalnim podacima.

Poglavlje 8 prikazuje zakljucke na osnovu istrazivanja prikazanih u prethodnim

poglavljima, a, takode, daju se i preporuke za buduca istrazivanja.



2. PRIKAZ METODA ZA RESAVANJE PROBLEMA U TEORILJI PLOCA
| PRIMENA INTEGRALNIH JEDNACINA U PROBLEMIMA U
KOJIMA SE JAVLJAJU SINGULARITETI

2.1  Specijalne metode u resavanju problema ploca

Primena dvostrukih trigonometrijskih redova u predlogu Navier-a. Problem
savijanja ploCe svodi se na reSavanje parcijalne diferencijalne jednacine Cetvrtog reda

AAw=q/D, (2.1)
uz odgovarajuée konturne uslove. ReSenje diferencijalne jednacine problema savijanja
pravougaone plo¢e za slu¢aj proizvoljnog opterecenja q(X,y) dao je Navier 1823. godine i vazi
samo za slobodno oslonjenu plo¢u po celoj konturi (S1.2.1a), a ne i za druge uslove. U tom
sluc¢aju konturni uslovi su

za x=0 i x=a: w=0; &%w/ox> =O. 22)
za y=0 i y=b: w=0; 8°w/ay? =0

Resenje jednacine (2.1) je pretpostavljeno u obliku dvostrukog Fourier-ovog reda u obliku

o0 00

w(x, y)=>">" Ay, sin mTﬂXsinnTﬂy : (2.3)

m=1 n=1
gde je a strana plo¢e paralelna koordinatnoj osi x, a b paralelna koordinatnoj osi y, a Ampn SuU

nepoznati keficijenti koje treba odrediti.
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S1.2.1: a) Pravougaona ploca slobodno oslonjena na svim konturama, b) Pravougaona
ploca slobodno oslonjena na dve medusobno paralelne strane

Resenje (2.3) zadovoljava grani¢ne uslove (2.2), a moze se napisati i u obliku



o0 00

W(X1 y) = zzwmn ,

m=1 n=1

pri ¢emu je

nzy
sm—sm— 2.4
= A sin—_=sin— (2.4)

Da bi reSenje (2.3) zadovoljilo jednaCinu (2.1), nalaZzenjem parcijalnih izvoda funkcije
Wpn 1Z (2.4) imamo

2
o*w o*w. . o*w m> n?) . mm _. n
M2 A — sin X sin 1|
OX oX“oy a

ay4 b2 a

Ako sastavimo sada dvostruki Fourier-ov red i unesemo u (2.1), dobijamo

S IRNCIE] PEERER

. (2.5)
m=1 n=1 a b D

Da bismo odredili koeficijente Ay, prikazaéemo i desnu stranu jednacine (2.5), tj. q(X,y)
u obliku dvostrukog Fourier-ovog reda

o0 00

q(x,y)= Zqunsm—smTﬂy (2.6)
m=1 n=1
Nakon odredenih transformacija (videti [48]) i integraljenja leve i desne strane od 0 do a

po promenljivoj x i od 0 do b po promenljivoj y, dobijamo koeficijente
ab

4 mx
Qo =%£'gq(x y)sin TsmTﬂydxdy. 2.7)

Kada unesemo izraz (2.6) u (2.5), uporedivanjem koeficijenata uz iste ¢lanove reda sa
leve i desne strane, dobijamo koeficijente

q
Amn_ 2mn ; 5 ’
4 M n
=~ +—|D

a posle zamene O, iz (2.7) bice

ab

mzax nny
4 —sin— dxd
jjq(x y)sm a sin b xay

Ay = 22 - . (2.8)
Dz*ab m—2+n—2
a’? b?




Kada uvrstimo (2.8) u (2.3), konac¢no resenje je (2.9) (videti [48] str. 23)

q(x, y)sin m:Xsin n;zy dxdy

m2  n2 2 a b
2 p?

Napomenimo da su se ovakvi problemi najce$¢e reSavali, a i sada se reSavaju, metodom

O ey
O e T

(2.9)

%

konacnih razlika.

Predlog M. Levy-a (1889. god.) obuhvata slucaj savijanja pravougaone ploce, slobodno
oslonjene na dve medusobno paralelne strane, dok ostale dve strane imaju proizvoljne konturne
uslove (videti SI.2.1b). Funkcija ugiba w se trazi u obliku

W=Wo+W1, (2.10)
gde je wp je partikularni integral jednacine (2.1) i zadovoljava grani¢ne uslove na stranama ploce
x=0 i X=a, a w; predstavlja reSenje homogene diferencijalne jednacine

AAw, =0, (2.11)
koje u kombinaciji sa Wy mora da zadovolji sve grani¢ne uslove ploce. ReSenje w; diferencijalne

jednacine (2.11) traZi se u obliku jednostrukog trigonometrijskog reda

= . max
w, =) Y, sin—, 2.12
) 21 mSin— (2.12)
gde je Yn, funkcija od y. Kada uvrstimo (2.12) u diferencijalnu jednaéinu (2.11), ona postaje
o 2 2 4_4
Z{YH:V—ZmZ Yo+ T Ym]sinwzo, (2.13)
m=1 a a a
odakle mora biti
2_2 4_a
Y22y Ty 0 (2.14)
a a

da bi jednacina (2.13) bila zadovoljena za svaku vrednost X. Opste reSenje jednacine (2.14) moze

se uzeti u obliku

4
y =% (Am cosh ™ ;g

n="5 . M Sinh 1 +C,,sinh ny D, M cosh m:yj.(2.15)

a a a a a

Primena beskonacnih integrala; transformacija Fourier-ovim integralima. Za slucaj

beskonacne ili polubeskonacne trake gde dve paralelne strane imaju proizvoljne konturne uslove



ako primenimo metodu M. Lévy-a, Fourier-ovi redovi se moraju zameniti beskona¢nim
integralima. Posmatramo sluc¢aj beskonacno Siroke konzole koja je opterecena koncentrisanom
silom P. Obelezimo: ws- ugib dela konzole AB; w,- ugib dela BC konzolne ploc¢e; AC=a - duzina

ploce. Teret P je jednoliko raspodeljen na duzini v (videti SI.2.2).

SI.2.2: Beskonacno Siroka konzola optereéena koncentrisanim teretom P (preuzeto iz [102])

Konturni uslovi na paralelnim stranama su:

zax=0: w, =0, %:0
ox (2.16)
o*w, 0w, o*w, o%w, '
zax=a: Z v ——2=0, Z+(2-v)—=2 =0
OX oy OX oxoy
Uslovi kompatibilnosti deformacija (neprekidnosti):
an aWZ
Za x=&: W1=W; , —=—= AW, = AW,. 2.17
a 1=W2 X ox h p (2.17)
Ako predstavimo parnu funkciju od y u obliku Fourier-ovog integrala
f(y)zgjcosayda 'ff(n)cowm dn (2.18)
T
0 0

e . L P o .
1 uzimajudi intenzitet opterecenja f(n): — razli¢it od nule samo na intervalu —v/2<n<v/2,
v

dobija se

v
w Sin— COS ay

_2P 2
fly)=— ! - de . (2.19)

Iz uslova da je f(y) jednaka razlici transverzalnih sila sa jedne i sa druge strane preseka x=¢, tj
0 0
fly)=D—Aw, —D—Aw,, zax=¢,
(Y) x ox 2 x=¢

na osnovu jednacine (2.19) ugibi w; i w; Se predstavljaju kao



w; = [ X;(x.a) cosay da, i=12. (2.20)
0

Funkcija X; (x,a) je

X;(x,a)= (A +B;x)coshax +(C; + D, x)sinh ax
i istog je oblika kao Yy, iz jednacine (2.15) prema predlogu M. Lévy-a. Koeficijenti A;, Bj, C; i D;
za i=1,2, odreduju se unosenjem izraza (2.20) u (2.16), (2.17) 1 (2.18).

Metoda kompleksne promenljive. Ako se za nezavisno promenljive veli¢ine uzmu
kompleksni brojevi z=x+iy i Z=x-iy, diferencijalna jedna¢ina savijene ploée AAw=q/D

dobija oblik

ow _ 1 (2,2). (2.21)

o2%0z’ 16D
Resenje za w se dobija kao zbir w; opsteg integrala homogenog dela jednacine (2.21), odnosno
o*w/ez26z% =0 i wo, partikularnog integrala jedna&ine (2.21) (videti [102]). ReSenje w; bide
w, = R[Zgo(z)Jr ;((z)], gde je R realni deo reSenja, a funkcije ¢ i y su analiticke funkcije u
posmatranoj oblasti. U slucaju jednakopodeljenog opterecenja, pogodno je uzeti reSenje u obliku
w, = qz2z%/64D.

Koris¢enjem ove metode moguce je prikazati Green-ovu funkciju u zatvorenom obliku za
kruznu plocu sa razli¢itim konturnim uslovima. Za ukljeStenu kvadratnu ploc¢u i druge slucajeve,
neophodno je priblizno odredivanje Green-ovih funkcija.

Deformacija ploce, kada je moguce da bude izrazena dvostrukim trigonometrijskim
redom, moze se jednostavnije predstaviti koris¢enjem dvostruke periodi¢nosti elipti¢nih funkcija.
Takav oblik je pogodan za izraz Aw koji zadovoljava jednacinu potencijala A(Aw)=0 iz razloga
povezanosti Green-ove funkcije za Aw i funkcije preslikavanja oblasti posmatrane ploce u
jediniéni krug (videti [102] str 270).

Kombinovana metoda.Posmatramo pravougaonu ploc¢u slobodno oslonjenu na svim
stranama i pod dejstvom opterecenja ¢. Njena diferencijalna jednadina je AAw=q/D. Rad 6V
koji vr$i optereéenje  na mogucem pomeranju koje dozvoljava oslanjanje ploce (virtuelno

pomeranje) ow, moze se izracunati neposredno preko integrala

(o), = | adwcbxdy, (2.22)
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ili posrednim putem pomocu izraza
(o), = || DAAWSWdly (2.23)

Priblizno reSenje za ugib w, pretpostavimo u obliku reda

W= 210 (X, y)+ 800 (X, Y)+++ -+ ann (%, ¥),
gde su funkcije @1, @2, ... @n tako uzete da budu pogodne za predstavljanje elasti¢ne povrSine W i
da zadovoljavaju konturne uslove. Izjednacimo izraze za radove pri virtuelnim ugibima pojedinih
¢lanova reda, tj.

Iy = @138y, Wy = @Ry, -y Wy = PRy (2.24)
Izjednacujuci desne strane jednacina (2.22) 1 (2.23), dobijamo

gowdxdy = || DAAwSwdxdy . (2.25)
1] I

Ako se uvrste izrazi (2.24) u (2.25), dobija se sistem jednacina koje kasnije dovode do resenja.

Kombinovanom metodom koju je dao L. V. Kantorovi¢, za prethodni postupak moze se
uzeti ograni¢enje na samo jednu promenljivu, na primer, y. Za promenljivu X se na taj nacin
dobija obi¢na diferencijalna jednacina.

Obratna metoda. Ako pretpostavimo izvestan izraz za ugib ploce w, kao reSenje koje
sigurno zadovoljava samo konturne uslove te ploce, diferencijalnu jednacinu takvog problema
AAw = g/D koristimo za odredivanje optere¢enja @ kao nepoznate, pri ¢emu je

g = DAAw.

Ovde je w poznata veli¢ina koju smo prethodno pretpostavili. Birajuéi oblik reSenja za w tako da
sadrzi parametre aj, @, ..., te parametre ¢emo birati tako da prose¢ne vrednosti funkcija q i q
budu izjednacene na izvesnim delovima povrSine ploce.

Na primeru pravougaone ploce koja je dvoosno simetricna u pogledu optereéenja i u
pogledu konturnih uslova, posmatraéemo samo jednu cetvrtinu ploce koju ¢emo podeliti na Cetiri
jednake povrsine A1, Ay, Az i As. Izraz za ugib moze se predstaviti kao

W=a,¢ + 8,0, + 8303 + 8,90, . (2.26)

Kada opterecenja q i q zadovoljavaju u svakom delu povrsine uslov J‘J‘ (q—qgixdy =0,

Ay
za n=1,2,3,4, dobijaju se Cetiri linearne jednaline po parametrima a,, n=1,2,3,4. Njihovim

reSenjem po a, dobija se konacan izraz za funkciju ugiba w u izrazu (2.26).
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Metoda aproksimacije za konturne uslove. Ova metoda se sastoji u tome da ukoliko se
moze odrediti reSenje koje zadovoljava diferencijalnu jednadinu plo¢e AAw=q/D i samo jedan
od konturnih uslova, pristupa se zadovoljenju drugog konturnog uslova odredivanjem pogodno
izabranih parametara. Tako je primenom ove metode proucavan slucaj pravougaone ploce sa
ukljestenim stranama, opterecene jednakopodeljenim optere¢enjem. PosSlo se od odredivanja
funkcije ugiba w te ploce ali kao slobodno oslonjene na svojim stranama. Zatim je tom ugibu
dodat ugib te slobodno oslonjene ploce sa opterecenjem koje karakteriSu samo ,,momenti*
raspodeljeni duz njenih strana, tako izabranim da zadovoljavaju konturni uslov za ukljestenu
plo¢u ow/on =0 (gde je n normala na konturu). Nagib ow/on je razvijen u Fourier-ov red duz
konture, a parametri koji su iz konturnog uslova za ukljestenu gredu odredeni, bili su koeficijenti
dva trigonometrijska reda i predstavljali su varijaciju momenata na konturi ploce (videti [102]).
Sama ova metoda moZe obuhvatiti slu¢aj kada se koristi reSenje koje zadovoljava samo
diferencijalnu jednacinu problema i konturne uslove u odredenim tackama konture ploce i slucaj
kada je samo u odredenom broju tacaka u unutrasnjosti ploce, kao i na samoj konturi, tacno
zadovoljena diferencijalna jedna¢ina AAw=q/D. Nakon toga se vrsi zadovoljenje odredenog
broja parametara.

Metoda Weinstein-a. Za slucaj plo¢e sa ukljeStenim stranama najpre se trazi reSenje
njene diferencijalne jedna¢ine AAw, =q/D za dato opterecenje g i, umesto stvarnih, za konturne
uslove wi=0, Aw;=0. Resenje stvarnog problema se odreduje u obliku

n
W=W + Zak§0k :
k=1
gde su ax izvesni koeficijenti, a ¢ funkcije od x i y. Funkcije ¢k su jednake nuli na konturama
ploce i zadovoljavaju diferencijalnu jednacinu AAg, =0. Konturni uslov ow/on=0 (gde je n
normala na konturu) se primenom Green-ove teoreme transformi$e i svodi na sledeci sistem od n

linearnih jednacina za odredivanje parametara

” q—é’ldde * kZ:,ak ﬂ ApAgdxdy =0,

” q% dxay + kZillak HAsozAcokdxdy =0,
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Integraljenje se vrsi po povrsini cele ploce.

Hankel-ova transformacija. Posmatrajmo kruznu plo¢u polupreé¢nika a pod dejstvom
rotaciono simetri¢nog opterecenja q(r) i pomnozimo njenu diferencijalnu jedna¢inu AAw=q/D
izrazom rJo(/ir)dr, gde je Jo Bessel-ova funkcija nultog reda. Posle integraljenja polarne

koordinate r u granicama od 0 do o i, imajuéi u vidu, da je w=0 za r > a, dobija se
a

At j w(r)rdo (2r)dr = (C, + 22C, iy (1a) + (1€, + 2C, % [ao)as(ao)o,  @27)
0

gde je J; Bessel-ova funkcija prvog reda, a C; (i=1,..,4) konstante. Hankel-ovom transformacijom

primenom inverzne teoreme na jednacinu (2.27), dobijamo izraz za ugib
i 1
w= [ g(2)530(Ar)d2,
5 A

gde je sa g(4) oznacena desna strana jednacine (2.27).

Sinusne transformacije. Za slu¢aj pravougaone plo¢e moze se koristiti reSenje za
funkciju ugiba u obliku

w(x, y)= > Y(y,a) sindx
a, takode, sinusna transformacija koristi se i za slu¢aj ploca u obliku sektora. Kona¢ne sinusne
transformacije funkcije w uzete u odnosu na promenljivu x, koje su uvedene zajedno sa
transformisanim izvodima od w i transformisanom diferencijalnom jedna¢inom ploce, veoma su
korisne za odredivanje konstanti funkcija Y zadovoljavajuci date konturne uslove ploc¢e [102].

Mellin-ova transformacija. Posmatrajmo primer plo¢e u obliku klina-kruznog isecka.
Jedna strana je ukljeStena (gde je polarna koordinata 8=0), a druga strana (6=«) je slobodna i na
njoj deluje upravno na plocu, nanize, koncentrisana sila P sa koordinatom r=ry. Opste reSenje
homogenog dela diferencijalne jednacine ploce, tj. AAw =0, u polarnim koordinatama je

w(s)=0(0,s)/r*, gde je

0(8,s)= A(s)coss@ + B(s)sins@ + C(s)cos(s + 2)6 + D(s)sin(s + 2)6,

a s je parametar. Konturni uslovi na ukljeStenoj strani ploce su:

[W(s)l,oo =0 i 1[2‘2’}& . =0. (2.28)

Napadni moment M; na slobodnoj strani bi¢e nula ako je
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1
+_
r

or? o r? 96?

s

ows) 1 52W(5)} _0. (2.29)
O=a

Koriste¢i Mellin-ovu transformaciju, funkcija f(r) dobija oblik

_ 1 CHOOi—s T s-1
f(r)—z—m.a_joori dS!/D f()dp,

gde je o realna konstanta. Funkcija f(r) ¢e za slu¢aj koncentrisane sile P koja dejstvuje upravno

na plocu u tacki sa koordinatama (0=a. ; r=ry) biti

=) o+ooi r ~(s+3)
f(r)= — ds, 2.30
() 27r, G:‘;i(roj (2:30)
tako da funkcija ugiba ploce dobije oblik
1 o+l
w=— |r—e(g,s)ds. 2.31
2 |T7005) (231)

Izraz (2.30) se koristi da se pored tri postojeca konturna uslova (2.28) i (2.29) dobije i
Cetvrta jednacina potrebna za odredivanje Cetiri koeficijenta A(S), B(s), C(s) i D(s), a zatim
odredi i funkcija ugiba (2.31). U upotrebi su i Rayleigh-Ritz-ova metoda [104], Laplace-ove
transformacije u teoriji plo¢a [105] i dfr.

Eksperimentalne metode. Istorijski gledano, naves¢emo kratak pregled metoda koje su
od znacaja za proucavanje savijanja tankih plo€a. Neke od njih pokazale su se efikasnijim od
analitickih u sloZenijim sluCajevima kada ploc¢a predstavlja viSestruko povezanu oblast,
promenljive je debljine ili je sloZenog oblika konture.

Kod primene metode fotoelasti¢nosti se koristi ¢injenica da se efekat koji izaziva zrak
polarizovane svetlosti iz zone zatezanja poniStava zbog suprotnog efekta u zoni pritiska, u
slu¢aju savijanja tanke ploce. To je iz razloga §to su normalni naponi, za dva vlakna koja su
simetri¢na u odnosu na srednju ravan ploce po veli¢ini, jednaki ali su suprotnog znaka.

Jedna od metoda se sastoji u tome da se izvr$i spajanje slojeva fotoelasticnog materijala
sa refleksivnom povrsinom ploc¢e od stvarnog elasticnog materijala. Koriste¢i zrak polarizovane
svetlosti, ti slojevi fotoelasticnog materijala pruzaju podatke o informaciji u krajnjim vlaknima
ploce. Ova metoda potice od A. Mesnager-a [102].

Metoda odbijene svetlosti. Refleksivna povrSina plo¢e koja je napregnuta utiCe na

pravce dva susedna zraka svetlosti i to se koristi za odredivanje krivina povrsina, a preko njih i
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momenata savijanja i torzionith momenata. Posebno su od znacaja rezultati kod ploca na
clasticnoj podlozi jer zbog vece ta¢nosti imaju prednost nad analitickim metodama zbog
nemogucnosti tacnijeg odredivanja njihovih mehanickih osobina.

Analogija izmedu ravnog naprezanja i savijanja ploce. U slucaju savijanja ploce, koja
je opterecena samo silama na konturi, diferencijalna jednacina je AAw=0. Izmedu tog slucaja i
slu¢aja ravnog naprezanja, kod koga Airy-eva funkcija napona F(x,y) (iz 1862. god) zadovoljava
diferencijalnu jednac¢inu AAF =0, postoji medusobna analogija.

Metod konacnih razlika. Ovaj metod predstavlja priblizni metod numeric¢ke analize za
reSavanje grani¢nih zadataka. Diferencijalna jednacina ili sistem diferencijalnih jednacina se
ovim metodom zadovoljavaju u odredenom, kona¢nom broju tacaka oblasti Q i u odredenom,
kona¢nom broju taaka konture I' te oblasti. Uzimajué¢i priblizno izraze u obliku konac¢nih
razlika-diferencija, za diferencijalne operatore tretiranih diferencijalnih jednacina i grani¢nih
uslova, problem se svodi na reSavanje linearnih algebarskih jednacina. Tako se odreduju
vrednosti trazenih funkcija u odredenom, unapred odabranom broju tac¢aka, kako oblasti €, tako 1
na konturi I

Metode reSavanja ravanskih, visokih nosaca u pravougloj jednostrukopovezanoj
oblasti. Da bi se odredila biharmaonijska funkcija napona F(x,y), koja je neprekidna funkcija
koordinata x i y u srednjoj ravni ploce, uz zadovoljavanje grani¢nih uslova konture ploce ovde ¢e
biti razmotrena primena polinoma i trigonometrijskih redova.

ReSenje koriS¢enjem polinoma. Za reSavanje razlicitih ravanskih zadataka moze se
primeniti obratna metoda uzimaju¢i funkciju napona F(x,y) tako da ona bude biharmonijska
funkcija koja zadovoljava biharmonijsku jedna¢inu AAw=0 ili u razvijenom obliku

o'w  o'w  o'w

o +28X28y2 + oy° -

a zatim se vrSi ispitivanje koje grani¢ne uslove, odnosno koja optere¢enja na konturi
zadovoljava. U narednom ¢emo izloziti slu¢ajeve da biharmonijska funkcija bude u obliku
polinoma razli¢itih stepena.

Polinomi prvog stepena. Ovi polinomi ne mogu da se primene kao funkcije napona jer su
njihovi drugi izvodi jednaki nuli, $to znaci da bi naponi sraCunati pomoc¢u ovog polinoma bili
jednaki nuli.

Polinomi drugog stepena. Analogno [1], polinom ¢emo uzeti u obliku
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F, (x, y):a—zlx2 +a2xy+a—23y2. (2.32)

Cetvrti izvodi ove funkcije po promenljivima x i y su jednaki nuli, tj.

'F, _, 'R

o R
ox*

aXzayz N 6y4

tako da je i biharmonijska jednacina AAF =0 zadovoljena, odnosno

0,

'F, , O'F, 'R
4 24,2 4 =
OX OX“oy oy

Zbog toga polinom drugog stepena F»(x,y) moze biti primenjen kao funkcija napona.

Polinom treceg stepena. Ako za funkciju napona F(x,y) uzmemo polinom treceg stepena

2

Fs(x,y)=b—gx3+b—2x y+b§xy2+%“y3,

3
biharmonijska jednacina AAF =0 ¢e biti identicki zadovoljena. Zato je ovaj polinom
biharmonijska funkcija i moze se primeniti za reSavanje raznih ravanskih zadataka. Koeficijenti
bi (i=1,..4) mogu biti uzeti medusobno nesavisno.

Polinom cetvrtog stepena. Uzmimo polinom Cetvrtog stepena oblika

C C C C C
Foxy)=2x* + 23y + 2 x2y2 4“4 xy® 4 5 y4 2.33
(% y) s g YT XY A Y (2.33)

Diferenciranjem funkcije Fa(X,y) i zamenom njenih odgovaraju¢ih cetvrtih izvoda u
biharmonijskoj jednacini AAF =0, dobijamo ¢;+C;+C; =0. Iz prethodnog sledi da
koeficijenti ¢y, C3 I Cs5 nisu medusobno nezavisni. Ako predpostavimo da su C; i C3 nezavisni,
koeficijent cs se moze izraziti preko njih, tj

s =—(C, +C3). (2.34)
Na taj nacin su koeficijenti Cy,..., C4 Nezavisni, dok je cs zavisan prema (2.34). Zamenom (2.34) u

(2.33), polinom F4(x,y) dobija oblik sa kojim moze da bude biharmonijska funkcija tj.

C C c 4 Cc
e U L

Polinom petog stepena. Pretpostavimo polinom petog stepena oblika
dy 4

d d d d d
Fs(x,y)=—2x% + =2 x*y + 2 x3y2 + —4 x2y% 4 5y 4 6. y5 2.35
5(x,y) AT AR AR At A7 (2.35)
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0'F;  0'Fs i84F5

ot ox2oy? oy

za funkciju napona F(x,y). Ako njene izvode

uvrstimo u biharmonijsku

jednacinu AAF =0, dobijamo

(6d, +4d, +2d; )x +(2d, +4d, +6dg )y =0. (2.36)
Jednacina (2.36) ¢e biti zadovoljena za bilo koje vrednosti promenljivih X i y ako je

6d, +4d; +2d; =01 2d, +4d, +6dg =0. (2.37)
Kako postoje dva uslova (2.37), broj nezavisnih koeficijenata ¢e biti Cetiri umesto Sest.
Pretpostavimo da su dj, dy, ds i d4 nezavisni, a ds i dg zavisni koeficijenti koji se pomocu (2.37)

mogu izraziti preko nezavisnih koeficijenata, tj

d, = —3d, —2d, i d =—~d, -2d,. (2.38)
3 3
Kada ds i dg iz (2.38) uvrstimo u (2.35) dobija se
d d 1 d d 1
Fs(x,y)=—2(x> —5xy* +—2(x4 -= 5j+—3 x3y? —xy? +—"’(x2 3= 5). 2.39
5(y)20( XY)12y5y 6(y><y)6y5y (239)

Polinom Fs(x,y) u obliku (2.39) predstavlja biharmonijsku funkciju napona i moze se koristiti za
reSavanje zadataka ravnog problema ploce.

Primer 2.1. Razmotriti grani¢ne uslove, odnosno, optereéenje pravougaone ploce Koji
odgovaraju funkciji napona uzetoj u obliku polinoma drugog stepena, ako su zapreminske sile
jednake nuli.

Uzmimo polinom drugog stepena kao biharmonijsku funkciju oblika (2.32).

Komponentalni naponi su

2 2 2
F F
o, - a@y; —a,, o, = aa 2 _a, 1= —Zxa; —a,. (2.40)
X
Grani¢ni uslovi su:
Pnox = @3 COS g — @, COS Sy, (2.41)

Pn,y =82 COS g + 8, COS [y,

gde je np normala na konturi ploce, a ag i o su uglovi koje ona gradi sa osama X i y respektivno.
Na osnovu izraza (2.40) komponentalni naponi su konstantni, a iz (2.41) proizilazi da je
intenzitet optereCenja na konturama ploce, takode, konstantan. Odredi¢emo opterecenja koja

deluju na konturama pravougaone ploce S1.2.3
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S1.2.3: Pravougaona ploca opterecena na konturama

Grani¢ni uslovi ¢e na osnovu (2.41) i kosinusa uglova normale biti:

y %4 T

za stranu ploce AB: p,, =3, cosE —a,cos0=-a,, Py =—a, cosE +9,c0s0 = a,;
y 74 /1

za stranu ploce BC: p,, =a;cos0—a, cosE = as, Pyy =—a, C0s0+ay cosE =-a,,;
y T V4

za stranu plo¢e CD: p_,, =2, cosE —-a,Cosr=a,, Py =—8; cosE +a, C0S 77 = —ay,
y T 7

za stranu ploc¢e AD: p_,, =azcosr —a, COSE =-a3, P_yy =—8,C0S7+a,COS_—=a,.

Na osnovu ovog primera mogu se dobiti 1 neki posebni slucajevi koji se javljaju u
prakti¢nim problemima (videti [1]).
ReSenje koris¢enjem redova. Za funkciju napona F(x,y) mogu da se primene

trigonometrijski redovi po sinusu ili kosinusu. Posmatrajmo funkciju oblika

F(x,y)=U (y)cosnl—” X, (2.42)
gde je: U(y)- funkcija koja zavisi samo od promenljive y;

n- bilo koji ceo broj;

I-duzina pravougaone ploce u pravcu X.

Diferenciranjem funkcije F(x,y), dobijamo slede¢e izvode koji se javljaju u

biharmonijskoj jednacini AAF =0:

4 4 4 2 4
Ez(n_ﬂ-j Ucosn_ﬂ.x1 i:_(n_ﬂ] U”COSn—ﬂ.X, a_F:UIV COSn—ﬂ-X. (243)
ox* | | " ox2oy? | | oy* |

Kada uvrstimo izraze (2.43) u AAF =0, dobijamo jednac¢inu
nz ? nz ‘ nz
(U W _Z(T] U”+(Tj UJcosl—x =0.
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Ako funkcija U(y) zadovoljava jednacinu

2 4
u'v —2(”T”j uu(”l—”j U=0, (2.44)

za bilo koju vrednost X, biharmonijska jedna¢ina AAF =0 ¢e biti zadovoljena. ReSenje

diferencijalne jednacine (2.44) je
U(y)= Ancoshl—y+B ycosh 2% I Ty+c, smhl—y+D ysmhl—y (2.45)
Kada (2.45) uvrstimo u (2.42), funkcija napona F(x,y) dobija sledeci oblik

F( ) (AncoshTy+B ycoshTy+C smh I y+D ysmhl—yjcosnTx

Za razli¢ite vrednosti celobrojne n dobijaju se razliite, nove vrednosti funkcije F(X,y)
koje se medusobno razlikuju po vrednostima konstanti A,, By, C, i Dy i parametara nz/l . Opste

reSenje biharmonijske jednacine AAF =0 moZemo predstaviti u obliku beskonac¢nog reda u

¢ijim ¢lanovima su sadrzana sva moguca partikularna resenja, tj.

o0

F (X, y)=Z(An coshTy+B ycoshTy+C sinh 22 I y+D ysthyjcosTx (2.46)

n=1
Analognim postupkom moze se pokazati i reSenje za funkciju napona u obliku

trigonometrijskog reda po sinusu

o0

F(x,y)= Z(A,; coshn|—7Z y+ B,;ycoshnl—ﬂ y+C/ sinhn|—7Z y+ D,;ysinhnl—;Z yjsinnl—ﬂx, (2.47)

n=1
gde su A,, By, Cj, i Dy, konstante. Funkcija napona moze da se predstavi kao zbir izraza (2.46)

i (2.47),

F, =F, +F, :Z[(An coshl—y+B ycoshTy+C sinh "7 I Zy+D! ysthyjsmnl—x+

n=1

+[An coshnl—”y+ Bnycoshnl—ﬂerCn sinhnT”y+ Dnysinhr]—ﬁyjcosnl—ﬁx}

Opterecenje koje deluje na konturama ploce treba da bude izrazeno u vidu trigonometrijskog

reda po sinusu ili kosinusu, tako da se konstante Ay, A, ..., Dn, D, mogu odrediti preko konturnih

uslova. U slu¢ajevima reSavanja ravanskih problema, koji to zahtevaju, funkciju napona mozemo

predstaviti i kao zbir trigonometrijskih funkcija i odredenih polinoma.
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2.2 MKE i MGE u resavanju problema mehanike

Nagli razvoj racunarske tehnike, zbog gotovo revolucionarnog tehnoloskog napretka
elektronskih racunara, doprineo je da se oblasti mehanike, teorije konstrukcija sa dinamikom
konstrukcija, analizama i modelovanjem konstrukcija, na poseban nacin, u ra¢unarskom smislu,
tretiraju. U domenima gde su analiticka izra¢unavanja veoma komplikovana, a jednacine, npr.
tipa parcijalnin diferencijalnih i integralnih, definiSu realne i potrebne probleme, moze se
diskretizacijom oblasti do¢i do reSenja sa dovoljnom ta¢noscu.

Najmo¢niji metodi u racunarskoj tehnici postaju metod kona¢nih elemenata (MKE) i
metod grani¢nih elemenata (MGE). MKE i1 MGE su u poslednjim decenijama vrlo popularni i
nalaze primenu ne samo u inzenjerstvu vec i §ire. Njihova primena je u mehanici loma, mehanici
ostecenja, problemima protoka fluida, elektromagnetici, problemima prenosa toplote, difrakciji 1
dr. U MGE problem grani¢ne vrednosti se numericki modelira koriste¢i diskretizaciju, naj¢esce
granice oblasti, ¢ime se dolazi do sistema linearnih algebarskih jednacina koji vrsi aproksimaciju
reSenja originalnog problema. U veini slu¢ajeva kod problema se zahteva veoma tacna
numericka integracija jednostrukih ili viSestrukih integrala koji su optereceni singularitetima tako
Sto poseduju singularna jezgra ili imaju singularne bazisne funkcije, a javljaju se i slucajevi da
integrali budu i sa singularnim jezgrima i sa singularnim bazisnim funkcijama (videti [62]).

U MGE se javljaju koeficijenti uticaja koji sadrze integrale duz granice. Za njihovo
reSavanje neophodno je numeric¢ko reSavanje jer i u manjem broju slucajeva, gde se reSenje moze
dobiti analiti¢ki, ta reSenja su obicno data sloZzenim izrazima tako da su veoma komplikovana i
potpuno neprakti¢na. SloZenost problema ogleda se i u tome $to se grani¢ni elementi
aproksimiraju kao konstantni, linearni, paraboli¢ni ili drugacijih oblika, a grani¢na veli¢ina duz
tith elemenata se aproksimira polinomom istog ili drugacijeg stepena u odnosu na granicni
element. Do komplikacija dolazi u prelomnim tackama granice ili u taCkama gde grani¢ni uslovi
menjaju tip.

Za dobijanje vandijagonalnih elemenata matrice sistema linearnih algebarskih jednacina,
koja se javlja pri ovoj numeri¢koj analizi, izvor (tj. koncentrisana sila) koji se nalazi u oblasti
povrsine integracije je izvan grani¢nog elementa. Nasuprot tome, za dijagonalne elemente izvor
lezi u ¢voru samog grani¢nog elementa zbog ¢ega dolazi do pojave singulariteta. Na primer, u

slu¢aju da su grani¢ni elementi konstantni, u okviru reSavanja integralne jednacine kod MGE
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linijski integrali za elemente matrice van glavne dijagonale su regularni. Za dijagonalne elemente

se referentna tacka Pj(X;Yyi) nalazi na granitnom elementu duz koga se vrSi integraljenje.
Rastojanje r :|q— P|| je jednako nuli u slucaju kada je Pi=q (g je tacka za integraciju duz

grani¢nog elementa). Tada linijski integral postaje singularan. Pored singulariteta algebarskog

tipa ovde se javljaju i singulariteti logaritamskog tipa koji se mogu prikazati u obliku
1
I :I f (x)log xdx.
0

Za njihovo numeri¢ko re$avanje se razvija i primenjuje postupak Gauss-ovih kvadratura.
Isto tako, u odredenim prakticnim sluc¢ajevima, postoje delovi gde granica nije glatka kriva 1
javljaju se prelomne tacke, $to dovodi do singulariteta, takode.

Iz ovih razloga, postoji potreba za dobijanjem novih rezultata primenom numeric¢ke analize radi
poboljsavanja, tacnosti i efikasnosti ovih metoda.

Iako je jos 1900. god. Fredholm [30] primenio metod za reSavanje integralnih jednacina,
prevodenjem jednacine po oblasti u analognu jednacinu po granici, njegova prakti¢na primena
kroz MGE je otpocela tek Sezdesetih godina dvadesetog veka. Jaswon i Ponter [58] su 1963.
godine razvili tehniku numeri¢kog reSavanja Saint-Venant-ovog problema ogranicene torzije
Stapa proizvoljnog poprecnog preseka koja ukljucuje 1 deplanaciju samog preseka. Katsikadelis 1
Sapountzakis [61] su 1985. i Katsikadelis [60] razvili tehniku reSavanja integralnih jednacina u
kojima su nepoznate grani¢ne veli¢ine. Dobijena su znacajna reSenja za razlicite oblike
kompozitnih poprecnih preseka pri uticaju torzije. Tako je za reSenje ograniCene torzije Stapa
elipsastog poprecnog preseka bolje uzeti gus¢i raspored grani¢nih elemenata (manje duzine
elemenata) na delovima gde su vece krivine granice, a na ostalim mestima proporcionalno duze
elemente Cime se postize bolja tacnost (za detalje videti [58]). Obuhvaceni su i slucajevi
anizotropnih tela. Za reSavanje povrSinskih integrala po oblasti povrSine Q (¢ija je granica I')
potrebni su u odredenim slucajevima i slozeniji postupci integracije. Tako, oblast Q se moze
podeliti na podoblasti razlicitih oblika npr. trouglova, i preko njih se vr§i numericka integracija. I
ovde se javlja u integralu po oblasti Q singularitet logaritamskog tipa za koji se vr$i numericko
izraCunavanje primenom kvadraturnih formula (videti, na primer, Galager [31] i Hamer [51]).

Interesantno je da su, zbog otezanosti nalazenja funkcije F koja predstavlja partikularno

reSenje Poisson-ove jednacine AF=f, a da bi se dobilo resenje za funkciju F i oF/on (gde je n
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normala na granicu I') usled izvora definisanog funkcijom rasporeda f(X, y), Nardini i Brebia [89]
dali Metod dualnog reciprociteta 1982. godine. Cilj im je bio reSavanje dinamickih problema
preko MGE i fundamentalnog resenja statickog problema. Oni su na ovaj na¢in dali metod koji je

pogodan za reSavanje razli¢itih nelinearnih problema.

2.3  Singulariteti (algebarski i logaritamski) i primena integralnih jednacina

U ovom delu da¢e se kratak prikaz nekih od problema koji se javljaju u teoriji
konstrukcija i primenjenoj mehanici u kojima se javljaju singulariteti. Kroz ovaj selektivni prikaz
problema navodi se izvestan broj karakteristicnih sluc¢ajeva koji se javljaju u ovoj oblasti. Biée
prikazan primer pojave singulariteta kod pravougaone ploc¢e kao i primer uticajnih polja kod

povrsinskih nosaca, preuzeti iz literature.

2.3.1 Slucaj singulariteta kod pravougaone ploce

Kada govorimo o singularitetima koji se odnose na naprezanje ploce koja je savijena, ako
neki od komponentalnih napona dostize beskonaénu vrednost u nekoj tacki O(Xo,Yo), kazemo da
u toj tacki postoji singularitet. Pojava singulariteta nastaje u tackama ploce na koje dejstvuju
koncentrisane sile, odnosno sile spregova, tako da se singulariteti mogu javiti u uglovima ploca
kod otpora, bez obzira od opterecenja koje deluje na tu plocu. NaveS¢emo slucaj koncentrisane
sile u blizini ukljeStene strane u skladu sa [102]. U slucaju beskonaéno Sirokog konzolnog nosaca

(videti S1.2.4) koji je u tacki (&) opterecen koncentrisanom silom P, izraz za ugib w je

2 2
We— P 4x§—rzlog(x+§) +(y-n) ’ (2.48)
167D rl2

gdeje 2 =(x—&) +(y-ny,
Eh°

D= - krutost ploce na savijanje.
12— v?)

Moment ukljeStenja u tacki O(X=y=0), koriS¢enjem izraza (2.48), ima vrednost

M, :—(P/ 7r)cos2 @, ako ¢ i 5 ne dobijaju vrednosti nula u isto vreme. U sluc¢aju da su obe
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vrednosti & i # jednake nuli, moment My ¢e biti jednak nuli, tako da je u samom pocetku funkcija

My(&,n) prekidna.

SYERL

el
o=

| S,

1,
S1.2.4 Pravougaona ploca opterecena u tacki P [102]

Napomenimo da ¢e koncentrisana sila, odnosno koncentrisano opterec¢enje koje deluje u
blizini strane ploce koja je kruto ili elasti¢no ukljeStena, imati slican uticaj nezavisno od uslova
oslanjanja ostalih strana te ploce i to ¢e se odraziti tako da se javi karakteristi¢éni oblik uticajnih
povrsina za momente koji su na toj konturi sa krutim ili elasti¢nim ukljeStenjem.

Uticajne funkcije i sopstvene vrednosti. Izraz za ugib slobodno oslonjene pravougaone

ploce stranica a i b (S1.2.5) usled dejstva koncentrisane jedini¢ne sile P=1 je (videti [102])

4 && sin mﬂésin nZ’? sin mm(sin n;zy
w=K(x,y,&n)= a a . (2.49)
( ) 7*abD r%:lnzz‘i m?2 n2Y
7_'_7
a? b?
0 M
,,l !
d’i“:l :
__&EH Eb
_*F_-----; --------- 7L

S1.2.5 Dejstvo koncentrisanog opterecenja na pravougaonu plocu [102]

U sluc¢aju da smatramo da su promenljive veli¢ine ¢ i #, jednaCina (2.49) predstavlja
uticajnu povrsinu za ugib plo¢e u tacki sa koordinatama x=¢, y=#¢ kada je pokretno jedini¢no
optere¢enje P=1 u tacki sa koordinatama ¢ i #. U slucaju datog raspodeljenog opterecenja
intenziteta f(&,n) koje deluje na povrsini A i uz uvazavanje principa superpozicije, dobijamo ugib

u nekoj tacki kao
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w=[[ 1K (xy. & m)dgdn, (2:50)
A

gde se integraljenje sprovodi po opterecenoj povrsini A. Uzet je elementarni teret f(&,7)dédy u
okolini tatke sa koordinatama x=¢, y=7. Funkcija K(x,y,&,7) predstavlja Green-ovu funkciju

plo¢e i u ovom slucaju je zbog reSenja (2.49) povezana sa konturnim uslovima slobodno
oslonjene pravougaone ploce.

Interesantna je povezanost Green-ove funkcije pravougaone plofe pri savijanju i
problema njenih slobodnih popre¢nih vibracija. Slobodne poprecne vibracije odreduju se preko

diferencijalne jednacine

2
(az 02] 1 O2W

8)(_2 + y = _B? :
gde su

W(x,y,t)-ugib,

-masa jedinice povrsine ploce,

t-vreme.
Ako izrazimo ugib kao W=w(x,y) cos pt, dobijamo jednacinu

DAAW—-Aw =0, (2.51)
gde je A= p2u.

Za izvesne konturne uslove postoje resenja jednacine (2.51) i to za odredene vrednosti
parametra 4. Te vrednosti 14,... ,A,... SU Sopstvene vrednosti ovog problema. Na osnovu njih se

dobijaju sopstvene funkcije Wl(X, Y) ey Wi (X, ¥), ... za koje vazi ortogonalnost, .
] wi (v i (x, y)aixdy = 0 (i £K).
A

S obzirom da su sopstvene funkcije wy odredene do na konstantan mnozilac, taj mnozilac biramo
tako da se zadovolji uslov
”W,f (x, ydixdy = a®b?, (2.52)
A

gde je uzeto da su a i b stranice pravougaone ploce. Tada izraz (videti [102])

K(x, y,&7)= 1 iWk (% y W (5177), (2.53)

a2b2 k=1 ﬂ’k
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predstavlja uticajnu funkciju za pravougaonu plocu ¢ije konturne uslove zadovoljavaju sopstvene
funkcije wy. Primenjujuéi princip superpozicije za grupu od n koncentricanih sila P; u tatkama
(&,mi) mozemo naéi ukupan ugib u nekoj fiksiranoj tacki (X,y) za slu¢aj pravougaone ploce a na
osnovu izraza (2.49) za slucaj jedini¢ne koncentrisane sile

n

w= > PK(x &), (2.54)

i=1
Na osnovu jednacina (2.50), (2.53) 1 (2.54) mozemo konstatovati da se ugib ploce moze
prikazati linearnom kombinacijom sopstvenih funkcija te ploce.
U [102] se moze videti primer slobodno oslonjene pravougaone ploce Cije su strane a i b.
Zadovoljavaju¢i konturne uslove plo¢e (w=4w=0), jednacinu (2.51) 1 uz normalizovanje

sopstvenih funkcija prema uslovu (2.52) odredene su sopstvene vrednosti

m? n2 ?
M =r'D| = +— (2.55)
a“ b
i odgovarajucée sopstvene funkcije
W, = 2+/absin m—ﬂxsinnTﬂy, (2.56)
a

(m i n su dva proizvoljno data cela broja). Ako se uvrsti rezultat Ay iz (2.55) i wg iz (2.56) uz

razvijanje izraza (2.53), dobija se rezultat (2.49).

2.3.2 Uticajna polja kod povrsinskih nosaca

Za slucajeve ravnih povrSinskih nosaca pojavila se potreba za odredivanjem
dvodimenzionalnih uticajnih polja. Prve publikacije iz ove oblasti pojavile su se Cetrdesetih
godina dvadesetog veka, kada su zapoceta sistemati¢nija sakupljanja rezultata, tablica 1 planova.
Kod povrsinskih nosaca su se uz pomo¢ uticajnih polja odredivali najnepovoljniji polozaji tereta
koji su raspodeljeni na veoma male povrSine, tako da u teorijskom smislu predstavljaju
koncentrisane sile koje deluju na pojedine tacke ploce.

Medu prvima su E. Bittner i A. Pucher proracunavali uticajna polja, a u monografiji o
povrsinskim nosac¢ima Karl Girkmann-a [36] prikazana su detaljnija reSenja iz ove oblasti.

Navedimo dva slucaja gde se javljaju singulariteti.
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U prvom je Bittner [9] za pravougaonu ploc¢u koja je slobodno oslonjena na svojim

stranama a i b (videti S1.2.6), prorac¢unavao uticajna polja.

u u

L(P) Pl

a) b) c)
S1.2.6 Pravougaona ploca slobodno oslonjena; a) ploca opterecena u tacki konc. silom P, b)

ploca sa raspodeljenim opterecenjem po pravougaoniku, c) uticajno polje [my] za tacku u,v [36]

Dobijeno je uticajno polje [my] za moment my u tacki sa koordinatama u,v oblika [36]

sinh a,v'sinh any(

m, |= ) sina,usina,X 1+a,v' cotha,v' +a,ycotha,y—a,bcotha,b
[ y] Zn: n n OCnaSinhOCnb n n ny ny n n )

za0 <y<v, gdesu: «, :n—”, v'=b—Vv i cothx = cosh x/sinh x..
a

Na S1.2.6.c) je prikazan slu¢aj uticajnog polja [m,] za tacku (u,v) na kojoj dejstvuje
koncentrisani teret P (S1.2.6.a)). Da bi se prevazisao singularitet i dobilo reSenje, pribegnuto je

integraljenju mimo tacke singulariteta (videti S1.2.6.b)). Tako je vrednost momenta

u+c  v+d
m, = pj dx j[my]dy.
u-c  v-d

Problem se svodi na odredivanje zapremine koju ograni¢ava povrsina [my] u okolini tacke
(u,v) i ¢iji se volumen, zbog singularnog dela proteze do beskonacnosti. Za slucajeve dejstva
optereéenja na veoma male povrSine, uzima se veliki broj ¢lanova trigonometrijskog reda preko
koga je reSenje numericki odredeno, ¢ime su dobijeni dovoljno tacni rezultati.

Singularni udeo reSenja uz uticajno polje [my] moZe se prikazati kao

°Q 1 r
[m.], =-K auzo :—§(2I096+20052¢+1J. (2.57)
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Na S1.2.7. prikazan je jedan deo singulariteta reSenja za uticajno polje my u polarnim

koordinatamarr, ¢.

S Sk N

F~ S

x-u

S1.2.7 Jedan deo singularnog resenja za uticajno polje [my][36]
Za moment savijanja svake ravni, kroz tacku (u,v), koja je upravna na srednju ravan ploce, vazi

jednacina (2.57). Ugao ¢ se odnosi na normalu ravni preseka.

2.4  Metod integralnih jednacina sa Green-ovom funkcijom

Resavanje integralnih jednacina ima svoj znacaj u skoro svim naucnim oblastima, a
posebno u tehnici. Numericka integracija je tacniji proces od numerickog diferenciranja koje je
implicitno ukljué¢eno u metodu konac¢nih razlika (za analizu greSaka videti [5]).

Jedan od metoda za reSavanje grani¢nih problema koji se javljaju u teoriji konstrukcija,
predstavio je N. Hajdin u svom radu [47]. Sustina ovog metoda je da diferencijalnu jednacinu ili
sistem diferencijalnih jednacina datog problema svede, zajedno sa grani¢nim uslovima, na
integralnu ili sistem integralnih jednaina. Jezgro koje mnozi nepoznatu funkciju u
odgovaraju¢em integralnom operatoru je Green-ova funkcija, koja uglavnom predstavlja uticajnu
funkciju, odnosno, uticajnu liniju zavisno od problema koji se tretita. Primenom ovog metoda
kod sloZene geometrije u prakticnim problemima mogucée je povoljnije 1 lakSe uzimanje
komplikovanih grani¢nih uslova.

Po vremenu nastanka, metod je nastao pre Metoda grani¢nih elemenata, a po svojoj
filozofiji 1 nacinu reSavanja problema, svodenjem na problem grani¢nih vrednosti (konturni
problem), moze se smatrati kao njegova preteca, tj. da je doprineo samom razvoju Metoda

grani¢nih elemenata.
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Kod numerickog reSavanja broj linearnih algebarskih jednacina u numerickom postupku
moze se smanjiti, pa je postupak reSavanja stabilniji. Ovaj metod nasao je svoju primenu u
problemima povrsinskih i prostornih sloZenih konstrukcija (brane, ljuske i dr.), problemima
dinamike, stabilnosti, itd.

ReSenje problema grani¢nih vrednosti (Boundary Value Problem BVP) za obi¢ne
diferencijalne jednacine predstavili su jo§ 1972. godine Hajdin i Kraj¢inovi¢ [49]. Ovaj metod je
razvijen konstrukcijom jednostavne polinomske Green-ove funkcije i daje veoma dobru tacnost.
Autori su razmatrali potpuno nehomogen sistem (BVP)

Lu=f(x), a<x<b,
sa grani¢nim uslovima u x=a i X=b, koji su dati kao Bi(u)=a i B,(u)=f (o, f € R), gde je L
linearni diferencijalni operator n-tog reda, f(x) je proizvoljna funkcija od X, a B; i B, su izvesne
linearne kombinacije funkcije u(x) i njenih izvoda do reda »—1. Konstrukcijom Green-ove
funkcije G(x,y), diferencijalni problem grani¢nih vrednosti svodi se na Fredholm-ovu integralnu

jednacinu druge vrste
b
)+ G Yu(ydy =9(),  a<x<b, (2.58)
a

gde je g(x) poznata funkcija, pri ¢emu su zatim koristili dva nacina za reSavanje integralne
jednacine (2.58):

-kvadraturno pravilo i pogodno odabrane kolokacione tacke za svodenje jednacine (2.58)
na sistem linearnih algebarskih jednacina i

-aproksimaciju u(x) pomocu splajn funkcije datog reda.

Sa pojavom MKE i moderne raCunarske tehnologije ne smanjuje se primena ovog metoda
jer se za reSavanje prakti¢nih problema u gradevinarstvu i Sire, primenom MKE kao i MGE,
javlja potreba za reSavanjem problema kod kojih se odgovaraju¢i integrali javljaju sa
singularitetima i zahtevaju specijalni numericki tretman.

Tipi¢ne su dve vrste singulariteta: algebarski i logaritamski singulariteti. Funkcije sa
takvim svojstvima su Mintz-ovi i Muntz-logaritamski polinomi i oni se mogu Koristiti za
dobijanje efikasnih metoda za integraciju. Na kraju ovog poglavlja bi¢e pomenut jedan drugaciji
pristup putem koga je omogucéeno dobijanje Gauss-ovih kvadratura za Mintz-ove sisteme (videti
Milovanovi¢ [77] i [84] i Milovanovi¢ i Cvetkovi¢ [81]).

28



Napomenimo da je, takode, veoma znacCajno ta¢no izraCunavanje jednostrukih i
viSestrukih integrala sa kvazi-singularitetima (kvazi-singularni integrali), tj. kada je putanja
integracije u blizini singulariteta. Vratimo se sada na problem resavanja Fredholm-ove integralne

jednacine druge vrste (FK2) koje se mogu predstaviti u obliku
U0+ uf KOGUWy)dy =g(x),  xeAcR (2.59)

gde su: K(x,y) — jezgro integralne jednacine,
w - data tezinska funkcija,
g - poznata funkcija,
HeER - parametar,
u - nepoznata funkcija.

U literaturi danas ima mnogo numeri¢kih metoda za reSavanje integralnih jednacina
(videti, na primer, [3], [63]). U veéini slucajeva one su razvijene za specificne tipove jezgara.
Ovakva vrsta integralnih jednadina (FK2) se moze numerickim metodima svesti na sistem
linearnih algebarskih jednacina. Medutim, ti sistemi su vrlo ¢esto loSe uslovljeni.

Resenje integralne jednadine moze biti dato u obliku polinoma, splajn funkcije, funkcije
koja je deo-po-deo polinom, itd. Za neke novije i veoma efikasne metode videti [26], [75], [76].
Metode za svodenje integralne jednaine (2.59) na sistem linearnih jednaCina zahtevaju
kvalitetne kvadraturne formule za aproksimaciju tezinskog integrala u (2.59). Zato ¢emo ovde
razviti i predloziti metod za konstrukciju nekih tezinskih Gauss-ovih kvadraturnih formula za
integrale sa algebarskim i/ili logaritamskim singularitetima. Naglasimo da su ovakve kvadrature
Gauss-ovog tipa veoma prikladne kod metoda za resavanje integralnih jednacina tipa (2.59). U
narednom, razmotri¢emo neke tipicne slucajeve koji mogu igrati vrlo vaznu ulogu u numerickoj
implementaciji MGE, pogotovo za grani¢ne elemente viseg reda (videti [60], Poglavlja 4 i 5]).

Za integrale sa logaritamskim singularitetom i/ili nekom vrstom algebarskih singulariteta,
konvergencija kvadraturnih procesa je veoma spora, tako da je neophodno konstruisati tzv.
tezinske kvadraturne formule. U takvim slucajevima tezinske funkcije odgovarajuc¢ih Gauss-ovih
kvadratura ukljucuju one ,teSke delove* integranda koji sadrZe singularitete. Pre nego S§to
razmotrimo nekoliko slucajeva takvih kvadratura na standardnom intervalu [0,1], daCemo neke
opste napomene o Gauss-ovim kvadraturama. Generalisane kvadraturne formule Gauss-ovog tipa

bice tretirane u posebnom poglavlju.
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2.5 Opsti pojmovi o Gauss-ovim kvadraturnim formulama

Gauss-ove formule su, verovatno, najvece otkrice u numeri¢koj analizi u IX veku.
Numeri¢ka implementacija zapravo pocinje sa Newton-ovom idejom iz 1676 godine, gde on

trazi koeficijente A1, Aa,..., Ay U tzv. n-tackastoj kvadraturnoj formuli (formula u n tacaka)
b
£)= [ £0)ax=Q, ()= Af () + Ay f(xp) -+ A F(x,), (2.60)
a

za dati niz od n tacaka (Evorova) Xi, Xa,..., Xn (najcesce uzetih ekvidistantno), tako da je ova
formula tacna za sve algebarske polinome stepena najvise reda n-1, tj. za svako f €P, , gde sa
P, oznacavamo skup svih polinoma ne viseg stepena od k. U modernoj terminologiji to znaci da
Newton konstruise interpolacioni polinom P €P, | koji u ¢vorovima Xy uzima vrednost f(x), te

se koeficijenti Ak mogu odrediti pomoc¢u jednostavne formule

1 bl o
A = w( )j dx, k=1,2,...n,

X ) S X=X
gde je w(x)=(x—x Jx—X,)---(x—x,). Dakle, ova Newton-ova formula (2.60) ima stepen
algebarske tacnosti n-1.

Polaze¢i od ove ideje, Gauss je 1814. godine postavio pitanje da li je moguce povecati
stepen tacnosti uzimajuéi da su ¢vorovi Xy slobodni u formuli (2.60), tj. da li ih je moguce
odrediti tako da formula (2.60) ima stepen ta¢nosti 2n-1, $to bi bilo maksimalno moguée. Naime,
u formuli (2.60) postoji ukupno 2n parametara: Xi, X2,..., Xn; A1, Ag,..., An, 1 pitanje je da li je

moguée ostvariti da je 1(f)=Q,(f) zasvako f eP,, ,. Ovo vodi ka sistemu od 2n nelinearnih

jednacina
A +A, + A =1(1),
AXy  +AXy e+ A, =1(X),
AXE +AXg et A =1(x%),

Interesantno je da je Gauss dokazao da je to moguce i reSio ovaj sistem za svako n <7, ¢ak sa 16
znacajnih decimalnih cifara. Dakle, Gauss-ove kvadraturne formule sa maksimalnim stepenom

tacnosti 2n-1, umnogome poboljsavaju Newton-ove formule.
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U modernoj terminologiji, pomocu teorije ortogonalnosti, Gauss-ova teorija se moze
formulisati na sledec¢i nacin. Naime, posmatrajmo tezinske kvadraturne formule u n-tacaka
j SEW(x)dx =2 A, f (x)+ R, (f): (2.61)
a k=1

gde je tezinska funkcija w(x) takva da svi njeni momenti postoje,
b\ .
Ly =J X" W(X)dX < +oo, k=0,1,..., idaje po>0.
a

Kvadraturno pravilo (2.61) je poznato kao interpolaciono ako je ono tacno za sve
polinome stepena najmanje » —1, odnosno, ako je ostatak R (/) jednak nuli za svako f €P, ,.
Medutim, ako su ¢vorovi X¢ i tezine A¢ u (2.61) tako odabrani da je R (f)=0 za svako
f P, ,, pravilo (2.61) je Gauss-ova kvadraturna formula maksimalnog stepena ta¢nosti. U tom
sluc¢aju, ¢vorovi X¢ su nule moni¢nih ortogonalnih polinoma 7, (w;x) I A odgovarajuce tezine
(Christoffel-ovi brojevi), koji se mogu izraziti preko takozvanih Christoffel-ovih funkcija
A, (w;x) (videti [81, Poglavlja 2 i 5]) u obliku 4, =4 (w;x,) >0, k=1,...,n. Za konvergenciju
kvadraturnih formula vrlo je znacajna pozitivnost Christoffel-ovih brojeva.

U specijalnom sluéaju W(x)=1 na [-1,1], &vorovi x« su nule Legendre-ovih polinoma
Pn(X). Poznato je da moni¢ni polinomi 7, (w;x) ortogonalni u odnosu na tezinsku funkciju w(x)
na intervalu [a, b] zadovoljavaju tro¢lanu rekurentnu relaciju (videti [74], poglavlje 2)

T, =t—-a)r(t)-Lr,_ (1), k=0,1,2,.., (2.62)

(=1, = (t)=0,
gde su (a) = (ox (W)) T (Bk) = (Bk (W)) nizovi rekurzivnih koeficijenata.

Koeficijent o koji se mnozi sa 7z ,(x) =0 u rekurentnoj relaciji (2.62) moze biti proizvoljan, ali
je pogodno da se on definise kao £, = 1, = wa(x)dx. Za detalje videti monografiju [74].

Postoje numericke metode za generisanje Gauss-ovih kvadraturnih pravila, koje su u
numerickom smislu mnogo efikasnije i ta¢nije nego izracunavanje ¢vorova preko reSavanja
sistema nelinearnih jednacina, onako kako je to u¢inio Gauss, a zatim direktna primena klasi¢nih
Christoffel-ovih izraza za izraCunavanje tezina (videti, na primer, Davis i Rabinowitz [25]).

Moderni metodi za generisanje Gauss-ovih kvadratura, zasnovani su na problemu sopstvenih

vrednosti za tzv. Jacobi-evu matricu.
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J, (w)= JB . (2.63)
0 \/K Ony |

Od tih metoda je, svakako, najpopularnija procedura Golub-a i Welsch-a [37], koja je

zasnovana na odredivanju sopstvenih vrednosti i prvih komponenata sopstvenih vektora
simetri¢ne tridijagonalne Jacobi-eve matrice (2.63). Cvorovi X u Gauss-ovoj kvadraturnoj
formuli (2.60) u odnosu na tezinsku funkciju w(x) na [a, b], Su sopstvene vrednosti Jacobi-eve

matrice (2.63) n-tog reda. Tezine Ay Su date kao
A = Bvis, k=1,...,n,

b
gdeje B =x= L w(x)dx 1 w1 je prva komponenta normalizovanog sopstvenog vektora vy

koji odgovara sopstvenoj vrednosti X,

J,(Wyv, =x,v, VeV, =1, k=1,...,n

Ako se standardni QR algoritam pojednostavi tako da se raCunaju samo prve komponente
sopstvenih vektora, Golub i Welsch [37] su dali efikasan postupak za konstrukciju Gauss-ovih
kvadraturnih formula. Taj postupak je uvrséen u vise programskih paketa, ukljucujuci paket
“OrthogonalPolynomials” koji je realizovan u programskom sistemu Mathematica
(videti [23]).

U skladu sa tim, potrebni su rekurzivni koeficijenti oy i S, £ < N—1, za moni¢ne polinome
m(W; ), kako bi se konstrusale Gauss-Christofell-ove kvadraturne formule u n tac¢aka, u odnosu
na tezinu W(X), za svako n < N. Ovi koeficijenti su poznati eksplicitno samo za klasi¢ne
ortogonalne polinome i neke njima bliske klase polinoma (videti [74], poglavlje 2]). U drugim
slu¢ajevima, potrebna je dodatna numeric¢ka konstrukcija rekurzivnih koeficijenata koris¢enjem

metoda momenata ili tzv. diskretizovanog Stieltjes-ovog postupka (videti [81], § 2.4.8]).
2.5.1 Gauss-ova formula sa teZinom w(x) = (1 —x)*x” log(1/x)

U ovom odeljku posmatrac¢emo tezinsku kvadraturnu formulu u n-tacaka
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1

jf(x)(l—x)“xﬂ Iog%dx:zn:Akf(xk)+Rn(f), (2.64)
0 k=1

a,3>—1 su parametri u tezinskoj funkciji w(x)=(1—-x)*x"log(1/x). Piessens i Branders [90]
su razmatrali sluéajeve kada su a = 011 =0, £ 1/2, + 1/3, -1/4, —1/5 (videti, takode, Gautschi
[33] i [35]). Posebno je interesantan sluc¢aj kada je tezinska funkcija samo log(1/x), tj. kada je a=
S= 0. Za takvu kvadraturu koja se primenjuje u MGE, kvadraturni parametri za n < 8 su dati kod
Katsikadelisa ([60], str. 297—298).

Koriste¢i simboli¢ku integraciju u op$tem slucaju nalazimo momente My = Mk(a,f) preko

gama funkcije i harmonijskih brojeva u obliku,

1 1
1 (a, B) = jka(x)dx=j(1—x)“xk+ﬂ Iog%dx
0 0
_I(a+D)r(p+k+1) [H(
- IMNa+p+k+2)

(2.65)
a+pB+k+1)—H(B+kK).

Na primer, za a= = 0 moment se redukuje na i (0, 0) = 1/(k +1)?, k> 0.
Standardno znacenje k-tog harmonijskog broja Hy je zbir recipro¢nih vrednosti prvih k

prirodnih brojeva, odnosno,
&1
H = H(k) = z‘_/ ’
v=l

Sto je Euler predstavio u obliku

H (k) = ill__ttk dt = Zk:(_l)v—l lm .

v=l v

Koris¢enje Mathematica programskog paketa OrthogonalPolynomials [23] i
prvih 2N momenata iy, k =0, 1,. . ., 2N-1, datih preko (2.65), dobijamo prvih N koeficijenata oy
i B, za k =0, 1, ..., 2N-1, u rekurentnoj relaciji (2.62). To nam omogucava da dobijemo
kvadraturne parametre u (2.64) za svako n <N (videti [55]).

Napomena 2.1 U cilju savladavanja striktne loSe numericke uslovljenosti pri dobijanju

rekurzivnih koeficijenata sa zadovoljavaju¢om ta¢no$¢u, moze se koristiti aritmetika viSestruke
preciznosti. Na primer, u najjednostavnijem slucaju a = B = 0, rade¢i sa aritmetikom sa 55
decimalnih cifara, dobijamo prvih N = 50 rekurzivnih koeficijenata sa oko 20 ta¢nih decimalnih

cifara.
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Sledec¢i kod u Mathematica programskom paketu OrthogonalPolynomials [23]

generise rekurzivne koeficijente za k < 2N-1 = 99 i kvadraturne parametre (Cvorove i tezine) sa

20 ta¢nih decimalnih cifara za n = 10 (10) 50:
In[l]:= <<orthogonalPolynomials"
In[2]:= w[t ,a ,b ]:=(1-t)"a t"b Log[l/t]
In[3]:= m=Integrate[t*k w[t,0,0],{t,0,1}]; moments=Table[m, {k,0,99}];
In[4]:= {alpha,beta}=aChebyshevAlgorithm[moments,
WorkingPrecision->55];
In[5]:= param=Table[aGaussianNodesWeights[n, alpha,beta,Precision->20,

WorkingPrecision->20], {n,10,50,10}];

Na primer, dobijeni ¢vorovi i teZine za n = 10 dati su na slede¢em listingu:

In[6]:= param[[1]]
Out[o]=
{{0.0090426309621996506369, 0.053971266222500629504,
.13531182463925077487, 0.24705241628715982422,
.38021253960933233397, 0.52379231797184320116,
.66577520551642459722, 0.79419041601196621736,
.89816109121900353817, 0.96884798871863353939}, {0.12095513195457051499,
.18636354256407187033,
.19566087327775998271, 0.17357714218290692084, 0.13569567299548420167,
.093646758538110525987, 0.055787727351415874076, 0.027159810899233331146,
0.0095151826028485149993, 0.0016381576335982632549}}

O O O O o o O

Primer 2.2 Kao ilustraciju razmotrimo integral

1

a- x)—J/2 2 1og(1/ x) ix.

= (2.66)

O'—;

¢ija je vrednost (videti [35])

oy 2
| =—— 2r FC'J =41187183749268720... .

8

Linearnom transformacijom 2x —1=1¢, ovaj integral se svodi na

1
2 2 dt
IZIVB {1099 2
o N3+ +t 11—t

Primena standardne Gauss-Legendre-ove kvadrature daje veoma sporu konvergenciju.

Realtivne greske rp(GL) za n = 10 (10) 100 prikazane su u Tabeli 2.1. Brojevi u zagradama

oznacavaju decimalne eksponente. NesSto bolji rezultati mogu se dobiti pomocu Gauss-
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Cebisevljevih kvadratura u odnosu na tezinsku funkciju w(f)=(1—-¢*)"?. Odgovarajuée
relativne greske r, (GC), takode, su prikazane u istoj tabeli [55].

Medutim, mozemo direktno primeniti kvadraturnu formulu (2.64) na integral (2.66). Neka su
n
A A=Y Af(x) i N =|@-ni]. (2.67)
k=1

Uzimajuéi kvadraturnu formulu sa logaritamskom tezinom w(x)=log(1/x), odgovarajuca

funkcija u (2.66) je f(x)=1/+/x(1-x*). Konvergencija ove formule je opet spora. Relativne

greske r®® su date u Tabeli 2.1.

Tabela 2.1.a) Relativne greske kvadraturnih suma Tabela 2.1.b) odgovarajuce greske
za n=10(10)100 i Gauss-ovih aproksimacija Gauss-ovih aproksimacija za n=1(1)10

u odnosu na logaritamsku tezinu [55].

A rn(GL) r(GC) rn(0,0) A Qn(-1/2,-1/2) rn(-1/2,-1/2)
10 1.84(-1) 529(-2)  1.42(-1) 1  4.0801983843688532 9.35(-3)
20 1.08(-1) 264(-2)  8.69(-2) 2 4.1179039770237825 1.98(-4)
30 7.80(-2) 176(-2)  6.41(-2) 3 4.1186986430715864  4.79(-6)
40  6.17(-2) 132(-2)  5.14(-2) 4 4.1187178694526636 1.23(-7)
50 6.17(-2) 1.06(-2)  4.31(-2) 5  4.1187183615750484 3.24(-9)
60 5.14(-2) 881(-3) 3.73(-2) 6 4.1187183745672496 8.73(-11)
70 441(-2)  755(-3)  3.30(-2) 7 4.1187183749170540 2.38(-12)
80 3.88(-2)  6.61(-3)  2.96(-2) 8  4.1187183749266013 6.57(-14)
90 3.47(-2) 587(-3)  2.69(-2) 9  4.1187183749268644 1.83(-15)
100 2.87(-2)  529(-3)  2.47(-2) 10 4.1187183749268718 5.10(-17)

Ali, ako uklju¢imo, takode, algebarske singularitete u tezinu, tj. ako uzmemo
w(x)=(1-x)"x"log1/x) (a=pB=-1/2), konvergencija postaje veoma brza. Gauss-ove
aproksimacije QY22 i odgovarajuce relativne greske su date u drugom delu Tabele 2.1 za

male vrednosti n < 10. Netacne decimalne cifre su podvucene. Kao $to mozemo videti, 17 tacnih

decimalnih cifara je dobijeno koris¢enjem Gauss-ovog pravila sa samo n=10 ¢vorova.
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Isti metod omogucuje nam da uklju¢imo i logaritamski singularitet pri X = 1. Tako moZemo

razmatrati tezinsku funkciju

w(x) = w@(x) =(1-x)*x"log

—x) a, f>-1.

Na slici 2.8 predstavljena je ta tezinska funkcija za o = 0 za tri odabrane vrednosti parametra f.

5 1

4 )

0.2 04 0.6 08 1.0

Slika 2.8. Grafici tezinskih funkcija w(x) za a=0 1 p=-1/2 (puna linija),
B =0 (isprekidana linija) i p=1/2 (tackasta linija)

Sli¢éno prethodnom, nalazimo odgovaraju¢e momente

1 _ IMNa+)r(p+k+1)

1
_ _ a k+p
“““J”‘la Xy ™ T s gk 2)

- [2H(a + B+k+1)-H(B+k)-H(x)]

Primer 2.3 Zaoa =-1/4 i =-1/2 izraunaemo

1
e = [ R Owe D (e~ Q, (1), k=12,
a

gde su f;(t) =sin(107x) i f,(t) =sin(207x?).

Kao i u prethodnom slucaju, koriste¢i paket OrthogonalPolynomials [23], pisan u
programskom sistemu Mathematica, dobijamo rekurzivne koeficijente i parametre Gauss-ovih
formula za tezinsku funkciju w"*7"?(x), a zatim ih primenjujemo na zadate integrale.

U prvom slucaju dobijamo rezultate prikazane u Tabeli 2.2, ukljucujuéi 1 odgovarajuce
relativne greSke. Netane decimalne cifre su podvucene.

Grafici funkcije £,(z) i integranda F,(x) = £,(x) w'™"*"?(x) su prikazani na Slici 2.9.
Zbog oscilatornog integranda, zahtevamo viSe ¢vorova pri integraciji i zato polazimo sa n = 30

tacaka. Rezultati su dati u istoj tabeli.
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1.0 ﬂ H

0.5

o IV

Slika 2.9. Grafici funkcija £,(x) =sin20 zx>) (levo) i F,(x) = f,(x)w***?(x) (desno)

u -10

Tabela 2.2. Gauss-ova kvadraturna suma Q,"**Y2(fy) sa odgovarajucim relativnim
greskama rn(f), k =1,2 [55]
n o QM) n (1) QM H(f) n (f2)
10 0.5022466846173798 5.53 (-2)
20  0.5316431444014815 3.32 (_13)
30 0.5316431444016578  2.88 (—29) 0.44665240303668106222 6.99 (-5)

40 0.44662120169680683776 3.43 (-11)
50 0.44662120168147791272 1.14 (-19)
60 0.44662120168147791267 2.06 (-29)

2.5.2 Neke napomene o Gauss-ovim kvadraturnim formulama za Miintz-ove sisteme

Gauss-ova integracija moze se proS$iriti na prirodan nacin na nepolinomske funkcije,
uzimajuci sistem linearno nezavisnih funkcija

{R(),BE(x),5(x),..}  (x€la,b]), (2.68)
izabranih tako da sistem bude kompletan u nekom pogodnom prostoru funkcija. Ako je w(x) data
nenegativna tezina na [a, b] i ako je kvadraturno pravilo

J': f(x)w(x)dx:zn:Akf(xk)+Rn(f) (2.69)

P

takvo da se integrali prvih 2n funkcija iz (2.68) ta¢no izraCunavaju, tada kazemo da je
kvadraturna formula (2.69) Gauss-ova u odnosu na sistem funkcija (2.68). Takve uopStene
Gauss-ove kvadraturne formule (2.69) u odnosu na sistem (2.68), postoje jedinstveno ako prvih
2n funkcija tog sistema ¢ine tzv. Cebiﬁevljev sistem funkcija na [a, b]. Tada su sve tezine Ay,. . .,

A, iz (2.69) pozitivne.
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Uopstene Gauss-ove kvadrature za Mintz-ov sistem vode poreklo jo§ od Stieltjes-a iz

1884. godine (videti [99]). Uzimaju¢i B, (x)=x%na [a, b] = [0, 1], gde su 0 < kg < Mg < -+,
Stieltjes je dokazao postojanje Gauss-ovih formula koristeci ¢isto mehanicke argumente.
Ma, Rokhlin i Wandzura [67] su 1996. godine razvili jedan numericki postupak za konstrukciju
uopstenih Gauss-ovih kvadratura, ali je njihov algoritam lose uslovljen. Nedavno, Milovanovi¢ i
Cvetkovi¢ [81], su izlozili jedan alternativni numeri¢ki metod za konstrukciju generalizovane
Gauss-ove kvadrature (2.69) za Muintz-ove polinome, koji je tacan za svaku linearnu
kombinaciju prvih 2n Mintz-ovih monoma, tj. za svaku funkciju oblika

f(X)=CoX™ +C XM 4+ 4 Cppp g X201,
gde su co, Cy,..., Con-1 Proizvoljne konstante.

Metod je stabilan i znatno jednostavniji od prethodnog jer se temelji na konstrukciji i
stabilnom racunanju ortogonalnih Miintz-ovih polinoma, prethodno razvijenih u radu [77]. Da bi
se dobili parametri Gauss-ovih kvadratura za »n <40, dovoljno je sprovesti izraCunavanja u
aritmetici dvostruke preciznosti (D—aritmetika, sa oko 16 dekadnih cifara), da bi se dobili
rezultati iste takve preciznosti (za detalje videti [81] i [84]). Napomenimo da su u radu [67], za
generisanje Gauss-ovih kvadratura do reda » <20, autori Koristili Q-aritmetiku (priblizno 34
dekadne cifre) da bi dobili rezultate dvostruke preciznosti (sa 16 dekadnih cifara). Medutim, za
generisanje kvadratura viSeg reda (n <40), sa istom ta¢noscu, oni su bili prinudeni da koriste
aritmetiku sa ¢ak 120 (dekadnih) cifara jer je njihov slabouslovljeni algoritam u stanju da
“pojede’’ vise od 100 cifara!

Primene kvadratura iz rada [81] u numerickoj inverziji Laplace-ove transformacije date su u
[82]. Neke metode transformacije za integrale sa Mintz-ovim polinomima mogu se naci u
radovima [80] i [65].
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3. GENERALISANE KVADRATURNE FORMULE GAUSS-OVOG TIPA
ZA FUNKCIJE SA SINGULARITETIMA I MOGUCE PRIMENE

3.1Uopstena kvadraturna pravila Gauss-ovog tipa za numericko izratunavanje

singularnih integrala koji se javljaju u MGE

Pored metoda konacnih elemenata MKE, metoda grani¢nih elemenata, MGE je veoma
popularna u poslednje vreme u mnogim kompjuterskim aplikacijama u inZenjerstvu, na primer, u
mehanici loma, mehanici oSte¢enja, problemima prenosa toplote, problemima protoka fluida,
problemima elektromagnetike i dr. Problem grani¢ne vrednosti, opisan diferencijalnom
jednaéinom i odgovaraju¢im graniénim uslovima moze se numericki modelirati putem MGE
koriste¢i diskretizaciju koja dovodi do sistema linearnih algebarskih jednacina tako da taj sistem
aproksimira reSenje originalnog problema.

Tacnost ove aproksimacije 1 efikasnost MGE zavisi od tehnike diskretizacije granice (tj.
tipa izabranih elementata), kao i od kvadraturne metode kori$¢ene pri integraciji funkcija jezgra
nad elementima. Sistematsko izvodenje razli¢itih formulacija integralnih jednacina za resSenje
problema grani¢nih vrednosti u teoriji potencijala sa kontinualno promenljivim karakteristikama
materjala je dobijeno u [97].

Opsta klasifikacija grani¢nih elemenata kao i teorija i primena MGE mozZe se naci u
knjigama iz ove oblasti: Katsikadelis [60], Beer, Smith i Duenser [4], i Sauter i Schwab [95]
(vidi takode [91] za MKE). U implementaciji Garlekin-ovog metoda za grani¢ne integralne
jednacine veoma vaZzan zadatak je aproksimacija koeficijenata matrice sistema linearnih
jednacina 1 vektora na desnoj strani sistema. Takva vrsta problema je razmatrana u [102,
poglavlje 5], ukljucujuéi numericku integraciju u jednodimenzionalnim i u viSedimenzionalnim
kvadraturama koriste¢i takozvane tenzor-Gauss kvadrature. UopSteno, kvadraturne formule
igraju veoma vaznu ulogu u numerickoj implementaciji u MGE, specijalno za elemente viSeg
reda. (videti [64, Poglavlja 4 & 5] i [5, poglavlje 6]). Za izraCunavanje integrala odgovarajucih
uticajnih koeficijenata (za van-dijagonalne elemente i dijagonalne elemente), kvadrature Gauss-
ovog tipa su veoma prikladne. Za dovoljno glatke funkcije na kona¢nom intervalu mogu se

uspesno primeniti Gauss-Legendre-ove kvadraturne formule. Medutim, za integrale sa
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logaritamskim singularitetom konvergencija odgovaraju¢eg kvadraturnog procesa je veoma

spora, tako da su preporucene tezinske kvadrature Gauss-ovog tipa, na primer,

1 n
I f(x)log xdx ~ > w f(x ). (3.1)
0

k=1
Sto je specijalan slucaj formula razmatranih u odeljku 3.3.

Parametri (¢vorovi Xk i tezinski koeficijenti wy, k =1,..., n) u poslednjoj formuli mogu se
na¢i u mnogim knjigama (videti, na primer, [64, Appendix B, pp. 289-308] gde su navedeni
kvadaturni parametri za n=2(1)8). Kao §to je ranije navedeno, ove tezinske Gauss-ove kvadrature
su takve da njihove tezinske funkcije uklju¢uju “komplikovane delove (sa singularitetima)”
integranda (podintegralne funkcije).

U ovom poglavlju razmatramo jedan drugaciji tip kvadratura maksimalnog stepena
tacnosti (Gauss-ovog tipa) koje ta¢no integrale i klasu nepolinomskih funkcija, slicno onim
formulama za Miinzove polinome (videti odeljak 3.4). U naSem slucaju te nepolinomijalne
funkcije bi¢e kombinacija polinoma i logaritamske funkcije. Dakle, bilo bi veoma korisno razviti
neku vrstu kvadraturnih pravila prikladnih za integrande sa i bez logaritamskih singulariteta.
Drugim reé¢ima, takve univerzalne (direktne) kvadraturne formule treba da budu u stanju da
izraCunavaju integrale sa dovoljnom tacnoS¢u, bez obzira da 1i njihovi integrandi sadrze
logaritamski singularitet ili ne. Ovim bi se moglo izbe¢i razdvajanje singularanog i nesingularog
dela integranda, kao i dodatnu integraciju takvog singularnog dela koriste¢i neku od kvadratura
sa singularnim tezinskim funkcijama koje su razmatrane ranije u odeljku 3.3.

Jedan pristup za konstrukciju univerzalne kvadraturne formule koja obuhvata obe vrste
funkcija, glatkih i onih sa logaritamskim singularitetom, posmatran je od strane Nahlik, Biatecki
[88]. Pod pretpostavkom da se integrand ponasa kao logaritam u okolini X=0, tj. kada je

f(x) = Cilog | x| + Co+ Cax + Cax®+ ... (Ck su konstante),

autori su razmatrali kvadraturnu formulu u obliku

j f(x)dx =

A f(x )+ R, (), (3.2)

M-

k=1
koju su zatim primenjivali za izraCunavanje singularnih integrala koji se pojavljuju u

dvodimenzionalnom metodu grani¢nih elemenata (2D-MGE).
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Kori$¢enjem Gram-Schmidt-ovog postupka ortogonalizacije u odnosu na unutra$nji proizvod

1

(f , g): J. f(X)g(X) dx, oni su posli od sistema funkcija {log | X | 1% 23, X X, X6} i dobili
-1

ortogonalni sistem funkcija {gv}§ ,- U cilju konstruisanja kvadratura od 2m tacaka, za m=2, 3 i

4, oni su birali nule dobijenih ortogonalnih funkcija:

__2 92,2 _12 37 36 2 .4
94(x)= 9Iog|x| g g6(x)_175log|x|+175 =X
i
__10 _ 69 452 225 4 .6
95 (x)= 539 ogx 1078 77° T18at TN

kao ¢vorove u formuli (3.2), respektivno. Ove nule su realne, razli¢ite i simetri¢no raspodeljene u
intervalu (-1,1). Tezinski koeficijenti su odredeni iz odgovarajuceg sistema linearnih jednacina.
Dobijene kvadrature na ovaj na¢in nisu Gauss-0vog tipa.

Drugi pristup za slabije singularne logaritamske integrale, koji se javljaju u
dvodimenzionalnim MGE problemima, su bili razmatrani od strane Smith-a [98]. On je
razmatrao izvesna direktna Gauss-ova pravila za logaritamske singularitete na izoparametrijskim
(kvadratnim i kubnim) elementima. Ove direktne kvadrature su bolje od uobicajenih. Njihovim
ugradivanjem u odgovarajuce softverske pakete za MGE i primenom, smanjuje se obim
kompjuterskog programa i vreme izvrSenja, a mogu se koristiti takode za konstantne i linearne
elemente (videti [98]). U daljem tekstu, razmatratemo direktna Gauss-ova pravila za
logaritamske singularitete koja su uopstenja onih iz [88] i [98], a bazirana su na radu [85].
Naime, razmatrac¢emo simetri¢na kvadraturna pravila (3.2) Gauss-ovog tipa sa parnim brojem

¢vorova n=2m. Parametri ovih formula, ¢vorovi i tezine, zadovoljavaju relacije

Xnik = Xk Ah+k :Ak’ k=1,...,m. (33)

Medutim, ne gubeli opStost razmatranja, pretpostavljamo da formula (3.2) moze biti

predstavljena u obliku

1 n
jf(x)dXZZAk(f(xk)+f(—xk))+Rn(f) (3.4)
] k=1

Uz 0 <x3 <X < ... <Xp<1 Odgovarajuci ostatak u (3.2) je oznacen sa Ry(f). Oc¢igledno je

Rn(f) = 0 za sve neparne funkcije.
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U cilju da se dobiju Gauss-ove kvadraturne formule za funkcije sa logaritamskim
singularitetom u x=0, izlozi¢emo sledeci koncept.

Neka je P,[—1,1] linearni prostor svih algebarskih polinoma najviseg stepena k definisan
na [—1,1]. Vrlo ¢esto mi piSemo samo P, , umesto P, ,[-11].

Poznata Gauss—Legendre-ova kvadraturna formula u n-tacaka oblika (3.1) je ta¢na za
svako f P, [-L1], tj. njihov algebarski stepen preciznosti je jednak 2n — 1 (videti [34], [74])).
U analizi rada [85] koristi se dimenzija takozvanog prostora algebarske tacnosti, umesto
algebarskog stepena preciznosti, tj. d(A)=dim P,, ,[-11] =2n.

Ako zelimo da kvadraturno pravilo (3.1) bude ta¢no za funkciju X +— |Og|X| (takode, i za
neparnu funkciju x — xlog|x|), tada se njihov algebarski stepen preciznosti treba redukovati za
dva, tako da je d(A4)=2n-2.

Za linearni prostor (logaritamskih) funkcija A,,4[-11] koji predstavlja linearnu
kombinaciju funkcija XX |Og|X| ,za k=0\1,..,2¢ -1, sad(L) oznacavamo njegovu dimenziju koja
je, u ovom slucaju, d(L) = 2¢.

Cilj u radu [85] je bio da se dobije familija uopstenih kvadraturnih pravila (3.1), tj. (3.3),

Gauss-ovog tipa, koja su tacna na prostoru

Mon_2020 [_111] = P2n-2/,—1[_1’1]®A2£-1[_1’1]’
sa dimenzijom

dim M, 5, 2, [~L1] = dim Py, 5,y [-L1]+dim A, [-11] = (2n - 2¢)+2¢ = 2n.
Tako, za fiksirano n i bilo koje ¢ €{0,1,...,n}, odgovarajuci prostori My o, 5,[-11] (skraceno
M 2s2,) iIMaju istu dimenziju 2n. Na primer, u slucaju M, ,, formula je ta¢na za sve linearne
kombinacije funkcija {1, x, X%, ... x°, log | x|, x log|x|, x* log|x]|, ... , x> log|x|}. U
grani¢nim slucajevima ¢/ =01/ =n, imamo M, ,[-11] = P,,_;[-11] (Cisto algebarski prostor) i
M on[-11] = A, 4[-11] (Cisto logaritamski prostor).

Budu¢i da postoji direktna veza ovih kvadratura u 2m-tacaka sa kvadraturama Gauss-

-1/2

ovog tipa u m-tacaka u odnosu na tezinsku funkciju t +>t™“na (0,1), metod konstruisanja moze

biti znaajno pojednostavljen. Gauss-ove kvadrature na (0,1) postoje i1 tatne su za
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t>p()+q(t)logt, gde su p i q algebarski polinomi stepena najvise 2m—/-1 i

-1 (1< ¢ <2m), respektivno. Drugim re¢ima, linearna kombinacija funkcija obrazuje prostor

{1t,...t2" % logt tlogt,...t logt (3.5)
i on moze biti oznaCen sa M, _,,[0,1].

Uopstena Gauss-ova formula za funkcije sa logaritamskim singularitetom na prostoru

M, 5, [-11], kao i njihova veza sa kvadraturama Gauss-ovog tipa u odnosu na tezinsku

funkciju t >t 2 u (0,1) date su u delu 3.2. Metod za konstruisanje generalizovane Gauss-ove
formule baziran na reSavanju sistema nelinearnih jednacina je predstavljen u delu 3.3. Specijalni

slucajevi uopstenih Gauss-ovih formula su razmatrani u delu 3.4, a numericki primeri dati su u

delu 3.5.

3.2 Uopstene Gauss-ove formule za funkcije sa logaritamskim singularitetom

Za konstrukciju (tezinskih) Gauss-ovih kvadratura postoji veoma poznat algoritam
Golub-a i Welsch-a [37] (videti monografiju [74] koji je zasnovan na odredivanju sopstvenih
vrednosti 1 prvih komponenti odgovaraju¢ih normalizovanih sopstvenih vektora simetri¢ne
tridijagonalne Jacobi-jeve matrice. Kao §to je dato u 3.2, te veliCine su direktno povezane sa
¢vorovima 1 tezinama Gauss-ovih kvadratura. Simetricna Jacobi-jeva matrica se konstruiSe od
koeficijenata tro¢lane rekurentne formule za odgovaraju¢e ortogonalne polinome. Dakle,
ortogonalni polinomi igraju jednu veoma znacajnu ulogu u ovoj konstrukeiji.

Konstrukcija Gauss-ove kvadrature (u posmatranom slucaju Gauss-Legendre-ova
kvadratura) za proizvoljno neN moze se lako ostvariti pomocu programskog paketa
OrthogonalPolynomials, hapisanog u sistemu Mathematica (videti Milovanovi¢ i
Cvetkovi¢ [23] i [83]). Alternativno, za ovu namenu postoji, takode, Gautschi-jev paket SOPQ
napisan u MATLAB-u (videti [78]). Ovi paketi obezbeduju moguénosti za mnoge druge
proracune 1 transformacije sa raznim klasama ortogonalnih polinoma 1 odgovarajucih
kvadraturnih pravila (videti [54] i [53]).

Nazalost, tako elegantna oruda ne postoje za sisteme nepolinomijalnih funkcija koje su
povezane sa Gauss-ovim kvadraturama. Medutim, postojanje i jedinstvenost Gauss-ovih

kvadraturnih formula (¢ak i u odnosu na proizvoljnu meru) za nepolinomijalne sisteme je uvek
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garantovano ako prvih 2n funkcija u sistemu predstavljaju Cebievljev sistem na intervalu
integracije. U takvom slucaju, svi tezinski koeficijenti u generalizovanim Gauss-0ovim
kvadraturnim formulama su pozitivni. Za neke dodatne detalje o uopstenim Gauss-0Ovim
kvadraturama videti Gautschi [32], Harris i Evans [52], Ma, Rokhlin i Wandzura [67]. U ovom
delu posmatramo konstrukciju generalisanih Gauss-ovih kvadraturnih formula (3.1) u n-ta¢aka

koje su tacne u prostoruM,, ,,,,[-11]. U naSem razmatranju koristimo ortonormalan sistem

funkcija

{w1(¥), w2(X), ..., wan(X)} (3.6)
dobijen nekim ortogonalizacionim procesom, na primer, Gram-Schmidt-ovim postupkom,

polazec¢i od sledeceg sistema linearno nezavisnih funkcija
{Lx,...,x2”‘2"3‘1,log|x|,x log|x],...,.x** Iog|x|},
tako da je za odgovarajuéi skalarni proizvod,

(t//v,wﬂ)=j%(><)wﬂ(><)d><=0 VEu) = low,)=1

=
Napomenimo da su prvih 2n—2¢ funkcija iz (3.6) algebarski polinomi; u stvari, oni su

n-2/-1

ortonormalni Legendre-ovi polinomi {p, }>";

. Takode, napominjemo da su {y,, , }321 parne,

a {w,, |1_, neparne funkcije.
Dakle, mi posmatramo simetri¢ne kvadraturne formule oblika (3.3), koje su tacne za sve

neparne funkcije, tj. za {w,, | . Saglasno (3.2) i uzimajuéi bazu od samo parnih funkcija

{1//2\,_1}3:1 iz (3.6) mozemo dobiti slede¢i sistem od 2m (=n) nelinearnih jednacina za

odredivanje parametara kvadrature,
m 1
ZAkW2v—1(Xk)=IW2v—1(X)dX’ v=1..2m. (3.7)
k=1 0

Za dalji rad neophodan nam je pomo¢ni rezultat za niz parnih funkcija {1//2V_1 }\r/]=1 iz (3.6)

gde je n=2m. Ovaj rezultat nam omogucava dobijanje jednostavnije metode za konstrukciju

generalizovanih Gauss-ovih kvadratura u pomenutoj formi.
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n

Naime, neka je {l//zv-l}\/:l

sistem samo parnih funkcija ortogonalnih u odnosu na
1
unutrasnji proizvod (f,g):jf(x)g(x)dx. Tada su funkcijeqov(t):t//z\,_l(\/f),V=1,...,2m,
-1
ortogonalne na (0,1) tj.
i dt
@wﬂm>=J¢A0QAﬂQT=0 (v ) (3.8)
0

Dokaz ovog rezultata je dat u [85].

Koriste¢i ovu cinjenicu, konstrukcija uopstene Gauss-ove formule (3.3), moze se

n

znacajno pojednostaviti. Naime, niz parnih funkcija {y,, , }v:l iz (3.6) koji se pojavljuje u (3.7)

moZe se transformisati u jedan drugi ortogonalni sistem ¢, (t)= l//z\,_l(\/f ) v=1..2m, tako da

sistem jednacina (3.7) postaje
m 1 1
kZ:‘l‘Ak(p\,(xf): _c[(pv(xz}jx =‘([¢V(t)%, v=1..,2m, (3.9)

Slede¢i rezultat daje vezu izmedu uopStenih kvadratura (3.4) 1 mnogo jednostavnije
kvadrature sa tezinskom funkcijom ]/ Jtna 0,2).

Teorema 3.1
Neka je (3.4) generalizovana kvadratura Gauss-ovog tipa, sa ¢vorovima Xy i tezinama Ay,
k=1,...m, koja je tacna na My, _,, ,[-11], i neka je
Foodt &
Jo)===>"Big(ri)+Rn(9) (3.10)
0 \/E k=1
druga generalizovana Gauss-ova kvadratura, koja je tacno na prostoru My, , ,[0]1]
(A< ¢ <2m). Tada cvorovi i tezine ove dve generalizovane kvadrature zadovoljavaju relaciju
Xp =Ty, 2A, =B, >0, k=1,...m. (3.11)
Dokaz ovog rezultata se moze naci u [85].
Na osnovu Teoreme 3.1 parametri kvadraturne formule (3.2) u 2m tacaka mogu biti

izrazeni preko parametara m-tackaste kvadrature (3.10). Uzimajuéi g(t) = ¢ (t) u (3.10)

sukcesivno za v=1,...,2m, dobija se slede¢i sistem jedna¢ina
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1

Zm:Bk(pv(rk): jgpv(t)% . v=1..2m. (3.12)
k=1

0

Pozitivni ¢vorovi X, 1 tezine Ax U Kvaraturnoj formuli (3.4) mogu se dobiti kao

X =res A =%Bk, K=L...m (3.13)

Prema tome, konstrukcija generalisane n-tackaste (n=2m) kvadraturne formule Gauss-
ovog tipa na prostoru M, ,,,[-11] se svodi na mnogo jednostavniju konstrukciju
generalisanih Gauss-ovih kvadratura oblika (3.10) sa m=n/2 ¢vorova koja je tatna na prostoru

Mom e [0’1] =Pomra [0’1] DA [0’1] .

U grani¢nim slu¢ajevima imamo M, 4[0,1] = P, 4[01] i M;,,[01] = A, ;[01].

Nas slede¢i zadatak je konstrukcija kvadraturne formule (3.10) na osnovu sistema
nelinearnih jednacina (3.12) sa ortogonalnim funkcijama ¢, (t)z l//2v_1(\/¥ ), v=1..,2m.

KoriS¢enje ortogonalnog sistema {@1, ¢2,..., p2m, obezbeduje dobru uslovljenost matrica tokom
konstruktivnog postupka.

Napomena 3.1 Za numericke primene u metodima kona¢nih elemenata, J.A. Crow [22] je

prezenzovao sli¢nu kvadraturnu formulu

olt)dt = w,g(x)+ Ry (g),

k=1

O =y

koja je tacna za integrande oblika t—p(t)+q(t)logt, gde su p i g polinomi stepena ne viseg od
m-1. Njegova konstrukcija kvadraturnih formula bila je nestabilna.

3.3 Konstrukcija uopstenih Gauss-ovih formula
U ovom odeljku se daje metod za konstrukciju kvadraturnih formula oblika (3.10), koje se

baziraju na reSavanju sistema nelinearnih jednacina (3.12) primenom standardnog Newton-

Kantorovic¢evog metoda koji ima kvadratnu konvergenciju. Sistem jednacina (3.12), tj.
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fl(B’t) =Bl§01(71) +BZ(P1(72) +"'+Bm€01(7m) =Gy,
fz(th) :Blfﬂz(fl) "'Bz(/’z(Tz) "‘""“Bm(/’z(fm) =Cy,

fm(B’ t) :Bl(pm (Tl) +Bz¢m (72) teeet Bm@m (Tm) =Cm, (3-14)
fm+1(B' t) = B1(Pm+1(2'1)Jr Bz¢7m+1(72 )+ et Bm¢m+1(7m ) = Crs1s

f2m (B’t) = B1¢2m (Tl) + BZ§02m (72) +"'+Bm¢2m(rm) = Com,

gde su B i t m-dimenzionalni vektori B=[B; ... By]", t=[c1 ... 7m]", i
1
dt
c, = g(pv(t)ﬁ, v=1..2m. (3.15)

Prethodni sistem jednacina se moze predstaviti u specijalnom matricnom obliku. Takode,
predstavljamo i vektore c i d istih dimenzijam kao ¢ =[c,...c,,]" i d=[d,...d,,]", gde su
d, =Cpyy» v=1..m.

Sistem jednacina (3.14) se moze predstaviti na sledec¢i na¢in

_fl(t’B) - | _Bl(ﬂl(Tl) "‘Bz(ﬂl(Tz) +"'+Bm¢1(fm) -G
f,(t.B) —c, Bl?’z(fl) +B,, (1) +"‘+Bm¢2(7m) —C,

cI)Zm(t'B): fm(t1B) —Cp |= Bl(om(rl) +Bz¢m(f2) +"'+Bm¢m(Tm) —C

=0,
fm+1(t, B)_ d Bl¢m+1(71)+ Bz(Pm+1(72)+"'+ Bm€0m+1(7m )_ d
_f2m (t! B) _dm_ _Bl(DZm(Tl) + BZ@Zm(TZ) +eet Bm(”Zm(Tm) _dm i
tj.
U, (t)B-c
@, (t,B)=| " =0, 3.16
2n(t,B) {Vm(t)B_d} (3.16)
gde smo uveli matrice U, i Vi, na sledeci nacin
(/)1(71) (Pl(Tz) (01(Tm)
u, :Um(t): (Pz:(fl) (02(72) (Pz(Tm) (3.17)

on@) on(es)  onlen)
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¢m+l(Tl) ¢m+1(72) (/’m+1(7m)

V.=V (t) _ ¢m:+2 (71) D2 (72 ) Pmi2 (Tm ) _ (3.18)

¢2m(z—1) ¢2m(72) Pom (Tm)
Kada eksplicitno zelimo da naglasimo da je konstrukcija Gauss-ovih formula na prostoru
M,,._,,[0,1] uvodimo gornji indeks 7, tako da umesto @,y piSemo d)(zén)].

Za konstrukciju Newton-Kantorovicevog metoda za ovaj specijalni oblik jednacina
sledi¢emo postupak opisan u radu Milovanoviéa i Cvetkovica [81].

Primenom Taylor-ove formule
AB .
@, (t+At,B+AB)= D, (t,B)-W(t,B) At + ¢lanovi viSeg reda,

gde smo stavili

AB=B-B i At=t-t,
i gde su Bi t jedinstvena resenja nelinearnog sistema jednadina (3.12), tj. (3.16), moZemo
formulisati Newton-Kantoroviéev metod za sistem jednaina (3.16) koriste¢i sledeci

linearizovani sistem jednacina dobijen zanemarivanjem visih ¢lanova Taylor-ovog razvoja u

tacki (B,t). Dakle, imamo
AB
W(t,B){At }: ®,, (t.B), (3.19)
tj.
U,AB+Y,At=U, B-c,
V,AB+Z At=V, B-d.

Ovde je sa Wy, ozna¢ena Jacobian matrica

U Y
W, { m Tm } , (3.20)
Vm Zm

gde su Up i Vi, prethodno definisane u (3.16) i (3.17), respektivno, a Yn i Zy, Su date sa

48



Bipi(r1) Bogy(ry) - Bnoulrn)

Y. =Y, (t,B)= Bl?z(fl) B,p2(r2)  Bnoa(em)

B1om (Tl) Boom (72) Bm®m (Tm)

Biomia(71) Ba0mia(r2) - Buoma(ty)

2. =7, (t.B)- Bl:(/)m+2(71) Bo¢ms2(r2)  Bn@m.2(rm) '

B1®om (Tl) Bo@om (Tz) Bm(PZm(Tm)

Najzad, ako reenje (B, t) sistema (3.19) uzmemo kao podetnu vrednost za sledeéu
aproksimaciju, nas iterativni proces postaje
{f =t- B/mU Yo —Zo ]_1(d —VyU mlc)} (3.21)
B=U Y, (t-1)+c].
Slican iterativni metod je koriS¢en u [81] za nalazenje ¢vorova i tezina u Gauss-0vim
formulama za Mintz-ove sisteme.

Moze se dokazati da je prethodni oblik Newton-Kantorovicevog metoda (3.21) kvadratno

konvergentan, ako se obezbede dovoljno dobre startne vrednosti nepoznatih parametara.

Napomena 3.2 Za sisteme nelinearnih jednacina, postoji mnogo nac¢ina za modifikaciju Newton-

Kantorovi¢evog metoda, koji su obi¢no poznati kao kvazi-Newton-ovi metodi. Ove modifikacije
koriste ideju o aproksimaciji odgovarajuce inverzne Jacobian matrice. Njihova konvergencija je
nesto sporija u poredenju sa osnovnim Newton-Katorovi¢evim metodom. U nasoj konstrukciji,
koristimo standardni Newton-Katorovi¢ev metod iz dva razloga:

1) ima kvadratnu konvergenciju;

2) elementi matrice mogu se predstaviti u analitickom obliku.
Glavni problem sa Newton-Katorovicevim metodom je kako obezbediti dovoljno dobre pocetne
vrednosti. Nasa strategija u konstrukciji Gauss-ovih formula (3.10) je bazirana na metodi
neprekidnosti, polaze¢i od standardne Gauss-ove formule dobijene za /=0 (Cisto algebarski
slucaj). Dakle, za dato n=2m, polazec¢i od poznatog resSenja za ¢ =0, ¢ime dobijamo, sukcesivno,

kvadraturne formule za ¢ =12,...,2m.
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U cilju da konstruiSemo odgovaraju¢e kvadrature u prostoru M,, ,,[01], prvo

odredujemo odgovarajuc¢i ortonormalni sistem funkcija {(pz\, }3':1 u odnosu na skalarni proizvod

<-,~ > , dat pomocu (3.8), polazeci od sistema funkcija {].,t,...,tzm_"]_l,logt,t logt,....t" ™ |0gt}.

Na primer, za n=2, m=8 i ¢ =1, koristeci slede¢i kod u softveru Mathematica

pol[n ,t ] := If[n==-1,{},Table[t"k,{k,0,n-1}]1];
ortfun[n ,L ,t ] := Join[pol[n-L,t],pol[L,t]Log[t]];
phi[n ,L ,x ] := (Orthogonalize[ortfun[n,L,t],

Integrate[Times [##]/Sqrt[t], {t,0,1}]1&]//Simplify)/.{t->x}
phi[8,1,t]
dobija se sledeci ortonormalni sistem:
2L 561y, 3 (352 30t +3), i\/g(23lt3 —315t2 +105t - 5),
J2'2\2 8v2 16\ 2

% %(643&4 —12012t% + 6930t2 —1260t + 35),

fle \/g (46189t° —109395t* +90090t* — 30030t ? + 3465t — 63),

5

1024+/2
1

122880~/2
~16216200t +1145993 +180180log(t )) }

(676030t® —19399381° + 2078505t* —1021020t® + 225225t% —18018t + 231),

(169009750t — 535422888t° + 654729075t* — 387987600t +114864750t

Moze se primetiti da je, za svako ¢ < 2m =8, funkcija ¢, (t)= l//l(\/f)= Po (\/f)= ]/\/E konstanta.
U tom slucaju, zbog ortogonalnosti, desna strana u (3.12), tj. (3.14) postaje jednostavna,
c1=\/§, c, =0, v=2,...m i d,=0, v=1,...,m.

Napomena 3.3 Poslednji slu¢aj kada je ¢ =2m (tj. d(A)=0) je mnogo tezi. U naSem konkretnom

primeru za ¢ =2m=_8, imamo

lIogt, S /i(27t ~1)logt, 27
4 8 V151 324/130234779886

Srecom, tada postoji alternativni i veoma stabilni na¢in za numeri¢ku konstrukciju kvadraturnih

(6474125t? — 2558250t + 42957 )log, . } .
parametara. To se moze reSiti veoma jednostavno koriste¢i standardnu teoriju Gauss-0vih
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kvadratura (videti [74]). Naime, tada mozemo staviti f(x)=g(x)log|x| u (3.2) i posmatrati

algebarske kvadrature sa logaritamskom tezinom na (-1,1), t.

1 1 2m
j f(x)dx = jg(x)log|x|dx => W, g(x )+ R (:l0g] - |), (3.22)
-1 1 k=1

gde su x¢ nule parnog polinoma z,m(X), koji je ortogonalan na (—1,1), u odnosu na logaritamsku
tezinu log | X | , @ Wi su odgovaraju¢i Cristoffel-ovi brojevi. Poredenjem ove Cinjenice sa (3.2)
dobijamo teZinske koeficijente u (3.2) kao A, =w /log|x, |, k=1,...,m, dok &vorovi X u (3.22) i
(3.2) ostaju isti.

Pretpostavimo sada da nam je za neko n=2m i neku vrednost /(1</¢<2m) poznato

reSenje problema d)(/ 1)(B t) 0, tj. da znamo tezZine i cvorove

B(z—l):[Bngl)_“B ]fl (¢-1) [ll_ el)]T (3.23)

za uopStenu Gauss-ovu kvadraturu u m tacaka u prostoru My, ,.;,4[01]. Tada za reSenje
problema

o) (B,1)=0 (3.24)
uvodimo jedno-parametarsku familiju problema

¥(B,t,1)=10Y) (B,1)+(1- )Y (B,t)=0 (3.25)
gde je parameter A u intervalu [0, 1]. Za A=1, problem (3.25) se svodi na originalni problem
(3.24), dok se za =0 on svodi na problem sa poznatim reSenjem (3.23).

Pretpostavljamo da resenje (3.25) odgovara nekoj kvadraturi Gauss-ovog tipa sa

tezinskim koeficijentima By(4) i ¢vorovima (1), k=1,...,m, dok je odgovarajuci sistem bazi¢nih

funkcija {g,, 127} gde je
4(0) =4, (t:2) = 4, (t:2.0) = 20 0)+ - ) D). (3.26)

Za primenu metoda neprekidnosti neophodan uslov su preslikavanja By:= By(1) i

.= (4), k=1,...,m, definisana sistemom nelinearnih jednacina (3.25), tj. sa
ZBk¢V ) Vi @-a)kl, v=1, .., 2m, (3.27)

neprekidne funkcije (videti [85] str. 314-315).
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Sada, polaze¢i od vrednosti B(0) =B ?it(0) = t"™?, datih u (3.23), koristimo Newton-
Kantorovic¢ev metod za reSavanje problema (3.25). Kako su funkcije

B()=[Bi(d) - Ba)]' T t)=[ul®) - m®)]'
neprekidne, mozemo uvecati A za malu vrednost 4; i tada odredujemo B(41) i t(41), uzimajuci
B(0) i t(0) kao pocetne vrednosti.

U opstem slucaju mi biramo tacke 4,, v=0,1,..., s, uintervalu [0,1],

0=Ao< 1<+ <=1 (3.28)
i tada reSavamo svaki od sistema jednacina (¥(B, t, A)=0, v=0,1,...,s, prethodno pomenutim
Newton-Kantorovi¢evim metodom (3.21), uzimaju¢i reSenje na V-tom koraku kao pocetnu
vrednost za dobijanje reSenja na (v+1)-om koraku. Taj postupak resava problem konvergencije
jer zbog neprekidnosti mozemo da obezbedimo dovoljno dobre startne vrednosti za Newton-
Kantorovicev metod.

Kako je jednacina (3.16) zamenjena sa (3.25), tj.

AUE +@-2,)ul B - 2,67 +(1-2,)c!
¥(t,B,4,)= . |=0,
AN +@-2, VB - 2,d" + (1-2,)d
u ovom slucaju, odgovarajuée izmene za Upn, Vi, Ym, Zm, € i d u Newton-Kantorovi¢evom

metodu (3.21) treba izvrsiti. Na primer, matricu U, treba zameniti sa 4,U ,(Tf) +(@1-2,J ,ﬁf‘l) , itd.

Pomenimo ovde i neke Cinjenice koje su vezane za stabilnost numeri¢kog postupka. Za
kondicioni broj cond(A) := ||A|| ||A1|| koji karakteriSe uslovljenost matrice (npr., videti [79]),

koristimo Frobenius-ovu normu

A=A = ]| 2 [ n

n ) Y2
2 a0
1 j=1

Kao §to mozemo videti iz (3.21), bitnu ulogu igra kondicioni broj matrice Up. Naime,
pretpostavljajuéi da su nam svi &vorovi t = [r; +++ 7]" poznati egzaktno, tada moZemo izaGunati
tezinske koeficijente B = [B; ++- By]" iz sistema jednacina UpB=c kao B:U,;lc i njihova
tacnost evidentno zavisi od uslovljenosti matrice Uy, Zato, tokom iterativnog postupka, treba
kontrolisati uslovljenost ove matrice, tj. cond(Un), kao i kondiconi broj cond(V,,U ;ﬁYm —Zy).

Kao $to ¢emo videti u slede¢em delu, koriS¢enje ortogonalnih sistema kao bazisnih funkcija

obezbeduje dobru uslovljenost matrica u numeric¢koj proceduri.
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3.4 Specijalni slu¢ajevi uopstenih Gauss-ovih formula

Kao ilustraciju za dato n=2m i ¢<n, u ovom odeljku dajemo parametre generalisanih

Gauss-ovih formula (3.2) koje su tatne na prostoru My, ,,, [—l, 1]. U cilju nalaZenja ovih
formula, potrebne su nam Gauss-ove kvadrature (3.10) na prostoru MZm'O[O, 1]. Na primer, da

bismo dobili pocetne vrednosti za slucaj n=4 sa ¢ =1, odnosno, za konstrukciju Gauss-ove

formule koja je tadna na prostoru Mg ,[-1,1], polazimo od Gauss-Legendre-ove kvadrature u
Cetiri tatke na (—11). Dakle, Kkoriste¢i slede¢i koéd u Mathematica paketu

OrthogonalPolynomials (videti [23], [83]),

<< orthogonalPolynomials"
{node4,weight4}=aGaussianNodesWeights[4, {alegendre}];
tp={node[[3]],node[[4]]1}"2;
bp=2{weight[[3]],weight[[4]]};

dobijamo startne vrednosti tp i bp za iterativni process (3.21),
{0.1155871099968291, 0.741555747145806} i {1.304290309725415, 0.6957096902749172}.

U metodi neprekidnosti, obi¢no uzimamo nekoliko koraka s u (3.29). Na primer, ovde za
¢=1, uzimamo 1;=1/2, 1,=3/4, As=1, sa Sest iteracija u svakom od koraka. Kao ilustraciju
pomenimo sledeci sistem od Cetiri nelinearne jednacine, dobijene 1z (3.12),

B, +B, =2,
(37, —1)B, + (37, —1)B, =0,
(351'12 ~307; + 3)81 + (35722 ~307, + 3)82 =0,
[u(zy)+ (1= 2)o(z)JBy +[Au(zz )+ (1~ 2)o(z2)]B; =0,
gde su

u(t) = 3152 — 420t +137+ 30log t, v(t) = 213(231t3 ~315t2 + 105t —5).

Dobijena resenja za A=1/2, 3/4 1 1 su data u Tabeli 3.1, samo sa 13 decimala u cilju ustede
prostora. Za reSenja iz poslednjeg reda u Tabeli 3.1, odgovarajuce vrednosti kondicionog broja u

ovom koraku za ¢ =1su data u Tabeli 3.2
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Tabela 3.1 Sukcesivna resenja u metodi neprekidnosti (m=2, / =1)

A (31
1/2 0.08536456639144 0.6918014177825
3/4 0.05441209758248 0.6520214699666
1 0.02697261367327 0.6234778694459

72

B1

1.182210756576
1.066543301896
0.9728146845471

B,
0.8177892434244
0.9334566981040
1.0271853154529

Tabela 3.2 Kondicioni brojevi u metodi neprekidnosti (m=2, ¢ =1)

A=1/2
2.034

Kondicioni brojevi
cond(U,)

cond(V,U;Y, —Z,) 2580

A=3/4 =1
2.004 2.001
2.493 3.254

Pomocu reSenja iz poslednje vrste u Tabeli 3.1 (1=1) dobijamo odgovarajuce parametre

Xy = J_r\/z I Ak=Bi/2 za kvadraturnu formulu (3.4). Odgovarajuci parametri za n=4,6,8 i 10, i

svako 6:1(1)n su predstavljeni u tabelama u radu [85], dok su ovde dati samo za n=4 i n=6

(videti Tabele 3.313.4.).

Poslednje vrste u Tabelama 3.3 i 3.4 daju parametre kvadratura za n=2m ¢vorova, kada je

¢ =n. Kao $to je ranije pomenuto u Napomeni 3.3, njihovi parametri se mogu dobiti i pomocu

Golub-Welsch-ovog algoritma [37] i paketa OrthogonalPolynomials, (videti [23] i [83]).

Tabela 3.3 Kvadraturni parametri u (3.4) zan=41i ¢ =1(1)4

m | ¢ X Ap
211 | =0.16423341217080958 | 0.48640734227356275
+ 0. 7806061 4830808050 | 0.51359265TT72643725

= 0.1345560745487877 3

0.41207937933634762
0.58702062061365238

+ 0.744400667 1 TE2539535
2|3 || £0.22165238135228435
=0.74651381797367725

0. 3827691 8444433467
0.41723081555566534

= 0.21304150473893422
= 0.72020609383105129

0.55034645744452245
0.4270721 848801 1637
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Tabela 3.4 Kvadraturni parametri zan=61i ¢ =1(1)6

3

Xk

A

+0.10519535022685311
+0.55426520775972543
= 090861394041 112394

031519742 18554477
0.4543352T044404787
0.230467307TT0050443

Ll
=d

=007412301056538206
= 0460157007797 12717
+0.88251597107409251

0.23165078336824006
0.4767205591 1229095
0.20162865751946800

+ 0067223041203 14940
= 0441 85506329862607
= 0. ETODOET 6131956773

0.21161309284720757
04707 57464444807 66
031762044 27T07T98476

+0.08451361225837759
= 0.5056]1 343828077945
+0.89432406384522312

0.26133 749360400446
0.47655466185392766
0.262 107844452067 88

= 0.1549326002 1964956
+0.54351277309839153
+0.8519227741 1427122

0.309681015997T085157
0.363506T0316043171
0.230683 13685071672

+0.15842277342698578
+0.55266107341525372

=+ 0L.85TH0IT 1593567820

040606254761 859986
0.36412981 109511077
0.233006673315353449

U tom slucaju, potrebni su nam momenti za logaritamsku tezinsku funkciju X+ log | X| na

intervalu (—1,1), koji se mogu odrediti veoma lako u analitickom obliku,

1 ————, k je parno
e =[[ X< gl =1 (k +1)?
0, k je neparno.

Kao S§to smo ranije spomenuli, kontrola kondicionog broja matrica U,(Tf) [

Q,gf) =Vn(f)(U Sf))_lYn(f) —Zr(,f), tokom iterativnog procesa je vazna. Kondicioni brojevi ovih
matrica u reSenju (4=1) su prikazani u Tabeli 3.7 za m=2(1)5 i ¢=1,..,2m-1, u obliku
(cond(U ,(Tf)), cond(Qr(,f))).

Kao §to mozemo videti, ove matrice su dobro uslovljene. Njihovi kondicioni brojevi su
manji od 15 i 72, respektivno, Sto zna¢i da moze biti gubitak od najvise jedne do dve decimalne

cifre u kona¢nom rezultatu. Tako dobra uslovljenost matrica je posledica koriS¢enja ortogonalnih

bazisnih funkcija u naSem metodu konstrukcije.
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Tabela 3.7 Kondicioni brojevi (cond(U r(Tf)), cond(Q,(Tf))) zam=2,345i /=1,...2m-1

© 00 ~N oo o A DN DN PSS

3.5 Numericki primeri

(2.001,3.254)
(2.039,3.660)
(2.271,8.468)

m=3
(3.117,6.076)
(3.290,8.884)
(3.466,10.00)
(3.276,16.06)
(3.292,12.68)

m=4
(4.303,9.347)
(4.683,15.68)
(5.651,20.73)
(6.246,22.50)
(4.346,33.21)
(5.447,37.10)
(4.940,32.53)

m=5
(5.538,13.04)
(6.173,23.53)
(8.591,34.41)
(12.34,42.28)
(14.29,45.17)
(5.544,60.01)
(6.184,71.71)
(7.566,58.20)
(6.644,26.80)

U ovom odeljku daée se dva primera u cilju ilustracije efikasnosti predlozenih

kvadratura.

Primer 3.1

Neka je funkcija definisna kao (vidi Sliku 3.1)

X 2
f(x):e log x“ +cos x

sa logaritamskim singularitetom u x=0.

Funkcija f(x)= (cos X + &% Iog(xz))/\/4 +x2 na[-1,1]

(3.29)
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U cilju izraCunavanja relativnih greSaka za tatnu vrednost integrala moze se uzeti

1(f)= 11 f (x)dx = —1.26933670828296. .

Primenjujuéi kvadraturno pravilo (1.4) na ovaj integral, dobijamo aproksimacije sa relativnim
greSkama predstavljenim u Tabeli 3.8. Brojevi u zagradama su decimalni eksponenti, na primer
7.12(-3)=7.12-10",

Tabela 3.8 Relativne greske u kvadraturnim aproksimacijama za I(f) sa n ¢vorova i ¢ =0,1,...,n
14 n=4 n=6 n=8 n=10 n=12 n=24 n=2x12
3.80(-1) 2.64(-1) 2.02(-1) 1.63(-1) 1.37(-1) 7.00(-2) 6.37(-3)
7.12(-3) 1.57(-3) 5.95(-8) 2.88(-4)
141(-3) 6.10(-6) 5.75(-8)  3.30(-8)
297(-2) 6.65(-6) 2.01(-7) 7.12(-9)
2.29(-2) 1.07(-4) 1.89(-8) 2.54(-9)
1.73(-2) 5.40(-7) 7.11(-10)
1.92(-2) 3.06(-5) 4.22(-9)
1.13(-2)  5.98(-8)
1.60(-2)  1.30(-5)
QS 7.27(-3) 3.04(-4) 1.38(-5) 6.68(-7)

0o N o o A W N -+, O

U prvoj vrsti (¢ =0), dajemo relativne greSke za Gauss-Legendre-ove kvadrature za n=4,
6, 8,10, 12124 ¢vorova.

Ako primenimo 12-tackastu Gauss-Legendre-ovu formulu na dva integrala na [-1,0] i
[0,1] (prethodno transformisanih na [-1,1]), ili $to je ekvivalentno primeni ove formule na

integral,

ot (5

odgovarajuca relativna greska je data u poslednjoj koloni prve vrste. Kao §to mozemo videti, u

takvom pristupu (koriste¢i kompozitno pravilo) relativna greska sa istim brojem funkcionalnih
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izraCunavanja je manja nego u sluc¢aju kada koristimo originalnu Gauss-Legendre-ovu formula sa
24 Cvora.

Evidentno je da, medu ovim formulama za dato n(=4, 6, 8 i 10), sa 1</ <n, minimalna
relativna greska se dostize kada je ¢ =n/4 (podvucene vrednosti u Tabeli 3.8) tj., sa kvadraturama
koje su tatne za funkcije u prostoru My q[-1, 1]. Ovde je, naravno, minimalna greska (7.11x10™°)
dostignuta 10-tackastom kvadraturom sa ¢ =5, koja je tacna za funkcije u prostoru Mg 10[-1, 1].

Primenjujuéi n-tackastu kvadraturnu formulu dobijenu u radu Nahlik-Bialecki [88] na
I(f), dobijamo aproksimativne vrednosti sa relativnim greskama 1.44(-2), 1.29(-3) i 3.95(-4) za
n=4, n=6 i n=8, respektivno. Primena nasih kvadratura u primerima predstavljenim u [88] (videti
takode [8]), pokazuje znatno bolju tacnost.

Integral 1(f) moze biti takode izracunat ako se razdvoji podintegralna funkcija (3.29) na
dva dela,

1
—Jl oS X dx+4j coshx log xdx .

VX% +4 0Jx? +4
Primenimo dva pravila: n-tackastu Gauss-Legendre-ovu formulu na prvi deo i n-tackastu

Gauss-ovu formulu u odnosu na logaritamsku tezinu (3.1), na drugi deo. Tako imamo

m m
1(1)= Q5n(1)= D ACHHxEHJ+ 43 ok ot ) (330)
k=1 k=1
gde su fy(x cosx/ Vx2 +4 coshx/ Vx2+4. Parametri Gauss-Lengendre-ove

formule (AkGL SL k=1,...,m) kao i parametri u formuli (3.1) mogu se dobiti preko paketa

OrthogonalPolynomials. Odgovarajuée relativne greske |( n(f)—l(f))/l(fl su

prikazane u poslednjoj vrsti u Tabeli 3.8 za n=4(2)10. Kao §to mozemo videti, nasa n-tackasta
generalizovana (direktna) Gauss-ova formula daje bolje rezultate nego n-tackasta kombinovana
formula (3.30). Posebno, to je izrazeno za ¢ =n/2 (videti podvucene vrednosti).
Primer 3.2

U drugom primeru posmatramo jednu integralnu jednacinu Fredholm-ovog tipa prve

vrste

rlk(x,t)f (x)dx = g(t), Sl<t<1, (3.31)

sa jednostavnim diferencnim jezgrom k(x,t) koje je dato pomocu
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1

Kao funkcija g na desnoj strani u (3.31), u radu [85] su razmatrana dva slucaja specijalnih

funkcija ¢iji su grafici prikazani na sl.3.2 (za analiti¢ke izraze videti jednacine na str. 321 [85]).

50p

0 05 0.0 03 10 10 05 F 05 Lo
Slika 3.2. Funkcija g(t) , -1 <t < 1, u Jednacini (5.3) za Slucaj 1° (levo) i Slucaj 2° (desno)
Za ova dva slucaja poznata su tacna resenja integralne jednacine (3.31) i ona su: f(x) = cosh zx
(Slucaj 1°) i f(X) = (4x - 2)|Og|x| - X(3X +1) (Slucaj 2°), tako da ih moZemo uporediti sa

generalizovane Gauss-ove kvadrature QS7 (1</<n).

Tri simetri¢ne kvadraturne formule
2m
Qon(f)=D At (x;), (3.33)
j=1

sa parnim brojem ¢vorova, su koriS¢ene za numericko reSavanje integralne jednacine (3.31):

a) Kompozitna trapezoidna formula Qyp, ()=Tom(f):x; =x§T A;j = AST | j=1,....2m,

ot 2(j-m)-1 . . cT T _ 1 .
Xi =——*— J=1,....2m; 2 = A . B 2A =—:
i om 1 ] A 2 Sl = om 1

b) Gauss-Legendre-ova formula Qy, (f)=Q5y(f):x; =xF- A; = ASH, j=1,....2m,

: GG GG
c) Generalisana Gauss-ova formula Qun(f)=Q5,(f):x; =x§¢ A; = AS

X, Cj=1,....2m
(1<<2m).
Primetimo da je Qs —szo

Najpre, definiSimo integralni operator
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(Kf )t):= j k(x,t)f (x)dx, —1<t<1,

gde je jezgro dato sa (3.32), tako da integralna jednacina (3.31) moze biti prikazana u
operatorskoj formi Kf=g. Za ovaj operator mozemo posmatrati niz operatora {Kp}m,
(K £ )0): ZA k() (x;), m=1,2,...,
koji se dobija primenom kvadraturne formule (3.33) na (Kf)(t).
U cilju reSavanja jednacina
(Kmfm)(t):g(t), m=1 529' cey
koristimo kolokacione tacke ti=x;, I=1,..., 2m, tako da dobijamo linearne sisteme jednacina
2m
ZAJ k(XJ y Xi )fm(XJ ): g(XJ ), izl,..., 2m, m:1,2,...,
j=1
¢iji je matri¢ni oblik
Ak, X)) Ak(xa,%1) - Aomk(Xom. %) fm(X0) 9(x1)
KX, X0) Agk(Xy,X5) -+ Agpk(Xom, X fm (X X
A1.(1 2) Agk(xz,Xp) omk (Xam 2)' m(X2) =9(.2) S m>1.(3.34)

Alk(xl’ Xom ) Azk(xz 1 Xom ) Aka(XZm , sz) fm(xzm) g(xzm)

Obicno, ovi sistemi jednacina su slabo uslovljeni kada je m dovoljno veliko. Kondicioni

brojevi za m=I1(1)5, u slucaju kompozitne trapezne formule T, Gauss-Lagrendre-ove

kvadraturne formule QS i dve od generalisanih kvadraturnih formula Q2m m Q2m1 prikazanih

u Tabeli 3.9.

Tabela 3.9 Kondicioni brojevi matrice u (3.34), u slucaju kvadraturnih pravila Ton, Q2m : Q2m m

[ Q2m1 zam=1(1)5

Q2m m=1 m=2 m=3 m=4 m=5
Tom 2.167 2.312(1) 3.276(2) 5.660(3) 1.054(5)
an% 2.900 3.446(1) 4.718(2) 7.120(3) 1.163(5)

QSe, 4908 1.360(2) 6.188(3) 3.510(5) 2.282(7)

QSe,  4.908 7.559(1) 1.005(3) 1.195(4) 1.369(5)
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ReSenja sitema jednacina (3.34) daju diskretne aproksimacije ta¢nog reSenja f(X) za
integralnu jednacinu (3.31). Odgovarajuca relativna greska r(x):| fo(x)— f(x)/f (X] moze biti

sratunata samo u ¢vorovima kvadraturne formule (3.33) tj, u tackama X=Xy, k=1,...,2m. Bududéi

da koristimo nekoliko razli¢itih kvadraturnih formula, ¢iji ¢vorovi se razlikuju medusobno, tacno
numeric¢ko poredenje ta¢nosti izmedu njih nije moguce. Zato mi dajemo odgovarajuce grafike, sa
odgovarajuc¢im aproksimativnim vrednostima fn(Xy), k=1,...,2m.

Relativne greSske u aproksimacijama fs(Xx), k=1,...,10 dobijenim sa 10-tackastim
kvadraturnim formulama T, Q3", QG2 i Qroq. za oba slucaja (1° i 2°), prikazani su u Tabeli

3.10. Gubitak od sedam decimalnih cifara u double precision arithmetic (zbog velikog
kondicionog broja ~107), ne ugrozava tatnost dobijenih aproksimacija u ovim slu¢ajevima.

Tabela 3.10 Relativne greske u aproksimacijama fs(Xy), k=1,...,10 dobijenim sa pravilima Tho,
GL ;
Qo Quos | Qlog

X ‘CllT CT

Xg CT

o T x5t T X5 X' Xp' Xg' X

Slucaj 1°
Slucaj 2°
GL
Q10
Slucaj 1°
Slucaj 2°
GL
Qios
Slucaj 1°
Slucaj 2°
GL
Qro1
Sluéaj 1°
Slucaj 2°

3.76(-1)
4.72(-1)

Gt

1.38(-4)
4.07(-1)

GG

1.38(-3)
1.74(-2)

xCC

7.87(-5)
2.72(-2)

4.44(-1)
1.90(0)

Gt

1.80(-4)
1.27(0)

XSG

3.12(-3)
6.29(-2)

xGC

1.09(-4)
1.49(-1)

5.94(-1) 6.52(-1) 3.52(-1) 3.25(-1)
1.80(-1) 1.07(-1) 1.38(-1) 3.93(-1)

GL

X4 et

Gt Gt

1.82(-4) 1.62(-4) 8.19(-5) 8.19(-5)
5.34(-1) 1.80(-1) 1.74(-1) 4.60(-1)

GG

X5 GG

Xg GG

GG Xg

X4
9.65(-3) 4.25(-2) 9.18(-2) 9.18(-2)
1.46(-2) 7.67(-3) 1.30(-1) 2.04(-1)

GG XEG

X5 GG

Xg GG

Xg
1.34(-4) 1.95(-4) 2.22(-4) 2.22(-4)
2.37(-2) 9.39(-3) 7.63(-2) 1.55(-1)

6.52(-1) 5.94(-1) 4.44(-1)
1.29(+1) 5.38(-1) 3.56(-1)

O

1.62(-4) 1.82(-4) 1.80(-4)
8.51(-1) 3.06(-1) 2.68(-1)

GG

XS GG

Xg GG

Xq
4.25(-2) 9.65(-3) 3.12(-3)
1.01(-1) 3.84(-2) 6.02(-3)

GG

xS GG

Xg GG

Xg
1.95(-4) 1.34(-4) 1.09(-4)
4.72(0) 7.64(-2) 5.13(-2)

3.76(-1)
3.27(-1)
Xk
1.38(-4)
2.15(-1)

GG
X10

1.38(-3)
2.54(-3)

GG
X10

7.87(-5)
3.86(-2)

Kao §to moZemo videti u Slucaju 1°, kada reSenje integralne jednacine (3.31) je glatka

funkcija, primena svih kvadraturnih formula, izuzev kompozitnog trapeznog pravila, daje
zadovoljavajuce rezultate. Medutim, u Slucaju 2°, sa singularnim reSenjem, generalisane Gauss-

ove formule daju znatno bolje rezultate. Primetimo da se velika relativna greska u aproksimaciji

61



u ¢voru X7G G (Slucaj 2° sa Qﬁﬁ) javlja zbog vrednosti taCnog reSenja u tacki koja je blizu nule.

Tacéno reSenje integralne jednacine (3.32) i odgovarajuce aproksimacije fy(x), k=1,...,2m (m=3 i
m=5) za tri razli¢ita kvadraturna pravila, su prikazane na slikama 3.3, 3.4, 3.5 (Slucaj 1°) 1 na
slikama 3.6, 3.7, 3.8 (Slucaj 2°).

I

. S /Y | R | S g0 Dos

10
Slika 3.3. Slucaj 1°: Primena kompozitne trapezne formule Tom sa 2m=6 (levo) i 2m=10 cvorova

(desno)

/

T T LY T T N S N
Slika 3.4. Slucaj 1°: Primena Gauss-Legendre-ove kvadraturne formule QZG,# sa 2m=6 (levo) i

2m=10 ¢vorova (desno)

\

I . N 10 ~03 0005 1D
Slika 3.5. Slucaj 1°: Primena generalisane Gauss-ove kvadraturne formule QS sa 2m=6

(levo) i 2m=10 ¢vorova (desno)
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Primena generalizovane Gauss-ove kvadraturne formule Qleoﬁ daje aproksimaciju reSenja

integralne jednacine (3.31), Sto je prikazano na Slici 3.9.

10f

—i,y s

10k

\u\l\llo g

Slika 3.6. Slucaj 2°: Primena kompozitne trapezne formule Ton Sa 2m=6 (levo) i 2m=10 évorova

(desno)

128

Slika 3.7. Slucaj 2°: Primena Gauss-Legendre-ove kvadraturne formule Q% sa 2m=6 (levo) i

2m=10 ¢vorova (desno)

_EE/V o5

Slika 3.8. Slucaj 2°: Primena generalisane Gauss-ove kvadraturne formule QZGme sa 2m=6

(levo) i 2m=10 ¢vorova (desno)
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_ug/

a6 05 e 05 1o

Slika 3.9.: Primena generalisane Gauss-ove kvadraturne formule QfOG u slucaju 1° (levo) i
slucaju 2° (desno)

Napomena 3.4 Vazan slucaj integralnih jednacina prve vrste

Illw(x)k@'t)f (x)dx = g(t), 1<t<l,

sa singularnim jezgrom u obliku k(x,t)= A(x,t)log[x —t|+ B(x,t), gde A, B i g su regularne

funkcije na [-1,1], se susrece u Sirokoj klasi problema u raznim oblastima nauke i tehnike. Takve

: . Y1y s .. . -1/2
jednacine sa CebiSevljevom tezinskom funkcijom prve vrste a)(X) = (1— X2) razmatrane su od

strane viSe autora (videti [56], [19], [86]).

ZakljuCuju¢i ovo poglavlje mozemo naglasiti da dobijene univerzalne (direktne)
kvadraturne formule jednako dobro integrale neprekidne funkcije i funkcije sa logaritamskim
singularitetom. One se efikasno mogu primeniti za direktnu integraciju, ali i za efikasnu primenu
u reSavanju integralnih jednacina. Formule se mogu uspesno implementirati u odgovarajuce
softverske pakete kojim se realizuju metod grani¢nih elemenata (MGE) i metod konacnih
elemenata (MKE), $to bi dovelo do jednostavnijih programskih reSenja, povecanje njihove brzine
izvrSenja, ali 1 dobijanje tacnijih krajnjih rezultata.

Pomenuta programska implementacija zahteva rad eksperata u programiranju i
poznavanju ovog problema da bi se na adekvatan nacin dobijene nove kvadraturne formule
mogle implementirati i maksimalno iskoristiti njihova superiornost u odnosu na postojece

standardne kvadraturne formule koje se sada koriste.
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4.

4.1

PONASANJE PLOCASTIH CELICNIH KONSTRUKCIJA PRI
STATICKOM OPTERECENJU | LOKALIZOVANOM
OPTERECENJU

Opste napomene

U ovom delu rada analizirate se nelinearno ponaSanje i grani¢na nosivost Celi¢nih

zavarenih limenih nosaca | preseka kao i problem izboCavanja rebra pod lokalizovanim

optereéenjem po pojasu u ravni rebra. Kod ovako slozenih problema na ponaSanje nosaca

istovremeno uti¢u: dimenzije pojedinih konstruktivnih delova, tj. geometrija nosaca, mehanicke

karakteristike materijala, karakteristike optereCenja i drugi parametri. U cilju preciznijeg

odredivanja ponaSanja, istrazivaci se uglavnom odlucuju na analiziranje dejstva odredenog broja

parametara. Razmotricemo osnovne probleme i moguce slucajeve i uticaje koji su do sada

uoceni. Postoje tri osnovna problema koji se mogu razmatrati u cilju $to optimalnijeg reSenja i to:

naponsko stanje, problem grani¢ne nosivosti i problem stabilnosti.

a)

b)

Problem naprezanja. Ovo je veoma sloZen problem jer je potrebno uzeti u obzir
sadejstvo plo¢a koje €ine rebro i1 pojasevi, pri uticaju brojnih parametara koji uti¢u na
problem naprezanja. Kako je veoma komplikovano teorijski odrediti polje napona, koriste
se numericki postupci 1 primena MKE.

Problem grani¢ne nosivosti. Ovaj problem moze se posmatrati sa viSe aspekata.
Generalno, moguce su: prekomerne deformacije, prelazak konstrukcije ili njenog dela u
mehanizam (a time i gubitak nosivosti), lom poprecnog preseka, gubitak stabilnosti
konstrukcije ili njenog dela i dr. Takode, moze nastati i usled lokalnog izbo¢avanja. Ova
problematika je i danas veoma aktuelna jer za problem patch loading-a ne postoji tacno
teorijsko reSenje u analitickom obliku. Zato se putem numeri¢kih, pribliznih postupaka
dolazi do reSenja cak i u sluCajevima gde postoje nelinearne diferencijalne jednacine
ovog problema kojima se ne mogu odrediti tacna resenja, pogotovo kada se uzima uticaj
veceg broja parametara. Istaknimo da je problem grani¢ne nosivosti osnova postojecih
Evropskih propisa [28].

Problem stabilnosti. U okviru ovog problema bitno je odredivanje kriti¢ne sile koja

prouzrokuje gubitak stabilnosti konstrukcije. Ona se moze odrediti u funkciji razlicitih
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parametara. Ovaj problem je karakteristican za pritisnute elemente, a javlja se i kod

lokalnog opterecenja rebra.

Kako su navedeni problemi veoma slozeni, istrazivanja su pokazala da je od vaznosti §to
preciznije dimenzionisanje nosaca. U preporukama za proracun ,,Evrokod 3: Projektovanje
Celi¢nih konstrukcija®, ovim problemima je posvecena posebna paznja u delu 1-5 pod nazivom
,EN 1993-1-5: Projektovanje celi¢nih konstrukcija - Puni limeni elementi® [21]. Uz prikaz
osnovnih elemenata nosaca, napomenué¢emo i njihove najvaznije karakteristike koje se moraju
uzeti u obzir pri istrazivanju.

Tipovi nosaca. U zavisnosti od tipa poprecnog preseka, uglavnom je u dosadasnjim
istrazivanjima razmatran slucaj I-nosaca 1 slucaj sanducastih nosaca. Iz razloga S§to je
problematika ista, uglavnom su razmatrani I-nosa¢i u dosadasnjim ispitivanjima. Medutim,
reSenja koja su dobijena za I nosace nisu uvek primenljiva i na tip nosac¢a sa sanducastim
poprecnim presekom. Pokazalo se da su potrebna dodatna ispitivanja, zbog specificnosti preseka
sanducastih nosaca kao tankozidnih nosac¢a zatvorenog profila. U ovom radu su tretirani I-nosaci.

Slu¢aj valjanih i zavarenih nosa¢a. Nacin izrade nosaca ima veliku ulogu u analizi
njihovih karakteristika. Postoje znatne razlike u nacinu izrade, obrade, uticaja zavarenih spojeva
1 dr. Uglavnom se valjani profili koriste kod manjih raspona 1 obi¢no u visokogradnji, dok se
zavareni profili koriste kod mostovskih konstrukcija i konstrukcija hala veéih raspona. Razlika
se, pre svega, ogleda i u vitkosti rebra.

Slucaj razli¢itih vitkosti rebra nosaca je bitan faktor jer razliite vitkosti rebra
uslovljavaju razlic¢ito ponaSanje u pogledu njihove stabilnosti. Od znacaja je i odredivanje
granice vitkosti koja se odnosi na ponasanje nosaca u pogledu stabilnosti.

Uticaj vertikalnih (poprecnih) i horizontalnih (poduznih) ukrucenja. Vertikalna
ukruéenja utiCu na nosivost viSestruko. Ona pruzaju oslonac pojasu, a takode, ograni¢avaju
oblast izbocavanja i smanjuju mogucénost deformacija rebra. Sluze i kao oslonac za postojeca
poduzna ukruéenja (koja se vezuju za poprecna ukrucenja). Poduzna ukrucenja se postavljaju na
pritisnutom delu rebra. Od njihovog polozaja zavisi pocetak plastiénog teCenja rebra a takode i
pocetak izbocavanja rebra. Ukrucenja koja su tipa zatvorenog tankozidnog profila, pruzaju vecu
otpornost na lokalno izbocavanje i uti¢u na povecanje nosivosti.

Pocetne imperfekcije mogu imati odredeni uticaj na ponasanje nosaca $to ¢e u ovom radu

biti proucavano.
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Vrsta i karakteristike opterecenja. Na nosivost konstrukcije znatno uti¢e duzina u
pravcu rebra nosata na koju se nanosi opterecenje. To se manifestuje duzinom povrSine
naleganja opterec¢enja duz nosaca. U ovom radu ¢e biti razmatrano jednakopodeljeno opterecenje
koje dejstvuje na kratkim duzinama - lokalizovano opterecenje, poznato pod nazivom patch
loading o ¢emu ¢e biti vise re¢i u daljem tekstu.

Polozaj opterecenja, tj. njegove rezultante, u odnosu na nosac je takode od znacaja. Do
sada su u literaturi razmatrani slucajevi opterec¢enja na jednom ili na oba pojasa nosaca, a takode
detaljno je ispitavan uticaj ekscentriciteta optere¢enja u odnosu na srednju ravan rebra. U ovom
radu tretiraCe se opterecenje po jednom pojasu, a U pravcu srednje ravni rebra, bez uticaja
ekcentriciteta.

Po svom uticaju na konstrukciju, veoma se razlikuje i karakter opterecenja, tj. da li je ono
staticko ili dinamicko, a u slucaju dinamickog opterecenja, vazna je i vrsta dinami¢nog
optere¢enja. ReSavanje navedenih problema moze biti sprovedeno na razlic¢ite nacine. NajceSce
su to: teorijsko-analiticki, eksperimentalni, numericki postupci i primena MKE i MGE i sli¢ni

(metod konacnih razlika itd.).

4.2 lIzvod iz teorije izbocavanja ploca

Plo¢e su ravni povrSinski elementi koje zbog svoje funkcionalnosti nalaze primenu u
raznim oblastima inZenjerstva, a posebno su rasprostranjene u gradevinarstvu. Javljaju se kao
posebni elementi konstrukcija, ali i kao delovi konstruktivnih elemenata. U ovom radu ¢e biti
tretirane kao pojasevi i rebra limenih I nosaca.

Problem stabilnosti kod povrSinskih, plo€astih elemenata konstrukcije u slu¢aju limenih
nosaca manifestuje se izvijanjem citavog elementa ili dela povrSinskog nosaca kao lokalna
pojava gubitka stabilnosti. Do naprezanja tih elemenata koji gube svoju stabilnost u celoj oblasti
ili samo lokalno, dolazi usled normalne sile pritiska, momenta savijanja, transverzalne sile ili
njihovih kombinovanih dejstava. Tanke ploce, o kojima ¢e ovde biti reci, izloZene su
opterec¢enjima koja izazivaju normalne napone pritiska 1/ili smicu¢e napone u ravni ploce. Pri
dostizanju kriticnih vrednosti napona, dolazi do velikih deformacija ploce $to predstavlja gubitak

stabilnosti ovih elemenata. U zavisnosti od veli¢ine i nacina dejstva optereCenja izboCavanje
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moze biti globalnog ili lokalnog karaktera. Lokalno izbo¢avanje nosaca ima za posledicu gubitak
kapaciteta nosivosti Sto se takode mora obuhvatiti pri proracunu elemenata ploce.

Teorijski gledano, ploca u izvesnim slucajevima posle izboCavanja moze da nosi
optere¢enje veée od kriticnog bez loma konstrukcije. Zato je bitno odredivanje tog krajnjeg
grani¢nog opterecenja. Stabilnost ploce, u pocetku se vezivala isklju¢ivo za elasticnu oblast.
Medutim, uticaj neelasticnog ponaSanja plo¢e ima veliki znacaj i uti¢e na pojavu nestabilnosti,

§to ¢e u ovom radu biti razmatrano.

4.2.1 Savijanje ploce usled poprecnog optereéenja sloZenog sa silama u srednjoj ravni ploce

Diferencijalna jednacina elasticne povrSine. Ako na plocu, osim popreénog
opterecenja (, deluju i sile u srednjoj ravni ploce, njihov uticaj moze biti znatan na savijanje
ploce, tako da se one moraju uzeti u obzir pri izvodenju diferencijalne jednacine elasticne
povrsine ploc¢e. Posmatrajmo ravnotezu malog elementa iseCenog iz ploce sa dva para ravni,

jednog paralelnih xz-ravni i drugog paralelnih yz-koordinatnoj ravni (SI.1) [102].

N,
Ny +—2dx
- e
¥ v v
SR L
N, +CN‘ dy
Myt

S1.4.1 Ravnoteza elementa ploce [102]
Pored poprecnog optereCenja, u srednjoj ravni ploce deluju normalne sile Nx i Ny, i
transverzalne sile Nxy sa dimenzijama- sila po jedinici duzine. Saberimo njihove projekcije na z-
osu, uz zanemarivanje malih veli¢ina viSeg reda (detaljnije videti [102]). Dobijamo izraz

2 2 2
(NXZ—\;V+2NXYSX—8V;+ Nygy—\évjdxdy. (4.1)
X
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Na drugoj strani, iz uslova ravnoteze projekcije svih sila na z-osu elementa ploc¢e pod
dejstvom opterecenja intenziteta , tj tereta qdxdy koji deluje po gonjoj povrsini plo¢e upravno
na srednju ravan plo¢e Xy, dobija se poznata jednacina ravnoteze u obliku

2 2
aZMX 28 M,, 0°M,

+
axz axay ayz

=—q, (4.2)

gde su My i My napadni momenti a M,y torzioni momenti. Ako teretu qdxdy dodamo izraz (4.1)

deleci ga sa dxdy, dobijamo

o?°M, _0°M, 0*M 02w 02w 02w
axz —2 axa;y-'- ayzy:— q+NXaX_2+2NXy@+Ny¥ . (43)

AKo uvrstimo poznate izraze za momente

2 2 2 2 2
M, =-D| TW, IW) iy~ p| SV, Oy ) Y
ox? dy? oy? ox? OXdy

u jednaéinu (4.3), dobijamo

oz +26‘x28y2 + 5‘y4 = 5 q _8x2 +2ny—5‘x8y+Ny_ay2

4 4 4 2 2 2
o w o"w o"W 1£+NX8W oW aw] (4.4)

Za opétiji slucaj, kada u srednjoj ravni ploce postoje zapreminske sile ili tangencijalne
sile rasporedene po povrsini ploce, gde su X i Y komponente tih zapreminskih i tangencijalnih
sila za jedinicu povrSine srednje ravni ploCe, onda se njihov uticaj dodaje jednacini (4.4) i dobija
se sledec¢a (kompletna) diferencijalna jednacina njene elasticne povrsine

WL oN AN IW W W
8X2 Xy axay y ayZ ox ay

Iz jednacina (4.4) 1 (4.5), kompletiranim sa odgovaraju¢im konturnim uslovima, se odreduje ugib

o'w o o'w o'w 1 o*w R *w L ow |, ow
+ + Ny .(4.5)
plo¢e koja je istovremeno pod dejstvom poprecnog opterecenja i napregnuta silama u svojoj
srednjoj ravni. Jednacinu (4.5) je izveo Saint Venant 1883. godine u okviru svog prevoda knjige
Clebsh-a ,,Théorie de 1’¢lasticité des corps solides®.

Za slucaj da postoji samo poprecno opterecenje g, jednacina (4.5) se svodi na poznatu

diferencijalnu jednacinu elasti¢ne povrsine ploce

4 4 4
6W+2 o'W +6 W:ﬂ, (4.6)
ax*  oaxPey? oy* D
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2 2

q : . N
gde je A=——+—, Laplace-ov diferencijalni operator.
ox2 oy?

ili u simbolickom obliku AAw = D’
Jednacinu (4.6) je dobio Lagrange 1811 godine na osnovu jednacine koju je Francuskoj
akademiji nauka prethodno podnela Sophie Germain.

Savijanje ploe sa malom pocetnom krivinom u sluc¢aju malih ugiba ploca.
Pretpostavljamo da plo¢a ima izvesnu, malu poc¢etnu krivinu (tj. poc¢etnu imperfekciju). Tada ¢e
u nekoj tacki ploce postojati pocCetni ugib Wy, koji ¢emo smatrati da je mali u poredenju sa
debljinom plo¢e. Zbog toga mozemo smatrati da je taj ugib Wp izazvan uticajem fiktivnog
poprecnog opterecenja koje je dato izrazom (4.1), s tim da je u njemu ugib W zamenjen pocetnim
ugibom wy. Ukoliko na ploc¢u deluje neko popre¢no opterecenje intenziteta g, ono ¢e izazvati
dodtni ugib w; tako da ¢e ukupni ugib biti w,=wop+w;. Zbog toga Sto pretpostavljamo da su ugibi
mali, moZe se primeniti princip superpozicije jer je veli¢ina ugiba proporcionalna teretu, dok kod
velikih ugiba ploca to nije slu¢aj i ne vazi princip superpozicije. Ako u srednjoj ravni ploce
postoje sile tada ¢e njihov uticaj zavisiti od ugiba wp i od ugiba w;. Medutim, $to se ti¢e napadnih
momenata My i My na njih utice promena krivine ploce, a ne uti¢e ugib Wo. Zbog toga ¢e u
jednacini (4.4) na levoj strani, umesto W biti ugib w; a na desnoj, umesto ugiba w biti ugib
Wo+wy, tako da imamo
o*w o'w,  o'wy, 1 0% (wy +w,) % (wy +w,) % (wy +w,)

o +28x28y2 + & =B[ + Nx@(—2+2nyW+ NyTJ.

Ovu jednacinu je izveo S. TimoSenko [102], gde je intenzitet fiktivnog poprecnog opterecenja

_ %W, a%*w otw, . .
koje ,,izaziva“ pocetni ugib wp jednak N, —20 +2N,, O +N y 20 , videti (4.1) i S1.4.1.
OX oxoy oy

Jednacine za slucaj velikih ugiba plo¢a. U okviru ovog slucaja bice koriS¢ena i
diferencijalna jednacina (4.5) dobijena iz uslova ravnoteze sila koje dejstvuju na element ploce, a
odnosi se na pravac 0se z upravne na srednju ravan plocCe. Pretpostavljaju¢i da nema
zapreminskih sila i da opterecenje deluje upravno na plocu, dobijaju se dve jednaine ravnoteze

elementa ploce u xy-ravni oblika

N oN oN oN
0 X + Xy:O1 XL Y ). 4.7)
OX oy OX oy
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Pored ove dve jednacine, iz deformacije elementa ploce pri savijanju do¢i¢emo do jo$
jedne jednacine koja nam je potrebna za odredivanje sila u preseku ploce, Ny, Ny i Ny. Usled
poprec¢nog opterecenja dolazi do savijanja ploce $to dovodi do naknadnih deformacija u srednjoj
ravni plo¢e koje u ovom sluéaju ne zanemarujemo. Pored poznatih izraza za komponentalne
deformacije usled komponentalnih pomeranja u i v u pravcima x i y respektivno, u ravni ploce,
uzimamo i uticaj komponentalnog pomeranja w u pravcu z upravnom na srednju ravan ploce. Na
taj nacin su odgovaraju¢e komponentalne deformacije dva linearna elementa koji polaze iz iste

tacke, jedan u pravcu X, drugi u pravcu y u horizontalnoj ravni, posle deformacije [102]

ou  1(ow) o, 1 aw)’ _ou v owow
&y =—+—| — gy = Yy = : (4.8)
oX 2\ oXx ay 2 ay 8y 8x X 8y
Iz prethodnih jednacina (4.8) se dobija jednacina
2 2 2 2032 A2 A2
88X+8€y_87xy_ oW _aWGW (4.9)
oy>  ox*  oxoy | oxay ox2oy? '
Ako veli€ine &y, €y 1 yxy na osnovu Hooke-ovog zakona zamenimo izrazima
1 1 1
5x=E(Nx_VNy)1 gy:E(Ny_VNX)’ 7xy=Eny’ (4.10)

dobijamo jo§ jednu, trecu jednainu po nepoznatim Ny, Ny i Ny,. Da bi se pojednostavilo
reSavanje jednacina ravnoteze (4.7) i trece jednacine dobijene iz deformacije srednje ravni ploce
usled savijanja, koju dobijamo zamenom jednacina (4.10) u (4.9) uvodimo Airy-evu funkciju

napona F(x,y) takvu da je

0*F 0*F 0*F
—h_ Ny:h—z, ny:—h y
oy’ ox oxdy

(4.11)

tako da su jednacine ravnoteze (4.7) identicki zadovoljene. UnoSenjem sila u presecima, Ny, Ny i

Ny iz (4.11) u (4.10), dobijamo

1(2°F &°F 1(8*F 0°F 2(L+v) o°F
Ex=—|—5 "V , Ey = ——v—2 Vg =~ ( ) . (4.12)
E oy x> ox? oy E oOxoy
Sa izrazima dobijenim u (4.12), jednacina (4.9) postaje
4 4 200 \° A2 A2
8!4:+2 0"F 6F _E oW _6\;v6\;v (4.13)
OX ox2oy? 8y oxoy oX“ oy
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AKo izraze iz (4.13) za Ny, Ny i Nyy uvrstimo u jednacinu (4.5) (jednacina Saint Venant-a),

imamo jo$ jednu jednacinu po nepoznatom ugibu plo¢e W

4 4 4 2 2 2 2 2 2
o'w . d'w 8W:£(q °F *w aFawzaFan 14)

+2 + =+ + — .
oxt  oxPoy® oyt Dlh oy? ox?  ox? oy? 0oy oxoy

Pridruzivanjem konturnih uslova jednac¢inama (4.13) i (4.14) mozemo odrediti nepoznate

funkcije F i w. Jednacine (4.13) i (4.14) je izveo Th. Von Karman 1910. godine. Znajuci funkciju

napona F, pomocu jednacine (4.13) mozemo odrediti napone u srednjoj ravni ploce. Iz funkcije

ugiba w (4.14), mozemo odrediti napone od savijanja i smicanja koristeéi iste obrasce kao u

sluc¢aju ploc¢e sa malim ugibima tako $to najpe odredimo momenta prema izrazima
2 2 2
w
M, =—p| ZW ., W 2l m,=-D o IW L OW My =M, - D-v) Y
ox? oy oy OX Oxoy

Za proucavanje velikih ugiba plo¢e najznacajnije je reSavanje Karman-ove dve nelinearne

diferencijalne jednacine (4.13) i (4.14). Njihovo opste resenje nije poznato, a izvesna priblizna
resenja mogu se videti u [102].

Sluc¢aj veoma tankih ploca. Za slucaj ploc¢a kod kojih je ugib nekoliko puta veci od
same debljine plo¢e moZemo zanemariti otpornost ploc¢e na savijanje i uzeti da je njena krutost
na savijanje D=0. Na taj nac¢in se problem tanke plo¢e svodi na problem ugiba gipke membrane.
Tako je A. Foppl dobio od jednacina (4.13) i (4.14) sledece jednacine [102]

o', 0'F 0'F__ (asz O*wdw|q  0°F o*w O°F o’w _,0°F o'w _
x* oxloy? ay Oxoy ox? oy® |h oy? ox® ax dy?  Oxdy oxoy
Kriti¢no izvijanje ploce. U slucaju dejstva sila koje se nalaze u srednjoj ravni ploce, od
znacaja su one kriti¢ne vrednosti pri kojima ravan, ravnoteZni oblik plo€e nije viSe stabilan, tako
da dolazi do izvijanja plo¢e [101]. Pretpostavljaju¢i da ploca ima izvesnu pocetnu krivinu ili
izvesno poprecno opterecenje, tada za vrednosti sila u srednjoj ravni za koje ugibi teze
beskonacnosti dobijaju se kritine vrednosti nestabilnosti plo¢e. Ako se pretpostavi da se pod
dejstvom sila u srednjoj ravni ploCe plo¢a neznatno izvija i da se tada sracunaju sile koje je
odrzavaju u takvom izvijenom poloZaju, tada ¢e diferencijalna jednacina elasti¢ne povrsine (4.4),

uz zanemarivanje zapreminskih sila i pretpostavke da je popre¢no optereéenje g jednako nuli,
dobiti oblik [101]
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4 4 4 2 2 2
o*w . o*w  otw 1(N8W 02w aw] (4.15)

+2 + =— —+2N,y —+ N, —

4.2.2 Slobodno oslonjena ploca pod jednakopodeljenim optere¢enjem

U sluc¢aju kada je moguce tacno resenje jednacine (4.15), uz date grani¢ne uslove, granica
stabilnosti se moze tacno odrediti. ReSenje ove jednacine postoji samo za odredene vrednosti
optere¢enja. Najmanja vrednost od kriticnih vrednosti opterecenja odreduje granicu stabilnosti.
Posmatrajmo plocu na S1.4.2, ¢ije su stranice duzine a i Sirine b, optereCenu u svojoj ravni
jednakopodeljenim optereéenjem pritiska p po jedinici duzine stranice b (za detalje videti [36],
[110] i [109]). Optereéenje duz optereéenih stranica je Nx=-p, a ostalo opterecenje je jednako
nuli, tj. Ny=N,,=0.

Yo
S1 4.2 Slobodno oslonjena pravougaona ploca pod
Jjednakopodeljenim opterecenjem duz dve ivice [110]

U tom slucaju, diferencijalna jednacina (4.15) glasi

DAAW = —p az_w_ (4.16)
ox?
Grani¢ni uslovi posmatrane ploce koja je slobodno oslonjena po svim stranama su
w=0, Aw=0. (4.17)
Resenje jednacine (4.16) trazi¢emo u obliku dvostrukog trigonometrijskog reda
W= chmn sin %sin % ,  Qde je cpn=const. (4.18)

Izborom oblika funkcije w zadovoljeni su grani¢ni uslovi (4.17). Iz jednacine (4.18) sledi
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W &L m?z? _ max . n
T == Gy ———sin——sin L
OX m=1 n=1 a a b
2\ & m2z2 n2z%) . mx nay “19)
MW= "l = ~— | sin—=sin
m=l n= a b a b

Ako unesemo izraze (4.19) u diferencijalnu jednacinu ploce (4.16) dobijamo

. (mjﬂ(n)z Z_EL(EJZ 0 (4.20)
™ a b Dr2\la) [ '

Netrivijalno reSenje jednacine stabilnosti dobijamo za Cmp#0

m)> (n)’ i 1 (m)Y
(_j +(_j —&—(—j =0, odakle je
a b D %\ a

Dz2( b n?a)
= m—+——1. 4.21
Ako uvedemo oznake:
2
D
a=2 op =2 —; G = D
b b2t t

kriti¢ni napon oy, izraZen preko Ojlerovog napona og bice

2 2
m+an
O'k :O-E_ - )
' a m

odnosno, ako izraz kojim mnozimo og 0znac¢imo sa Kmp ke iMmamo:
2

2
m n
Oyr = kmn,krUE ; kmn,kr = (; + aﬁj . (4.22)

Minimalno kriti¢no naprezanje dobija se iz uslova minimalnih vrednosti Kmnxr za N=1 (§to znaci

jedan polutalas u pravcu y, videti S1.4.3)

ok ok
mLkr _ 0, mLkr _ 2[@ n alj[l _ aij =0. (4.23)

om om o m

2

Iz (4.23) imamo, [i -a ij =0, pri ¢emu je realno resenje ove jednacine
a m
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m 1)
a=m=2, kmlkr:[_"'a_j =4,
‘ o m

Sto znaci da je u ovom slucaju, kada je n=1

Okr = kmn,krO_E = ko-GE = 4'GE (4-24)

—

{ !

]

A

1
=

|

0 | -
1 Z 2 &

S1.4.3 Koeficijent izbocavanja za slucaj slobodno oslonjene tanke ploce [110]

Na SI.4.3 prikazane su zavisnosti ky; | o za pojedine vrednosti m, za detalje videti [110].

4.3 Metode proracuna

4.3.1 Teorija elasti¢ne stabilnosti

Teorija elasticne stabilnosti se odnosi na slucaj izvijanja u elasti¢noj oblasti. Ona
pretpostavlja idealan materijal u pogledu njegovog ponaSanja po linearnoj teoriji, a, takode, i
geometrijsku perfekciju, §to znac¢i da nema pocetnih zakrivljenosti, niti rezidualnih napona.
Takode, pretpostavka je da opterecenje deluje u srednjoj ravni ploce 1 da su deformacije ploce
upravno na srednju ravan male. lako te pretpostavke odstupaju od realnog modela, kriticno
opterecenje pri elasticnom izvijanju moze se matematicki odrediti putem analiti¢kih izraza. Ploca
se moze posmatrati kao da je sastavljena od traka jedini¢ne Sirine koje su opterecene u svojoj
ravni na krajnjim ivicama.

U literaturi su najceS¢e za ovo reSenje koriS¢eni grani¢ni uslovi slobodno oslonjene ploce.
Medutim, napredni softverski paketi koji se koriste u proraunu kriticnog optere¢enja izvijanja
plo¢a i nosaca, omogucavaju veoma veliki izbor, kako geometrije nosaca, tako i ograni¢enja

ivicnih grani¢nih uslova i slucajeve razlicitih krutosti.
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Odredivanje grani¢ne otpornosti izvijanja moze se definisati i preko parametra vitkosti na sledeci

nacin

gde je:
Fy-otpornost na granici tecenja (dimenzija, npr. N/mmz),
Fcr-otpornost grani¢nog izvijanja (dimenzija, npr. N/mmz),

A -parametar vitkosti.
4.3.2 Preporuke za proracun prema EN 1993-1-5:2006

U okviru ovog dela izloZi¢emo osnovne karakteristike dve glavne metode koje EN 1993-
1-5:2006 [28] pruza kao preporuku za prorac¢un: metod efektivne Sirine i metod redukovanog
napona. U pomenutim preporukama je, takode, posebno omoguceno i metodolosko proveravanje
zasnovano na metodi kona¢nih elemenata (MKE). Na ovaj nacin moguce je obuhvatiti veliki broj
razlicitih parametara u cilju Sto preciznijeg definisanja modela realne konstrukcije. Prakticna

tumacenja i izvesni primeri za prora¢un grani¢nih stanja iz ove oblasti mogu se videti u [73].
4321 Metod efektivne Sirine

Metod efektivne Sirine je veoma efikasan metod za nosace standardnog oblika. Ovo je
vodec¢i metod proracuna nosivosti kod izbo€avanja Celi¢nih konstrukcija optere¢enim normalnim
naponima pritiska. U delu 2 EN-1993-1-5 [28], detaljno je obraden proracun nosivosti na
izboCavanje ovim metodom. Metod je zasnovan na smanjenju Sirine b na efektivnu Sirinu
povrsinskog nosaca be (u ovom slucaju rebra nosaca) pri ¢emu je kriticni napon nosaca sa
efektivnom $irinom jednak naponu na granici razvlacenja fy.

Teorija koja je zasnovana na elasticnoj analizi, sa uvedenim pretpostavkama iz kojih
proisti¢u konstitutivne jednacine za slucaj idealno elasti¢cnog materijala, nije pogodna iz razloga
realnog uticaja imperfekcija i zbog nemogucnosti da se odredi grani¢na otpornost konstrukcije.
Zato su razvijeni nelinearni modeli u okviru kojih su istrazivaci pokazali da grani¢no opterecenje

ploce usled dejstva opterecenja pritiska prevazilazi vrednost kriticnog opterec¢enja izboCavanja
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ploce, posebno kod vitkih, odnosno, tankih ploca. Poznato je da se ovo ne odnosi na debele
ploce, kod kojih je otpornost na plasti¢no teGenje manja od kritiénog optereenja izbocavanja.
Kompleksnost ponasanja ploce kada dolazi do izbocavanja, odnosno, ponasanje pri velikim
deformacijama u post-kriti¢noj oblasti sastoji se i u tome da dolazi do preraspodele napona i
opterecenja, Sto u elasti¢noj analizi nije obuhvacéeno. Th. von Karman je jo§ 1910 godine uocio
tu pojavu 1 izlozio jednacine koje opisuju takvo stanje. Pristup koji pruza metod efektivne Sirine,
baziran na jedna¢inama Th. von Karman-a, je inZenjerski prihvatljiv za odredivanje grani¢ne
nosivosti ploca pod pritiskom [107].

ResSenje Theodor von Karman-a. Th. von Karman je prvi istrazivac¢ koji je predlozio
faktor kojim se smanjuje Sirina plo¢e i umesto date Sirine b uzima se efektivna Sirina besr. ReSenje
Th. von Karmana pokazalo se taénim samo za vece vrednosti odnosa Sirine plo¢e b i njene
debljine t, a takode, ovo reSenje nije obuhvatilo pocetne imperfekcije ploc¢e. Zbog lokalnog
izboc¢avanja u srednjem delu ploe smanjuje se njena sposobnost nosenja optere¢enja. Raspored
napona u realnoj konstrukciji ploce je kompleksan, ali konceptom Th. von Karmana vrsi se
aproksimacija kojom dve trake plo¢e izvan sredine, dalje preuzimaju prenos opterecenja samo

preko efektivne Sirine ploe bef, Videti sl.4.4. Pretpostavka koja se uvodi je oy, e (beff ): fy, 1.

da ¢e pravougaona ploca sa Sirinom befr imati kritini napon jednak naponu tecenja fy (dimenzija

2 2
. . 7°E t
napona npr. N/mm?). Na taj nain, na osnovu formule O =Kmnk 7—)(—j za b=Dbe,
r mn,Kr 121_02 b €

napon tecenja bice

2 2
fo—k E-x t
y mn,kr 12.(1_02) beff )

2 2
o =k E-7° (tjz b =0 b = f (4.25)
kreff = Kmnk | TOk| | T -
r.e mn,kr m b beff r beff y
iz jednacine (4.25), dobijamo Th. von Karmanovu formulu

bert =b | 2K (4.26)
fy
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Omax

!

} bese /2

S1.4.4 Th. von Karman-ova pretpostavka efektivne sirine,[20].

Uvodimo relativnu vitkost ploce kao uopstavanje parametra vitkosti kod izbocavanja

Ay =.|—-. (4.27)

pri ¢emu je p - koeficijent redukcije izvijanja ploce.

Winter-ova funkcija. Svakako je medu najpoznatijim i najrasprostranjenijim predlozima
za proracun ploc¢a prema metodu efektivne Sirine predlog Winter-a iz 1947. godine [108]. On je
baziran na velikom broju eksperimenata na hladno oblikovanim profilima. Winter je obuhvatio i
neelasti¢no ponasanje Celika kao i geometrijske i strukturne imperfekcije. Funkcija Winter-a je

data u obliku

bt _ 1 [, 022
b 2

b J (2520.673).
p p

Ovaj predlog se koristi i danas u okviru Evropskih normi EN 1993-1-5 [28] i pored predloga
brojnih istrazivaca koji su bili bazirani na izmenama Th. von Karmanove jednacine. Relativna

vitkost ploce iz jednacine (4.27) u EN 1993-1-5 [28] je data u obliku

fy _ b
oo 284s\fk,

gde je k, koeficijent izbo¢avanja koji odgovara odnosu napona ¥=omin/0max

Ap =

w -faktor koji predstavlja odnos napona, a ¢ = 235
Tt |N /mm? | '
y
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4.3.2.2 Metod redukovanog napona

Ovaj metod koristi se za odredivanje grani¢nih napona tecenja i analogan je metodu
efektivne Sirine (videti prethodni odeljak). Metod redukovanog napona zasniva se na redukciji
napona tecenja fy, pri cemu je orqg < fy i ima konstantnu vrednost po Sirini ploce b. Proracun je
obuhvacen kako za ploce bez horizontalnih ukrucenja tako i za ploCe sa jednim ili viSe
horizontalnih ukruéenja. Proracunska vrednost opterecenja Fgq se dobija preko trazenog faktora

uvecanja ay=payitk pri ¢emu se dostize proracunska vrednost nosivosti na izbo¢avanje

FEd — FEd <1 [21]
Frq pault,k Feg

M1
gde su:
orp-proracunska vrednost napona;
Feg-proracunska vrednost opterecenja;
Frg-proracunska nosivost na izbocavanje;
autx-minimalni koeficijent uvecanja opterecenja Fgq kojim se dostize karakteristicna vrednost
nosivosti kriti¢ne tacke elementa bez uticaja izbocavanja;
p-koeficijent redukcije izvijanja ploce koji zavisi od vitkosti A, Uz izvijanje van ravni,

ym1-je parcijalni koeficijent sigurnosti u okviru ove metode.

4.4 Najnovija dostignuca u istraZivanjima granicne nosivosti pri ,,patch loading-u*
4.4.1 Opste o fenomenu ,,patch loading-a*

Slucaj raspodeljenog optere¢enja na maloj duZini, na pojasu tankozidnih nosaca ispod
kojih se nalazi rebro naziva se patch loading. Ovaj naziv je u naSem jeziku usvojen za lokalno ili
lokalizovano optere¢enje. U ovom radu, kao §to je napomenuto u prethodnom poglavlju,
razmatrace se slucaj patch loading-a koji deluje upravno na pojas nosaca a u ravni rebra. Slucaj
ovog opterecenja se veoma Cesto srece u praksi. Kod mostovskih nosaca, prilikom montaze
mosta preko privremenih ili stalnih oslonaca, dolazi do ovakvog slucaja optereCenja. U tom

slucaju, reakcije oslonaca predstavljaju slucaj lokalizovanog optere¢enja kome je nosac izlozen.
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Za pojedine polozaje opterecenja, reakcije mogu imati veliki uticaj na pojedine preseke koji
nakon montaze nece biti optereceni na taj nacin. Da bi se sprecile moguce havarije, upravo slucaj
montaze postaje merodavan za dimenzionisanje [70].

Povecanje grani¢ne nosivosti moze se, svakako, posti¢i povecanjem debljine rebra.
Medutim, radi ustede materijala, ¢elicne konstrukcije se prave $to je moguce vitkije. Otpornost
nosaca bi se mogla povecati i postavljanjem veceg broja vertikalnih ukruéenja. Kada se
primenjuju nosa¢i manjeg raspona i sa manjom visinom rebra, preporucuje se povecanje debljine
rebra, dok je u ostalim slucajevima pozeljna upotreba vertikalnih ukrucenja. Proucavanjem
grani¢ne nosivosti, ustanovljeno je da se ona moze povecati i pravilnim postavljanjem poduznih
ukrucenja na rebro nosaca i to na mestima gde je moguce izboc¢avanje.

U najnovije vreme, mnogi istrazivaci su se bavili otpornos¢u na patch loading, kako kod
nosaca bez poduznih ukruéenja, tako i kod nosaca sa poduznim ukruc¢enjima i njihovim
medusobnim poredenjima. Problemima vezanim za nosace bez poduznih ukrucenja bavili su se u
svojim istrazivanjima: Bergfelt (1970-1979) [6], [7], Dubas i Gehri (1986) [27], Roberts i Rocky
(1979) [93], Roberts (1981) [92], Markovi¢ (1989-2013) [69], [70], [71], [68], [72], Janus i
Skaloud (1988) [57], Ungerman (1990) [106], Mdller (2003) [87] i drugi.

Predlog Lagerqvist-a (1995) [59] i (1996) [64] je usao u predlog prora¢una prema
EN 1993-1-5, a Gozzi (2007) [38] i Clarin (2007) [20] su usavrSili predloge u okviru ove
problematike. Nosace sa poduznim ukruc¢enjima istrazivali su Graciano (2002-2014) [39], [40],
[41], [42], [43], [44], ¢iji je predlog sadrzan u EN 1993-1-5. Zatim, Seitz (2005) [96], Cevik
(2007) [13], (2010) [14] koji je razvio model preko genetskog programiranja (GP), Davaine
(2005) [24] cija su istrazivanja dala znacajna poboljSanja u predvidanju modela loma, Chacon
(2009-2014) [15], [16, [17], [18], Braun (2010) [10] i dfr.

U iscrpnim istrazivanjima, sprovedenim u proteklim decenijama, izvrSen je veliki broj
eksperimenata na nosafima optereCenim patch loading-om, uz variranje razliitog broja

parametara. Prikaza¢emo pregled nekih od najznacajnijih istraZivanja u poslednjim decenijama.

4.4.2 Nosaci bez poduznih ukruéenja

Granic¢na nosivost, u ovom slucaj, direktno zavisi 0d kriticnog opterecenja izbocavanja, a

§to zapravo predstavlja maksimalno optereéenje nosaca. Poznato je da elastino kriti¢no
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opterecenje nije dovoljno za odredivanje grani¢ne nosivosti, ve¢ da se koristi za odredivanje
vitkosti rebra nosaca u cilju izraCunavanja redukcionog faktora.

Bergfelt je u svojim istrazivanjima uoc¢io da uticaj na grani¢nu nosivost, osim debljine
rebra, imaju i drugi faktori (kao na primer debljina pojasa t). U svom radu [6], Bergfelt koristi
analogiju sa gredom na elasti¢noj podlozi radi utvrdivanja oblasti uticaja napona teenja u rebru
usled koga dolazi do loma nosaca. Ovaj model poznat je pod nazivom ,,trozglobni model* na
pojasu i predstavlja rezultat Bergfelt-ovih istrazivanja. On predlaze jednadinu za odredivanje

grani¢ne nosivosti koja vazi za t; / t, > 2 u obliku:
Fu =tg/Efyw . E i f,u Su U [N/mm?], t,, u [mm] a Fy u [N]. (4.28)
UsavrSen trozglobni model, (videti sl.4.5.), Bergfelt je izlozio u svom radu 1979. god.

[7]. On razmatra uticaj patch loading-a i polazeé¢i od Th. von Karman-ove jednacine, razvija

jednacinu za odredivanje grani¢ne nosivosti u obliku:

Fu =0.8t5[Ef s (ft1 [ty T(C Dy tr/ ty > 2, (4.29)
gde je f(c, hw,...)=f(c)- f(hw) -f(fyw)- f(f,)-f(0)-f(s1)-f(sv) korekcioni koeficijent koji se odnosi na
razli¢ite parametre kao $to su: duzina opterecenja C, visina rebra hy, napon tecenja rebra fyy,
naponi usled savijanja f,, korekcija greske pri deformaciji J, uticaj poduznih ukrucenja s, uticaj
vertikalnih ukrucenja s,, a u obzir se mogu uzeti i drugi parametri.

, 2 3 B2

1 1 i
Mor i F Mot
:v:
Mpf

Tt 1t 1 71t

S1.4.5 Model trozglobnog pojasa prema Bergfelt-u [7]

Dubas i Gehri [27] su istrazivali limene I nosace sa ve¢om vitkoSc¢u i polazeéi od Th.

von Karmanove formule, izlozili formulu za izracunavanje grani¢ne nosivosti u obliku

Fu =05t JEf y, Jtr /tw (4.30)

ty— debljina rebra [mm],

ti— debljina pojasa [mm],
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fyw— napon tecenja rebra [N/mm?],

E — modul elasti¢nosti [N/mm?].

Cetvorozglobni modeli

Roberts i Rocky su u okviru istraZivanja u Engleskoj (Cardif), u svom radu iz 1979. god.
[93], prikazali metod zasnovan na teoremi gornje grani¢ne vrednosti u teoriji plasti¢nosti. Svoju
metodu su zasnovali na Cetvorozglobnom mehanizmu loma kod koga su formirana Ccetiri
plasti¢na zgloba u pojasu pracenih linijama te¢enja u rebru prema sl.4.6.

Lk B L c [ B V

Yield lines

S1.4.6 Mehanizam loma i polozaj Cetiri plasticna zgloba u opterecenom pojasu i linije tecenja u
rebru prema Roberts-u i Rocky-ju [93]
Na s1.4.6 je prikazan mehanizam pri kome je otpornost nosaca u opadanju sa povecanjem
deformacije. Uporedivanjem sa podacima ispitivanja autori su dali predvidenu vrednost grani¢ne
nosivosti pri patch loading-u u obliku

M 4Mpy 2y 2M g
Yij acosé acosd acosd’

F, (4.31)

pri ¢emu su:

byt
Mot ==~ Twt
£2
Mpw:jw fyw
ﬂz M o cos &
M ow

Mps - moment plasti¢nosti pojasa [Nmm],
Mpw - moment plasti¢nosti rebra za jedinicu duzine [Nmm/mm],

fyr, fw - napon tecenja pojasa, napon tecenja rebra, respektivno [N/mm?],
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a — polozaj linije te€enja na rebru u odnosu na optereéeni pojas [mm],

n — duzina rebra, ispod optere¢enja na srediSnjem delu duzine ¢ izmedu dva srednja plasticna
zgloba, za koju se pretpostavlja da je u stanju tecenja usled membranskih napona pritiska. Ovaj
deo rebra ne nudi nikakvu otpornost na savijanje i oduzima se od direktno nanete duzine
opterecenja C (n < c) [mm].

Roberts je 1981. godine, usavrSavaju¢i gore navedeno reSenje, u svom radu [92],
predstavio poboljSano resenje jednacine (4.31). Ova jednadina Roberts-a nalazi se i u propisima
ENV 1993-1-1 [29], kao formula za odredivanje grani¢ne nosivosti. U istrazivanjima, N.
Markovi¢a (videti [50]), je iz uporedenja jednacina za proracun grani¢ne nosivosti datih od

strane viSe autora, istaknuto da je formula Robertsa (4.32) dala najbolje reSenje. Jednacina je

oblika

o [Efywts 3c [ ty, o
F, =05t2 L 1+W[W) . (4.32)
Dimenzije veli¢ina E i f,, se mogu uzeti kao [N/mm?], Myt [Nmm], ¢, f,,y [N/mm?], F, [N] a ty, t,
hw i ¢ u [mm]. Preporuka je da odnos c/h,, < 0.2 i da je odnos t; / t, najvise jednak 3.

Roberts je izjednaCavajuci spoljasnji i unutra$nji rad iz uslova minimuma izraza za

grani¢nu nosivost Fy, dobio jednacinu,

Fu = fotaC+ 4 M fty, - (4.33)

Koriste¢i izraz za moment plasti¢nosti

frbst?
yf 0Lt
=), 4.34
pf 4 ( )
iz prethodnih jednacina (4.33) 1 (4.34) je dobijen izraz za predvidanje grani¢ne nosivosti
fuby
Fu = fyutw| C+2t; . (4.35)
f ywlw

Lagerqvist je u svojim radovima [59][64], izloZio predlog modela proracuna koji se
odnosi na nosace optere¢ene patch loading-om, a koji su se bazirali na eksperimentalnim
podacima i numeri¢koj simulaciji. Predlog Lagerqvista bazira se na Th. von Karman-ovom
pristupu [107].
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S!.4.7 Mehanicki cetvorozglobni model prema Lagerqvist-u

Na Sl1.4.7 prikazan je mehanicki model od strane Lagerqvist-a koji je sli¢an modelu
Roberts-a (SI.4.6), ali sa vitkijim rebrima. Na osnovu eksperimentalnih istrazivanja, Lagerqvist
je zaklju¢io da deformisani deo optereCenog pojasa raste sa povecanjem vitkosti rebra. U
predlogu Roberts-a on ostaje isti pri varijacijama vitkosti rebra, tako da ovo ponasanje nije bilo
obuhvaceno.

Koriste¢i oblik jednacine za dobijanje grani¢ne nosivosti F, [N], koja zavisi od parametra
vitkosti ploce (videti [106])

Fu = 2r (A Fy, (4.36)
pri ¢emu je yr - redukcioni faktor pri patch loading-u koji zavisi od parametra vitkosti Af, i
izjednacavanjem Roberts-ove jednacine za grani¢nu nosivost (4.35) sa optere¢enjem Fy [N],
opterecena duzina ostaje ista za razlicite vitkosti rebra Ar.

Prema predlogu Lagerqgvist-a dolazi do povecanja otpornosti na savijanje najudaljenijih
plasti¢nih zglobova, tako §to se uzima i uticaj dela rebra. Na taj nain se formira fiktivni T-
presek, videti S1.4.7. KoriS¢enjem fiktivnog T-preseka kod spoljasnjih zglobova, Lagerqvist je
uspostavio relaciju zavisnosti izmedu vitkosti rebra 1 duZine delovanja opterecenja. Zakljucak je
da sa porastom visine rebra hy, raste i duzina delovanja krajnjih momenata My, a time i duZina
delovanja opterecenja. Izjednacujuci spoljasnji 1 unutrasnji rad dobija se jednacina

Fu = fywtuly- (4.37)
Kako je

Iy:C+2tf(l+1/m1+m2), (4.38)

fueb h 2
m=-2" mzzk{—WJ , (4.39)
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uporedivanjem rezultata ispitivanja, Lagerqvist je predlozio da bude k?=0.02, pa konacan izraz za

grani¢no optere¢enje ima oblik

F,=f

2
f b
putw| C+2t; +2t; fyf f +o.02[h—WJ . (4.40)

ywtw tf
Ovo resenje se naslo u predlozima za proracun u okviru EN-1993-1-5, uz odgovarajuce

ogranicenje vitkosti rebra (za detalje videti [28]).
4.4.3 Nosaci sa poduznim ukruéenjem

U dosada$njim istraZivanjima nosaca sa jednim poduZznim ukru¢enjem, proraun grani¢ne
nosivosti pri uticaju patch loading-a usko je povezan sa grani¢énom nosivo$¢u neukrucenih
nosaca. Jedan od pristupa je da se sraCunata grani¢na nosivost pri uticaju patch loading-a
neukru¢enog nosaca pomnozi faktorom pojacanja kako bi se dobila grani¢na nosivost ukrué¢enog
nosaca, poznat kao metoda faktora pojac¢anja. Drugi pristup je metoda redukovanog faktora. U

literaturi se srecu i drugi predlozi bazirani na razli¢itim metodama.
Metod faktora pojacanja

Osnovni oblik faktora pojacanja moze se prikazati u obliku

Fui = Fu f(s1), (4.41)
pri ¢emu je:
F, - predvideno grani¢no opterecenje,
Fui - predvideno grani¢no opterecenje nosaca sa poduznim ukrué¢enjem prema faktoru pojacanja,
s; - standardna devijacija,
f(s1) - funkcija faktora pojacanja.

Odredivanje faktora pojacanja zasniva se na eksperimentalnim istraZivanjima nosaca.
Ispitivanjem su uporedivani nosaci istih geometrijskih karakteristika, grani¢nih uslova i nacina
optereivanja, a jedina razlika je prisustvo poduznog ukrucenja. Razlika u grani¢noj nosivosti je

izraZena preko empirijski odredene funkcije.
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Markovi¢ i Hajdin [68] su u svojim istrazivanjima, problema patch loading-a, koja su
obuhvatala sopstvene eksperimentalne rezultate i podatke uzete iz literature, i to 133 poduzno
ukrucenih i 318 neukruéenih nosaca, dali preporuku za faktor pojacanja u obliku

f (51):1.28—0.7:—1, za 0.1< :—1 <0.4, odnosno 1.0< f(s;)<1.21 (4.42)
w w

Koriste¢i jednaCinu (4.42) autori su uporedivali razliite jednacine za predvidanje granicne
nosivosti F, za neukru¢ene nosace i trazili najbolji model za kori$¢enje proracuna grani¢ne
nosivosti za poduzno ukru¢ene nosace prema jednacini (4.41). Nakon detaljne analize, prema
autorima, najbolju jednainu za predvidanje granicne nosivosti neukrucenih nosaca, ako je
smanjen uticaj duzine optereéenja, je dao Roberts, jednacina (4.32). U radu [68] detaljno je
objasnjen postupak dobijanja jednacine (4.42), kao 1 kriterijumi koji su kori$¢eni za odredivanje
najpovoljnije formule za predvidanje grani¢ne nosivosti. Ova jednadina je, Svojevremeno,
prihvacena u britanskim standardima za proracun celi¢nih konstrukcija [11], a sada se nalazi u
komentarima EN-1993-1-5 [21].

Graciano je u svojoj doktorskoj tezi (2002) [39] istrazivao grani¢nu nosivost ¢eli¢nih
nosaca sa poduznim ukrué¢enjem. U radu Gracian-a [44], model mehanizma loma baziran je na
modelu Roberts-a (videti sl.4.6). U svom radu [43], Graciano je analizirao odnose bi/hy, ti/ty i
fyi/fyw kao parametre u funkciji faktora pojacanja. Baziraju¢i se na formuli Lagerqvista (4.40) za

grani¢nu nosivost neukruéenih nosaca, on predlaze funkciju faktora pojacanja u vidu

0556 — by [y /Tyw
f(s,)=0.556 0'277”{%( s H (4.43)

Uporedujuéi grani¢ne vrednosti faktora pojacanja f(S1) kod predloga Markovi¢ Hajdin
(4.42), u predlogu Graciano-a (4.43) se za izraz logaritamske funkcije dobijaju sledece
(podvucene) vrednosti f(S1)=0.556-0.277In0.2019=1 i f(s;)=0.556-0.277In0.0943=1.21.

Metodi faktora smanjenja i kriticno opterecenje u elasti¢énoj oblasti

Do sada je pokazano da ogranicavanje kriticnog opterecenja na elasti¢nu oblast nije
dovoljno za odredivanje grani¢ne nosivosti. Medutim, da bi se odredila vitkost plo¢e prema
principu Th. von Karmana, videti jedna¢inu (4.27), neophodno je poznavanje kriticnog
opterecenja u elasticnoj oblasti. Kod ve¢ine modela, od velikog znacaja je nacin odredivanja

kriticnog opterecenja u elasticnoj oblasti, kako za odredivanje redukcionog faktora y u pogledu
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izboCavanja ploca, tako i za odredivanje Sto preciznijeg odnosa izmedu proracunske i1 stvarne
grani¢ne nosivosti utvrdene eksperimentom.
Za jednostavnije sluCajeve i za potrebe projektovanja, kriticno optereéenje se za slucaj

patch loading-a moze odrediti prema sledecoj formuli datoj u [21],
Fer =k 7,252 i (4.44)
12[L-0% | Ny
pri ¢emu je kg — koeficijent izboCavanja koji zavisi od tipa optereenja i geometrije (za detalje
videti [21], poglavlje 6.2.2).

U nastavku ¢e biti navedena novija istrazivanja u pogledu procene kritiénog optere¢enja u
elasti¢noj oblasti za poduzno ukruc¢eno rebro podvrgnuto patch loading-u.

Graciano je u svom radu [41] ispitivao uticaj kritiénog optereCenja u ravni rebra, u
elasti¢noj oblasti, polazeci od slobodno oslonjene ploce sa i bez poduznog ukruéenja i rezultate
je uporedivao sa rezultatima preuzetim iz literature. Ispitivanja su bila zasnovana na numerickoj
simulaciji, koriste¢i metod kona¢nih elemenata u programskom paketu ABAQUS. Numericki
model je usavrSen dodavanjem pojasa i ukruéenja, a parametarska analiza obuhvatila je i njihov
uticaj. Takode, uzet je u obzir i uticaj torzione krutosti poduznog ukruc¢enja. Predlog Graciano-a
je modifikacija koeficijenta izboc¢avanja kg u jednacini (4.44) (za detalje videti [41]).

Odredivanja koeficijenta izboCavanja za poduzno ukruéeno rebro optereCeno patch
loading-om, Graciano je nazvao ,,Model III: pristup post-kriti¢noj otpornosti“. Ovaj Model III
pokazao je dobro slaganje sa eksperimentalnim ispitivanjima i nalazi se u EN 1993-1-5 [28], kao
preporuceni metod za koriSéenje predvidanja grani¢ne nosivosti. U svom radu [42], Graciano je
ispitivao izbocavanje nosaca za razlicite slucajeve polozaja poduznog ukrucenja.

Davaine je u njenoj doktorskoj disertaciji iz 2005. godine [24] predlozila jedan od
novijih modela loma. Ispitivanja su vrSena numerickom studijom na nosa¢ima sa jednim
poduznim ukruc¢enjem, opterecenih patch loading-om ¢iji su parametri bili varirani. Predlozeni
mehanicki model loma baziran je na grani¢noj analizi prema teoriji drugog reda, pri ¢emu su u
obzir uzimane sve promenljive, koje se odnose na mehaniku problema, i istrazivanje je trebalo da
pokaze od kakvog je znacaja njihov uticaj. Grani¢na nosivost poduzno ukrucenih nosaca je
dobijena slede¢i prilicno sloZzena matematicka izvodenja. Davaine je predlozila dva razlicita

modela nosaca sa poduzno ukrucenim rebrom, opterecenih patch loading-om. Na sl.4.8
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predstavljen je mehanizam loma. On predstavlja adaptirani mehanizam loma za neukruceni

nosa¢ prema Roberts-u (videti SI.4.6).
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S1.4.8 Model loma predlozen od strane Davaine [24]

Mehanizam loma pojasa definiSu Cetiri plasti¢na zgloba (na sl.4.8 prikazana je polovina
pojasa), dok mehanizam loma rebra predstavljaju tri linije loma u poduznom smislu i dve
vertikalne linije loma.

U svojoj doktorskoj disertaciji Davaine, takode, predlaze nacin sraCunavanja kriti¢nog
optere¢enja. Naime, ideja da se modifikuje kriticno optereéenje je u kombinaciji dva sopstvena
moda nestabilnosti koji se javljaju kod datog nosaca. Relacija njihove interakcije je oblika

..t (4.45)
Fcr Fcrl I:cr2

Kriti¢no opterecenje je prikazano u jednacini (4.44), pri ¢emu se u jednacini (4.45) za
data kriti¢na opterecenja Fer, Fer1 1 Ferp, razlikuju koeficijenti izbocavanja ke (za detalje videti
[24]). Rezutati istrazivanja Davain su usli u EN 1993-1-5 [28].

Evropske norme EN 1993-1-5 predlazu u preporukama za proracun [28], grani¢nu
nosivost rebra F, pri uticaju patch loading-a kada opterecenje deluje preko jednog pojasa u ravni

rebra (u propisima je oznaéeno kao tip @, poglavlje 6 iz [28]). Grani¢na nosivost je data kao

H:fw%%ﬁ1 (4.46)
VM1
tw — debljina rebra,
fyw — napon tecenja rebra,
ym1 - parcijalni koeficijent sigurnosti u okviru metode redukovanog napona,
Lesf — efektivna duzina za nosivost na poprecne sile, koja se odreduje kao
Lew = 2¢ly
ly — efektivna opterecena duzina,

xr — redukcioni faktor izboc¢avanja usled poprecne sile (pri patch loading-u).
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Kriticno opterecenje se odreduje prema jednacini (4.44), a koeficijent izbocavanja za

rebro sa poduznim ukru¢enjem Kg; (bezdimenzionalna veli¢ina) (tip a) je

2

h

Kgq =6+ 2[—""} + (5.44ﬂ - 0.21}/7/St : (4.47)
a a

Koeficijent relativne krutosti na savijanje poduznog ukruéenja ys (bezdimenzionalna veli¢ina)

koji je vazeci za bi/h,, < 0.3 je

3
| b
Vo =109 L < 13[1J 4 210(0.3——1j 22 0.05 <by/a < 0.3, (4.48)

3
WtW w a

a - Sirina rebra [mm)],

hy — visina rebra [mm],

b; — rastojanje od donje ivice optere¢enog pojasa do poduznog ukru¢enja [mm],
|5 - moment inercije ukruéenja [mm"?].

Braun je u okviru doktorske disertacije iz 2010 godine [10] analizirao ponaSanje
stabilnosti Celi¢nih plo¢a pod izabranim kombinacijama opterecenja i predlozio poboljsanja
pravila za proracun u slede¢im slu¢ajevima:

— ploca pri biaksijalnom pritisku primenom metode redukovanog napona bazirane na vitkosti
ploce;

— ploca rebra I nosafa pod transverzalnim patch loading-om, sa momentom savijanja i
smic¢uc¢om silom (F-M-V) primenom metode efektivne Sirine.

Na osnovu eksperimentalnih studija, razvijen je numeri¢ki model u kojima su klju¢ni
parametri varirani. Ovde ¢e se ista¢i deo koji se tiCe nosaca opterecenih na patch loading.
Eksperimentalnim rezultatima je potvrdeno da interakcija izmedu transverzalnog patch loading-a
1 sile smicanja nije zanemarljiva. Pokazano je da je duZina nanoSenja opterecenja najuticajniji
faktor za ponaSanje nosaca pri interakciji, tako da se predlaze i1 modifikacija kriterijuma
interakcije u propisima. Takode je provereno ponasSanje nosata sa poduznim ukru¢enjem i
ustanovljeno je da njihovo ponaSanje moze biti opisano preko nosaca bez poduznih ukrucenja
(Sto je ranije dokazano). Prema Braun-u, upotreba kriterijuma interakcije je moguca samo ako su
sve relevantne unutra$nje sile uzete u obzir, kao i transverzalno opterecenje, sila smicanja i
moment savijanja. U tom smislu, kriterijum interakcije F-M-V je predloZen u cilju da zameni
kriterijum interakcije F-M u delu 7.2 iz EN 1993-1-5.
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4.5 Pocetne imperfekcije nosaca

Pri analiziranju ponaSanja plocastih ¢eli¢nih nosaca, prvobitni modeli bili su sastavljeni
od idealno ravnih ploca. Jasno je da realne konstrukcije nisu idealno ravne, ve¢ da pre nanosenja
optere¢enja imaju pocéetne imperfekcije. Ove nepravilnosti postale su nezaobilazan deo analize i
pokazano je da u nekim slucajevima njihov uticaj nije zanemarljiv. Geometrijske imperfekcije
uglavnom nastaju pri izradi i eksploataciji konstrukcije [110]. U globalu, imperfekcije se dele na
geometrijske imerfekcije, tj. imperfekcije koje se tiu geometrije nosafa i strukturne
imperfekcije, tj. imperfekcije koje se odnose na imperfekcije materijala. Pri odredivanju grani¢ne
nosivosti ¢eliénih plocastih konstrukcija numerickom analizom, u sluaju da se ne uzima
redukcioni faktor, pocetne imperfekcije se moraju obuhvatiti. Ipak, ma koliko se imperfekcije
precizno definiSu, one predstavljaju samo zamenu stvarnih imperfekcija nosaca. U skladu sa tim,
jasno je da postoje odredena odstupanja u rezultatima pri numeri¢kim simulacijama u odnosu na
rezultate dobijene eksperimentalnim istrazivanjima. U tom pogledu, nemoguce je precizno
definisati nehomogenost materijala, dejstvo opterecenja ili definisanje grani¢nih uslova, ve¢ se
moraju nac¢i odgovarajuce zamene istih pri formiranju numerickog modela.

U okviru ovog istraZzivanja, u narednim poglavljima ispitivae se uticaj pocetnih
imperfekcija kod nosaca sa i bez poduznih ukruéenja, opterecenih patch loading-om. Istrazivanja
pocetnih imperfekcija u poslednje vreme su veoma aktuelna. Takode, u EN1993-1-5 Anex C,

date su preporuke za nacin zadavanja pocetnih imperfekcija, o ¢emu ¢e, takode, nadalje biti reci.

45.1 Geometrijske imperfekcije nosaca

Pocetne deformacije se predvidaju tako da obuhvate odgovarajuce nesavrSenosti modela,
pri kojima se dobija najmanja otpornost na izbocavanje. Imperfekcije se mogu podeliti i na
lokalne imperfekcije u okviru kojih se analiziraju pojedinacni elementi i globalne imperfekcije
koje se odnose na celu konstrukciju. Lokalne imperfekcije mogu biti, na primer geometrijske
nepravilnosti delova nosaca, uvijanje pojaseva ili ukru¢enja a globalne se, pored ostalog, mogu
predstaviti i luénim oblikom deformacije nosaca. Na sl.4.10, preuzetoj iz [21], prikazani su oblici
globalnih i lokalnih pocetnih geometrijskih imperfekcija ukru¢enog nosaca kroz odgovarajuce

oblike deformacija.
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a)globalne pocetne deformacije ukrucenja b) lokalne pocetne deformacije ploce

c)lokalne deformacije ukrucenja d) ukupne pocetne deformacije
S1.4.10 Pocetne deformacije poduzno ukrucenih nosaca (preuzeto iz [21])
Analiziraju¢i podatake iz literature, pocetne geometrijske imperfekcije mogu se podeliti
po nacinu zadavanja na realne imperfekcije, imperfekcije prema sopstvenim modovima,

ekvivalentne geometrijske imperfekcije i imperfekcije prema obliku loma.

4.5.1.1 Realne imperfekcije

Ovaj tip imerfekcija treba da, $to je moguée tacnije, odgovara realnim imperfekcijama
nosaca. Zadavanje imperfekcija na ovaj nadin koristi se u ispitivanju konkretnih nosaca ili
prilikom serijske proizvodnje. Kod numeri¢kog modeliranja realnih konstrukcija ova vrsta
imperfekcija se najceS¢e zamenjuje nekim drugim imerfekcijama, jednostavnijim za modeliranje.
U ovom radu, u narednom istrazivanju ¢e biti zadavane realne imperfekcije na numerickim
modelima. Definisanje pocetnog oblika nosata bazira se na preciznoj geometriji ispitivanog
modela, tako $to se uz pomo¢ odgovarajuéih uredaja precizna geometrija nosaca unosi u neki od
specijalizovanih kompjuterskih programa koji sluze za simulaciju eksperimenta, ili se
prethodnim merenjem pocetnih deformacija nosaca u odredenom nizu tacaka modeliraju
geometrijski oblici nosaca na kojima ¢e se vrSiti simulacija eksperimenta. U literaturi nema
mnogo podataka o sistematickim merenjima pocetnih deformacija, odnosno, realnim

imperfekcijama koriS¢enim u eksperimentima, §to je autoru ovog rada bila dodatna stimulacija za
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istrazivanje. Takode, u komentarima propisa EN 1993-1-5 [21], navodi se da su pozeljna dodatna
istrazivanja u ovoj oblasti u cilju poboljSanja preporuka za proracun.

Jedan od istrazivaca koji je na svojim numeri¢kim modelima za ispitivanje zadavao
realne pocetne imperfekcije bio je Chacon. U ve¢ pomenutoj njegovoj doktorskoj disetraciji [16],
pri modeliranju nosaca u programskom paketu ABAQUS, koriSc¢en je oblik realnih imperfekcija.
Oblik precizne geometrije nosaca dobijen je pomoc¢u 3D mernog uredaja. Izmerena geometrija
rebra je prenesena na model za numericku analizu, dok je izmerena geometrija pojasa, tj. njegove
imperfekcije, procenjene kao zanemarljive, pa su pojasevi modela uzeti kao idealno ravni. Mreza
kona¢nih elemenata se bazirala na shell-elementima koji su uklopljeni za precizniji oblik
imperfekcija nosaca i nakon toga su koriS¢eni za nelinearnu analizu. Zakljuceno je da rezultati
nosaca sa zadatim realnim imperfekcijama dovode do zadovoljavajuéeg grani¢nog opterecenja u
poredenju sa eksperimentalnim rezultatima. Kod nekih modela, pri ispitivanju nosaca, nailazilo
se na numericke teskoce pri analizi. Potrebno je naglasiti da su za sve nosace pored realnih
imperfekcija bile ukljuCene i1 strukturne imperfekcije nosaca, a napomenimo i to da su bili

razmatrani hibridni nosaci od ¢elika (videti [16]).

4.5.1.2 Imperfekcije prema sopstvenim modovima

Ovaj tip imperfekcija definiSe se na matematicko-numeric¢koj osnovi, tako $to se analizira
izvijanje nosaca pri sopstvenim vrednostima. Nakon odredivanja sopstvenih modova nosaca,
upotrebljava se metod kojim se vrsi zadavanje oblika sopstvenih modova na modelima nosaca u
cilju numericke analize i na taj nacin se narusava njihova pocetna geometrija. Takvu geometriju
nosaca treba posmatrati kao po€etnu geometriju uz odgovarajuce grani¢ne uslove.

Jedan od prvih istrazivaca koji je u svojim istrazivanjima nosaca opterecenih patch
loading-om ukljucio uticaj pocetnih imperfekcija je Bergfelt 1979. god. [7]. On zakljuéuje da
ako je oblik pocetne imperfekcije nosaca slican obliku sopstvenog moda izvijanja, tada je
grani¢na nosivost manja nego ako to nije slucaj. ZakljuCeno je da pri analiziranju pocetnih
imperfekcija prema sopstvenim modovima, treba uzeti u obzir amplitudu, oblik soptvenog moda,
vitkost elementa i kakvo je ukruéenje rebra za pojas.

U radu Graciano-a [40] izvrSena je analiza nosaca opterecenih patch loading-om sa

zadavanjem pocetne geometrije na osnovu izvijanja prema sopstvenim modovima. Analiza je
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izvrSena koriS¢enjem MKE u programskom paketu ANSYS. Koris¢eni su modeli koji su
prethodno eksperimentalno ispitivani od strane Dubas i Tschamper-a [103]. Ispitivani su
sluCajevi za prva tri osnovna moda izvijanja nosaca kod kojih je jedna strana ukljestena (videti

S1.4.11), kao i za slucaj sume prva tri moda izvijanja.

S1.4.11 Prva tri tona izvijanja redosledno (preuzeto iz [40])

Materijal nosaca je pretpostavljen kao idealno elastoplastican (E=210GPa, v=0.3). U radu je
predstavljena parametarska analiza koja uzima u razmatranje efekat polozaja ukrucenja,
amplitude i oblika imperfekcija. Takode je sprovedena analiza osetljivosti za razli¢ite polozaje
ukruéenja, pri ¢emu je najveCe smanjenje otpornosti postignuto na rastojanju od b;/h,=0.25.
Analiziranjem rezultata, u vecini sluc¢ajeva su nosaci sa pocetnim imperfekcijama zadatim prema
obliku izvijanja tre¢eg moda pokazali najnizu otpornost i to za razliCite poloZaje poduznog
ukruéenja. Medutim, zakljucak njihovog istraZivanja je da se oblik poc€etnih imperfekcija koji
rezultira najmanjoj otpornosti nosaca ipak razlikuje za svaku veli¢inu imperfekcije 1 polozaja
ukruéenja. Takode se isti¢e da pocetne imperfekcije za nosace pod patch loading-om mogu biti
modelirane koriste¢i oblik nalik na prvi sopstveni mod ili sinusni talas u cilju dobijanja
zadovoljavajucih rezultata.

U doktorskoj disertaciji Chacon-a [16] nosaci su, pored zadavanja realnih imperfekcija,
takode, ispitivani sa zadatim pocetnim imperfekcijama prema sopstvenim modovima. Geometrija
nosaca, bazirana na sopstvenim modovima je zadata u skladu sa propisima EN1993-1-5, sa
amplitudom w=80% od fabricke tolerancije. Posmatrana su prva tri sopstvena moda (dva
simetri¢na i jedan antimetric¢an), dok se ¢etvrti mod odnosio na izvijanje pri smicanju u susednoj
ploci. Prvi mod vodi do pocetnog oblika slova C, dok drugi dovodi do oblika slova S (za
slobodno oslonjenu ploc¢u). U svim nosa¢ima su, takode, uzimane i strukturne pocetne

imperfekcije. Ispitivane su Cetiri vrste nosaca sa razli¢itim pocetnim geometrijama (varirana je
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duzina nosaca a). Zakljuceno je da su prema prva dva sopstvena moda dobijeni zadovoljavajuci
rezultati, dok zadavanje oblika viSih sopstvenih modova ne daje manje otpornosti kako je
predvideno u EN 1993-1-5.

U komentarima za proracun EN 1993-1-5 Anex C [28], predlaze se zadavanje
imperfekcija prema sopstvenim modovima amplitudom datom u Nacionalnom Anex-u, kao i da
se preporucuje 80% tolerancije od geometrijskih fabrickih imperfekcija. U slu€aju vecih
udaljenosti popre¢nih ukrucenja, kod globalnih imperfekcija za poduzna ukrucenja sopstveni
modovi se sastoje od dva ili viSe polutalasa. Zato treba voditi racuna da pretpostavljene
imperfekcije imaju odreden broj polutalasa, jer relevantan oblik imperfekcije je onaj koji daje

najmanje grani¢no opterecenje.

45.1.3 Ekvivalentne geometrijske imperfekcije

Pocetne geometrijske imperfekcije nosaca koje prate oblik realnih geometrijskih
imperfekcija, a predstavljene su u obliku neke matemati¢ke funkcije, na primer sinusne funkcije,
zovu se ekvivalentne imperfekcije. U EN 1993-1-5 Anex C [28] i EN 1993-1-1 [29] data su
pravila za pocetno zadavanje geometrijskih imperfekcija. U delu C.5 koji se tice zadavanja
imperfekcija, navodi se da se mogu koristiti ekvivalentne imperfekcije, osim ako se ne sprovodi
preciznija analiza. Smer imerfekcija treba biti takav da se dobije najniza otpornost, a, takode, je
data tabela sa preporufenim vrednostima amplituda i1 oblika imperfekcija u odnosu na Sirinu 1
duZinu nosaca, kao i oblici imperfekcija za pojedine komponente (rebro, subpanel, poduzno
ukrucéenje itd.). Takode je napomenuto da se ekvivalentne geometrijske imperfekcije mogu
zameniti odgovarajuc¢im fiktivnim silama (za detalje videti [29] i [28]).

U svojim istrazivanjima pri ispitivanju nosac¢a, Granath [45], [46] je dobio
zadovoljavajuce rezultate, slicne rezultatima Graciano-a [40], zadavanjem ekvivalentnih
imperfekcija na neukrucene nosafe. On je zadavao imperfekcije nosaa u obliku sinusne
funkcije, tj. slicne obliku prvog moda izvijanja, u obliku slova C, sa maksimalnim izmerenim
amplitudama.

Benjamin Braun [10] je u okviru svoje doktorske disertacije, pri eksperimentalnom
ispitivanju nosaca izmerio geometrijska odstupanja odgovaraju¢im mernim uredajem. Nakon

toga, uocio je oblik pocetnih imperfekcija po visini nosaca 1 to: za jedan nosac je uocen oblik
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slova C, a za drugi slova S. lzmerene vrednosti su bile znatho manje od dozvoljenih tolerancija
prema BSKO07 [12]. Kao pocetna geometrija numeric¢kih modela u parametarskoj studiji, koris¢en
je funkcionalni opis geometrijskih imperfekcija rebra u vidu sinusnih funkcija, prethodno
sraCunat u matematickom softveru MathCAD. U radu je napomenuto da oblik imperfekcija, uzet
na ovaj nacin, svakako, ne predstavlja ,,najnepovoljniji slucaj* u smislu predvidanja najmanje
otpornosti, ali da se ovakvim pristupom mogu dobiti zadovoljavaju¢e vrednosti. Kako su u radu
ispitivane kvadratne i1 pravougaone ploce, Braun je napravio komparaciju sa slede¢im
zakljuCkom: oblik imperfekcija postaje relevantan samo za nekvadratne ploce, dok za kvadratne
ploce razlika u imperfekcijama prema sopstvenom modu i ekvivalentnim imperfekcijama u vidu
sinusne funkcije, postaje zanemarljiva. Kod pravougaonih ploc¢a, zakljucak je da oblik
imperfekcija koji dovodi do najmanje otpornosti zavisi od broja polutalasa i odgovarajuceg

pravca opterecenja.

4,5.2 Strukturne imperfekcije

Strukturne (materijalne) imperfekcije nosaca odnose se u veéini slucajeva na imperfekcije
materijala do kojih je doSlo tokom fabricke izrade ili iz drugih razloga. Moze se re¢i da su
strukturne imperfekcije, ustvari, rezidualni (zaostali) naponi u materijalu, pa se kao takvi moraju
uvrstiti u pocetno stanje nosaca. Prema komentarima preporuka za proracun EN1993-1-5 Anex C
[21] navodi se da rezidualni naponi nastaju pri zavarivanju nosaca, ¢ime se njihova nosivost
smanjuje, a poznato je da promene u strukturi materijala zavise od uneSene kolicine toplote 1
veli¢ine Sava. Strukturne imperfekcije moraju biti uzete tako da izazovu najnepovoljniji slucaj
izvijanja ploce, kako je predloZeno u propisima, S$to se danas postize uklju¢ivanjem rezidualnih
napona u model pomo¢u savremenih kodova prema MKE. U EN 1993-1-5 [28] istiCe se upotreba
kombinacije strukturnih imperfekcija sa nekom od geometrijskih imperfekcija. Rezidualni
naponi se ponekad mogu uzeti u obzir kao fiktivne, dodatne pocetne deformacije (videti [28]).

U disertaciji Chacon-a [16], navodi se da je svaki rezidualni napon netipi¢an i da svaki
konkretan slu¢aj moze izazvati razli¢ite implikacije. U svojim ispitivanjima, Chacon je
pretpostavio tipi¢an idealizovani obrazac za rezidualne napone sa konstantnim vrednostima za
plocasti nosa¢ prema European Convention for Constructional Steelwork Recommendations

(ECCS 1990). U radu se navodi da su rezidualni naponi jednaki naponima te¢enja unutar jedne
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male Sirine ploCe u zoni uticaja toplote 1 da su to pre svega naponi zatezanja, dok su naponi
pritiska generisani u ostalim delovima prema ravnoteznom stanju. Koris¢ene su pojednostavljene
jednacine koje uzimaju u obzir seéenje plamenom, zavarivanje u spojevima, oblik Savova kao i
sam proces zavarivanja, na osnovu ¢ega proizilazi da su rezidualni naponi zavisni od veli¢ine
popre¢nog preseka (videti [16]). Rezidualni naponi su ukljueni kod nosaca na kojima su
zadavane pocetne imperfekcije prema sopstvenim modovima. U zakljuku je izloZzeno da
uvodenje obrazaca za rezidualne napone na prethodno opisan nacin daje neSto preciznije
rezultate, ali da njihov uticaj ne igra odluc¢ujuéu ulogu i receno je da su i u drugim studijama
nadene slicne primedbe.

U radovima Clarin-a [20] i Gozzi-ja [38] koris¢eni su pojednostavljeni obrasci za
rezidualne napone, predloZeni od strane Svedskih propisa za &eli¢ne nosade BSK1999.

Napomenimo da se prisustvo geometrijske i materijalne nelinearnosti mora posmatrati

simultano.
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5. EKSPERIMENTALNA ISTRAZIVANJA PREUZETA 1Z
LITERATURE | PRIPREMA MODELA ZA TEORIJSKU STUDIJU

U ovom odeljku bi¢e predstavljena eksperimentalna istrazivanja koja je 2003. godine
obavio Nenad Markovi¢ i koja su bila predmet njegovog rada (doktorska disertacija iz 2003.
godine [70]). Eksperiment ¢e biti detaljno opisan, jer su neki od eksperimentalnih podataka koji
tada nisu bili razmatrani, u ovom radu posluzili za detaljniju studiju (videti poglavlje 7). Takode,
ovi eksperimentalni podaci posluzi¢e za poredenje i analizu sa podacima dobijenim numerickom
simulacijom eksperimenta u programu ANSYS (videti naredno poglavlje 6). Cilj ovih
eksperimentalnih istrazivanja je ispitivanje uticaja duzine raspodeljenog optere¢enja na granicnu
nosivost koja se manifestuje pojavom izbocavanja dela rebra u zoni unoSenja opterecenja i to u
slu¢ajevima kada nema poduznih ukruéenja i u slucajevima kada postoje poduzna ukrucenja.

Ova eksperimentalna istrazivanja su nastavak opseznih istrazivanja koja se ti¢u uticaja
poduznih ukruéenja na grani¢nu nosivost, sprovedenih u Pragu od strane Miroslava Skalouda i
njegovih saradnika u periodu izmedu 1978. i 1988. godine [57]. U okviru istrazivanja u Pragu,
razmatrani su uticaji promena slede¢ih parametara: debljina rebra, debljina pojasa, polozaj
ukrucenja 1 karakteristike ukru¢enja na grani¢no opterec¢enje. Detaljnim razmatranjem doslo se
do zakljucka da u daljoj parametarskoj analizi u toku eksperispentalnih istrazivanja treba varirati
duZinu opterecenja, u odredenim granicama, jer su za detaljnija teorijska razmatranja ovog
problema bili potrebni i ovi dodatni eksperimentalni rezultati. U dogovoru sa Skaloudom,
izabrane su dimenzije i karakteristike nosaca kako bi se rezultati eksperimenata mogli uklopiti u

prethodna istrazivanja.

5.1 Izbor karakteristika nosaca i planiranje eksperimenta

U istrazivanju je predvideno ispitivanje nosaca serije A - raspona 500 mm bez poduznih
ukrucenja i sa poduznim ukruéenjima na istom rastojanju od gornjeg pojasa nosaca. Opterecenje
je zadavano po celoj Sirini gornjeg pojasa, preko ploca za nanoSenje optere¢enja, na razliitim
duzinama (od 25 do 150 mm). U ovoj doktorskoj disertaciji bi¢e koriS¢eni nosai bez i1 sa
poduznih ukrucenja sa duzinama nanosSenja opterenja od 50 mm i 150 mm. Na sl.5.1 prikazan je

nosac serije A sa oznakama karakteristi¢nih dimenzija (videti [70]).
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SL.5.1 Osnovne oznake nosaca-skica
Dimenzije nosac¢a odabrane su na slede¢i nacin (videti S1.5.1):
hw - usvojena visina rebra je 500 mm:; visina nije varirana i ista je kao i u ispitivanjima u Pragu;
a - duzina rebra za sve uzorke ispitivanja iznosi 500 mm, $to se podudaralo sa vrednostima
raspona u 85% slucajeva testiranja u Pragu;
a; - rastojanje vertikalnih ukrucenja i iznosi 55 mm, a nalaze se iznad oslonaca;
tw - debljina rebra; kako u istrazivanjima u Pragu varira izmedu 2 i 6 mm, u ispitivanjima
Markovica je kao reprezentativna vrednost izabrana vrednost debljine rebra 4 mm;
bt - Sirina pojasa je usvojena 120 mm;
t; - debljina pojasa usvojena je 8 mm; razlog je isti kao i kod izbora Sirine pojasa, da bi, pri tome,
odnos debljine pojasa i debljine rebra, kao jedna od relevantnih karakteristika, imala vrednost 2;
b; - rastojanje od donje ivice gornjeg pojasa do poduznog ukruéenja; izbor polozaja poduznih
ukrucéenja je odabran kao jedna petina visine rebra. Na njegov polozaj mogu da utiCu i drugi
faktori sem lokalizovanog opterecenja, o ¢emu je vodeno racuna.
tst - debljina poduznog ukrucenja je 8 mm;
hs - Sirina poduznog ukruéenja je 30 mm; ova dimenzija je izabrana kao racionalna i to na
osnovu prethodnih istrazivanja. Odabrana dimenzija je dovoljna da dovede do porasta nosivosti,
a njenim daljim povecanjem ne bi se bitno uticalo na vrednost grani¢ne nosivosti.
C - duzina delovanja opterecenja. U istraZivanjima sprovedenim u Pragu ova dimenzija je bila
stalna 1 iznosila je 50 mm, a u istrazivanjima N. Markovi¢a ona je varirana izmedu 25 mm i 150

mm sa inkrementom od 25 mm. Daljim povecanjem duZine unoSenja optere¢enja, preko 150
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mm, na ponaSanje nosaca utiCu i drugi parametari (na primer vertikalna ukrucenja), $to je u
ovom istrazivanju iskljuceno.

Za materijal je izabran celik S275 koji ima sliéne nominalne karakteristike kao 1
upotrebljeni Celik u istrazivanjima izvrSenim u Pragu.

Predmet naseg rada bice ispitivanje 1 medusobno uporedivanje nosaca sa duZinom
delovanja optere¢enja od 50 mm i 150 mm, tako da ¢emo se u daljem izlaganju ograniciti samo

na ove rezultate.

5.2 Priprema za ispitivanje

Izrada nosaca je izvrSena u gradevinskom preduzecu “Mostogradnja” u Beogradu. Uz
izradjene nosace priloZen je i Elaborat tehni¢ke kontrole br 1950 (87) u kome se u izvestaju
sluzbe tehnicke kontrole konstatuje: “Pre ulaza materijala u fazu secenja izvrSena je ulazna
kontrola materijala. Utvrdjeno je da izabrani materijal odgovara zahtevima iz projekta i JUS-a
C.B0.500. Izvrsen je pregled veznog materijala po zahtevima iz opstih propisa, materijala za
zavarivanje i JUS-u C.H3.011. U toku izrade vr$ena je kontrola zavarivackih radova. Mernom
kontrolom je utvrdjeno da zavareni spojevi imaju odgovarajucu debljinu. Vizuelnom kontrolom
je utvrdjeno da su zavari kontinualni 1 bez greSaka na licu Sava. Na osnovu mernog i vizuelnog
pregleda sluzbe tehnicke kontrole zakljuCeno je da je konstrukcija izradjena po tehnickoj
dokumentaciji 1 op$tim tehni¢kim propisima za ovu vrstu proizvoda” (pasus preuzet u originalu
iz [70].

Priprema nosaa za ispitivanje obuhvatala je obeleZzavanje nosaca, merenje pocetnih
deformacija i ispitivanje karakteristika materijala. Obelezavanje nosaca je vrSeno na sledeci
nacin. Na nosac¢ima je iscrtana pravilna mreza 11x11 tacaka (S1.5.2). U prvom 1 poslednjem
redu, vertikalno rastojanje izmedu tacaka iznosi 40 mm, a u prvoj i poslednjoj koloni 35 mm. To
je ucinjeno zbog postojanja Savova i omogucavanja pristupa elektronskog ugibomera. Sva ostala
rastojanja izmedu tacaka su 50 mm u oba pravca (videti SI1.5.2). U zoni u kojoj se ocekuje
lokalno izbocCavanje, obeleZzena je guSca mreza dobijena deljenjem polja na cetiri dela 1
medusobno rastojanje tih tacaka je 12.5 mm u oba pravca, osim u prvom redu (uz gornji pojas)

gde je rastojanje 10 mm.
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S1.5.2 Obelezavanje mreze na nosacu (videti [70])

5.2.1 Merenje pocetnih deformacija

Kako bi se $to preciznije pratile deformacije nosaca u toku zadavanja opterecenja, $to
adekvatnije oc€itale rezidualne deformacije nosaca i pratio sam tok eksperimenta, bilo je potrebno
dobiti $to bolji uvid u pocetne deformacije. Merenja pocetnih deformacija izvrSena su uz pomoc¢
specijalno konstruisanog rama i geodetskim putem.

Ram za ispitivanje su Cinile dve horizontalne vodice po kojima se klizanjem kretao nosac
elektronskog ugibomera i to po idealnoj vertikalnoj ravni.

Dobijeni rezultati pocetnih deformacija su uporedeni sa rezultatima dobijenim
geodetskim merenjem sa prihvatljivim odstupanjem. Pored toga, izmerene su pocetne
deformacije i u dodatnom broju tacaka u zoni izrazenog deformisanja rebra, $to je zavisilo od

konkretnog oblika deformacije.

5.3 Postavka eksperimenta i merenje deformacija rebra

Nosaci su ispitivani u specijalno konstruisanom zatvorenom ramu. Opterecenje je
nanoSeno preko prese povezane sa hidraulicCkom pumpom. U pocetku je sila povecavana sa
vecim, a kasnije sa manjim inkrementima optere¢enja. U toku ispitivanja, registrovano je bo¢no

pomeranje u kKarakteristi¢noj tacki rebra i ugibi u sredini gornjeg i donjeg pojasa. Pomoc¢u mernih
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traka, izmerene su dilatacije u nizu odabranih tacaka na rebru i pojasu nakon svake promene
opterecenja.

Opterecenje je povecavano sve do dostizanja njegove grani¢ne vrednosti. Grani¢na
nosivost se manifestovala u progresivnom povecanju registrovanih deformacija pojasa i rebra,
kao 1 dilatacija, bez daljeg povecavanja sile. Pri tome je uoCena pojava vidljivog izboCavanja
dela rebra ispod zone unosenja opterecenja. Nakon izvesnog odrzavanja grani¢nog opterecenja
(razli¢itog u pojedinim opitima) nosaci su rastere¢ivani i merene su rezidualne deformacije rebra
1 optere¢enog pojasa. Za rebro su merene deformacije van ravni rebra u istom broju tacaka na
kojima su prethodno merene i pocetne deformacije. Takode, i rezidualne deformacije pojasa su

registrovane u istim tackama u kojima su vrSena merenja i tokom optereéivanja.

5.4  Opis toka eksperimenta

Eksperimenti su obavljeni u Laboratoriji za ispitivanje konstrukcija i materijala na
Gradevinskom fakultetu u Podgorici. U istoj laboratoriji su prethodno izvrSena i obimna
istrazivanja D. Lugiéa iz 1999. god. (videti [66]) i B. Séepanovi¢eve iz 2003. god. [100], pri
¢emu su ispitivani centri¢no i ekscentri¢no napregnuti I nosaci optereceni patch loading-om.

Za ispitivanje nosaca koriS¢en je zatvoreni ram. Opterecenje je nanoSeno, u sredini
duzine pojasa, presama maksimalnog kapaciteta 800 kN povezanim sa hidrauliCkom pumpom.
PrenoSenje opterecenja vrSeno je preko blokova Sirine 120mm (Sto odgovara $irini pojasa),
debljine 40-50 mm i promenljive duzine od 25-150 mm.

Merenje ugiba vrsilo se ugibomerima. U toku testiranja praceni su rezultati: veli¢ina sile,
veli¢ina pomeranja rebra van ravni rebra u izabranim tackama i veli¢ina pomeranja sredine
optere¢enog pojasa. Merenje dilatacija vrSeno je uz pomo¢ pojedina¢nih mernih traka 1
odredenim brojem rozeta pod uglom od 45°. Raspored mernih traka i rozeta na rebrima nosaca
(AL, A2, A3 i A7), ispitanih eksperimentalno prikazani su na fotografijama SI.5.3b), S1.5.4b) i
S1.5.5b). Na skicama SI.5.3a), SI.5.4a) i SI.5.5a) prikazana su merna mesta, na kojima su bile

postavljene rozete.
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Postavljeni su ugibomeri od kojih je jedan bio fiksiran na sredini raspona donjeg pojasa,

drugi za pracenje ugiba gornjeg pojasa, bio je pri¢vrs¢en sa zadnje strane za specijalni ram i treci

ugibomer, koji je merio pomeranje rebra van njegove ravni, bio je pricvrséen za drugi specijalni
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ram sa prednje strane i merio ugibe u prethodno obelezenim pojedina¢nim tackama, krecuéi se
vertikalno i horizontalno.

U samom toku eksperimenta, pre pocetka nanosenja optere¢enja, odnosno, pre svakog
inkrementa optere¢enja, ugibomeri se postavljaju u predvidene tacke. Kako su merac sile,
ugibomeri i merne trake, povezani sa mernim mostom, vr$i se automatsko ocCitavanje svih
povezanih elemenata. Posle prvog nanosSenja sile, najpre se izvrSi automatsko ocitavanje svih
povezanih mernih uredaja u sistem. Nakon toga se pri konstantnoj sili vrSe o¢itavanja pomeranja
u obelezenim tackama rebra i pojasa.

U pocetku je inkrement unoSenja opterec¢enja bio 20 kN do dostizanja vrednosti sile od
100 kN, nakon toga inkrement je smanjen na 10 kN a priblizavanjem grani¢énom optereéenju ($to
se manifestovalo izrazenim deformacijama), smanjen je na 5 kN do dostizanja grani¢ne vrednosti
sile. Izmerene su sledece veliCine:

— u pripremnoj fazi su merene pocetne deformacije (imperfekcije) na dva nacina:
nivelmanom i ugibomerom uz pomo¢ specijalnog rama;

— u toku eksperimenta, ocitavano je bo¢no pomeranje karakteristi¢cne tacke u srednjem
profilu rebra (na 50 mm ispod optereéenog pojasa), vertikalno pomeranje ta¢ke na sredini
raspona na ivici gornjeg i na sredini donjeg pojasa, a kod nosaca sa mernim trakama
ocitane su 1 dilatacije. Nakon toga izmerena su 1 bo¢na pomeranja srednjeg profila rebra 1
deformacije gornjeg pojasa;

— po zavrSetku eksperimenta izmerene su rezidualne deformacije optere¢enog pojasa 1 rebra
1 to u tackama po sredini pojasa na celom rasponu 1 u tatckama u kojima je mereno

vertikalno pomeranje.

5.5 PonaSanje nosaca tokom ispitivanja

Pri manjim opterecenjima, posmatranjem apsolutnih pomeranja tacaka u funkciji sile,
uoCavaju se razne nepravilnosti. Izmerene su pocetne deformacije nosaca, odnosno pocetne
geometrijske imperfekcije. Pri povecavanju sile, deformacije rebra se postepeno povecavaju, a, u
manjem obimu, i1 deformacije pojasa. Tek pri priblizavanju grani¢noj vrednosti sile dolazi do

izraZene nelinearnosti.
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Deformacija rebra u vertikalnim presecima prati se, po¢ev od 50 mm ispod opterecenog
pojasa, a deformacija srednjeg poprecnog preseka rebra u 14 tacaka za sve zadate vrednosti sile.
Promena pomeranja je linearna do dostizanja 90% od grani¢ne vrednosti sile. Od tog trenutka se
vidno uocavaju nelinearnosti i povecanje deformacija u zoni unosenja opterecenja. Do pojave
izbocavanja dolazi tek po dostizanju granicne sile i to naglo, tj. veoma brzo.

Kod nosaca koji su relevantni za na$ rad, dodatno bo¢no pomeranje iz pocetne
deformacije je manje od polovine pocetne deformacije, osim na mestu izbo¢avanja. Veli¢ina
izbocCavanja zavisi od toga koliko se odrzava grani¢na sila.

Uocena je razlika ponaSanja kod nosata bez poduznih ukruéenja i sa poduznim
ukru¢enjem u toku eksperimentalnih ispitivanja. Kod nosaa bez ukruenja je izrazenija
deformacija rebra u zoni ispod unosenja optereé¢enja. Pri dostizanju grani¢ne nosivosti, javlja se
naglo izbocavanje u gornjem panelu, tj. izmedu optereCenog pojasa i poduznog ukrucenja.
Deformacija u donjem panelu, pre dostizanja granicne vrednosti, je veéa od rezidualne
deformacije na istom delu.

Ispitivani uzorci nosaca su imali razli¢ite oblike izbocavanja u toku eksperimenata.

Kao $to smo ve¢ napomenuli, ovde ¢emo se ograniciti na opis ponasanja nosaca iz serije
A koji ¢e biti predmet nasih istrazivanja u narednim poglavljima.

Nosa¢ Al (bez ukruéenja i duzine unoSenja optere¢enja c=50 mm) je imao pocetnu
deformaciju oblika slova C, §to se zadrZalo do kraja ispitivanja, a izboCavanje se javilo u gornjoj
cetvrtini visine.

Nosa¢ A2 (bez ukrucenja i duzine unoSenja opterecenja c=150 mm) je, takode, imao
pocetnu deformaciju oblika slova C sve do kraja ispitivanja, a izboCavanje se javilo u nesto
nizem delu u odnosu na izbo¢avanje kod nosaca Al.

Nosa¢ A3 (sa poduznim ukru¢enjem i duzine unosSenja optereCenja c=50 mm) je imao
oblik izvijanja u obliku slova S.

Nosa¢ A7 (sa poduznim ukruéenjem i duzine unosenja opterecenja ¢c=150 mm) je imao
pocetnu deformaciju oblika treCeg moda izvijanja, ali je ovaj oblik brzo presao u slovo S i takav
ostao do kraja.

Analizom deformacije rebra u horizontalnim presecima uoceno je povecanje duzine

angaZovane zone rebra sa povecanjem duZzine opterecenja.
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Deformacije pojasa su male, ali izmerene rezidualne deformacije pojasa neposredno
iznad rebra ukazuju na porast angazovane duzine pojasa sa povecanjem duzine preko koje se

nanosi opterecenje (Cak do samih vertikalnih ukruéenja za c=150 mm).

Granicna nosivost

Analizirajuc¢i posmatrane nosace, dolazi se do zakljucka da se sa porastom duzine preko
koje se nanosi opterecenje povecava i grani¢na nosivost. Takode, grani¢na nosivost se povecava
1 sa postojanjem poduznih ukruéenja. Ipak, na veli¢inu grani¢ne nosivosti, vise uti¢e povecanje
duzine unosSenja opterecenja.

U zoni unoSenja opterec¢enja, u rebru dolazi do plastifikacije znatno pre dostizanja
grani¢ne nosivosti, Sto je eksperimentom i dokazano. Tek pri dostizanju 90% od grani¢ne
vrednosti vidno se uocavaju geometrijske nelinearnosti, a pri dostizanju 50-60% granicne
vrednosti ve¢ dolazi do plastifikacije, usled materijalne nelinearnosti, u pojedinim tatkama.

Neki od rezultata ovog eksperimentalnog ispitivanja bice prikazani u poglavlju 7 1
posluzi¢e za uporedivanje sa rezultatima dobijenim kompjuterskom simulacijom eksperimenta

vrSenim na nosac¢ima modeliranim po uzoru na nosace opisane u ovom eksperimentu.
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6. MODELIRANJE NOSACA I TEORIJSKO-NUMERICKA ANALIZA

6.1  OpSte napomene

Poznato je da su eksperimentalna istrazivanja veoma vazna kao osnova teorijskog rada u
svim oblastima, a naroCito u tehnici. Medutim, njihovo sprovodenje zahteva odgovarajuce
laboratorijske uslove sa adekvatnom opremom, veliki broj uzoraka kao i znatna finansijska
sredstva. Iz tih razloga nije ih moguée jednostavno sprovesti. Sa razvojem specijalizovanih
programskih paketa, primenom numerickih metoda, posebno MKE i MGE moguce je izvrsiti
simulaciju eksperimenta u odgovarajuéem programskom paketu. Mora se napomenuti da je ovaj
nacin ispitivanja samo neka vrsta zamene za eksperimentalno ispitivanje, tj. da nije ¢esto moguce
precizno opisati grani¢ne uslove, nafin nanoSenja opterecenja i adekvatan nacin ponaSanja
materijala pri optere¢ivanju. Takode, osnovna ideja MKE jeste da se aproksimira konstrukcija
deo po deo, putem konacnih elemenata, tako da je i resenje dobijeno na ovakav nacin, ustvari
aproksimacija stvarnog ponasanja.

U ovom istrazivanju primenjena je Metoda konacnih elemenata (MKE) u okviru
programskog paketa ANSYS Workbench 15.0 [2]. U nastavku ¢e biti objaSnjen nacin
modeliranja nosaca u pogledu izbora karakteristika materijala, geometrije, grani¢nih uslova 1
uslova oslanjanja, nacina zadavanja optreCenja, izbora tipa konacnog elementa, izbora mreze
konac¢nih elemenata i obrade rezultata.

U okviru naSih istraZivanja bice tretirani nosaci sa imperfekcijama 1 to realnim, koje
odgovaraju modelima u eksperimentima, a koji ¢e biti modelirani u okviru kompjuterskih
simulacija eksperimenata, zatim nosaci sa ekvivalentnim imperfekcijama, kao i odgovarajuci
nosaci bez imperfekcija.

Za uporedivanje rezultata koriS€eni su eksperimentalni rezultati preuzeti iz literature koji
su detaljno opisani u prethodnom poglavlju. Pretpostavljamo da je Metod konac¢nih elemenata
poznat i, u skladu sa tim, nece u ovom radu biti posebno razmatran, a za detalje videti [94], [2].

Simulacija eksperimenata ¢e se izvrsiti u navedenom programu ANSYS Workbench 15.0,
uz ukljucenje geometrijske 1 materijalne nelinearnosti. Ujedno ¢e se izvrSiti komparacija
dobijenih rezultata za pojedine, razliCite, idealizovane dijagrame napon-dilatacija materijala

prema Evrokodu EN-1993-1-5, Svedskim propisima BSK07 [12] i karakteristikama materijala
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dobijenih ispitivanjem obavljenim 2013. godine. Pored osnovnog cilja, poredenja rezultata
dobijenih numerickom analizom i eksperimentalnih rezultata, analizirace se i rezultati dobijeni

poredenjem uticaja razli¢itih karakteristika materijala kao i uticaja imperfekcija.
6.2 Modeliranje nosaca
6.2.1 Karakteristike materijala

Za dobijanje relevantnih podataka, od velike je vaznosti predstavljanje ponasanja
materijala na pravi nac¢in. Kako je u pitanju ¢eli¢ni nosa¢, njegove mehanicke osobine odreduju
se na osnovu modula elasti¢nosti, Poisson-ovog koeficijenta i otpornosti na pritisak i zatezanje.
Pretpostavlja se izotropni materijal sa identicnim vrednostima mehanickih osobina u svim
pravcima.

U cilju dobijanja §to preciznijih podataka, ispitivani su uzorci limova uzetih iz rebara
nosaca. Mora se napomenuti da su uzorci limova ispitivanih nosaca uzeti iz delova rebara koji
nisu pretrpeli trajne deformacije. Ispitivanje je obavljeno u Inovacionom centru Tehnolosko-
metalurSkog fakulteta u Beogradu 2013. godine, sa ciljem odredivanja mehanickih svojstava
¢eli¢nih limova prema standardu SRPS EN ISO 6892-1:2012.

Ispitivane su epruvete Sirine 12.5 mm, ispitne duzine 65 mm. Brzina porasta napona
tokom ispitivanja je bila 10 MPa/s. Rezultate ispitivanja prikaza¢emo tabelarno i graficki.
Ispitivanjem je konstatovano da materijal odgovara céeliku S275, a u Tabeli 6.1 prikazane su
karakteristike ispitanog materijala uzetog iz uzoraka limova, pri ¢emu su: t - po€etna debljina
epruvete, a. - pocetna Sirina epruvete, A - povrsina pocetnog popre¢nog preseka, Ren - gornji
napon tecenja, Rei- donji napon tecenja, Ry - zatezna ¢vrsto¢a i A, = IkI;IO -100 (%) - ukupno

0
izduZenje pri prekidu (lx - duzina epruvete pri kidanju; lp — po¢etna duzina epruvete).

U Tabeli 6.1 dati su podaci o uzorcima limova debljine 4 mm, koji odgovaraju rebrima
ispitivanih nosaca, a na S1.6.1 prikazan je dijagram o-¢ karakteristika materijala za epruvetu 30.

Dijagrami o-¢ ostalih epruveta su istog oblika.
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S1.6.1 Dijagram karakteristike materijala za epruvetu 30 (cCelik S275)

Tabela 6.1. Celik S275-podaci ispitivanja

oznaka

epruvete

20
21
30
31

40
41
50
51
60
61
70
71

Sr. vredn.

t

mm
4.01
4.01
4.01
4.01

4.01
4.01
4.01
4.01
4.01
4.01
4.01
4.01

de
mm
12.60
12.60
12.60
12.52

12.55
12.47
12.49
12.49
12.52
12.63
12.63
12.63

A

mm?

50.5260
50.5260
50.5260
50.2052

50.3255
50.0047
50.0849
50.0849
50.2052
50.6463
50.6463
50.6463

Fmax

N
22673
22288
22306
21783

22604
21713
22165
22175
22623
22153
21816
22131

T=RE
MPa
316
346
327
323

349
317
333
324
359
319
318
321
329.33

ReL
MPa
315
332
327
321

325
316
331
324
345
319
315
321
324.25

fu=Rm
MPa
449
441
441
434

449
434
443
443
451
437
431
437
440.83

lo

mm

50
50
50
50

50
50
50
50
50
50
50
50

At
%
33.11
26.79
31.20
32.36

29.00
23.45
30.07
31.71
24.05
31.90
29.04
26.09
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Preporuke za proracun EN-1993-1-5 Anex C, takode se odnose i na preporuke koje se
tiCu karakteristika materijala. Ponasanje konstrukcijskih ¢elika je elasto-plasti¢no. Po dostizanju
granice tecenja fy materijal se viSe ne ponasa linearno-elasti¢no, ve¢ dolazi do plastifikacije i
ojac¢anja materijala, odnosno, do materijalne nelinearnosti. Predlaze se, u zavisnosti od ta¢nosti 1
dostupnosti podataka, koriS¢enje slede¢ih materijalnih modela: bilinearna kriva napon-
deformacija, u slucajevima gde nisu dostupni podaci materijala, tecenje se pretpostavlja teoretski
kao horizontalna linija ili se definiSe nagib sa vrednos¢u E/10000. Drugi slucaj je aproksimacija
krive sa nagibom E/100 gde se razmatra i ojacanje materijala i, u slu¢aju $to realnijeg prikaza
moguce je aproksimirati realnu krivu na takav nacin da se dobije multilinearna kriva koja ¢e na
najbolji nain prikazati karakteristike materijala ukoliko su ti podaci dostupni. Dijagrami krivih
napon-deformacija za navedene slucajeve prema EN 1993-1-5 Anex C, prikazani su na SI.6.2.
Prema BSKO07, Svedskim propisima, preporuduje se multilinearna kriva koja se dobija
sratunavanjem prikazanim u okviru S1.6.3. U ovom radu bice koriS¢ene bilinearne krive sa
tangentim modulom E=E/10000, E=E/1000, E=E/100 i E=E/12.5 kao i multilinearne krive
preporu¢ene od strane EN1993-1-5 1 BSKO07, a u skladu sa podacima dobijenim u gore
pomenutom laboratorijskom istrazivanju u pogledu karakteristicnih vrednosti napona i dilatacija.

Modul elasti¢nosti materijala je 210 MPa, odnos Poisson-ovog koeficijenta je v=0,3.
Kori$¢eni materijalni modeli su bazirani na izotropnom pravilu baziranom na teoriji Von-Mises-

ove plasti¢nosti.

OA oA
f+
a)
~, arctg (E) \
' > >
€ €

a)bilinearna kriva ole bez ojacanja b)bilinearna kriva ole bez ojacanja

bez tangentnog modula sa tangentnim modulom E/10000
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1
— N
d)
-, arctg (E)
'. >
€
c¢)bilinearna kriva ole sa ojacanjem d)kriva o-¢ kao osnova za multilinearnu Krivu:
sa tangentnim modulom E/100 1-stvarna kriva, 2-kriva dobijena ispitivanjem

S1.6.2: Karakteristike materijala za krivu napon-deformacija preporucene prema EN1993-1-5
Anex C (preuzeto iz [73])

a
A o=l
Jau 4 E
S5 1 £y = 0.0:5—5£
. E
E
g3 =002+ 50&
, E
T T T - &

S1.6.3: Multilinearni materijalni model prema standardu BSK 07 (preuzeto iz [10])

6.2.2 Materijalni modeli u okviru nelinearne analize

U okviru nelinearne analize, sracunate su veli¢ine napona i deformacija na osnovu
razli¢itih materijalnih modela u elasto-plasti¢noj oblasti. To znaci da je, na primer, za model A3
za isti nosac izvrSena numericka simulacija za pet razli¢itih naCina ponasanja istog materijala
tokom optere¢ivanja do loma, prema slede¢em:

— EN1993-1-5- multilinearna kriva koja odgovara realnoj krivoj (S1.6.4a);
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— BSKO07 (Svedski standard)-multilinerana kriva prema S| 6.3, a za konkretne modele
prikazana je na SI.6.4b;

— EN1993-1-5-bilinearna kriva sa tangentnim modulom E=E/10000 (SI.6.4c);

— Bilinearna kriva sa tangentnim modulom E=E/1000 (SI.6.4d);

— EN1993-1-5-bilinearna kriva sa tangentnim modulom E=E/100 (SI.6.4e);

— Bilinearna kriva sa tangentnim modulom E=E/12.5 (SI.6.4f).
Modul elasti¢nosti iznosi za sve nosace 210GPa.
Za multilinearnu krivu na Sl.6.4a, izvrSena je aproksimacija realne krive 6-¢ za epruvetu

30, prikazanoj na SL.6.1, u nekoliko tataka, a vrednosti su uveéane prema oyye=0(l+ ) i
Erue=IN(L+ &) u skladu sa Evropskim propisima EN1993-1-5. Na taj nacin dobijaju se

vrednosti f,=329.97 MPa i f,=449.6 MPa.

multilinearna kriva prema EN

500 %
450 -
a00 £ " (19.124;449.6) T~

E —
350
300
250

/

200 %I
F/
]

E #7(1.57;329.97)

c-napon (Mpa)

150
100
50

L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L - |
T T T T T L]

0] 5 10 15 20 25 30

g - dilatacija (%0 )

SI.6.4a: EN1993-1-5- multilinearna kriva koja odgovara realnoj krivoj materijala prema S1.6.2.d

Multilinearna kriva prema BSK07, Svedskom standardu, pokazala je zadovoljavajuée
rezutate u doktoratu (Braun, B. [10]). Za nasa istrazivanja je uzeta prema formulama prikazanim
u okviru slike S1.6.2, pri ¢emu su za karakteristicne vrednosti napona uzete srednje vrednosti

odgovarajucih kolona iz Tabele 6.1, tj. f,=329,33 MPa i f,=440,83 MPa.

f
£ =—-=0.001568
E
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f
£, =0.025-5—2=0.01716
E

f
£3 =0.02 +50— = Y —0.04655

BSK
500 %

450 £

400 £ /{4.655; 0.83) *
350 E (0.1568;329.33) _—"

300
250 £
200
150
100
50

(1.716;329.33)

o - napon (Mpa)

g - dilatacija (%)

S1.6.4b: BSK07 (Svedski standard)-multilinerana kriva

Za bilinearne krive u nastavku uzeta je vrednost napona tecenja iz Tabele 6.1, f,=329,33 MPa.

bilinearna kriva E,;=E/10000

350
300 ,{'1.568:329.331

250 +

200 + /
150 +
100 + /
50 +
0/-.-

g - dilatacija (%0 )

o - napon (Mpa)

SI.6.4c: EN1993-1-5-bilinearna kriva sa tangentnim modulom E=E/10000
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o- napon {Mpa)

350
300
250
200
150
100

50

bilinearna kriva E,=E/1000

(1 C 0

\r

/ 329.333!

g - dilatacija (%0 )

S1.6.4d: Bilinearna kriva sa tangentnim modulom E=E/1000

o - napon (Mpa)

400

bilinearna kriva E,;=E/100

350

’_

300
250

/ (1.568;329.33)

200

150

100

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

g - dilatacija (%0 )

SI.6.4e: EN1993-1-5-bilinearna kriva sa tangentnim modulom E=E/100

o - napon {Mpa)

500
400
300
200

bilinearna kriva E,;=E/12.5

/0

/{1.568;329.33}

/

100
0 0/

0

2 4

g - dilatacija (%0 )

A J

S1.6.4f: Bilinearna kriva sa tangentnim modulom E=E/12.5
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U poglavlju 7 prikazani su rezultati deformacija i napona za razli¢ite nac¢ine zadavanja
ponasanja materijala. Takode, izvrSena je 1 analiza veliCine grani¢nog opterecenja u zavisnosti od
materijalnih modela i ovi podaci su uporedeni sa eksperimentalnim podacima. Pored materijalnih
modela koji su predlozeni u aktuelnim Evropskim propisima, uzeti su u obzir i bilinearna kriva
sa tangentnim modulom E=E/1000 zbog dodatnog istrazivanja, i bilinearna kriva sa tangentnim
modulom E=E/12.5 jer je dala zadovoljavajue rezultate u analizi u doktorskoj disertaciji
Zivkoviéa iz 2015 godine [111].

6.2.3 Geometrijske karakteristike nosaca

6.2.3.1 Nosaci bez imperfekcija

Geometrija nosaca je odabrana na osnovu prethodno opisanih eksperimenata u poglavlju
5. Numeri¢ki model nosaca je istih dimenzija kao i model koris¢en u eksperimentalnim
ispitivanjima preuzetim iz literature [70]. Geometrija modela nosaca sa svim dimenzijama
prikazana je na S1.6.5. Ispitivana su Cetiri nosaca istih dimenzija od kojih su dva bez poduznog
ukrucenja, a dva sa poduznim ukru¢enjem. Dimenzije nosaca prikazane su u Tabeli 6.2.

Cilj ovog istrazivanja je, pored ostalog, i ispitivanje uticaja realnih imperfekcija rebra
nosaca, na stanje napona i deformacija nosaca kao i veli¢inu grani¢nog opterecenja, tako da su
modeli nosaa za kompjuterske simulacije eksperimenata uzeti kao nosaci bez 1 nosaci sa
imperfekcijama.

U prvom delu istrazivanja koristice se numeri¢ki modeli sa realnim geometrijskim
imperfekcijama, merenim pri eksperimentalnom istrazivanju, kako bi se uporedili relevantni
rezultati testova kompjuterskih simulacija sa eksperimentalnim modelima preuzetim iz literature,
prikazanim u poglavlju 5. Nakon usvajanja odgovaraju¢ih numerickih modela, koji budu
pokazali zadovoljavajuce rezultate u pogledu slaganja sa stvarnim eksperimentalnim modelima,
pruzaju se mogucénosti za dodatne kompjuterske simulacije u okviru koncipiranih parametarskih

analiza.
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S1.6.5 Model nosaca

Tabela 6.2 Osnovne geometrijske karakteristike modela nosaca
Oznaka a Y By bt tf c hgt tst by

nosaéd mm mm mMmM MM mm mm mm mm mm

Al 500 500 4 120 8 50 0 0 0
A2 500 500 4 120 8 150 0 0 0
A3 500 500 4 120 8 50 30 8 100
A7 500 500 4 120 8 150 30 8 100

6.2.3.2 Nosaci sa imperfekcijama

Kako su pri izvodenju eksperimenta Markovic¢a (videti poglavlje 5) izmerene pocetne
geometrijske imperfekcije rebra nosaca, koje smo verodostojno preuzeli od autora tokom nasih
istrazivanja, modelirana su rebra nosa¢a na nacin opisan u daljem tekstu.

Svi elementi nosaca, osim rebra i stranice poduznog ukruc¢enja koja je u kontaktu sa
rebrom, uzeti su kao idealno ravni, odnosno, bez imperfekcija, a to su: pojasevi, poprecna
ukrucenja, ploca za unosenje opterecenja i oslonci. Najpre je formirana geometrija modela
nosaca u programu SolidWorks 2013, a zatim je dalja priprema, modeliranje, numericka
simulacija testova i analiza sprovedena u programu ANSYS Workbench15.0.

Rebra nosaca su modelirana kao ploce sa realnim pocetnim imperfekcijama prema

verodostojnim podacima iz eksperimenta (videti poglavlje 5). Za mrezu od 11x11 tacaka,
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prikazanu u prethodnom poglavlju na SI.5.2, pocetne imperfekcije su zadate za 81. tacku na
rebru, dok su ostale tatke na ivicama plo€e unete bez pocetnih imperfekcija. Razmak izmedu

tacaka na rebru iznosi 50 mm a njihov raspored prikazan je na SI.6.6.

S1.6.6.Mreza tacaka U kojima su zadavane pocetne imperfekcije rebra nosaca
Na bazi tih tacaka, u okviru programa je formirana povrSina rebra nosaca sa pocetnim
imperfekcijama. Debljina rebra je u svim tackama povrSine jednaka, i usvojeno je da iznosi 4
mm. Pored rebra, konstruisani su i ostali elementi nosaca, ¢ime je formirana kompletna

geometrija modela.

ANSYS

R15.0
Academic

200.00 (mm)
100.00 100.00

200.00 (mm)

SI.6.7 Prikaz pocetne geometrije rebra nosaca sa pocetnim imperfekcijama (nosac A3)
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6.2.4 Numericki model nosaca

6.2.4.1 Granicni uslovi i optereéenje

Grani¢ni uslovi nosaca definisani su na slede¢i nacin. Oslonci nosac¢a definisani su, po
uzoru na eksperiment, kao poluvaljci, koji su upravni na ravan rebra nosaca i ¢iji je kontakt sa
donjom stranicom donjeg pojasa u jednoj duzi Sirine pojasa. Oslonci su, kao i ostali delovi
nosaca, modelirani kona¢nim elementima tipa SOLID186, pa su i na mestima oslanjanja konacni
elementi istog tipa. Kontakt oslonaca i nosaca je definisan kao bonded (povezana tela), i ostvaren
je preko kontaktnih elemenata tipa CONTAL74 (za detalje videti [2]). Na SI.6.8 prikazani su
rezultati kontaktne analize za nosa¢ A3 prema multilinearnoj krivoj sa S1.6.4a, za silu od 167 kN.
Na SI.6.8 levo su prikazani uticaj kontakta (status), pri ¢emu su u legendi oznaceni redom
odozgo na dole: prekoracenje, udaljenost, blizina, klizanje i prianjanje. Na S1.6.8 desno,

prikazane su vrednosti pritiska izraZzeni u MPa.

061168 Min

0.00 300.00 {mm) yJ\ 4 0.00 300.00 (mm) "/L‘ v
[ I

150.00 150.00

S1.6.8 Kontaktni elementi oslonaca i donjeg pojasa nosaca A3 za silu pritiska od 167kN

Oslonci su sa donje strane fiksirani, tj. spreceno je pomeranje i obrtanje u svim pravcima.
Pri eksperimentalnom ispitivanju nosaca model se nalazio u specijalno dizajniranom ramu i bio
je opterec¢ivan preko ploce za nanoSenje opterecenja, upravno na nosa¢ bez mogucnosti bo¢no
torzionog izvijanja. Zbog toga je spreCeno pomeranje gornje stranice plo¢e za nanoSenje
optere¢enja u svim pravcima, osim po vertikali, u pravcu nanoSenja opterecenja. Na taj nacin je

izbegnuta rotacija pojasa i ploce za nanosenje optere¢enja. Mora se napomenuti da je kod realnih
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konstrukcija bo¢no torziono izvijanje pojasa izvesno, a da je ovo ograni¢enje prisutno kako bi se
na adekvatan nacin prikazao eksperimentalni model.

Opterecenje nosaca zadavano je kao povrsinsko, jednakopodeljeno opterecenje po Citavoj
Sirini pojasa, a na odredenim duzinama na gornjem pojasu. Opterecenje je aplicirano preko
odgovarajuce ploce Sirine jednake Sirini pojasa by =120 mm i debljine 40 mm i razli¢itih duzina
zavisno od tipa modela. DuZina unoSenja opterecenja je za dva nosaca iznosila 50 mm (nosaci

Ali A3) azadruga dva 150 mm (nosa¢i A2 1 A7).

6.2.4.2 Diskretizacija modela mrezom kona¢nih elemenata

Na osnovu geometrije nosaca, izvrSena je diskretizacija numerickog modela nosaca
deljenjem na mrezu konacnih elemenata odabranog tipa. Odabrani su elemeti iz baze elemenata
programskog paketa ANSYS Workbench 15, 1 to elementi tipa SOLID186. Ovaj tip konacnog
elementa je zapreminski i predstavlja paraboli¢ni 3-D element. Element je definisan sa 20
¢vorova, sa tri stepena slobode po svakom c¢voru, i to pomeranja u pravcima X, y i z osa.
Podrzava plasti¢nost, elasticnost, puzenje materijala, velike ugibe, velike deformacije 1 dr., pa je
veoma pogodan za nelinearnu analizu (za detalje videti [2]). Na S1.6.9 je prikazan konacni
element SOLID186.

S1.6.9 Prikaz konacnog elementa SOLID186 (preuzeto iz [2])

U tabeli 6.3 prikazan je broj ¢vorova i broj kona¢nih elemenata za svaki od Cetiri nosaca.
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Tabela 6.3 Broj ¢vorova i broj konacnih elemenata tipa SOLID186

mosa& - Broj &vorova Broj KE tipaSOLIDISS
- 37323 5239

- 38109 5383
- 37940 5266
- 38810 5492

IzvrSena je konvergencija mreze konacnih elemenata tako §to je varirana, odnosno
smanjivana veli¢ina kona¢nog elementa (pri ¢emu se povecava gustina mreze). Za te varirane
veli¢ine kona¢nih elemenata, a pri istoj veli€ini spoljasnjeg optere¢enja, sraCunati su naponi 1
deformacije. Gustina mreZe bila je zadovoljavajuca u trenutku kada su vrednosti napona (MPa) i
deformacija (mm) dostigli razliku ne ve¢u od 10%. Na taj nacin je usvojena veli¢ina kona¢nog

elementa od 15 mm, videti sI.6.10.

700.00 {rmm)

S1.6.10 Mreza konacnih elemanata za nosac sa poduznim ukrucenjem
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6.2.4.3 Parametri analize

Opterecivanje nosaca je vrSeno u Sest koraka koris¢enjem funkcije Step controls. Kako je
modeliranje nosaca bazirano na eksperimentalno dobijenim rezultatima poznata je i vrednost
ocekivanog grani¢nog opterecenja za svaki od nosaca. Zbog toga je u prvom koraku zadato
optere¢enje od 100 KN, a u narednim koracima su inkrementi manji u zavisnosti od nosaca (za
svaki nosa¢ oCekuje se razli¢ito grani¢no opterecenje, a nacin dobijanja granicnog optereéenja
opisan je u delu 8.2). U okviru toga izabrana je funkcija Auto time stepping, koja sluzi sa
optimizaciju vremena dobijanja reSenja, podeSavanjem veli¢ine nanosenja zadatog opterec¢enja u
jedinici vremena, koja je narocito korisna za nelinearne probleme. Ova opcija pruza dodatnu
prednost da ukoliko nije dobijena konvergencija reSenja usvaja se prethodno dobijena vrednost
trazenog resenja (videti [2]). Inkrement opterecenja u okviru jednog koraka je kontrolisan ovom
funkcijom unutar granica optereéenja koje su prethodno postavljene za taj korak. Postoji
moguénost odredivanja maksimuma, minimuma i pocetnog inkrementa opterec¢enja. ReSavanje
¢e poceti sa ,,pocetnim® inkrementom ali onda automatskom procedurom moze varirati dalje u
koracima u rasponu propisane minimalne i maksimalne vrednosti. Alternativno, zato $to korak
uvek ima vremenski period (pocetno i krajnje vreme) mozemo takode ekvivalentno odrediti
pocetne, minimalne i maksimalne veli¢ine vremenskog koraka komandom time step. Ovde
pojam "vremena" zapravo ne predstavlja stvarno vreme (mereno casovnikom), ve¢ uslovnu
kategoriju koja sluzi za unosSenje koraka optere¢enja. Samo u dinamickoj analizi bi ovo zaista
predstavljalo vreme.

Mora se napomenuti da u nekim slucajevima nije korisna upotreba ove funkcije, kao $to

su seizmicko opterecenje, dinamicka opterecenja i sli¢no (za detalje videti [2]).

Rezultati analize

Za sve nosace sracunata je totalna deformacija, deformacija u y - pravcu, deformacija na
polovini duzine rebra - srednjeg profila rebra, (koji je pretrpeo najvecu deformaciju), Von-
Misses-ovi naponi i naponi ox i 6; u tackama na rebru na kojima su bile postavljene merne trake
pri eksperimentu (videti SI.6.3-6.5).

Detaljniji prikaz rezultata i njihova analiza mogu se videti u narednom poglavlju 7.
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7 NELINEARNO PONASANJE I GRANICNA NOSIVOST NOSACA
DOBIJENA NUMERICKOM SIMULACIJOM UZ POREDENJE SA
EKSPERIMENTALNIM REZULTATIMA

Koris¢enjem programskog paketa ANSYS Workbench 15, modelirani su nosaci tipa Al,
A2, A3 1 A7 (videti S1.6.5 i Tabelu 6.2). Numericka simulacija je prethodno opisana u Poglavlju
6, 1 u okviru nje su geometrija nosaca, optere¢enje i granic¢ni uslovi isti kao i na modelima iz
eksperimenata opisanih u poglavlju 5.

Numericka simulacija se odnosi na modele nosaca bez imperfekcija i modele nosaca sa
realnim pocetnim imperfekcijama. U cilju analize, sraCunate su sve relevantne vrednosti vezane

za stanja napona i deformacija ispitivanih modela u karakteristi¢énim tackama.

7.1  Analiza grani¢ne nosivosti

Jedan od glavnih ciljeva ovog modeliranja jeste odredivanje grani¢ne nosivosti nosaca.
Sa postepenim povecanjem sile pracen je razvoj rezultantne deformacije (total deformation) i
Von-Mises-ovih napona. Rezultati su prikazani na odgovaraju¢im dijagramima i slikama i
odnose se na nosafe sa materijalnim modelom prema multilinearnoj krivoj (videti Sl.6.4a). U
numerickoj analizi kriterijum za grani¢nu nosivost je opterecenje pri kome resenje po¢ne da
divergira a u nosacu javlja naglo povecanje deformacije. Na isti nac¢in dobijene su grani¢ne

nosivosti i za ostale tipove materijalnih modela (videti SI.6.4b-f).

7.1.1 Graniéna nosivost nosaca Al

Grani¢no opterecenje iz eksperimentalnih rezultata iznosilo je 165 kN. Opterecenje je
zadato u 6 koraka sa slede¢im vrednostima: 1-100 kN; 2-120 kN; 3-140 kN; 4-160 kN; 5-180 kN
i 6-190 kN. Resenje konvergira sve do deformacije od 9.4786 mm §to odgovara opterecenju od
178.174 kN. Nakon toga resenje divergira i dolazi do naglog porasta deformacija i do pada
vrednosti napona, a uspostavljanje ravnoteze nosaca vise nije moguce. Na dijagramu (videti
S1.7.1) je prikazan razvoj deformacija (totalne deformacije) sa porastom sile, do dostizanja

grani¢nog opterecenja za nosac sa materijalnim modelom prema multilinearnoj krivoj.

121



Al-totalna deformacija
178.174
20 ¢
18 -
E 16
E 14 -
& 12 -
E 10 - 9.4786 mm i
E 8 =+ v,
S 6 ot
= 4 % :M
] 8 ‘__—________,.m-—
2 = - ————
0 ey : : |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
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S1.7.1 Dijagram razvoja totalne deformacije sa porastom sile za nosac¢ Al

Na sledecoj slici (videti S1.7.2), prikazana je totalna deformacija nosaca Al za vrednost

sile od 178,174 kN, §to je odredeno za grani¢no opterecenje.

0.00 250,00 500.00 {mm)

125.00 375.00
81 7.2 Totalna deformacija nosaca Al za vrednost granicnog opterec¢enja od 178.174 kKN
Na SI.7.3 je prikazan dijagram Von-Mises-ovih napona za vrednost grani¢nog
optere¢enja. Pri toj vrednosti sile (178.174), dostize se najveca vrednost napona od 440.59 MPa,

dok zatezna Cvrstocéa Celika iznosi f,=449.6 MPa. Sa slike SI.7.3 se vidi da pri vrednosti sile od

122



92.96 kN (52.17% od grani¢ne vrednosti sile) u pojedinim tackama su dostignuti naponi tecenja
(fy=329.97 MPa). Za dobijenu vrednost grani¢nog opterecenja i Von-Mises-ov napon dostize

maksimalnu vrednost, a nakon toga naglo opada. Prikaz stanja napona dat je na SI.7.4.

450 ;
_ ggg 2 329.97Mpa __.——"
T 250 - —
8 200 -
] = /
c 150 E /
100
s0 £ 92.96 kN 178.174
0 = 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 IlnI.‘II 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
vrednost sile (kN)

S1.7.3 Dijagram Von-Mises-ovih napona sa porastom sile za nosac¢ A1

49.229
0.30906 Min

0.00 300.00 600.00 {mm)
150.00 450,00

SI.7.4 Prikaz stanja VVon-Mises-ovih napona nosaca Al za silu od 178.174 kKN
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7.1.2 Granifna nosivost nosa¢a A2

Ocekivano opterecenje za nosa¢ A2 prema eksperimentalnim rezultatima iznosi 215 KN.

Numerickom simulacijom nosa¢a A2, sa materijalnim modelom prema multilinearnoj krivoj,

opterecenje je zadavano u slede¢im koracima: 1-100 kKN; 2-150 kN; 3-200 kN; 4-215 kN; 5-220

kN i 6-230 kN. Dobijena je divergencija reSenja pri deformaciji od 10.014 mm kojoj odgovara

grani¢no opterecenje od 216.9275 kN. Nakon dostizanja ove vrednosti deformacije su sa malim

porastom sile pocele da rastu velikom brzinom i konvergencija reSenja nije dobijena. Na S1.7.5 je

prikazan dijagram razvoja deformacija (totalne deformacije) sa porastom sile do dostizanja

grani¢nog optere¢enja od 216.9275 KN i nagli porast deformacija nakon dostizanja grani¢nog

opterecenja do sile od 220 kN.

A2-totalna deformacija

216.92
25
T 20 i
L
L
3 _
£ 10 10.014
2 C __‘—“ﬁ‘ﬂ_,40V4JF
° /_.—-0—0—’*’4—;
R i e

vrednost sile (kN)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120130140150160170180150200210220

S1.7.5 Dijagram razvoja totalne deformacije sa porastom sile za nosac A2

Na sledecoj slici, S1.7.6, prikazana je totalna deformacija nosata A2 za vrednost sile od

216.9275 kN, sto predstavlja grani¢no opterecenje.
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S1.7.6 Totalna deformacija nosaca A2 za vrednost granicnog opterecenja od 216.9275kN

Stanje napona prikazano je na SI.7.7 i S1.7.8. Pri sili od 131.9 kN (60.8% od grani¢nog
opterecenja) dostignut je napon teenja u pojedinim tackama, a najveca vrednost Von-Mises-
ovog napona od 446.65 MPa (zatezna ¢vrstoca f,=449.6 MPa), dostignuta je pri granicnom
optereé¢enju od 216.92 kN (videti SI.7.7).

A2-Von-Mises-ovi nhaponi 216.9275
450 446.65
:gg 329.97
X—-—"'
300 -

250 //
200

150
100 /
50 /
0 | | | | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120130140150160170180190200210220

naponi (Mpa)

13I1 '925 1 1 1 1 1 1 I

vrednost sile (kN)

SI.7.7 Dijagram Von-Mises-ovih napona sa porastom sile za nosac A2
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446.65 Max
397.05
347,44
297.84
248,24
198.63
149.03
99,429
49,825
0.22236 Min

0.00 300.00 600.00 {rmm)
| A SaSaa— SS—
150.00 450,00

SI.7.8 Prikaz stanja Von-Mises-ovik napona nosaca A2 za silu od 216.9275 kN

7.1.3 Graniéna nosivost nosa¢a A3

Na SI.7.9 je prikazan dijagram sila-deformacija za nosa¢ A3 sa materijalnim modelom
prema multilinearnoj krivoj. Eksperimentalno dobijeno grani¢no opterecenje iznosi 183 KkN.
Numerickom simulacijom nosafa A3, sa materijalnim modelom prema multilinearnoj krivoj
optereéenje je zadavano u slede¢im koracima: 1-100 kN; 2-120 kN; 3-140 kN; 4-160 kN; 5-180
kN i 6-190 kN. Dobijena je divergencija reSenja pri deformaciji od 3.83 mm kojoj odgovara
grani¢no optereCenje od 188.5 kN. Prikazan je postepen razvoj deformacija do grani¢nog
opterecenja 1 nagli porast deformacija nakon dostizanja grani¢nog opterecenja pri ¢emu nije
postignuta konvergencija reSenja a nakon dostizanja ove vrednosti deformacije sa malim
porastom sile naglo rastu. Na S1.7.10 je prikazana totalna deformacija nosaca A3 za vrednost

grani¢nog opterecenja.
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A3 - totalna deformacija 188.5kN
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S1.7.9 Dijagram razvoja totalne deformacije sa porastom sile za nosac A3

Na sledecoj slici, S1.7.10, prikazana je totalna deformacija nosaca A3 za vrednost sile od

188.5 kN, §to je usvojeno za grani¢no opterecenje.

0.00 250.00 500.00 (mm)
125.00 375.00

S1.7.10 Totalna deformacija nosaca A3 za vrednost granicnog optereéenja od 188.5 KN

Razvoj naprezanja (Von-Mises-ovih napona), prikazan je na slede¢im slikama. Kao i u
prethodnim slu¢ajevima po dostizanju grani¢nog opterecenja (188.5 kN) i vrednost napona je
najveca i iznosi 436.98 MPa (zatezna ¢vrstoca f,=449.6 MPa), a pri vrednosti sile od 95.697 kN
(50.77% od grani¢nog opterecenja) dostize se napon teCenja u pojedinim tackama (videti

SI1.7.11).
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SI.7.11 Dijagram Von-Mises-ovih napona sa porastom sile za nosac A3

Na SI.7.12 je prikazano stanje VVon-Mises-ovih napona za vrednost grani¢nog opterecenja
od 188.5 kN.

L

SI.7.12 Prikaz stanja Von-Mises-ovih napona nosaca A3 za silu od 188.5 KN

0.00 250.00 500,00 (mm)
[ Sa— ESS—
125.00 375.00
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7.1.4 Grani¢na nosivost nosa¢a A7

Grani¢na nosivost je odredena kao i u prethodnim slu¢ajevima. Ocekivano grani¢no
opterecenje je iznosilo 255 kN. Optereéenje je zadavano u slede¢im koracima: 1-100 kN; 2-150
kN; 3-200 kN; 4-250 kN; 5-270 kN i 6-280 kN. Dobijena je divergencija reSenja pri deformaciji
od 5.9894 mm kojoj odgovara grani¢no opterecenje od 274 kKN. Na SI.7.13 prikazan je porast
deformacije sa porastom optere¢enja do dostizanja grani¢nog opterecenja od 274 kN nakon cega
nastupa nagli porast deformacija. Za dostignutu vrednost grani¢nog optere¢enja prikazana je

totalna deformacija nosaca (videti S1.7.14)

A7-totalna deformacija 2740
18
16 ’f
’é“ 14 ’
£ 12 ’
=10
g s ’
E 6 5.989
% : M—'
2 _M‘
0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280
vrednost sile (kN)

S1.7.13 Dijagram razvoja totalne deformacije sa porastom sile za nosac A7

=L

SI.7.14 Totalna deformacija nosaca A7 za vrednost granicnog opterecenja od 274 KN

0.00 300.00 600.00 {rmm)
150.00 450,00
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Na slede¢im slikama prikazani su Von-Mises-ovi naponi. Plastifikacija je postignuta u
pojedinim tackama pri vrednosti opterecenja od 192.86 kN kada je dostignut napon tecenja, Sto
iznosi 70.39% od vrednosti grani¢nog optere¢enja. Po dostizanju grani¢nog optereéenja od 274

kN, postize se najveca vrednost napona od 425.41 MPa dok je zatezna ¢vrstoca f,=449.6 MPa.

425.41
—_ "
S 300 329.97
2 250
S 200
% 150
< 100
50 192.86
0 | | | | | | | | | | | | | |
0] 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280
vrednost sile (kN)

S1.7.15 Dijagram Von-Mises-ovih napona sa porastom sile za nosac A7

47.385
0.13124 Min

]
X A

S1.7.16 Prikaz stanja Von-Mises-ovih napona nosaca A7 za silu od 274 KN

0.00 300,00 600,00 {mm)
150,00 450,00
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7.2  Analiza rezultata grani¢ne nosivosti nosaca

Dobijene vrednosti su

uporedivane

Sa

grani¢nim

optere¢enjem  dobijenim

eksperimentalnim putem. U Tabeli 7.1 prikazane su vrednosti grani¢nog opterecenja u kN za sva

Cetiri tipa nosaca (nosa¢ Al, A2, A3 1 A7) ito dobijenog eksperimentalnim putem (eksperiment),

kao i dobijenog numerickom simulacijom (nacin dobijanja granicnog optereenja opisan u

prethodnom delu 7.1), i to za prikazane materijalne modele, $to je detaljnije opisano u

prethodnom poglavlju 6.

Brojevima je prikazana vrednost grani¢nog optereCenja izraZzena u kN, a procentima je

prikazana razlika granicnog optereenja u odnosu na granicno optereéenje dobijeno

eksperimentalnim putem. U poslednjoj koloni prikazana je srednja vrednost odstupanja

izrazenog u procentima za svaki od zadatih materijalnih modela.

Tabela 7.1: Vrednosti granicnog opterecenja za sve tipove nosaca u kN

Eksperiment

(100%) 165 215 183 255

realna kriva 178.174 216.9275 188.5 274

A% 7.98% 0.90% 3.01% 7.45% 4.84%
BSK 162 196.297 164.472 262

0% -1.82% -8.70% -10.12% 2.75% 5.85%
E/10000 172 235.406 176.962 299.407

0% 4.24% 9.49% -3.30% 17.41% 8.61%
E/1000 174 235.642 177.396 302.591

0% 5.45% 9.60% -3.06% 18.66% 9.19%
E/100 180.5 238.637 185.5 302.438

0% 9.39% 10.99% 1.37% 18.60% 10.09%
E/12.5 216 261.906 252 338.524

0% 30.91% 21.82% 37.70% 32.75% 30.80%
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Analiziranjem dobijenih podataka doSlo se do zakljucka da su sve krive ponasanja
materijala dale zadovoljavaju¢e rezultate, osim krive sa tangentnim modulom E=E/12.5.
Najbolje slaganje sa eksperimentalnim rezultatima pokazao je materijalni model koji odgovara
multilinearnoj krivoj realnog materijala i to odstupanje u proseku za sve tipove nosaca iznosi
4.84%. Materijalni model koji odgovara bilinearnoj krivoj sa tangentnim modulom E=E/12.5
odstupa sa procentom 30.80%, pa se moze zakljuciti da on nije pogodan u ovom tipu analize i u
nastavku se nece razmatrati. Pri analizi rezultata moraju se uzeti u obzir i sledeée Cinjenice:
pretpostavljene su geometrijske pocetne imperfekcije samo na rebru, nisu uzete u obzir
materijalne imperfekcije tj. rezidualni naponi, karakteristike materijala za realnu krivu, kao i
napon tecenja fy i ¢vrsto¢a na zatezanje fy su uzeti kao srednja vrednost za ispitane epruvete
(videti Tabelu 6.1), uzete su iste karakteristike materijala za pojas i za rebro ($to u eksperimentu
nije bio slu¢aj), zanemaren je uticaj Savova kao i pocetnih geometrijskih imperfekcija pojaseva i
ukrucenja, nemoguce je precizno zadati granicne uslove i dr.

Ponasanje plocastih nosaca pod dejstvom patch loading-a je veoma slozeno i zavisi od
razli¢itih parametara. Pojava plastifikacije nastaje ve¢ nakon 58.5% od krajnjeg optereéenja (u
proseku za sve nosace). Kao §to je prikazano, deformacije koje se tada javljaju ne moraju biti
znacajne. Plastifikacija se razvija na najoptere¢enijem delu rebra, prvo, samo na povrS$ini i zatim
se §iri po debljini rebra.

U radu [72] je analiziran uticaj duzine rasprostiranja optereCenja na ponasanje nosaca i
njegovu nosivost gde je prikazan razvoj plastifikacije posebno u pogledu postizanja grani¢nog
optereCenja. Relativno mali porast duZine optereCenja moze znaCajno povecati krajnje
optereéenje. Analizirani su eksperimentalni rezultati merenja mernim trakama koje daju uvid u
stanje naprezanja u rebru tokom optere¢ivanja. Dobijeni naponi su uporedeni za razli¢itu duzinu
opterecenja za poduzno ukruéene i neukrucene nosace.

Na osnovu dobijenih podataka analiziran je uticaj delovanja poduznog ukrucenja na
povecanje grani¢ne nosivosti.

Na S1.7.17 prikazan je uticaj poduznog ukrucenja za nosa¢e Al i A3 sa duzinom patch
loading-a ¢=50 , a na S1.7.18 za nosace sa duzinom patch loading c=150 mm (nosaci A2 i A7),
za rezultate dobijene eksperimentalno i za rezultate dobijene numerickom simulacijom za Sest

razli¢itih materijalnih modela.
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B A3-sa ukruéenjem

S1.7.17: Uticaj poduznog ukrucenja na granicnu nosivost za c=50

m A2-bez ukrucenja

100
B A7-sa ukruéenjem

S1.7.18: Uticaj poduznog ukruc¢enja na granicnu nosivost za c=150
Na S1.7.19 prikazan je uticaj duzine delovanja opterecenja kada se poveca sa c=50 mm na

c=150 mm za nosace bez poduznog ukruéenja (Al i A2), a na S1.7.20 analizirani su uticaji za

nosace sa poduznim ukrucenjem (A3 1 A7).

133



M
wu
o

g 200
= HA1-50
= 150
mA2-150
100

u
o

o

eksperiment realna kriva BSK E/10000 E/1000 E/100

S1.7.19: Uticaj duzine delovanja opterecenja na granicnu nosivost za nosace bez poduznog

ukrucenja
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sila (kN)

eksperiment realna kriva BSK E/10000 E/1000 E/100

S1.7.20: Uticaj duzine delovanja optereéenja na granicnu nosivost za nosace sa poduznim
ukrucenjem
U Tabeli 7.2 prikazane su vrednosti povecanja grani¢ne nosivosti izrazene u procentima.
U prvom delu prikazano je povecanje grani¢ne nosivosti sa pojavom ukrucenja, pri cemu su
uporedivane vrednosti dobijene za nosace Al i A3 (nosaci sa duzinom prostiranja opterecenja od
¢c=50 mm) i za nosaCe A2 i A7 (duzina prostiranja optere¢enja c=150 mm). U drugom delu u

procentima je izrazeno povecanje granicne nosivosti kada se poveéa duzina prostiranja
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opterecenja sa ¢=50 mm na ¢=150 mm, i to za nosace bez ukrucenja (Al i A2) i nosaCe sa
ukruéenjem (A3 1 A7).
Tabela 7.2 Povecéanje granicne nosivosti nosaca sa pojavom poduznog ukrucenja i sa
povecanjem duzZine prostiranja opterecenja izrazeno u procentima
Materijalni | Povecanje granicne nosivosti sa Povecanje grani¢ne nosivosti sa
modeli pojavom poduznog ukruéenja (%) | povecanjem duzine prostiranja

opterecdenja sa c=50 na c=150 (%)

C=50 mm C=150 mm Bez ukrucenja Sa ukrucenjem
AliA3 A2i A7 AliA2 A3 i A7
Eksperiment 9.84 15.69 23.26 31.20
realna kriva 5.8 20.83 17.86 59.66
BSK 1.53 25.08 17.47 37.22
E/10000 2.88 21.38 26.93 40.90
E/1000 1.95 22.13 26.16 41.37
E/100 2.77 21.10 24.36 38.67
Srednja
2.99 22.10 22.56 43.56
vrednost

Analiziranjem rezultata moZe se zakljuciti da povecanje duZine delovanja opterecenja na
povecanje grani¢ne nosivosti uti¢e u ve¢em procentu u odnosu na pojavu poduznih ukrucenja.

Prisustvo poduznih ukruéenja povecava deformaciju i1 ograni¢ava razvoj konacnog
izboCavanja u prostoru izmedu opterecenog pojasa i ukrucenja i povecava grani¢nu nosivost. Sa
povecanjem duZine delovanja opterecenja povecava se i granic¢na nosivost. Treba napomenuti da

je brzina nanoSenja opterecenja kod svih modela ista.

7.3  Razvoj deformacija i prikaz stanja napona

U okviru ovog dela bice prikazani rezultati numericke simulacije nosaca tipa Al, A2, A3
i A7. Njihove geometrijske karakteristike su prikazane u Tabeli 6.2. Ovde Ce biti dati rezultati
deformacija i napona kao i karakteristi¢ni podaci eksperimenata na realnim modelima istog tipa

radi poredenja.
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U cilju poredenja rezultata numericke simulacije sa eksperimentalnim rezultatima, pra¢en
je razvoj deformacije nosaca. Na slede¢im slikama prikazuje se postepen razvoj deformacije
nosaca sa porastom sile koji u potpunosti odgovara ponasanju nosaca pri eksperimentu. Kao
primer naves¢emo numeri¢ki model nosaca tipa A3. Tokom optere¢ivanja nosaca, od samog
pocetka nastaju deformacije na rebru pri ¢emu je izrazenija deformacija u donjem delu rebra
ispod poduznog ukrucenja §to je prikazano za silu od 100 kN na SI.7.21a.

Sa daljim porastom sile i priblizavanju grani¢nog optereenja, nastavlja se povecanje
deformacije na gornjem delu rebra izmedu optere¢enog pojasa i poduznog ukrucenja, Sto je
prikazano pri sili od 160 kN na S1.7.21b. Priblizavajuéi se graniénom opterecenju, izbocavanje u
gornjem delu rebra postaje sve izraZenije, da bi pri dostizanju grani¢nog opterecenja bilo
dominantno, videti SI.7.21c, tako da sa malim inkrementima porasta sile to izboCavanje raste
nepredvidljivo 1 na tom delu nastupa lom nosaca. Pri rastereéenju nosaca zadrzavaju se
rezidualne deformacije koje su najizraZenije u gornjem delu rebra $to se moze videti na S1.7.21d
a na Sl.7.21e prikazane su rezidualne deformacije nosaca u eksperimentu Markovica.

Nacin deformisanja i tok izbocavanja, kako pri porastu sile do grani¢nog opterecenja,
tako i pri rastere¢ivanju, u potpunosti odgovara deformisanju i nacinu i redosledu izbo¢avanja

realnog modela u eksperimantima Markovica.

-

SI.7.21a: Maksimalna vrednost totalne deformacija pri sili od 100 &N, izrazZenija u donjem delu

0.00 300.00 600.00 (mrm)
150.00 450,00

rebra, ispod poduznog ukrucéenja za nosac A3
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-

SI.7.21b: Maksimalna vrednost totalne deformacije pri sili od 160 kN, za nosac¢ A3 ( rast

0.00 300.00 600.00 {mrm)
1
150.00 450,00

deformacije u gornjem delu rebra sa daljim povecanjem sile u odnosu na prethodnu sliku)

-

SI.7.21c:Maksimalna vrednost totalne deformacije pri sili od 188.5 kN za nosac A3

0.00 300.00 600.00 (mm)
1
150.00 450,00

-

0.00 300.00 600.00 (mm)
150,00 450,00

S1.7.21d: Rezidualne deformacije nosaca A3
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S1.7.21e: Rezidualne deformacije nosaca A3 iz eksperimenta Markoviéa (preuzeto iz [70])

Na sli¢an nacin razvija se 1 deformacija ostalih tipova nosaca, a oblik deformacije je isti
kao na odgovarajuc¢im tipovima nosaca ispitivanih eksperimentalno. U nastavku ¢emo prikazati
deformaciju po visini rebra na profilu na polovini duzine rebra svih tipova nosaca, koja
najtacnije prikazuje ponaSanje nosaca pri numerickoj simulaciji. Na svim dijagramima,
deformacije prate oblik i smer pocetnih geometrijskih imperfekcija.

U toku nelinearne numericke simulacije eksperimenata sradunati su naponi u
karakteristiénim tackama za sve tipove nosaca i to na mestima gde su bile postavljene merne
trake u prethodno opisanom eksperimentu (videti SI1.6.3 do S1.6.5). Merne trake su postavljene sa
prednje i zadnje strane nosaca i na osnovu dobijenih vrednosti dilatacija sracunate su vrednosti
napona u X i z pravcu (pravci odgovaraju nosau pri numerickojsimulaciji). Numerickom
analizom dobijeni su naponi u tatkama blizu povrSine nosaca, pa izvesna odstupanja u
vrednostima mogu biti uzrok tome.

Vrednosti napona uporedivane su za razliite materijalne modele, za pojedina merna
mesta, i u okviru svakog od tih dijagrama prikazan je, radi analize, i dijagram koji odgovara
eksperimentalnom rezultatu oznacen kao ,.eksperiment®. Na slede¢im dijagramima, S1.7.22, ove
vrednosti prikazaCemo za nosa¢ tipa A3 (grani¢no opterecenje prema eksperimentu iznosi
P=183kN, a za ostale materijalne modele prikazani su u Tabeli 7.1). Naponi koji prelaze

vrednost zatezne ¢vrstoce (f,=449.6 MPa) nisu ucrtani u dijagrame.
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c) Naponi oy i o; za merno mesto 3
S1.7.22 a), b) i ¢): Vrednost napona ey i 6, na mernim mestima 1,2 i 3 (videti SL.5.3a) za nosac
A3 za razlicite materijalne modele (videti S1.6.4) i eksperimetalnih rezultata
Analizom vrednosti na dijagramima mozemo primetiti zadovoljavajuce slaganje vrednosti

napona za razliite nac¢ine ponasanja materijala u pogledu pracenja naprezanja.
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7.3.1 Numeric¢ka simulacija nosaca tipa A1

Tip nosaca Al je bez poduznog ukrucenja i sa duzinom prostiranja optere¢enja 50 mm.
Numericki model je formiran po uzoru na nosa¢ Al u eksperimentu Markovi¢a. Praéen je razvoj
deformacija i napona sa porastom sile do grani¢nog opterecenja za razliCite materijalne modele,

prethodno opisane, §to ¢e u daljem biti prikazano na odgovaraju¢im dijagramima 1 slikama.

Deformacija nosaca A1

Na slede¢im dijagramima bice prikazana deformacija u karakteristicnim tackama po
visini rebra na profilu na polovini duzine rebra sa porastom sile u y pravcu. Tacke su zadavane
na povrSini nosaCa (uraunata je pocetna geometrijska imperfekcija tacke u y pravcu).
Posmatrani su nosaci sa realnim imperfekcijama, posebno za svaki materijalni model pri
optere¢ivanju. Na slede¢im dijagramima prikazana je deformacija nosaca u mm, bez vrednosti

pocetne imperfekcije.

Al-multilinearna kriva

vrednost
10.0

——20
== 40

8.0

=70

=100
=120

deformacija {mm)

] =140

20 O 100 200 300 400 500 160

vertikalno odstojanje od gornje nozice {mm) 178.234

S1.7.23a: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duzine sa porastom sile

za materijalni model prema EN1993-1-5-multilinearna kriva
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S1.7.23b: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duzine sa porastom sile

za materijalni model prema BSKOQ7 standardu
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SI.7.23c: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duzine sa porastom sile za
materijalni model prema EN1993-1-5-bilinearna kriva E=E/10000
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S1.7.23d: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duzZine sa porastom sile

za materijalni model prema bilinearnoj krivoj sa tangentnim modulom E=E/1000
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S1.7.23e: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duzine sa porastom sile za

materijalni model prema EN1993-1-5-bilinearna kriva E=E/100

Naponi u karakteristi¢nim tackama i poredenje sa eksperimentalnim rezultatima

Na slede¢im dijagramima biée prikazane vrednosti napona 6y i 6, u karakteristicnim
taCkama u kojima su bile postavljene merne trake pri vrSenju eksperimenta Markovi¢a. Naponi
oy takode postoje ali su im vrednosti male pa nece biti prikazane. Uporedeni su rezultati za
nosace bez imperfekcija i sa pocetnim geometrijskim imperfekcijama (vrednost grani¢nog

optereéenja iznosi 178.174kN) i eksperimentalni rezultati (grani¢no optereéenja je 165kN).
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SI.7.24a: Vrednosti napona ay i 6, na mernom mestu 1 (videti SI.5.3a) za nosac¢ Albez

imperfekcija, sa realnim imperfekcijama i dobijeni eksperimentalno
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SI.7.24b: Vrednosti napona oy i 6, na mernom mestu 2 (videti SI.5.3a) za nosac Albez

imperfekcija, sa realnim imperfekcijama i dobijeni eksperimentalno
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SI.7.24c: Vrednosti napona ey i 6; na mernom mestu 3 (videti SI.5.3a) za nosac¢ Albez

imperfekcija, sa realnim imperfekcijama i dobijeni eksperimentalno
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7.3.2 Numericka simulacija nosaca tipa A2

Deformacija nosaca

Kao i kod nosaca Al, na dijagramima (videti SI.7.25) je prikazana deformacija u
karakteristicnim tackama po vertikali na profilu na polovini duzine rebra sa porastom sile za
nosac sa realnim imperfekcijama. Deformacija je izraZena u mm, dok je srednji profil rebra
prikazan u cm. Deformacija je u obliku slova C i on ostaje isti sa porastom sile do grani¢nog

optere¢enja. Vrednosti deformacije na dijagramima su bez pocetne geometrijske imperfekcije.

A2-realni materijal vrednost sile
0 100 200 300 400 500 (kN)
2.00 —4—-20
0.00 ——-40
E -2.00 —&—-70
& -4.00 -100
E 6.00 ——-150
s
§ 200 \/ ——-200
-10.00 ——-205
-12.00 ——-216.9275

vertikalno odstojanje od gornje noZice {(mm)

S1.7.25a: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duzine sa porastom sile

za materijalni model prema EN1993-1-5-multilinearna kriva

A2-BSK

0 100 200 300 400 500

vrednost sile
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7.0 \‘.__,-/ -190

-8.0 —-196.297
vertikalno odstojanje od gornje nozice {(mm)

S1.7.25b: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duZine sa porastom sile

za materijalni model prema BSKQ7 propisu
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AZ'Et=E/10000 vrednost sile
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S1.7.25¢: Dijagram vertikalnog preseka rebra na polovini duzine sa porastom sile za materijalni
model prema EN1993-1-5-bilinearna kriva E;=E/10000

AZ'Et=E/1000 vrednost sile
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S1.7.25d: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duZine sa porastom sile

za materijalni model prema bilinearnoj krivoj sa tangentnim modulom E=E/1000
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AZ'Et=E/100 vrednost sile
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SI.7.25e: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duzine sa porastom sile za

materijalni model prema EN1993-1-5-bilinearna kriva E;=E/100

Naponi u karakteristi¢nim tackama i poredenje sa eksperimentalnim rezultatima
Prikazani su naponi u x i z pravcu (naponi u y pravcu su mali) na karakteristi¢cnim mernim
mestima. Grani¢na nosivost za nosa¢ A2 sa imperfekcijama iznosi 215 kN prema eksperimentu,

a216.9275 kN preko numericke simulacije.
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SI.7.26a: Vrednosti napona ey i 6; na mernom mestu / (videti SI.5.5a) za nosac¢ A2bez

imperfekcija, sa realnim imperfekcijama i dobijeni eksperimentalno
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SI.7.26b: Vrednosti napona oy i 6, na mernom mestu 2 (videti SI.5.5a) za nosac A2bez

imperfekcija, sa realnim imperfekcijama i dobijeni eksperimentalno
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SI.7.26¢: Vrednosti napona e i 6; na mernom mestu 5 (videti SI.5.5a) za nosac¢ A2bez

imperfekcija, sa realnim imperfekcijama i dobijeni eksperimentalno
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S1.7.26d: Vrednosti napona ey i 6; na mernom mestu 6 (videti SI.5.5a) za nosac¢ A2bez

imperfekcija, sa realnim imperfekcijama i dobijeni eksperimentalno
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7.3.3 Numericka simulacija nosaca tipa A3

Deformacija nosaca

Deformacija nosaca prikazana je u karakteristicnim tackama po vertikali na profilu na
polovini duzine rebra sa porastom sile. Posmatrani su nosaci sa pocetnim realnim geometrijskim
imperfekcijama, posebno za svaki dijagram koji karakteriSe nain ponasanja materijala pri
optere¢ivanju.

Na slede¢im dijagramima bice prikazana deformacija vertikalnog profila na sredini rebra
(srednjeg profila rebra) u karakteristicnim tackama. Na srednjem profilu rebra smo prethodno
obelezili jedanaest tacaka na ekvidistantnom rastojanju od Scm u cilju pra¢enja najvecih
deformacija sa porastom sile. Svaki od dijagrama prikazuje deformaciju sa porastom sile za
tatno odreden nacin ponaSanja materijala koje smo definisali u delu 6.2.2. U okviru tih
dijagrama na SlI.7.27a do SI.7.27f, na desnoj strani slika prikazane su i vrednosti zadavanja
optereéenja, izrazenog u kN, do grani¢nog optereéenja. Vrednosti deformacije su prikazane bez

vrednosti pocetne imperfekcije.

A3- multilinearna kriva vrednost
50 sile (kN)
2 (0}
4.0 i
3.0 + 4 40
£ F =70
E
e 100
2
g ! pm 120
..g 600 —e—140
o E
-2.0 T 160
30 180
-4.0
vertikalno odstojanje od gornje nozice {mm) 188.5

S1.7.27a: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duZine sa porastom sile

za materijalni model prema EN1993-1-5-multilinearna kriva
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SI.7.27b: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duzine sa porastom sile

za materijalni model prema BSKO7 propisu

deformacija {mm)
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S17.27¢.: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duZine sa porastom sile za

materijalni model prema EN1993-1-5-bilinearna kriva E=E/10000
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A3 - E/]_OOO vrednost
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SI.7.27d: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duZine sa porastom sile

za materijalni model prema bilinearnoj krivoj sa tangentnim modulom E=E/1000

A3 - E/100 vrednost
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S1.7.27e: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duzine sa porastom sile za

materijalni model prema EN1993-1-5-bilinearna kriva E;=E/100

Naponi u karakteristi¢nim tackama i poredenje sa eksperimentalnim rezultatima

Zanosa¢ A3 prikazane su vrednosti napona oy i o; sa porastom sile. Grani¢na nosivost
pri numerickoj simulaciji iznosi 188.5 kN a eksperimentalnim putem 183 kN. Vrednosti napona
pri eksperimentu dobijene su racunskim putem pomocu izmerenih dilatacija. Vrednosti napona

koje prelaze vrednosti zatezne ¢vrstoce ( f,=449.6 Mpa) pa nisu ucrtane u dijagrame.
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SI.7.28a: Vrednosti napona ey i 6; na mernom mestu 1 (videti SI.5.3a) za nosac A3bez
imperfekcija, sa realnim imperfekcijama i dobijeni eksperimentalno
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S1.7.28b: Vrednosti napona oy i 6, na mernom mestu 2 (videti SI.5.3a) za nosac A3bez
imperfekcija, sa realnim imperfekcijama i dobijeni eksperimentalno
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SI.7.28c¢: Vrednosti napona ey i 6; na mernom mestu 3 (videti SI.5.3a) za nosac¢ A3bez

imperfekcija, sa realnim imperfekcijama i dobijeni eksperimentalno
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7.3.4 Numericka simulacija nosaca tipa A7

Deformacija nosaca

Na dijagramima je prikazana deformacija u mm, srednjeg profila rebra, sa porastom sile.

Vrednost deformacije je bez vrednosti pocetne imperfekcije. Svaki od dijagrama prikazuje

razli¢ite materijalne modele.

A7-realni materijal

vrednost sile

vertikalno odstojanje od gornje noZice {mm)
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SI.7.29a: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duZine sa porastom sile

za materijalni model prema EN1993-1-5-multilinearna kriva
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S1.7.29b: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duzine sa porastom sile

za materijalni model prema BSKQ7 propisu
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A7-E/10000
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SI.7.29c: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duzine sa porastom sile za

materijalni model prema EN1993-1-5-bilinearna kriva E;=E/10000
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S1.7.29d: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duzine sa porastom sile

za materijalni model prema bilinearnoj krivoj sa tangentnim modulom E;=E/1000
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7.29e: Dijagram deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duZine sa porastom sile za

materijalni model prema EN1993-1-5-bilinearna kriva E;=E/100

Naponi u karakteristi¢nim tackama i poredenje sa eksperimentalnim rezultatima
Na SI.7.30 prikazani su dijagrami napona ox i oy za nosa¢ A7. Grani¢na nosivost za
nosace sa 1 bez imperfekcija iznosi 274 kN za materijalni model prema multilinearnoj krivi. U

eksperimentu je dobijena grani¢na nosivost od 255kN.
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S1.7.30: Vrednosti napona ox i 6; na mernom mestu 1 (videti SI.5.4a) za nosac¢ A7bez
imperfekcija, sa realnim imperfekcijama i dobijeni eksperimentalno
U okviru ovog poglavlja izvrSena je numericka simulacija za modele sa realnim

geometrijskim imperfekcijama po uzoru na eksperiment Markovi¢a opisan u delu 5. Za sve
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tipove nosaCa su sraCunate relevantne vrednosti iz stanja naponona 1 deformacija u
karakteristicnim tackama. Za svaki model posebno je odredena grani¢na nosivost Sto je
prikazano u delu 7.1. za svaki od tipova nosaca (A1, A2, A3 i A7) su odredeni dijagrami razvoja
deformacija vertikalnog preseka rebra na polovini duzine pri porastu sile sve do grani¢ne
vrednosti. Takode su za svaki od nosaca odredeni dijagrami napona u karakteristi¢nim tackama.
Pri tome su grani¢ne vrednosti i1 dijagrami napona 1 deformacija kod svakog od Cetiri tipa nosaca
odredeni za Sest materijalnih modela: multilinearna kriva (model prema EN1993-1-5), BSKO07,
bilinearna kriva Et=E/10000 (model prema EN1993-1-5), bilinearna kriva Et=E/1000, bilinearna
kriva Et=E/100 (model prema EN1993-1-5) i bilinearna kriva Et=E/12.5 (samo za odredivanje
grani¢nih nosivosti). Dobijeni rezultati pri numerickim simulacijama modela nosac¢a uporedeni
su sa rezultatima odgovaraju¢ih modela iz eksperimenata. Za modele bez pocetnih geometrijskih
imperfekcija sracunate su vrednosti napona i uporedene sa modelima sa imperfekcijama i

eksperimentalnim modelom.
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8. ZAKLJUCCI I PREPORUKE ZA BUDUCI RAD

» Zbog svoje slozenosti i nepostojanja celovitih reSenja, problem patch loading-a nije
zatvoreno podrucje. O njegovoj aktuelnosti svedocCi sve veci broj radova, doktorskih teza,
skorasnja izmena Evropskih propisa i predlozi za njihovu dopunu. Zbog toga je ovde dat
pregled stanja stvari, u ovoj oblasti u cilju smernica za dalji razvoj u reSavanju ovih
problema. IzloZeni su, zna¢ajni radovi i rezultati istrazivanja, ukljucujuci i one iz poslednjih
nekoliko godina. Sve ovo je u cilju sagledavanja moguénosti usavrSavanja standarda u ovoj
oblasti.

» U programskom paketu ANSYS Workbench 15 razvijeni su odgovarajuéi modeli za
numeri¢ku simulaciju ponasanja modela nosaca, i rezultati ovih simulacija su uporedeni sa
odgovaraju¢im eksperimentalnim modelima [70]. U ovom radu su sprovedeni testovi
ponasanja modela nosa¢a numerickim simulacijama i odredene su vrednosti grani¢nog
optereéenja za razliCite materijalne modele. IzvrSena je analiza dobijenih rezultata
uporedivanjem sa grani¢nim nosivostima dobijenim eksperimentalno. Analizom dobijenih
rezultata doslo se do zaklju¢ka da su sve krive materijalnih modela dale zadovoljavajuce
rezultate osim materijalnog modela koji odgovara bilinearnoj krivoj sa tangentnim modulom
E=E/12.5. Njegovo odstupanje u proseku za sve tipove nosaca iznosi 30.80%, pa se moze
zakljuciti da on nije pogodan za ovaj tip nosaca.

Kriva materijalnog modela (multilinearna kriva) koja odgovara realnom materijalu
dala je veoma dobru pribliznu vrednost granicnog optere¢enja. Njeno odstupanje od
odgovaraju¢e vrednosti iz eksperimenta iznosi 4.84% u proseku za sve tipove nosaca i
zakljucak je da veoma dobro opisuje eksperimentalni model. Ostali materijalni modeli
odstupaju sa slede¢im vrednostima: BSKO7 (multilinearna kriva) odstupa za 5.85%,
bilinearni materijani model sa tangentnim modulom E=E/10000 odstupa za 8.61%,
E=E/1000 odstupa za 9.19% i E~=E/100 odtupa za 10.9%. Takode, primeceno je, u proseku,
bolje slaganje ponasanja nosata bez ukrucenja sa eksperimentom nego nosaca sa
ukrucéenjem.

U okviru numeri¢kih modela, iz razloga pojednostavljenja modeliranja, nisu uzeti u
obzir:

— uticaji imperfekcija pojaseva i ukruéenja,
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— uticaji Savova izmedu pojaseva i rebra i izmedu ukrucenja i rebra,
— moguca odstupanja u definisanju grani¢nih uslova u odnosu na eksperimentalni
model,

Uzevsi sve 0vOo U obzir, rezultati su sasvim zadovoljavajuci. Pri numerickim simulacijama
modela, oblik, karakter i tok odvijanja deformacija i razvoj izbo¢avanja su istovetni kao i u
sluc¢aju eksperimenta i to za svaki uzorak sa kojim je vrSeno poredenje.
U radu su razmatrani i rezultati uticaja povecanja duzine prostiranja opterecenja kao i uticaji
postojanja poduznog ukrucenja. Povec¢anjem duzine prostiranja optere¢enja od 50 mm na 150
mm, u proseku za sve materijalne modele, vrednost grani¢nog optere¢enja je uvecana za
nosace bez ukrucenja (Al 1 A2) za 22.10% i za nosace sa ukruéenjem (A3 1 A7) za 43.56%,
pri numerickoj simulaciji. Sa pojavom ukrucenja, grani¢na nosivost raste za nosace sa
duzinom prostiranja optere¢enja c=50 mm (Al i A3) za 2.99%, a za nosace sa duZinom
prostiranja opterecenja c=150 mm (A2 1 A7) za 22.10%. Zakljucak je da se sa pove¢anjem
duzine prostiranja optereenja grani¢na nosivost poveéava mnogo vise nego sa dodatkom
poduznog ukruéenja, Sto je posledica rasprostiranja optereéenja na vecoj povrsini ispitivanog
nosaca. Ovaj zaklju¢ak moze imati i prakti¢nu primenu. Kod montaze mostova primenom
postupka navlacenja mosta do konacnog polozaja preko privremenih ili stalnih oslonaca,
poveéanjem kontaktne povrSine oslonca povecava se i grani¢na nosivost nosaca. To moze
biti od znacaja jer uticaji koji se javljaju pri montazi mogu prevazici nosivost konstrukcije u
pojedinim delovima.
Analizom dobijenih rezultata doSlo se do zakljucka da pocetak pojave plastifikacije nastaje
ve¢ nakon 58.5% od grani¢nog opterec¢enja (u proseku za sve nosace). Kao Sto je prikazano,
deformacije koje se tada javljaju ne moraju biti znacajne. Ovo ukazuje da kod svake
konstrukcije treba analizirati dve kombinacije: 1) nosa¢ izraden od Celika viSeg kvaliteta,
odnosno sa viSom granicom razvlacenja, a sa vitkijim rebrom; 2) nosa¢ izraden od celika
nizeg kvaliteta, a sa debljim rebrom. Prikazane MKE analize ovo omoguc¢avaju sa visokom
pouzdanosc¢u i ukazuju na put do ekonomicnije konstrukcije.
U okviru ovog rada dat je tretman kvadraturnim formulama koje obezbeduju poboljsana
reSenja sloZzenih problema sa singularitetima algebarskog i/ili logaritamskog tipa. Kod
povrsinskih nosaca-ploc¢a u integralnim jednac¢inama potrebnim za numericku analizu u MKE

i MGE javljaju se funkcije sa singularitetima. Dobijene su univerzalne (direktne) kvadraturne
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formule koje dobro integrale i neprekidne (glatke) funkcije i funkcije sa algebarskim i/ili
logaritamskim singularitetom. One se efikasno mogu primeniti za direktnu integraciju, kao i
za reSavanje integralnih jednaCina. Ove formule se mogu uspesno implementirati u
odgovarajuce softverske pakete koji su zasnovani na metodu grani¢nih elemenata (MGE) i u
konacnih elemenata (MKE), §to bi dovelo do jednostavnijih programskih resenja, povecanje
njihove brzine izvrSenja, ali i dobijanje ta¢nijih krajnjih rezultata. U tom slucaju, ne bi se
moralo voditi racuna da li se u problemu javlja ili ne javlja singularitet, ve¢ bi koncepcija
programa bila takva da automatski ukljucuje reSavanje problema sa singularitetom, ukoliko
on postoji. U tom smislu, neophodan je rad eksperata u programiranju i poznavanju ovog
problema da bi se ovako dobijene nove kvadraturne formule na adekvatan nacin
implementirale i maksimalno iskoristila njihova prednost u odnosu na postojece standardne
kvadraturne fomule koje se sada koriste. Moze se re¢i da u postojecoj literaturi ovoj oblasti
nije bila posvecena dovoljna paznja.

Evropski propisi EN1993-1-5 u Aneksu C [28], kao i ENV 1993-1-1 [29], daju osnovne
smernice uzimanja uticaja geometrijskih imperfekcija nosaca. U radu su obuhvaéene realne
geometrijske imperfekcije rebra nosaca i izvrSeno je uporedenje sa nosaCima bez
imperfekcija u okviru numericke simulacije, u cilju pracenja razvoja naprezanja. Moze se
zakljuditi da ne postoji znacajno odstupanje u dobijenim rezultatima ali za detaljniju analizu
potrebna su dodatna istraZivanja koja bi obuhvatala 1 drugacije tipove geometrijskih
imperfekcija (ekvivalentne, prema sopstvenim modovima i dr.). Napomenimo da su slucajevi
istrazivanja uticaja realnih imperfekcija na veli¢inu granicnog opterecenja, u literaturi
zastupljeni u manjem broju.

Iz prethodno navedenog zakljucuje se da postoji zadovoljavajuce slaganje odgovarajucih
numerickih modela sa eksperimentalnim modelima. To pruza moguénosti novih testiranja
ponasanja ovakvih ili drugacijih modela nosac¢a putem numericke simulacije. Testovi koji se
na taj nacin sprovode, omogucavaju da se izvrSe analize nosaca koje bi indirektno doprinele
usvajanju ispravnih pristupa za dobijanje teorijskih rezultata, na primer, u cilju analize
mehanizama loma u neelasti¢noj oblasti.

Takode, pruzaju se moguénosti za dalje analize mnogih parametara, promene geometrije
nosaca, ispitivanja nosac¢a sa otvorima na rebru, nosaca sa profilisanim rebrom, kao i primenu

novih materijala u celini ili delu nosaca.
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