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Kada formiras pogled na svet iz vizure teorije nelinearnih oscilacija-teorije haosa moze
ti se uciniti da haos oko tebe nema resenje. Ovaj rad je moj originalni doprinos sredivanju haosa
u glavi punoj znanja o nelinearnim fenomenima, sa ciljem da otvori puteve za dalja saznanja u
toj oblasti, a takode da citaocu pomogne u shvatanju interakcija razlicitih oblika sprezanja oko

nas.

Dok sam u svom svetu i nemam potrebu nikome da se objasnim zapravo sve je linearno
uzrocno posledicno, no evo pojavila se potreba da Vama predstavim to sto spoznah i tako dode

do interakcije- sprezanja iz kojeg pokusSah da izvucem najvaznije zakljucke.

Ni slovo ovoga rada ne bi postojalo da ne postoje interakcije moga bica sa mentorom
profesoricom dr Katicom Hedrih, koja u najboljem svetlu osvetli sve redove ovoga rada i sa

mojom predivnom porodicom koja izdrza sve udare haosa sto ga pokusah objasniti.

Ovde na kraju dode i do interakcije moga shvatanja fenomena nelinearnih nauka sa onim
Sto Vi imate kao predstavu o tome. Moje su nade da iz te interakcije moze izaci samo ono

najbolje- profesionalni savet, primenjivo znanje ili jasniji pogled na haoticnu stvarnost.

Hvala

Mentoru,

Mojim roditeljima,

Suprugu i mojoj divnoj decici

Za snagu koju imaju i dele samnom.
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Dinamika i stabilnost hibridnih dinamickih sistema
UDC 531+534+517. 93(045)=111
UDC 531.3:531.3.011:532.511(045)=111
Rezime

Ovaj rad posvecéen je rezultatima istrazivanja dinamike i stabilnosti hibridnih dinamickih sistema. U
radu su prikazani i sistematizovni i osnovni rezultati drugih autora koji su bili startna osnova za dobijanje
novih i originalnih rezultata. Predstavljena je klasa hibridnih sistema spregnutih: linearnih i nelinarnih
oscilatora, kontinualnih i diskretnih podsistema kao i kontinualnih podsistema spregama elemenata razlicitih
karakteristika i konstitutivnih relacija. IzvrSena je sistematizacija analitickih metoda i rezultata matematickih
modela dinamika predstavljenih hibridnih sistema. Ti razltati su primenjeni na numericku kvantitativnu
analizu dinamike i stabilnosti hibridnih sistema i interreagujuc¢ih podsistema. Predstavljeni su: fenomeni
nelinearnosti klasa hibridnih sistema sa nelinearnostima tre¢eg reda, kao Sto su prolazak kroz rezonantnue
opsege pri viSefrekventnim prinudnim oscilacijama i pri stacionarnom i pri nestacionarnom rezimu,
karakteristicne pojave rezonantnih skokova amplituda i faza, kao i medusobne interakcije komponentnih
harmonika u tim reZimima; pojave presecanja stabilnih i nestabilnih mnogostrukosti prikazane kroz presecne
tacke tipa sedla u faznim ravnima dinamika takvih modela, kao i njihove fizicke manifestacije kao negativne
pojave nestabilnosti i neregularnosti dinamika u ovakvim sistemima. Predlozene su i metode optimalnog
upravljanja, optimizacijom vrednosti Melnikov-ljeve funkcije, a radi izbegavanja nezeljenih manifestacija
prisutne nelinearnosti u sistemima. Identifikovane i opisane su karakteristicne pojave diskontinualizacije
frekventnog spektra dobijenih iz frekventnih jednacdina kontinualnih podsistema usled prisustva sprege sa
diskretnim podsistemom sa jedne strane, kao i kontinualizacije frekventnog spektra diskretnog podsistema sa
druge strane, a to sve na osnovu kvalitativne analize dobijenih jednacina, kao i numerickih eksperimentisanja,
koriS¢enjem savremenih softverskih alata za nau¢no racunanje, primenjenih za transformacije vizuelizacija
analiti¢kih izraza frekventnih transcedentnih jednacina oscilovanja te klase hibridnih sistema za odredivanje
sopstvenih karakteristi¢nih brojeva i frekvencija.

Opste svojstvo sprezanja dinamika sistema jeste multipliciranje broja modova oscilatornih procesa uz
njihove transfomacije usled prisutne interakcije, a zavisno od prirode i broja spregnutih podsistema, dok
prisustvo nelinearnosti uslovljava i medusobnu zavisnost i interakciju komponentnih dinamika podistema,
koje uslovljavaju dinamiku celokupnog hibridnog sistema, kao i jake interakcije komponentnih dinamika.
Tako za primer hibridnog sistema spregnutih plo¢a slojem visko-elasti¢nih nelinearnih elemenata, reSavanjem
odgovaraju¢ih spregnutih diferencijalnih jednadina po vremenskim funkcijama, zaklju¢uje se da prisustvo
sprezuc¢eg sloja izmedu dve plo¢e wuzrokuje udvajanje kruznih frekvencija u svakom od nm -oblika
sopstvenih transverzalnih oscilacija ploca.

Metodama klasi¢ne teorije oscilacija deformabilnih tela izvedeni su sistemi parcijalnih diferencijalnih
jednacina transverzalnih oscilacija sistema kruznih ploca spregnutih slojevima od raspodeljenih standardnih
visko-elasti¢nih i nelinearno elasti¢nih elemenata. Za resavanje sistema spregnutih nehomogenih parcijalnih
diferencijalnih jednacina koriS¢ena je Bernoulli-eva metoda partikularnih integrala, pri ¢emu je prakticno
vrSena integracija reSenja u vidu beskonatnog reda po sopstvenim amplitudnim funkcijama, koje
zadovoljavaju grani¢ne uslove. Izabrani redovi su morali da zadovolje jednaCine kretanja i uslove
kompatibilnosti pomeranja, kao i uslove metode jednakih koeficijenata primenjene na koeficijente uz
jednake sopstvene amplitudene funkcije. Tako se zadatak sveo na reSavanje sistema obicnih diferencijalnih
jednacCina u odnosu na trazene sopstvene vremenske funkcije. Pri tome, kori$¢eni su uslovi ortogonalnosti
sopstvenih amplitudnih funkcija, kao i odgovaraju¢i pocetni uslovi. Izvedeni sistemi spregnutih obi¢nih
nelinearnih diferencijalnih jednacina u modelima klasa hibridnih sistema sa nelinearnostima reSavani su
primenom Lagrange-ove metode varijacije konstanata, ili asimptotskom metodom nelinearne mehanike —
asmptotskom metodom usrednjenja Krilov-Bogoljubov-Mitropoljski, zavisno od oblika i svojstava dobijenih
sistema nelinearnih diferencijalnih jednacina. Za dobijanje partikularnih reSenja sistema diferencijalnih
jednacina kori$¢eni su odgovarajuci granicni i pocetni uslovi, kao i odgovarajuce pretpostavke i ograni¢enja
za primene odredenih metoda, kao i njihova uopstenja koja su bila neophodna za primenu u istrazivanju
dinamika hibridnih sistema. Primenom Lyapunov-ljeve metode ispitivana je strukturna stabilnost, a primenom
teorema o stabilnosti ispitivana je stabilnost stacionarnog rezima, linearizacijom izvdenog sistema
diferencijalnih jednaCina prve asimptotske aproksimacije reSenja po amplitudama i fazama komponentnih
harmonika u neporednoj okolini njihovih stacionarnih vrednosti.



Identifikovano je postojanje prenosa energije izmedu podsistema vezanih u hibridne sisteme, pri cemu
za analize prenosa energije u proucavanim modelima klasa hibridnih sistema koriS¢eni su izrazi za
redukovane vrednosti kineticke i potencijalne energije pripadaju¢e odgovarajuéem podsistemu, izrazi za
redukovane vrednosti kineti¢kih, potencijalnih energija sprezuéih elemenata, kao i funkcija rasipanja tipa
Rayleigh-a. Pri analizi fenomena procesa prenosa energije u hibridnim sistemima izvedeni su i izrazi za
Lyapunov-ljeve eksponente koji su dobijeni sa negativnim vrednostima, pa se zaklju¢uje da su procesi
oscilovanja kao i podprocesi interakcije medu podsistemima strukturno stabilni, tako su Lyapunov-ljevim
eksponentima data svojstvo mera integriteta dinamike-kretanja sistema i podsistema, kao i komponentnih
dinamika.

U globalnoj dinamici hibridnih sistema znacajni su i uticajni oblici vremenskog usaglasavanja
dinamika podsistema, S§to predstavlja sinhronizaciju u hibridnim sistemima. Predstavljeni su rezultati
sopstvenih istrazivanja pojave oblika atraktora potpune sinhronizacije u klasama diskretnih hibridnih sistema
sa elementima statickog i dinamickog sprezanja. Odredene su vrednosti koeficijenata sprezanja sistema
vezama statickog ili dinamickog karaktera, koji obezbeduju potpunu sinhronizaciju dinamike njihovih
podsistema za izabrane klase hibridnih sistema. Do tih rezultata se doSlo numerickim reSavanjem specijalno
izabranih primera dinamike i odgovaraju¢ih diferencijalnih jednacina kretanja takvih sistema, koriS¢enjem
savremenog softverskog alata za kontinualnu viSeparametarsku transformaciju reSenja i odgovarajucu
simultanu vizuelizaciju, i jo§ su jedan originalni doprinos ovoga rada. Ispitivana je pojava sinhronizacije i u
hibridnom sistemu sprege dva nelinearna oscilatora sa haoti¢nim atraktorima i otkriveno da je u tom slucaju
lakSe sinhronizovati podsisteme tj. potreban je mnogo manji koeficijent statickog sprezanja, i do deset puta
manji nego li u slucaju ista takva dva podsistema od kojih je jedan linearan. Kada su linearni i nelinearni
podsistemi spregnuti dinamiCkim elementima otkriveno je da sinhronizacija u ovakvim sistemima nije
moguca. Postoji atraktor sinhronizacije koji daje prilicno veliku gresku sinhronizacije, ali je posle izvesnog
vremena drzi ograni¢enom periodi¢nom funkcijom u uskom intervalu. Takode, ispitivan je uticaj nelinearnosti
sprege, koeficijenata prigusenja i vrednosti amplituda spoljasnjih pobuda na mogucnost sinhronizacije u
hibridnom sistemu ploca spregnutih visko-elasticnim nelinearnim elementima. Identifikovane su izvesne
vizuelne slicnosti Lissajous-ovih figura i dijagrama harmonografa sa dijagrama sinhronizacije hibridnih
sistema za odredene vrednosti parametara podsistema i elemenata sprege.

Kao novi model aktivne strukture postavljen je model dve kruzne ploce spregnute slojem piezo-visko-
elasticnih nelinearnih elemenata. Izveden je sistem spregnutih parcijalnih diferencijalnih jednacina takvog
modela i predlozene su metode njegovog reSavanja i dobijanja reSenja, anologne onima koris¢enim i za druge
modele hibridnih sistema, gde je predlozeno da promena napona polarizacije piezo-elemanta moZze da
predstavlja upravljacki signal realno potrebnog upravljanja.

Pokazano je i dokazano je da svi prikazani modeli i postavljena metodologija njihovog opisivanja
apstrakcijom od realnih sistema i dinamika, kao i reSavanja imaju matematicki analogne pristupe i
fenomenoloska preslikavanja, te je na kraju data sistematizacija i sastavljen pregledni rezime o metodama i
metodologiji modeliranja, reSavanja i izucavanja retkih svojstava i fenomena dinamike klasa hibridnih sistema
postavljenih i predstavljenih u ovoj disertaciji. To bi sagledavanjem svih rezultat do kojih je moguce doci
ovim metodologijama trebalo da predstavlja jo§ jedan, originalan i znacajan, doprinos izu¢avanju, ne samo
klasa hibridnih sistema postavljenih i predstavljenih u ovoj disertaciji, nego li i mnogo Sire klase hibridnih
sistema u €iji je matematicki opis ukomponovano svojstvo nelinearnosti.

Deo finansijske podrske sticanju istrazivackih znanja, dolazenja do originalnih rezulta istrazivanja i
izradi ovog rada pruzilo mi je Ministarstvo za nauku Republike Srbije kao istrazivacu aktivne naucne
kompetencije na projektima istrazivanja svojstava i fenomena dinamike sistema sloZenih struktura i odredenih
klasa hibridnih sistem: 1828- Dinamika i upravljanje aktivnim strukturama (2002-2005), 1616- Realni
problemi u mehanici (2002-2005), kao i ON144002 (period 2006-2010), pod rukovodstvom profesora dr
Katice R. (Stevanovi¢) Hedrih.

Kljucne reci: hibridni dinamicki sistem, podsistemi, komponentne dinamike, interakcija, nelinearnost,
standardni visko-elasticni nelinearni sprezuci element, udvajanje kruznih frekvencija, Bernoulli-eva metoda
partikularnih integrala, asimptotska metoda usrednjenja Krilov-Bogoliyubov-Mitropolskiy-kog, frekventne
transcedentne jednacine, prenos energije, Lyapunov-ljevi eksponenti, asimptotska aproksimacija resenja,
strukturna i lokalna stabilnost, singularitet, fazni portret, prolazak kroz rezonantno stanje, rezonantni skok,
numericki eksperiment, sinhronizacija, Melnikov-ljeva funkcija, optimalno upravijanje, naucno racunanje,
softverski alati, vizuelizacija, analogija.
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Dynamics and Stability of Dynamics Hybrid Systems

Summary

This work dedicates to research results of dynamics and stability of dynamics hybrid systems. It
contains the presentation and systematization of main results of the other authors which were the base for
obtaining own new and original results. The following classes of hybrid systems are presented: coupled linear
and nonlinear oscillators, coupled continual and discrete subsystems and coupled continual subsystems with
different properties and constitutive relations of coupling elements. The analytical methods and results of
mathematical models of presented hybrid systems dynamics are systematized and used for numerical
quantitative analysis of dynamics and stability of presented hybrid systems and their subsystems in mutual
inter-reaction. The phenomena of non-linearity in classes of hybrid systems with nonlinearities of third order
are presented. Such a phenomenon are passage through the resonant regions in multi frequencies forced
oscillation in stationary and no stationary regimes, the appearance of amplitude and phase resonant jumps,
mutual interaction of component harmonics in that regimes, intersection of stable and unstable manifolds of
saddle nodes in phase plains of dynamics in such a models, all of them are the source of negative physical
representation of nonlinearity which brings the no stability and no regular dynamics of models. We proposed
approach of optimal control in hybrid systems, by optimizing the values of Melnikov’s functions that
guarantee avoiding of such negative manifestation of nonlinearity in systems.

On the base of numerical calculation and quantitative analyses of analytical forms of transcendent
frequency equations for obtaining characteristic numbers and frequencies in hybrid systems of coupled
continual and discrete subsystems on present characteristic phenomenon of discretization in frequencies
spectra of frequency transcendent equations corresponding to continual subsystems because of coupling with
discrete subsystems and vice versa continualization of frequencies spectra of discrete subsystems.

General feature of dynamics systems coupling is multiplicity of oscillatory processes modes and
their transformation under mutual interactions. The number of modes multiplicity depends of nature and
number of subsystems while presence of non linearity generates the correspondence and mutual interaction of
component subsystem dynamics creating the general hybrid systems dynamics. For example, the solutions of
proper coupled differential equations on time functions of transversal oscillations of two plates coupled with
viscous elastic nonlinear elements layer confide that presence of coupling layer causes doubling of circular
frequencies in every of nm modes of own transversal oscillation of plate.

Applying the classical theory of oscillation of deformable bodies the systems of partial differential
equations of transverse oscillations of circular plates systems coupled with distributed layer of viscous elastic
nonlinear elements were obtained. The method of Bernoulli’s particular integral is used for solving the systems
of coupled non homogeneous partial differential equations (PDE), so that we practically integrate solutions in
forms of infinite series of own amplitude functions satisfying proper boundary conditions and corresponding
orthogonality conditions. Then we introduce that series into equations of motion and conditions of displacement
compatibility and equating the coefficients beside equal own amplitude functions and obtained the system of
ordinary differential equations (ODE) by unknown time functions. Thereat we use the orthogonally conditions of
own amplitude functions like as the initial condition. The Lagrange’s method of variation constants or
asymptotic method of nonlinear mechanics - Krilov-Bogoliubov-Mitroplski’s method is used to solve the
systems of ODE depending of forms and features of obtained ordinary linear or nonlinear differential equations.
The proper boundary and initial conditions and proper assumptions and limits are used for obtaining particular
solutions of differential equations systems. The structural stability was investigated applying the Lyapunov’s
method and for stationary regimes stability we used the theorems of stability by linearization the obtained
systems of solutions for amplitudes and phases of component harmonics in the first asymptotic approximation in
the vicinity of stationary solutions.

The energy transfer between coupling subsystems of hybrid systems was identified. Using the
obtained forms of reduced values of kinetic and potential energy of proper mode and proper subsystems, and
potential like as kinetic energy of interaction between subsystems, and Rayleigh’s function of dissipation at
the interconnected elements the energy exchange of hybrid systems was analyzed. While analyzing the
energies transfer the expressions of Lyapunov’s exponents were obtained with negative values, so we
conclude that process of oscillations like as sub-processes of interaction between subsystems are structuraly
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stabile, so like that we assign the Lyapunov’s exponents like measure of of integrity of dynamics-motion of
hybrid systems and their subsystems.

The synchronization in the hybrid systems is presented like form of time accordance in subsystems
global dynamics. The results of own investigations of identical synchronization attractor shapes are presented
in the classes of hybrid discrete systems with static and dynamics coupling elements. The values of static and
dynamic coupling coefficients which guarantee identical synchronization of subsystems dynamics are
determined for studied classes of hybrid systems. Those results are obtained from numerical calculating of
proper differential equations systems for special choice examples of hybrid systems dynamics by using the
software tools for continual multi parametric transformations of solutions and their visualizations; they are
also original contributions of this dissertation. The identical synchronization of coupled nonlinear oscillatory
hybrid system is investigated too where the possibilities of subsystems synchronization are much bigger. For
example it is need ten time smaller coefficient of static coupling of two nonlinear oscillators with chaotic
attractors then in the case of coupling linear and nonlinear oscillators with static coupling element. When the
linear and nonlinear oscillators are coupled with dynamic coupling element the synchronization is not possible
instead of that there exists attractor of synchronization with initially rather big values of synchronization error
but after time of synchronization that error is the periodic function with small amplitude. The influence of
nonlinearity of coupling elements, of dissipations and of external forces amplitude values on synchronization
features are investigated too in the hybrid systems of plates coupled with viscous elastic nonlinear layer. The
certain visual similarities of Lissajous’s figures and harmonograph diagrams with diagrams of synchronization
in hybrid systems are identified for proper values of system and coupling element parameters.

The model of two circular plates coupled with piezo-visco-elastic nonlinear layer is present like a new
model of active structure. The system of coupled partial differential equations of such a model is derived and
the methods of its solving and obtaining the results are proposed by analogy with ones used in the other
models of hybrid systems. Here the exchange of polarization voltage on piezo element may present the control
signal for real control required.

All presented models and proposed methodology of their describing by its abstracting from real
systems and dynamics, like as their solving has the analogy mathematical approaches and phenomenological
mappings. Since in the end of this dissertation on presents the systematization and overall resume of methods
and methodologies of modeling, solving and studying the rare properties and phenomenon of dynamics in
classes of hybrid systems. Introspection of all the results which are possible to get with proposed
methodologies present one more original and meaningful contribution to studying not only the proposed
classes of hybrid systems but also wider class of hybrid systems in which mathematical models possess
properties of non linearity.
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Uvod

Uvod

Doktorska disertacija pod nazivom ,,Dinamika i stabilnost hibridnih dinamickih sistema” posvecéena je
otkrivanju i izucavanju fenomena i svojstava nelinearne dinamike u novopostavljenim modelima sistema
spregnutih struktura, kojima se opisuju realni sistemi. Isto tako istrazivanja su usmerena da se koris¢enjem
analitickih metoda nelinearne mehanike, numerickih metoda, kao i moguénosti koje pruzaju savremeni
softverski alati postave i nove metodologije izu€avanja pojedinih vrsta nelinearne dinamike takvih sistema 1
fenomena u njima. Da bi modeli §to realnije opisali nelinearnu dinamiku stvarnih hibridnnih sistema i strukturu
spregnutih sistema bi¢e uvr§éene nelinearnosti matematicki opisane kubnim ¢lanovima u odgovarajuéim
jedn¢inama dinamike, a na osnovu analitickih, kvalitativnih i kvantitativnih metoda reSavane, odgovaraju¢im
kriterijumima ispitivana njihova svojstva i stabilnost i nestabilnost. Za pojedine klase postavljenih zadataka u
nedostatku odgovarajucih analiti¢kih metoda ili njihove nedovoljne mo¢i kori§¢ene su numericke metode, kao i
softverski alati za takozvano ‘’nauc¢no racunanje’’ da se promenom kineti¢kih parametara sistema ispitaju
pojedina svojstva nelinearne dinamike (prolazak kroz rezonantno stanje, interakcija nelinearnih modova,
rezonantni skokovi, sinhrinizacije), §to moze pomo¢i u otkrivanju i razjasnjavanju nekih retkih fenomena i
pojava u nelinearnoj dinamici, kao §to su bifurkacije.

Pod pojmom hibridni dinamicki sistem podrazumevaju se dinamicki sistemi koji sadrze interakciju
diskretnih i kontinualnih sistema, kao i sistema spregnutih polja, tako da ¢e predmet istrazivanja u ovome radu
biti usmeren na otkrivanje svojstava i fenomena dinamike takvih sistema i njihovih podsistema, kao i
interakcije medu njima. Tipi¢no za takve hibridne dinamicke sisteme je da sadrze spregnute podsisteme sa
svojstvenim dinamikama i fenomenima, koji se, u uslovima razlicitih sprezanja podsistema menjaju, pri ¢emu
dolazi i do transfera mehanicke energija sa jednog podsistema na drugi ili druge. Opisivanje dinamika i
kinetike takvih sistema praceno je sistemom spregnutih obi¢nih ili parcijalnih diferencijalnih jednacina celog

ili racionalnog reda.



Kroz trinaest poglavlja ove disertacije postavlja se i izucava se nekoliko originalnih modela realnih
dinamickih inzenjerskih sistema, sa ciljem njihovog apstrahovanja do terijski opStih modela hibridnih sistema
sloZzenih struktura i dinamika, spregnutih statickim, dinamickim 1i/ili  visko-elasticnim elementima i
strukturama, sa ciljem utvrdivanja hibridnih dinamika i svojstava nastalih u takvim slozenim sistemima.

Na osnovu teorijskih modela hibridnih sistema, apstrahovanih realnih inZenjerskih sistema i
dinamika, kao i hibridnih biosistema, u radnim poglavljima 3-10 rasvetljavaju se  fenomeni nelinearnih
dinamickih procesa, prenos energije kroz sistem, dok se u poglavljima 2 i 11 isticu doprinosi postoje¢im
metodologijama istrazivanja takvih sistema i postavljaju osnove nove metodologije istrazivanja odredenih klasa
hibridnih sistema. Doprinos postoje¢im metodama i postavljanje nove metodologije istrazivanja odredenih
klasa hibridnih sistema su znacajan doprinos teoriji takvih sistema.

Na bazi postojecih i u radu sumiranih rezultata prouc¢avanja interakcije nelinernih dinamika hibridnih
sistema kroz modele mehanickih sistema sastavljenih od njihovih podsistema i medusobnih interakcija, cilj
rada je prikaz nelinearnih fenomena dinamike hibridnih mehanickih sistema, kao 1 prikaz matematickih modela
koje bi se mogli koristiti za analizu stabilnosti, moguénosti optimalnog upravljanja i sinhronizacije podsistema
u spregnutim sistema. Jedan od ciljeva je i otkrivanje svojstava nelinearnih dinamika i ocena njihove
osetljivosti na poremecaje i spoljasnja dejstva, kao i efekata interakcije komponentnih procesa u nelinearnim
spregama.

U prvom poglavlju prikazan je pregleda rezultata savremene literature. Kada se na internet

pretrazivau ukuca pojam “hibridni dinamicki sistemi” otvara se mno$tvo radova o savremenom shvatanju
pojma hibridni dinamicki sistem i mogucnosti njegovog matematickog opisivanja, identifikacije, strukturne
analize 1 donoSenja zakljucaka o njegovoj dinamici i stabilnosti, kako lokalnoj tako i1 globalnoj-strukturnoj. Deo
tih pogleda predstavljen je kroz prvo poglavlje. I pored mnostva informacija koje se tako dobijaju, kao
zakljucak tog poglavlja namece se da takvi sistemi nisu dovoljno izuceni, posebno kada su u pitanju nelinearni
fenomeni i dinamike, pa sve to ukazuje da je opredeljenje i izbor teze doktorskih istrazivanja i postavljenih
ciljeva i aktuelno i nau¢no zasnovano. To je i bila ideja vodilja za naredna istrazivanja, kao i naredna poglavlja
sadrzana u ovoj doktorskoj disertaciji. Neophodnost izu¢avanja nelinearnosti matematickih modela spregnutih
sistema otvara Siroku oblast koja nadmasuje okvire same disertacije, ali su u pojedinim poglavljima otvoreni i
novi pravci istrazivanja i date jasne smernice za buduca interesantna istrazivanja u ovoj oblasti.
Kako ova disertacija predstavlja i sublimaciju svih mojih dosadasnjih znanja i logi¢an nastavak u primeni tih
znanja za formiranje nove metodologije u izu¢avanju jedna klase hibridnih dinamickih sistema, deo rezultata
prikazan u mom magistarskom radu ovde ¢e biti koriS¢éen bez matematickih izvodenja kako bi se uporedile
odredene klase hibridnih sistema i1 formirali opsti zaklju¢ci. Osnove asimptotske metode usrednjenja Krilov-
Bogoliyubov-Mitropolskiy-kog, [201, 202, 203], za reSavanje nelinearnih zadataka mehanike, koja ce se
koristiti u reSavanju modela hibridnih dinamickih sistema predstavljenih u narednim poglavljima, date su u
potpunosti i za diskretne i za kontinualne sisteme u mom magistarskom radu [259], dok se ovde, u okvirima
drugog poglavlja, navedi principijelni prilaz toj metodi na najjednostavnijem i opStem obliku nelinearne
diferencijalne jednacine, pri tome odredujué¢i osnovna svojstva koja mora da poseduju sistemi ¢iji se
matematicki model reSava ovom metodom, i izvode¢i osnovne zakljucke primene ove metode. U okvirima
ovog poglavlja predstavljene su i metode sinhronizacije i optimalnog upravljanja koje su koriS¢ene u
istrazivanju.
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Uvod

U trecem poglavlju predstavljeni su fizicki i matematicki modeli klasa hibridnih dinamickih sistema,
pocev od modela sprezanja linearnog i nelinearnog oscilatora spregnutih statickim ili dinamickim vezama,
preko modele sprezanja kontinualnih sistema sa diskretnim i to takode statickim i dinamic¢kim vezama, da bi na
kraju ovog poglavlja bili prikazani primeri sprezanja struktura visko-elasticnim i naslednim elementima.
Zaklju€ak ovoga poglavlja od primera do primera svodi se na obja$njavanje postojanja interakcije dinamika
podsistema zavisno od oblika veze koja je prisutna u sistemu i naravno od svojstava samih podsistema.

Cetvrto poglavlje je logi¢an nastavak prethodnog u smislu uporedivanja sopstvenih dinamika hibridnih
sistma i njihovog ponasanja pod dejstvom periodickih prinudnih sila sa promenljivom frekvencijom. Prisutna
nelinearnost u opisima hibridnih sistema uslovljava fenomen prolaska kroz rezonantno stanje, koji je u ovom
poglavlju objasnjen zajedno sa pojmom rezonancije kod linearnih sistema.

Peto poglavlje u celosti se odnosi na pregled i definicije osnovnih pojmova koji se ti¢u svojstva
dinamickih, linernih a naraocito nelinearnih sistema i njihovih matemati¢kih modela, opisa i geometrijskih
predstavljanja (interpretacija). Date su definicije pojmova strukturne stabilnosti sistema i integriteta klase
hibridnih sistema sa nelinearnostima. Pri tome, najve¢im delom preuzete su definicije, teoreme i dokazi iz
monografije ” Nelinearne oscilacije, dinamicki sistemi i bifurkacije vektorskih polja” (Nonlinear Oscillations,
Dynamical Systems and Bifurcations of Vector Fields) , autora Guckenheimer J. i Holmes P. iz 1983. godine
[50].

Kada govorimo o sprezi jednog ili viSe podsistema jasno je da prenos i raspodela energije u sistemu
zavisi od svojstava samih podsistema i od svojstava elemenata sprege. Pomenuto je, u trecem poglavlju, da
elementi sprezanja mogu biti staticki, dinamicki, visko-elasti¢ni, sa naslednim svojstvima i svaki od njih unosi
poseban deo energije sprezanja u celokupni sistem. Tako da je kroz Sesto porglavlje, koristeéi izraze za energije
sistema, sprezanja ili podsistema za najelementarnije oblike hibridnih sistema, prikazene u tre¢em poglavlju,
izvrSena analiza transfera energije. Sa stanovista integriteta dinami¢kog procesa veoma je vazno analizirati
energiju razdvojenih podsistema, kao posebnih sistema, uporedujuci kinetiCke parametre i svojstva dinamika
razdvojenih podsistema i potprocesa u njima, i sprezanja tih podsitema i njihove interakcije, koje unose nove
elemente u dinamike samih podsistema i naravno sasvim nova svojstva energije spregnutog hibridnog sistema.

Govoriti o spregnutim sistemima, a ne govoriti o nekom obliku usaglasavanja podsistema koji su
spregnuti bilo bi ekvivalentno nesagledavanju bitnih karakteristika sistema. U globalnoj dinamici hibridnih
sistema interesantni su oblici vremenskog usaglasavanja dinamika podsistema, §to je, u okviru sedmog
poglavlja, predstavljno kao sinhronizacija hibridnih sistema. U tom poglavlju su, najpre, odredeni razliciti
moguci oblici sinhronizacije i dat je pregled nauc¢nih radova, koji se odnose na njihovo identifikovanje i
odredivanje odnosa parametar podsistema potrebnih za uspostavljanje sinhronizacije, a potom su predstavljeni
rezultati sopstvenih istrazivanja pojave oblika potpune sinhronizacije u klasama hibridnih sistema sa statickim i
dinamickim vezama.

Pojave karekteristi¢éne u dinamici nelinearnih spregutih sistema, kao $to su skokovi amplituda i faza u
rezonantnim oblastima prelaznih rezima, ili svojstveni nelinearni histerezis u lokalnoj dinamici, ili pak pojava
haoti¢nih atraktora u globalnoj dinamici, sa stanovista upotrebe menhanickih sistema koje opisuju takvi modeli
mogu biti izrazito negativne u smislu naruSavanja integriteta i stabilnosti strukture, pojacavanja efekata zamora
materijala i sl. U tom smislu izbegavanje tih pojava moze voditi poveéanju radnog veka struktura ili poveéanju
stepena sigurnosti, te se u okviru osmog poglavlja predlazu metode optimalnog upravljanja primenjive na

sisteme sa nelinearnostima sa jednim stepenom slobode kretanja, koje bi dokazano uslovile smanjenje uticaja



negativnih fenomena nelinearnisti. Prema rezultatima radova autora G. Rega i S.Lenci [180-184] predlozena
metoda se odnosi na upotrebu Melnikov-ljeve metode i optimizacije vrednosti Melnikov-ljeve funkcije koja
garantuje da ne dode do haoti¢nog ponasanja dinamike sistema. PredloZena metoda je upotrebljiva i na sisteme
sa dva i viSe stepeni slobode kretanja, a to daje idejne smernice za buduéa istrazivanja u toj oblasti.

U okviru devetog poglavlja predstavljene su aktivne structure kao strukture, koje osecaju spoljasnje
poremecaje i odgovaraju na njih aktivnim upravljanjem u stvarnom vremenu da bi zadovoljile zahteve
upotrebe. To zna¢i da u svojoj ukupnoj strukturi imaju ukomponovane-spregnute elemente tipa senzora i
aktuatora sastavljene od optickih vlakana, piezoelektirénih keramika i piezoelekti¢nih polimera. U ovom
poglavlju su, stoga prvo, prikazana svojstva aktivnih materijala piezokeramika, objasnjen fenomen
piezoelektricnog efekta, potom predstavljeni modeli standardnih piezo-visko-elasti¢nih elemenata [45] i na
samom kraju opisan model hibridnog sistema spregnutih struktura slojem standardnih piezo-visko-elasti¢nih
naslednih elementa kao primera jedne aktivne strukture.

U desetom poglavlju rad sadrzi izabrane rezultate mnogobrojnih numerickih eksperimenata koji se
baziraju na numerickom reSavanju diferencijalnih jednaCina uz koriS¢rnje savremenih softverskih alata
MathCAD i Mathematica, koje danas sve viSe dobija svoj identit, pod nazivom "nauc¢no racunanje". Kako su
numericki eksperimenti i vizuelizacije neophodni alat za dobijanje primenljivih rezultata, i otkrivanje
nelinearnih fenomena i1 dinamika, to se pojedini zakljucci formiraju na bazi podataka dobijenih na osnovu
numerickih eksperimenata i simulacija datih dinamic¢kih modela i matematickih opisa realnih sloZenih struktura
izvedenih komercijalnim programima tipa MathCad, Maple, Matemtica i sli¢nih softvera. Modeli, koji se mogu
na¢i u ovome radu, elegantnom primenom softverskih alata mogu posluziti za stvaranje vizuelne predstave
pojava u dinamici hibridnih sistema koje matematicki modeli opisuju. Jednostavnom promenom odgovarajuceg
parametra sistema moZze se ispitati uticaj elementa strukture kojem taj parameter modela odgovara na dinamiku
celokupnog sistema. U okviru desetog poglavlja, posmatrani primer hibridnog sistema je model dve kruzne
ploce spregnute slojem kontinualno raspodeljenih visko-elasticnih nelinearnih elemenata, ¢iji je sistem
parcijalnih diferencijalnih jednacina prinudnih transverzalnih oscilacija tacaka srednje ravni ploca, reSavan
metodologijom usvojenom i predstavljenom u radu, dao rezultate pogodne za numeri¢ku analizu uticaja
parameter sistema. Tako je, na primer, ispitivano dejstvo dodatog redno vezanog elementa linearne krutosti u
sprezuéem sloju na fenomene karakteristicne za modele hibridnih sistema sa nelinearnostima: rezonantne
skokove amplituda i faza komponentnih podprocesa, njihov medusobni uticaj, prenos energije u sistemu i u
komponentnim podprocesima, a potom moguénost sinhronizacije.

Svi prikazani modeli i metodologija njihovog opisivanja i reSavanja imaju formalno analogne pristupe,
te je, u okvirima jedanaestog poglavlja, napravljen pregledni rezime o metodama i metodologiji modeliranja,
reSavanja i izucavanja retkih svojstava i fenomena dinamike klasa hibridnih sistema predstavljenih u ovoj
disertaciji.

Predmet istrazivanja usmeren je i na utvrdivanje fenomenoloskog preslikavanja i matematic¢kih
analogija medu svojstvima dinamika hibridnih sistema disparatnih priroda. U okviru ovog poglavlja, prikazano
je 1 nekoliko modela naizgled fizicki drugacijih od modela hibridnih sistema prikazanih u prethodnim
poglavljima, a koji formalno mogu da se reSe i objasne metodologijom ovog rada na matematicki analogan
nacin.

Logican nastavk u istraZzivanju iz oblasti mehanike i nelinearnih nauka mog magistarskog rada

predstavlja ova doktorska disertacija, iz tog razloga, ovde se navedi nekoliko osnovnih zakljucaka toga rada.

Doktorska disertacija: DINAMIKA I STABILNOST HIBRIDNIH DINAMICKIH SISTEMA 4
(Dynamics and Stability of Dynamics Hybrid Systems)



Uvod

U postavljanju modela realnih struktura uvode se odredene aproksimacije i pojednostavljenja, takode
postoje razli¢iti pristupi u stvaranju modela realnih struktura. Jedan od pristupa jeste i model vise ploca, greda
ili traka od materijala razlicitih svojstava, koje su povezane odredenim standardnim lakim elementima i ¢iji broj
je dovoljno veliki da bi se realnije opisala struktura [76, 91]. Kretanje takvog modela i prostiranje talasa u
njemu opisano je sistemima parcijalnih diferencijalnih jednacinama [75, 81, 82, 95, 259]. Zbog nemoguénosti
da se oni reSavaju analiti¢ki, koriste se aproksimativne metode za njihovo reSavanje, a koriste se i metode
diskretizacije sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina, zatim metoda fizi¢ke diskretizacije kontinuuma, pa
se reSenja dobijaju u nizu iteracija, a krajnji rezultat kontinualizacijom tih reSenja. Za dobijanje numerickog
reSenja i obradu rezultata koriste se ra¢unarski matematicki programi.

Proucavanje transverzalnih oscilacija ploca spojenih elasticnim, visko-elasticnim slojem ili slojem
puzedih svostava je vazno i sa teoriske i sa prakti¢ne tacke gledista. Mnoge vazne strukture mogu biti opisane
ovakvim modelom. Na primer, mogucée je koristiti sisteme plo¢a u opisu modela akusti¢nih ili vibracionih
izolacionim sistemima, kao $to su zidovi ili podovi. U svrhu takve analize u magistarskom radu [259] je
definisana sendvi¢ strukturu, [73], kao sistem vise ploca, viSe greda ili traka u kojima su deformabilna tela
(ploce, grede ili trake) spregnuti standardnim lakim elementima, [45], i nemaju deformacije u aksijalnom
pravcu pri statickim ili dinamickim uslovima. Osnovni elementi sendvi¢ struktura su:

-deformabilno telo: tanke ploce, grede ili trake, razli¢itih materijalnih svojstava, svaki sa beskonacno velikim
brojem stepeni slobode kretanja,

-laki standardni element zanemarljive mase u obliku aksijalno napregnutog Stapa bez izvijanja.

Za svaki standardni laki element zanemarene mase definiSu se konstitutivne relacije dinamickog stanja
elementa odredene promenom restitucione sile sa pomeranjima i pomeranjima po vremenu, sa ta¢noséu do reda
veli¢ine tacnosti konstanti koje figuriSu u izrazima, a zavise od ta¢nosti njihovog eksperimentalnog
odredivanja. Tacnost upotrebljenih konstanti, a sa njima i jednacina za sile i pomeranja zavisi¢e ne samo od
poznavanja prirode objekta ve¢ i od neophodnih znanja za reSavanje veoma slozenih stanja napon i deformacija
u elementima. Koristi$¢ena je, takode, i definicija diskretno-kontinualnog homogenog lancanog sistema, [76,
90], kao sistema jednakih deformabilnih tela (ploca, greda, traka), [64,76], koja imaju iste grani¢ne uslove i

mogu se pomerati transverzalno na karakteristi¢nu “elasti¢nu povrsinu” kod plo¢a w,(x, y,t), i=12..M , kao i
na “elasticnu liniju”, kod greda i traka v, (z,t), i=1,2...N, koji su povezani meduslojem lakih standardnih

elemenata istih materijalnih konstanti. Broj stepeni slobode kretanja, uslovljen sprezanjem, takvog lanca jednak
je M, gdejeto M broj deformabilnih tela u lancu, jer smo pretpostavili da se sva deformabilna tela u lancu
mogu pomerati samo transverzalno u odnosu na “elasti¢nu povrsinu” ,kod plo¢a, odnosno “elasti¢nu liniju”,
kod greda i traka.

U matemati¢kom opisu problema oscilovanja sistema kontinualnih tela dobijamo sisteme parcijalnih
diferencijalnih jednacina sa sistemom grani¢nih i pocCetnih uslova. Zavisno od oblika parcijalnih diferencijalnih
jednacina sistemi se svode na linearne i nelinearne. Nelinearni ¢lanovi u parcijalnim diferencijalnim
jednacinama oscilovanja i grani¢énim uslovima mogu biti primarnog i sekundarnog znacaja, kao male veli¢ine
u poredenju sa linearnim. Nelinearne ¢lanove sekundarnog znacaja mozemo zanemariti, pa se problem u
reSavanju svodi na linearni u prvoj aproksimaciji. Linearne oscilacije plo¢e u linearnoj teoriji baziraju se na
klasi¢noj jednacini Lagrange-Germain i uslovima Kirochoff-a, §to je u magistarskom radu koriséeno za
opisivanje transverzalnih oscilacija kruznih plo¢a, pri ¢emu su data reSenja karakteristi¢nih jednacina

oscilovanja kruznih ploca za klasi¢ne grani¢ne uslove ploce uklestene i slobodne na krajevima i naglaseno je
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dobro podudaranje rezultata dobijenih upotrebom matematickih programa za izraCunavanje korena
karakteristi¢ne transcedentne jednaine sa specijalnim Bessel-ovim funkcijama i rezultata iz literature, za te
slucajeve oslanjanja ploca. Potom su za izabrane primere spregnutih mehanickih struktura-sistema dve kruzne
ploce sa linearnim elasti¢nim slojem, visko-elasti¢nim ili termo-visko-elasticnim slojem dati prikazi reSavanja
razli¢itih primera slobodnih ili prinudnih oscilacija spregnutih struktura, kao i analiza prenosa energije u takvim
strukturama, a po ideji iz rada [66], koristeci izvedene parcijalne diferencijalne jednacine u opStem obliku i
odgovarajuéa resenja.

Za reSavanje sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina koriS¢ena je Bernoulli-eva metoda

partikularnih integral, pri ¢emu je prakti¢no vrSena integracije reSenja u vidu beskona¢nog reda po sopstvenim
amplitudnim funkcijama - koordinatnim funkcijama koje moraju da zadovoljavaju odgovarajuc¢e zadate
grani¢ne uslove, ista metoda kori$¢ena je i u ovom radu za reSavanje pojedinih zadataka prikazanih hibridnih
sistema. Izabrani redovi su se zatim unosili u jednacine kretanja i uslove kompatibilnosti pomeranja i
izjednacavanjem koeficijenata uz jednake sopstvene koordinatne funkcije, koje zadovoljavaju uslove
ortogonalnosti, dobijao se sistem obi¢nih diferencijalnih jednac¢ina u odnosu na trazene vremenske funkcije
pripadaju¢e jednom sopstvenom obliku oscilovanja. Za sistem dve ploce reSavanjem tih spregnutih
diferencijalnih jednacina po vremenskim funkcijam zakljuCuje se da prisustvo sprezuceg sloja izmedu dve
ploce uzrokuje udvajanje kruznih frekvencija u jednom nm -obliku sopstvenih transverzalnih oscilacija sistema
od dve ploce. I uopste, za vremensku funkciju jednog nm -moda oscilovanja sistema M ploca zakljucuje se da
u tom modu sistem osciluje M -frekventnom rezimu oscilovanja slobodnih oscilacija sistema M ploca. Kada
je homogeni lanac plo¢a slobodan zakljuCuje se da ima M stepeni slobode kretanja, a kako poseduje M
sospstvenih kruznih frekvencija po svakom nm -modu to prakticno u tom modu ima M internih stepeni
slobode oscilovanja, i to u svakom od beskona¢no mnogo sopstvenih modova.
Konstatovano je i da postoji interes za proucavanje prenosa energije izmedu podsistema vezanih u sendvic
structure, pri ¢emu su za analizu rezultata prenosa energije u modelima sendvi¢ struktura kori§¢eni izrazi za
redukovane vrednosti kineticke i potencijalne energije pripadajuce odgovaraju¢em modu i odgovarjucoj ploci,
kao i1 potencijalna energije interakcije plo¢a preko elasti¢nog sloja. Prateci ideju iz rada [66], za sistem kruznih
ploc¢a koji izvodi sopstvene oscilacije, potvrdeno je, da vazi teorema o konzervativosti, ako je sloj idealno
elastiCan, ili teorema o promeni ukupne energije sistema u svakom od modova, ako je sloj viskoelasti¢an, a
sistem poseduje funkciju rasipanja tipa Rayleigh-a. Na osnovu prethodnog konstatovano je da su u slucaju
slobodnih oscilacija sistema dve plo¢e samo spregnute elasti¢nim slojem bez prigusnica ukupna enegija moda
konstantna, a u slucaju disipativnog sistema, sistema ploca spregnutih prigu$nicama, vidno je da je opadanje
ukupne energije svakog od modova, jednako negativnoj dvostrukoj vrednosti funkcije rasipanja pripadajuce
tom modu, dok su Lyapunov-ljevi eksponenti negativni, pa se zakljuCuje da je proces oscilovanja kao i
potproces interakcije medu plocama stabilan, te se tako Lyapunov-ljevim eksponentima daje svojstvo mere
integriteta sistema ili integriteta dinamike-kretanja sistema.

U uvodnom delu magistarskog rada govori se i o metodama nelinearne mehanike i konstatovano je da
u poslednjih dvadesetak godina one dobijaju sve veéi znacaj u reSavanju ¢itavog niza prakti¢nih zadataka kako
inzenjerske prakse tako i niza zadataka medicine, molekularne biologije, ekonomije. U osnovi korisne primene
oscilacija, kao i uzroku njihovog Stetnog dejstva, leze svojstva pojava koje su povezane sa svojstvima
nelinearnih fenomena u dinamic¢kim procesima tih oscilacija. Vecina moguénosti efektivnog koriSéenja
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oscilacija je povezana sa tim da oscilacije menjaju karakter i svojstva nekih fizicko-dinamickih procesa u
nelinearnim mehani¢kim sistemima, a sa tim i njihovo ponaSanje. Npr. stabilan polozaj staticke ravnoteze
postaje nestabilan u dinamickim uslovima i uspostavlja se nova konfiguracija sistema u uslovima dinamicke
ravnoteze, a konfiguracija nestabilne ravnoteze postaje stabilna i sl. Ovde treba dodati i1 izuzetnu osetljivost
dinamickih procesa u nelinearnim dinamickim sistemima sa malim promenama parametara stanja sistema, Sto
proucava teorija bifurkacija. Uticaj malih promena pocetnih uslova i senzitivnost na male promene je takode
pojavni fenomen u nelinearnim sistemina za odredene kineti¢ke parametre.

Modele sistema spregnutih struktura sa nelinearnostima, u ovom radu kao i u magistarskom radu
reSavali smo Lagrange-ovom metodom varijacije konstanata i modifikovanom asimptotskom metodom
usrednjenjaa Krilov-Bogoliyubov-Mitropolskiy-kog zasnovanu na principu jednofrekventnosti. Princip
jednofrekventnosti se namece kao prakticno reSenje zadataka iz oblasti oscilacija sistema sa viSe stepeni
slobode oscilovanja, gde se sreCemo sa pojavom da trenje i poremecajne sile dovode do brzog uspostavljanja
oscilacija osnovnog tona u skladu sa odgovarajuéim pocetnim uslovima. U radu su dati analiti¢ki izrazi prvih
asimptotskih aproksimacija reSenja sistema jednacina, koje opisuju oscilacije materijalnog sistema sa
spregnutim kruznim ploama i ostalim klasama hibridnih sistema. lako se zaklju¢uje da jednaCine prve
aproksimacije najceS¢e moramo integraliti numerickim metodama, prednost je postignuta u tome S§to je
znatno prostije numericki integraliti jednacine prve aproksimacije, koje daju amplitudu i fazu, nego li
neposredno jednacine kretanja, koje odreduju oscilatorne veliine, jer je amplituda njihova obvojnica. Pomoc¢u
jednacina prve aproksimacija mogucée je prostim postupkom ispitivati i stacionarnost i nestacionarnost i
stabilnost ove dvoparametarske familije reSenja.

Kako se narocita paznja poklonjena teoriji rezonantnih procesa, u vezi sa pitanjem koris¢enja nelinearnih
elemenata za otklanjanje rezonantnih pojava u sistemima spregnutih mehanickih struktura, u radu su dati
konkretni rezultati numerickog eksperimenta sa izlaznim amplitudno-frekventnim 1 fazno-frekventnim
dijagramima u rezonantnim oblastima i objasnjen fenomen prolaska kroz rezonantno stanje. Pri tome, ovde se
podvalée samo neki zakljucci svojstveni za proucavane spregnute sisteme, a izvedene u magistarskom radu, te
tako u razmatranom slu¢aju homogenog slobodnog sistema ploca zakljuceno je da su amplitude oba harmonika
u jednom dvofrekventnom nm -modu oscilovanja konstantne i zavise od vrednosti datih u pocetnom trenutku,
da je prvi harmonik izohron jer mu period ne zavisi od pocetnih vrednosti, a da se kod drugog harmonika javlja
neizohronost, jer mu period zavisi od pocetnih vrednosti amplituda oscilovanja drugog harmonika.Ovo zapravo
daje neka od svojstava homogenog sistema, a to su da priguSenje i nelinearnost elasticnog dela u medusloju
nemaju uticaja na amplitudu i fazu prvog harmonika u modu, ta¢nije amplituda i faza prvog harmonika u
homogenom sistemu dve ploce spregnute visko-elasticnim nelinearnim slojem ponasaju se kao da je sistem
samo sa elasti¢énim slojem. Uticaj priguSenja i nelinearnosti prisutan je samo kod amplitude i faze drugog
harmonika u jednom #nm -modu oscilovanja homogenog sistema ploc¢a. Ovakav rezultat i zakljucak dobijen je
zbog specialno izabranog slucaja homogenog sistema. Pokazano je i da se on ne moze uopstiti za slucaj
nehomogenog sistema i da se javlja neizohronost u oba harmonika jednog moda oscilovanja §to zavisi od
odnosa kofaktora karakteristicne determinante osnovnog spregnutog sistema, ta¢nije od svojstava sprezanja
posmatranog sistema. Ovakvi zakljuCci analogno mogu da se primene i za sisteme drugih klasa hibridnih
sistema proucavene u ovom radu. U izabranom slucaju nehomogenog sistema dve kruzne ploce, spregnute
visko-elasti¢nim nelinearnim slojem, sprovedena je samo kvalitativna analiza pojave prolaska kroz rezonantno

stanje i interakcije harmonika u jednom modu oscilovanja i zakljuceno je da bilo kakva generalizacija u smislu



uticaja harmonika ili oblika amplitudno frekventnih karakteristika u drugim slucajevima sistema ne bi mogla da
se kvantitativno uopsti. Evidentno je samo da ¢e kvalitativno sigurno postojati interakcija izmedu harmonika,
Sto je uostalom i opSte svojstvo nelinearnosti sistema. Bilo kakvo kvantitativno uopStavanje bilo bi moguce
izvesti samo Sirom uporedbom rezultata za razli¢ite odnose parametara sistema, mada bi i u tom slucaju bilo
teSko do¢i do opstijih rezultata, s obzirom da bi se raspravljalo na polju viSedimenzionih bifurkacija, jer sama
reSenja zavise od veceg broja kako parametara sistema tako i parametara sprezanja.

U magistarskom radu prikazana su i svojstva elasti¢nih, viskoelasti¢nih, sa svojstvima puzenja standardnih
lakih elemenata vezivanja deformabilnih tela u mehanicke sisteme sloZenih struktura i njihove konstitutivne
relacije kao i1 konstitutivne relacije sloZenih sistema standardnih lakih elemenata: njihovu paralelnu, rednu i
slozenu vezu, koriste¢i poglavlja iz monografije [45]. Izvedena je jednadina sopstvenih oscilacija pravougaone
plo¢e od materijala puzec¢ih svojstava, kao u radovima [86, 87], i dato je njeno reSenje za razliCite grani¢ne
uslove, u slucaju optereCenja na pritisak, konstantnom silom, u srednjoj povrsi ploce. Na osnovu tih
razmatranja zakljuCeno je da svojstva puzanja u ovako postavljenim modelima naprezanja, kvazistaticke
ravnoteZe, deformisanja srednje povrsi ploce i oscilovanja plo€e uti€u na vremensku funkciju, dok za klasi¢ne
sluc¢ajeve oslanjanja ploce ne uti¢u na formu oblika deformisanja, ve¢ na njene veli¢ine. Prikazane parcialno
frakciono-diferencijalne jednacine transverzalnih oscilacija ploca od materijala puzecih svojstava i prilagodene
za sistem kruznih ploca za razliCite oblike opretecenja, te predloZzena Bernoulli-eva metoda za njihovo
razdvajanje ne obi¢ne diferencijalne jednaCine po nepoznatim sopstvenim funkcijama koje zavise od uslova
oslanjanja, i obi¢ne frakciono-diferencijalne jednacine po vremenskim funkcijama koje se reSavaju primenom
metode Laplace-ovih transfoprmacija, daju ideju da, u smislu analogija sistema greda i ploca, analiziramo
modele diskretno-kontinualnih homogenih puze¢ih lancanih sistema ili sendvi¢ strukture od M elemenata
spregnutih sistemom idealno puzeé¢ih naslednih elementa, te je u tu svrhu posmatran sistem M kruznih ploca
od homogenog i izotropnog materijala puzecih svojstava, malih debljina u odnosu na druge dve dimenzije
spregnutih M —1 -nim slojem idealno puzec¢ih naslednih slojeva. Iz analitickog reSenja, datog u referenci [82],
jasno je da sprezanje puzecim slojevima M kruznih ploca izaziva pojavu M -frekventnih reZima vremenskih
funkcija jednog nm odgovarajuéeg sopstvenog oblika oscilovanja i, takode, da vremenske funkcije razli¢itih
nm familija modova oscilovanja nisu spregnute, tacnije da su medusobno nezavisne. To opet znaci da u
ovakvim sistemima postoji M moguénosti za pojavu rezonantnih dinamickih stanja ili pojavu dinamicke
apsorpcije pri prinudnim oscilacijama.

Sistematizacija saznanja o sistemima slozenih struktura, kao i analiza nelinearnih dinamika odredene
klase hibridnih sistema predstavljena u ovoj disertaciji su delom sadrzana i u ve¢ objavljenim radovima
medunarodnih naucnih Casopisa mentora [61-69, 73-75, 79, 84, 87, 97, 101, 105] i mojim radovima sa
mentorom [140, 141, 147, 149, 150, 258] sto zapravo predstavlja i jedan vid neophodne verifikacije rezultata
ove disertacije u oblasti mehanike i nelinearnih nauka. Delovi ove disertacije su saopSteni i na nauc¢nim
skupovima nacionalnog i medunarodnog znacaja [142-146, 148, 151-154, 157, 257, 258, 260, 261], odakle sam
u diskusijama sa kolegama dolazila do interesantnih novih ideja i zakljucaka koji su svi ukomponovani u
redove ovo disertacije.

Istrazivanja po temi dinamike i stabilnosti hibridnih dinamickih sistema ove doktorske disertacije
nadam se unose nova saznanja i daju doprinos spoznaji svojstava, fenomena, dinamika i interakcija podsistema
i komponentnih dinamika u izabranim klasama hibridnih sistema i spregnutih dinamika u njima, kao i da daju
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Uvod

doprinos metodologiji istrazivanja istih. Proucavani modeli dinamickih hibridnih sistema i odgovarajuci
matematicki modeli za analizu nelinearnih interakcija u takvim sistemima, kao i numericki eksperimenti su
osnova za sintezu zakljucaka o uticajima razli¢itih parametara i postavljanje odgovaraju¢e nove metodologije.

Na bazi rezultata ove doktorske disertacije stvaraju se nova saznanja o mogucénosti utvrdivanja
integriteta i stabilnosti odredene klase hibridnih sistema i njihovih dinamika, kao i upravljivosti njihovim
dinamikama, a takode i optimalnog upravljanja komponentnim dinamikama u njima. Istovremeno se nadam da
su postojece metode i metodologije istrazivanja hibridnih sistema uspesno iskoriséene i da je nacinjen uspesan
pokusaj uvodenja novih metodologija.

Napomenimo da, na kraju ove disertacije posle spiska literature, postoji i lista najéesée koris¢enih

oznaka i to onim redosledom kako se u tekstu i pojavljuju, i registar pojmova i imena, kao i biografija autora.



1* Poglavlje

Pregled saznanja o hibridnim sistemima

Ovo poglavlje odnosice se na savremeno shvatanje pojma hibridni dinamic¢ki sistem i moguénosti
njegovog matematickog opisivanja, identifikacije, strukturne analize i donoSenja zakljucaka o njegovoj
dinamici i stabilnosti, kako lokalnoj tako i globalnoj-strukturnoj, koje je dalo deo inspiracije formiranju
celoga rada.

Istrazivanje nelinearne dinamike hibridnih sistema je fascinantna savremena nauc¢na oblast, koja
povezuje znanja nelinearne dinamike, optimalnog upravljanja kretanjem i oscilacijama, kao 1 primenjenih
matematickih metoda, i kao takva veliki je izazov za savremene istrazivace. O tome svedoci i nova treca
serija Elsevier-ovog ¢asopisa Nonlinear Analysis, pod nazivom Hybrid Systems, kao i nau¢ni skupovi pod
istim nazivom.

Cilj istrazivanja nelinearne dinamike hibridnih sistema je mogucénost iskoriS¢enja matematickog
aparata u donoSenju zaklju¢aka vezanih za dinamicke procese u tim sistemima. Medutim, sama primena
matematickog aparata u proucavanju kretanja govori nam o idealizaciji neidealnog procesa. Matematicka

idealizacija fizi¢kih pojava u relativnom domenu proucavanja ozakonjuje pojave i daje one rezultate koje
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namece praksa. Matematicko opisivanje (Cesto je u upotrebi, posebno re¢ modeliranje medu inZenjerima)
se odnosi na upotrebu matematiCkog jezika da bi se odredila (opisala) ponasanja ,realnog sveta*
(prakticnih sistema). Njegova uloga je da omogucéi postavljanje efikasne, elegantne i racionalne teorije za
Sire klase realnih sistema, radi boljeg razumevanja osobenosti dinamika sistema. Teorija je neophodna i
korisna za predstavljanje opstih zakljucaka, poCev od najprostijih modela i dinamika, do modela formalno
sacinjenih na bazi razli¢itih oblika sprezanja elementarnih dinamika, dok su numericke metode, savremeni
softverski alati i brzi kompjuteri korisni za donoSenje specificnih zakljucaka za uske klase zadataka, za
koje savremena matematicka dostignuca nisu dala analiticke metode ili su nepoznata analiticka reSenja
nelinearnih diferencijalnih ili obi¢nih nelinearnih jednacina kojima se opisuju dinamike. Teorija, mo¢na
da formalno objasni i predstavi modele komplikovanih dinamika, daje okvire formiranja modela sloZenih
struktura i grani¢nih uslova, koje one zadovoljavaju, §to koris¢enjem racunara, u narednom koraku, daje
numeri¢ka reSenja potrebna za donoSenje zaklju¢aka vezanih za operativne mogucnosti koris¢enja tih
struktura. U teoriji mehanic¢kih oscilacija matematicki modeli, zvani i strukturni modeli, su potrebni za

analizu dinami¢kog ponasanja nelinearne dinamike strukture koja se modelima opisuje (modelira).
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1. Pregled saznanja o hibridnim sistemima

1.1. Pregled savremene literature iz oblasti kljucne reci hibridni sistemi sa

aspekta inZenjerskih pristupa

Odredenje pojam hibridni dinamicki sistem kao sistema kontinualnih i diskretnih dinamika
spregnutih razli¢itim vidovima sprezanja u potpunosti je deo savremenog shvatanja ovog pojma, samo §to
se u ovom radu modeli koji opisuju takve sisteme i usvojena metodologija razlikuje u mnogome od
metoda koje se mogu pronaéi u savremenoj literaturi, a po mom misljenju predstavljaju pristup koji je
opstijeg karaktera, jer se metoda diskretizacije kontinuuma [90, 99] mozZe analogno primeniti na Siroku
klasu stvarnih sistema. Pored toga, ukomponovani elementi nelinearnosti u predlozenoj metodologiji daju
realniju sliku modela i stvarnih ponaSanja dinamike spregnutih sistema. Radovi[61-69, 73-75, 79, 84, 87,
98, 101,105] iz oblasti sistema spregnutih struktura, kao i nekoliko mojih koautorskih radova [140, 141,
147, 149, 150, 259] govore u prilog aktuelnosti ovakvog odredenja pojma hibridni dinamicki sistem.
Takode, u radu [64], autor je dala pregled originalnih rezultata iz oblasti proucavanja spregnutih sistema i
rotacija. Teorema o postojanju trigera spregnutih singulariteta i separatrise u obliku broja osam prikazana
je sa nekoliko primera spregnutih rotacija jednostavnih sistema sa debalansima masa. Takode, dat je i
pregled i matematicki opis modela i dinamika spregnutih sistema deformabilnih tela (ploca, greda, ili
kaiSeva) sa razli¢itim svojstvima materijala i svojstvima diskretnih medu slojeva. Konstitutivne napon-
deformacija relacije materijala elemenata spregnutih sendvi¢ struktura date su za razliCita svojstva:
elasticna, viskoelasti¢na i puzeca. Dobijeni su karakteristicni modovi oscilovanja spregnutih struktura,
potom analizirani za razliCite vrste materijala i oblika struktura. Prikazane su forme karakteristicnih
brojeva i modova, kao i sopstvenih amplituda. IzvrSena je strukturna analiza transverzalnih oscilacija
sendvi¢ struktura. U radu [61], analiticki je razmatran prenos signala kroz strukturu diskretnog
kontinuuma u obliku osnovne hibridne homogene strukture necelog reda, koja sadrzi spregnute homogene
lance materijalnih tacaka. Sistem diskretnog kontinuuma odreden je pomocu primera hibridne strukture
viSe lanaca koja sadrzi spregnute homogene lance necelog reda sa vezama standardnih lakih elemenata
bez masa. Primenjujuéi trigonometrijsku metodu i metodu Laplace-ove transformacije za izra¢unavanje
sistema diferencijalnih jednacina necelog reda identifikovani su odgovarajuci skupovi sopstvenih glavnih
lanaca, kao nezavisnih podsistema i odgovaraju¢e glavne koordinate lanaca. Sopstveni glavni lanac
sistema vise lanaca je nezavisni podsistem sa nezavisnim skupom signala koji poseduje sopstveni podskup
sopstvenih frekvencija i odgovarajuci skup karakteristi¢nih brojeva odredenih svojstvima izvoda necelog
reda hibridnog sistema. Originalnost pomenutog rada, kao i originalni opS$ti analitickih rezultati
predstavljeni u ovom radu su: novi model diskretne homogene strukture necelog reda; predstavljanje
standardnog lakog elementa sa izvodima necelog reda sa odgovarajucom napon-deformacija

konstitutivnom relacijom; analiticki izrazi za sopstvene kruzne frekvencije i razdvajanje podsistema
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odgovarajuc¢ih sopstvenih glavnih lanaca sa nezavisnim prenosom signala sa odgovaraju¢im svojstvenim
podskupom sopstvenih kruznih frekvencija; skup glavnih oscilatora necelog reda svaki sa jednim
stepenom slobode i sa sopstvenom kruznom frekvencijom i sopstvenim karakteristiénim brojem necelog
reda i odgovaraju¢im analitickim reSenjima diferencijalnih jednacina necelog reda. Svi prikazani rezultati
mogu se primeniti na proucavanje prenosa signala u mnogim inZenjerskim (masinskim, elektri¢nim ili
gradevinskim) sistemima kao i kroz biomedicinske sisteme [62].

Savremena potreba za poboljSanjem performansi i sigurnosti osciluju¢ih struktura u smislu
tezine, sigurnosti, komfora, buke i izdrzljivosti stalno raste. U isto vreme, postoji i potreba za kra¢im
procesom dizajniranja, duzim radnim vekom, smanjivanjem broja opravki i pregleda, kao i smanjivanjem
troSkova. Sa pojavom moc¢nih racunara postalo je jeftinije i sa stanoviSta cene i sa stanoviSta utroska
vremena da se izvode numericke simulacije 1 eksperimenti. Posledica je razlozno pomeranje ka
kompjuterski podrzanom dizajniranju i numerickim eksperimentima, gde se strukturni modeli razvijaju da
bi simulirali eksperimente i da omoguée ta¢nu i pouzdanu procenu ponasanja strukture.

Identifikacija sistema je veoma bitna jer omoguéava mehanici da uskladi numericka predvidanja

sa eksperimentalnim istrazivanjima. Ponekad se u tehnic¢koj literaturi termin ,,identifikacija sistema‘
koristi i u Sirem kontekstu i moze se odnositi i na dobijanje informacija o ponaSanju strukture direktno iz
eksperimentalnih podataka, tj. bez potrebe za modelom (npr. identifikacija broja aktivnih modova ili
prisustvo sopstvenih frekvencija unutar odredenih frekventnih rezima). Ponekad se pod identifikacijom
sistema misli na razvijanje (poboljSavanje) strukturnih modela merenjem od ulaza do izlaza na pravim
strukturama kori$¢enjem vibraciono osetljive opreme.
Linearna identifikacija sistema je disciplina koja se razvijala poslednjih trideset godina. Modalna procena
parametara- zvana modalna analiza- je nesumnjivo najpopularniji pristup za predstavljanje linearne
identifikacija sistema u dinamici struktura. Model sistema je potrebno da bude u obliku modalnih
parametara: sopstvenih frekvencija, oblika modova i koeficijenta prigusenja. Popularnost modalne analize
proizilazi iz velike opstosti; jer modalni parametri mogu opisati ponasanje sistema za bilo koji tip 1 opseg
ulaznih podataka. Brojni pristupi su razvijeni u tu svrhu.

Strukturna identifikacija sistema se odnosi na utvrdivanje nelinearnosti u sistemu. Nelinearnost je
pravilo u Prirodi, a linearnost je njen izuzetak. Linearnost je idealizacija nelinearnosti u stvarnom svetu.
Na primer, ako je avion posmatrana stuktura, na povrsini aviona, izuzev nelinearne fluid-¢vrsta podloga
interakcije, tipi¢ne nelinearnosti ukljucuju i usporavanje i trenje na dodirnoj povrsini, nelinearnosti se
javljaju i u radu motora aviona, na primer, pri pojavi kaljenja u motor-pilon vezi, nelinearnost postoji i u
efektu zasi¢enja kod hidrauli¢nih aktuatora aviona. Kod aviona, kao posmatrane strukture, samo ovi
navedeni prmeri, a ima ih i vi§e u realnom radu, distribuiraju neravnomernost u strukturi i svakako bi ih
trebalo uzeti u obzir pri modeliranju. Sta vise, savremene generacije aviona, sa smanjenim teZinama
strukture, u ve¢oj meri koriste materijale kao Sto su staklo-fiber ili karbon-fiber kompoziti. Ti materijali
podrazumevaju nove izazove za uspesSnost predvidanja, jer njihovo strukturno ponaSanje drasticno odstupa
od linearnosti. Njihova povecéana upotreba, takode, stvara viSe interakcija izmedu razli¢itih materijala, koji
su dalji izvori nelinearnog ponasanja. Brojni su i drugi primeri stvarnog sveta gde iz opisa stukture nije
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1. Pregled saznanja o hibridnim sistemima

moguce dobiti pouzdane zakljucke, ako se u matematicko modeliranje ne uvrsti nelinearnost u nekom
obliku. U ovome radu bi¢e, ne samo iz navedenih razloga, prikazani modeli sistema kod kojih postoje
interakcije izazvane nelinearnostima i zbog toga Sto shvatanje pojma hibridnog dinamickog sistema, u
savremenoj literaturi, skoro da i ne ukljucuje nelinearnost u opis interakcije kontinualnih sistema
spregnutih sa diskretnim. Savremeno shvatanje hibridnih dinamicki sistema moze da se sumira u nekoliko
narednih pristupa.

Sa matematicke tacke glediSta mozemo podvuéi razliku izmedu pojmova kontinualni, diskretni i
hibridni dinamicki sistem kroz nekoliko primera:

o Posmatrajmo RLC kolo (koriste¢i elektro mehani¢ke analogije, to je zapravo oscilator sa
priguSenjem gde je masa analogna kalemu induktivnosti L, otpornik otpora R prigusnici, a
kondenzator kapacitivnosti C' je analogan opruzi krutosti ¢ ) sa nelinernim otporom karakteristike
f(x)=x—x (5to znaci da u otporniku R napon f nelinearno zavisi od struje). Ako je x(r) struja
ukalemu L i y(z) napon u kondenzatoru C obe funkcije vremena ¢, onda:

¥=y-x+x

y=—x. (1.1)

Sto su jednagine poznatog van der Pol-ovog sistem. Neka (x(¢),y(¢)) bude resenje sistema za date

pocetne uslove p =(x,,y,)eR* u trentku 7=0. Pitanje je onda Sta se deSava kada ¢ —»» za drugi poCetni
uslov p,. Odgovor se nalazi na faznom portretu na slici 1.1. Zapaza se da ako je p =(0,0) onda
odgovarajuca trajektorija (x(¢), y(¢)) ostaje sve vreme (0,0) (tacka (0,0) je fiksna tacka sistema ili ravnotezni
polozaj). Ako je p blizu (0,0) onda odgovarajuca trajektorija spiralno odlazi ka zatvorenoj krivoj C Sto

pokazuju linije toka, plave linije, na slici 1.1. Ako je p, iz regiona izvan C, crvena linija na slici 1.1, onda

se odgovarajuce trajektorije takode spiralno slivajuu C . Zato se C naziva grani¢ni krug i za van der Pol-
ov sistem se kaze da osciluje poseduji¢i granicni ciklus. Ovo je primer jednog kontinualnog dinamickog
sistema.

e Neka je sada X bilo koji zrak koji izvire iz koordinatnog pocetka na slici 1.1. Na primer, moze se

uzeti da X bude nenegativni deo x ose. Ako peX onda trajektorija od p preseca X prvi put u
nekoj tacki g . Ovo definiSe transformaciju:
L.
Primec¢uje se da su f(0)=0 i f(c)=c, gde je ctacke gde grani¢ni krug C preseca X.Obe i 0i ¢ su fiksne
tacke preslikavanja f . Takode, ako je p=0 onda f"(p)—cza n—>w, gde f" = fofo---o f oznatava
kompoziciju funkcije. Ovo je primer diskretnog dinamickog sistema. Vidi se da f u nekom smislu otkriva

ponasanje Van der Pol-ovog sistema samo sa jednom dimenzijom manje.
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Slika 1.1. Fazni portret Van der Pol-ovog oscilatora datog sistema jednacina 1.1.

Dakle, moze se zakljuditi sledece:
Dinamicki sistem je ,,sistem” koji se razvija sa vremenom, sadrzi prostor X i transformaciju prostora

®,: X — X, 1 moZe biti kontinualni ili diskretni. O tome ¢e detaljnije biti govora u poglavljima 5.1.1 i

5.2.1. Obi¢no se smatra da je ¢ vreme i moze biti kontinualno (e R u prvom primeru ) ili diskretno (¢t e Z

u drugom primeru). Za ta¢ku pe X, ®@,(p) predstavlja stanje sistema u vremenu ¢ ako je on u po¢etnom
trenutku bio u tacki p . Na primer, u prvom primeru, ako je p=(x,,y,) onda koristeci iste oznake imali
bismo: ®(p)=(x(¢),y(¢)). Vreme, takode moZe da bude i kontinualno i diskretno u jednom te istom

dinamickom sistemu, kada kazemo da je hibridni dinamicki sistem. Na primer, kada kontinualno
vremenski sistem dejstvuje zajedno sa racunarom (vremeski diskretnom masinom) imamo primer
hibridnog dinamickog sistema.

U teoriji sistema i teoriji upravljanja za sistem se kaze da je hibridni kada njegovo stanje ima
diskretne i kontinualne komponente, koje uslovljavaju dinamiku sistema. Kao rezultat toga hibridno
dinamicko stanje takvih sistema razvija se i glatko u kontinualnom vremenu i poseduje diskretne promene
u diskretnim trenutcima vremena, tj., u prebrojivom skupu vremenskih trenutaka (koji moze biti odreden
stanjem sistema ili upravljackim signalom). Tako opisan hibridni sistemi se pojavljuju u veoma Sirokom
polju primena. Spisak polja u kojima se mogu naci takvi sistemi sa razlogom bi mogao sadrzati kontrolu
na primer avio saobracaja, hemijsko inzenjerstvo, automatsko upravljanje i robotiku i to najve¢im delom
zbog rasprostranjenog koriS¢enja racunara u regulaciji fizickih sistema sa kontinualnom dinamikom.

Sa inzenjerske tacke gledista hibridni sistem je mreza digitalnih i analognih uredaja ili digitalnihi
uredaja koji reaguju sa kontinualnim okruzenjem. Takvi sistemi tipi¢no sadrze promenljive iz
kontinualnog skupa (najeS¢e skupa realnih brojeva) kao i promenljive koje uzimaju vrednosti iz
diskretnog skupa tj. skupa simbola. Jednostavan primer za to je sistem kontrole temperature u prostoriji.
Termostat je modeliran kao sistem diskretan-dogadaj (discret-event system) zahvaljujuéi njegovoj upali-
ugasi prirodi, dok su uredaji za grejanje ili hladenje modelirani kao kontinualni sistemi (continuous-time
systems). Zapravo, mnogi problemi inZenjerske i nau¢ne prakse koji zahtevaju upotrebu racunara za
kontrolu slozenih fizickih sistema prirodno se svrstavaju u okvir hibridnih dinamickih sistema.

Ono $to u savremenoj literaturi pod pojmom hibridni dinamicki sistem, HDS, mozemo pronaci

pomocu bilo kog internet pretrazivaca, sumirano je kroz Sest poglavlja knjige [251]: modeliranje hibridnih

Doktorska disertacija: DINAMIKA I STABILNOST HIBRIDNIH DINAMICKIH SISTEMA 16
(Dynamics and Stability of Dynamics Hybrid Systems)



1. Pregled saznanja o hibridnim sistemima

sistema; primeri hibridnih dinamickih sistema; sistemi promenljive strukture; komplementarni sistemi;
analiza hibridnih sistema i dizajn hibridnog upravljanja. U prvom poglavlju data je predstava o novim
modelima standardnih hibridnih sistema (ili automata), koji imaju kontinualno stanje (preciznije
komponentu stanja) i diskretne lokacije (tj. diskretne komponente stanja) skokove, i invarijante
(ogranicenja koja moraju zadovoljavati kontinualno stanje na odredenim mestima) i tzv. Cuvare.
Nekontrolisani skokovi su nekontinualne promene ili mesta, ili oboje u kontinualnom stanju, koja se
moraju pojaviti kada se uvede skup ¢uvara, a kontrolisani skokovi su oni koji mogu biti izabrani da se
dese u skupu Cuvara. Dok je sistem na odredenom mestu kontinualno stanje se razvija u skladu sa
odgovaraju¢om diferencijalnom jednaCinom sa kontrolisanim ulazom. Momenti u kojima se skokvi
pojavljuju nazivaju se dogadaj vremena i oni su detaljno opisani u ovom poglavlju, zapravo pojava
akumulacionih tacaka u vremenima prekidaca, takozvanim Zeno vremenima, nalazi se u opisu mogucih
ponasanja hibridnih sistema. Autori su takode dali alternativnu formulaciju hibridnih sistema koja
ukljucuje vezivanje formula toka dogadaja. Ovde formule toka opisuju evoluciju podskupova komponenti
kontinualnog stanja na raznim mestima, a formule dogadaja specifiraju mesta invarijanti, ¢uvara i
pridruzenih prelaznih skokova. Cilj ovoga je da se olaksa opisivanje ukupnog sistema u smislu ponasanja
pojedinih modula sistema (potencijalno vrlo velikog broja) i da se medusobno povezivanje modula, putem
komuniciranja varijable opiSe na nacin analogan konstrukciji sinhronih proizvod automata.

U drugom poglavlju nalazi se veoma koristan skup elementarnih primera, naro¢ito su opisani sistemi sa
histerezisom i razli¢iti primeri kao Sto su odskacuca lopta, zatim toplotni termostat, monitor nivoa vode,
kontroler prelaza Zeljeznicke pruge, konvertor snage, sistem klatna sa udarom, i na kraju jedan oblik Van
der Pol-ovog oscilatora. Primeri monitora i prelaza zeljeznicke pruge su predstavljeni pomoc¢u dogadaj-tok
formalizma za svaku od komponenti sistema. U tre¢em poglavlju opisani su sistemi promenljive strukture

i dato bitno generalizovano resenje u okvirima opisa hibridnih sistema. Cetvrto poglavlje odnosi se na

klasu sistema za koje postoji komplementarno uparivanje izmedu ulaza u; i izlaza v, za svako i, takvi da

su oba ne negativna ili je barem jedan nula. Peto poglavlje sadrzi reSenja pitanja stabilnosti hibridnih
sistema i pojave fenomena haosa. Sesto poglavlje predstavlja pitanja stabilizacije hibridnih sistema
pomocu prekidaca i ,taCkaste” (set point) regulacije. Iz zakljuCaka ove knjige jasno je da ispitivanje
sistema sa nelinearnostima koje u odredenim ponaSanjima generiSu haoti¢nu dinamiku zapravo daje kljuc
razumevanja i mogucnosti primene tih znanja u modeliranju stvarnih sistema sprege kontinualnih i
diskretnih sistema.

Sli¢ni zakljucci proizilaze i iz rezultata knjige [196] gde su autori izmedju mnogo toga recenog o
hibridnim sistemima dali i definiciju jednostavne vrste hibridnih sistema nazvane kruzni linearno
diferencijalni automat. Dinamika tog sistema je u svakom diskretnom stanju opisana konstantnim
vektorskim poljem. Izvedeni su potreban i dovoljan uslov postojanja ovakvih sistema, a to je da poseduju
jedan globalno privlace¢i granic¢ni krug. Uslov je formulisan u obliku sopstvenih vrednosti odgovarajuce
matrice sistema. Nadalje su definisani opSti modeli hibridnih sistema koji je nazvan viSe promenljivi
diferencijalni automat. Dokazano je da pod odredenim pretpostavkama svaki takav automat moze da se

predstavi kao jedinstvo konacnog broja diferencijalnih automata sa jednostavnom kruznom dinamikom.
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Taj rezultat je kasnije koriS¢en u dokazu postojanja peroidi¢nih trajektorija i opisivanju njihovog
ponasanja. Na primeru dvodimenzionalnog viSevrednosnog diferencialnog automata objaSnjen je analog
Poincaré-Bendixon teoreme za hibridne sisteme u ravni, koja daje uslove neophodne da ti sistemi
poseduju nehaoti¢no eventualno periodicno ponasenje. Takode, dat je opsti kriterijum za postojanje i
stabilnost grani¢nog kruga takvih sistema i sve to ilustrovano na nekoliko primera sistema koji poseduju
tok sa prekidacima.

U radu [187] ovaj kriterijum autor je iskoristio da bi za specificnu vrstu hibridnih sistema sa
takozvanim vezama toka sa prekidacima (switched flow networks) takode dokazao postojanje konacnog
broja asimptotski stabilnih grani¢nih krugova, kao i da bilo koja trajektorija takvih sistema konvergira
jednom od tih krugova. U radu su predstavljene mreze toka sa prekidacem (switched flow networks).
Poznato je da cak veoma jednostavna mreza toka drugog reda moze da poseduje haoti¢no neregularno
nepredvidivo ponasanje. Tipi¢an problem sinteze je da pronade prekidacku liniju odgovora (feedback
switching policy) koja garantuje regularno predvidivo ponaSanje takve mreze. U ovom radu
pretpostavljeno je da se mreza sastoji od proizvoljnog broja ¢vorova spojenih vezama. Sadrzaj ¢vorova
(zvani rad) u sistem dolazi spolja na jedan ¢vor. MrezZa je pod dejstvom jedne maSine (single server). Ona
prenosi rad sa izabranog ¢vora i raspodeljuje ga duz ivica pocev od tog ¢vora. Polozaj servera je diskretno
upravljana promenljiva i odredena je linijom odgovora. Prou¢avana je prili¢no prirodna linija prekidaca,
gde su kombinovane strategija o€isti najvisi nivo ¢vorova [198] i kruzna linija [186 1 197]. Slucaj kruzne
linije prekidaca za neke jednostavne mreze toka proucavan je u radovima [178 i 198]. Osnovni rezultat
ovog rada pokazuje da odgovarajuéi sistem sa zatvorenom petljom pokazje globalno periodicko
ponasanje. Tacnije, hibridni sistem ima konacan broj lokalno asimptotskih grani¢nih krugova i svaka
trajektorija sistema konvergira jednom od tih grani¢nih krugova.

Sa pozicije klasi¢ne teorije upravljanja hibridni sistem se moze posmatrati kao prekidacki sistem
[264]. U tom slucaju jedan od problema je odredivanje prekidacke sekvence. Za taj problem postoji vise
pristupa. Jedan od pristupa je nadzor greske upravljanja podsistema na osnovu kojeg se bira podsistem sa
najmanjom greSskom [187]. Drugi pristup je koriS¢enje koncepta umetnutih elipsoida koji obezbeduje
stabilnost hibridnog sistema [36 1 37]. Treé¢i pristup prezentiran u radu [37], je nadzor performansi
individualnih podsistema.

Hibridni dinamicki sistemi u najveéem broju slucajeva (ne svim) deluju na sledeé¢i nacin: dok je
diskretno stanje konstantno kontinualno zadovoljava konacan dinamicki zakon. Prelazak kroz drugo
diskretno stanje menja taj zakon. Po njegovom povratku, diskretno stanje se menja, dakle postoji i
zavisnosti dogadaja od kontinualnog stanja.

Kao §to smo ve¢ spomenuli u radu [197] je prikazan poseban primer hibridnog dinamickog
sistema-kruzni linearno promenljivi automat (cycle linear differential automata) CLDA, gde je pokazano
da bilo koji takav sistem moze biti redukovan na linearni diskretno vremenski sistem sa periodi¢nim
koeficijentima. Ni jedan CLDA nema ravnoteznih tac¢aka, zato je svaki prosti atraktor u takvim sistemima
periodicka trajektorija, i takav sistem smatracemo globalno stabilnim ako poseduje periodic¢ku trajektoriju
koja privlaci sve ostale trajektorije, u radu su dati potrebni i dovoljni uslovi za to. Ovaj rezultat primenjen
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je na sistem sa prekida¢em koji moze da se smatra jednostavnim dinamickim mreZzama sa usmerenim
¢ekanjem. Sistem se sastoji od jednog servera i n ¢vorova (odbojnika) i za takav sistem data je eksplicitna
formula za odredivanje perioda periodickih trajektorija.

U radu [249] razmatran je problem upravljanja klasom HDS koja se sastoji od kontinualnog
sistema sa upravljivim ulaznim poremecajem i diskretnim kontrolerom. Kontroler je definisan kao serija
datih kontrolera koji su ovde osnovni kontroleri, a strategija upravlajnja je zapravo pravilo po kome se vrsi
prekidacki mehanizam sa jednog na drugi osnovni kontroler. Cilj upravljanja je da se dostigne nivo

definisanih performansi pomocu integralnog indeksa performansi slicno kao s§to se zahteva u standardnoj

H” teoriji upravljanja. Prekidatki mehanizam je izraCunat reSavanjem Riccati-jeve diferencijalne
jednacine tipa igre i jednac¢inom sa diskretno vremenskom dinamikom programiranja. Ovaj rad pokazuje
da ako postoje reSenja ovih jedna¢ina onda je moguca konstrukcija odgovaraju¢eg kontrolera kao i da
ovakva teorija nelinearnog upravljana daje dobar okvir za proucavanje HDS.

Razvijena teorija HDS u radovima autora A. V. Savkin-a u skorije vreme primenjena je na
razli¢ite aplikativne sisteme, tako da je u radu [248] prikazan srediSnji pristup (medium access control)
problemu kontrole za bezicne komunikacione mreZze i primenjen je matematicki model hibridnih
dinamickih sistema za analizu tog problema. Predstavljen je koncept stabilnosti takvih sistema koji
garantuje da bilo koji paket podataka u bezi¢noj mrezi posle konacnog vremena stize na odrediste, Cime su
dati veoma jednostavni i lako proverljivi algebarski uslovi stabilnosti bezi¢nih komunikacionih mreza. U
radu [247] predstavljeni su HDS sastavljeni od mreza sa slozenim nizovima prekidaca kao model
promenljivih proizvodnih mreza. PredloZeno je raspodeljivo i ugradivo pravilo sa rasporedivanjem u
realnom vremenu, tako da je odgovarajuéi sistem sa zatvorenom petljom stabilan i optimalan. U stabilnom
sistemu proces konvergira periodi¢kom procesu.

U radu [179] dat je pregled modeliranja i kontrole hibridnih sistema. Ovi sistemi pokazuju
razliitosti kontinualnog i diskretnog ponasanja, Sto uslovljava razlikosti u formalizmu modeliranja. Ovaj
pregled podvlaci neke karakteristike hibridnih sistema. Primer sistema sa tri rezervoara koji se pune
teCnoS$¢éu koristi se da prikaze pristup modeliranju. Varijacije ovoga primera koriste se za dublja
istrazivanja karakteristika hibridnih modela. Predstavljena je i diskusija o analizi i tehnikama upravljanja
za hibridne sisteme.

Modeliranje i analiza hibridnih dinamickih sistema

U radu [33] predstavljen je prakti¢ni znacaj i tehnike za modeliranje i analizu hibridnih sistema.
Vecina tehnickih sistema, od masina za pranje vesa, preko tockova automobila i hemijskih procesa sastoji
se od kontinualnmih (pod)procesa koji pocinju, menjaju se i zaustavljaju se diskretno upravljivom
logikom, koja je zauzvrat spregnuta sa satom i/ili senzorom koji su ulaz u kontinualni proces. Takode,
konstatovano je da kontinualni proces i sam, ili barem na odredenom nivou samog apstrahovanog modela,
moze izvrsiti prelaz sa jednog diskretnog stanja na drugo, kao pri pojavama mrtvog hoda, statickog trenja,
u sistemima sa histerezisom, zatim pri faznim prelazima u mehani¢kim sistemima i sl.

Tradicionalno, kada je re¢ o modeliranju, simuliranju i upravljanju dinami¢kim sistemima fokusira se na

procese kontinualne dinamike, koji mogu biti opisani adekvatnim sistemima obi¢nih diferencijalnih
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jednacina ili diferencijalno algebarskih jednacina. Nasuprot tome u oblasti kompjuterskih nauka, teoriji
komunikacija, proizvodnji i drugim podrucjima dugo su se proucavali sistemi, koji pokazuju prelaze iz
jednog diskretnog stanja u drugo u neodredenim trenucima vremena da bi se prikazala tacnost i
svojstvenosti npr. toka komunikacija, operativnih sistema, transportnih sistema, sistema raspodeljenjih
proracuna, strategije premestanja resursa i sl. Poslednje dekade proslog veka, razvija se sistematicna
teorija dinamickih sistema gde dinamika obuhvata i prelaze diskretnih stanja, nazvane dinamickim
sistemima diskretnih dogadaja, koristeci rezultate i iz raCunarskih nauka, teorije matematickih sistema i iz
teorije nelinearnih oscilacija-teorije haosa.

U procesu upravljanja, obicno je deo upravljackog softvera koji se odnosi na dogadaje i daje
diskretne izlaze ili daje prekidace izmedu razli¢itih procedura i strategija mnogo duzi od softvera koji se
odnosi na kontrolu kontinuuma. Sistemi u kojima kontinualna i diskretna (diskretni dogadaji) dinamika
medusobno deluju i gde njihova interakcija kvalitativno i kvantitativno odreduje ponasanje podsistema i
samog sistema nazivaju se hibridni dinamicki sistemi. Matematic¢ki model je osnov svake formalne analize
hibridnih sistema i1 zahteva za simulaciju njihovog ponasananja. I dok za modeliranje kontinualnog
sistema uglavnom postoji zasnovana jedna univerzalna paradigma modeliranja sistemi ODJ ili DAJ, za
diskretne sisteme i za hibridne sisteme postoji mnogo paradigmi modeliranja, koje su korisne za razlicite
svrhe.

Kontinualni sistemi sa prekidaéima

1z klasicne dinamike sistema i upravljackog okruzenja najprirodniji pristup je da se razvije standardni
model kontinualnog sistema sa diskretnim prekidima dinamike sistema.

Najraniji pokusaj da se napravi formalni okvir za modeliranje i simulaciju hibridnih fenomena je
diferencijalni automat, koji je predstavio Tavernini [268]. U radu [7], lokalni prostor stanja i skokovi
stanja u slucaju prebacivanja su predstavljeni zajedno sa upravljanjem ulazima. lako se mozemo sloziti da
su Ceste nekontinualne promene stanja fizickog sistema na mikroskopskoj skali rezultat pojednostavljenja
u modeliranju, ¢esto je korisno uvrstiti ovakve iznenadne promene ( ekvivalentne impulsnim ulazima) da
bi se izbegla numerika sa vrlo razli¢itim vremenskim skalama. Napredne modele koji ukljucuju sve receno
su predlozili Branicki i saradnici [16] i Pantelides [217].

Diskretni modeli

Alternativni opis hibridnog sistema moze biti izveden kao €isto diskretni ili logicki model. Logicki modeli
obuhvataju samo niz, kvalitativno ponasanje razvoja sistema, tj. niz stanja ili prelaza respektivno ,,jezika“
koji sistem stvara. Ne postoje vremenske reference u kvantitativnom smislu, ali dogadaji su odredeni kao
da se pojavljuju na linearnoj vremenskoj osi.

Automat

Osnovni model diskretnog sistema je mehanizam sa konacnim stanjem, ili automat. Formalno, automat

moze da se definiSe kao A = (Q,2,5, q,) > gde je O konadan skup diskretnih stanja, X je skup dogadaja,
5:0xX — 27 je (deo) funkcija prelaska stanja, i ¢, € 0 je pocetno stanje. Automat prelazi sa jednog stanja

na drugo ako prelaz (graficki oznacen orijentisanim likom) postoji izmedu tih stanja i registruje se dogadaj

pridruzen tom prelasku. Trajektorija automata je niz stanja ¢,,q,,...€ O koja zadovoljavaju ¢, €5(q,,0,)
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za odgovarju¢i niz dogadaja ¢, ..ex. Nulti dogadaj moZe da se koristi da oznaci prelaz koji se moze

javiti bez ulaznog dogadaja. Automati se koriste npr. da opiSu sisteme koji prihvataju re¢i u programskim
jezicima, tako da dogadaju odgovara simbol u nizu ulaza. Ako se automat zavrSava sa prihvatljivim
stanjem ulaz je legalan izraz. U tom smislu nema potrebe da se odreduje Sta se dogada ako ni jedan od
dogadaja nije registrovan za ostvareni prelaz kad je sistem u datom stanju — ulaz se ne prihvata u ovom
sluc¢aju. Mnostvo svih vazecih nizova ulaza ¢ini jezik automata. Razli¢iti automati mogu prihvatati isti
jezik $to je analogno postojanju viSe stanja-prostornih realizacija za dato ulazno-izlazno ponaSanje
linearnog kontinualnog dinamic¢kog sistema.
Sa stanovista analize i sinteze upravljanja za dinamicke sisteme, prihvatljivije je razmatrati automat kao
generator koji proizvodi dogadaje, a time i reci u jeziku. Onda, za svako stanje, automat moze izvesti skup
prelaza, od kojih svaki moze proizvesti izlazni dogadaj. Ovaj niz je netrivijalan i neodreden, tj. ukljiCena
su u njega Cesto 1 alternativni lukovi iz jednog stanja u isto stanje ili u druga stanja. Kasnija uopstenja
automata odreduju skup ulaznih dogadaja, koji aktiviraju odredene prelaske u spontane prelaske.
Mape stanja
Diskretni sistemi respektivno diskretni modeli kontnualnih sistema cesto se sastoji od podsistema

koji medusobno deluju, ali takode prelaze sa jednog stanja na sledeée, nezavisno od svih ostalih [54]. Ova
poslednja situacija naziva se konkurentnost, dok je sprezanje izmedu podsistema sinhronizacija. Kada
pravimo model sistema, trudimo se da on bude sposoban da vezuje (ili sa¢injava) modele podsistema na
prirodan nacin, tako da i nezavisna ponaSanja i medusobna zavisnost mogu lako da se izraze.
Nedostatak modela automata je da njima ne pristaje izgradnja ovakvih modularnih modela. Uobicajeni
metod kombinovanja modela automata nekoliko komponentnih sistema je sinhrona kompozicija u kojoj
se prelazi dogadaju istovremeno na komponentama kad god se nadu na istoj liniji dogadaja. Inace, se
dogadaji mogu pojavljivati nezavisno, a da se ne menjaju stanja koponenti. Da bi se analizirao celokupni
sistem, podsistemi moraju biti zdruzeni u veliki automat prostora stanja, koji se sastoji od svih lokalnih
prostora stanja. Broj stanja onda raste eksponencijalno, kako se dodaju komponente sistema i struktura
modela jako brzo postaje nerazumljiva.
Mape stanja su prikladni graficki modeli, koji su zasnovani na modelu automata prosirenim sa:

e Sirinom (stanja mogu biti poboljSana sa detaljnijim modelima ponaSanja u tom stanju)

e ortogonalnoscu (ili konkurentnosc¢u, tj. sistem moze biti u nekoliko stanja paralelno)

e komunikacijom izmedu tekucih procesa.
Prelaz se pojavljuje ako se pojavi pridruzeni spoljasnji dogadaj i moze izazvati dejstvo tj., stvoriti
unutra$nji dogadaj koji aktivira drugi prelaz. Posle svih tih unutra$njih dogadaja (i dogadaja izazvanih
takvim dogadajima itd.) koji se javljaju sistem prelazi na svoje sledece stanje. Za definisanje i simuliranje
mapa stanja, dostupni su mo¢ni kompjuterski alati (StateMate) koji su prili¢no popularni u industriji.
Petri-jeve mreZe

Perti-jeve mreze [207] su predstavljane za modele sa konkurentnos¢u, konfliktima i

sinhronizacijom. Jednostavna Petri mreza se sastoji od mesta (krugovi) i prelazaka (grede ili kutije) sa

linkovima koji povezuju mesta sa prelazima i prelaze sa mestima. Stanje modela Petri-jeve mreze dato je
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oznakama koje identifikuju broj signala na svakom mestu. Prelazi stanja se deSavaju kada Petri mreza
pogodi prelaz. U jednostavnoj Petri mrezi prelaz se moze pogoditi (ali ne mora) kada je sposoban tj.
postoji signal na svakom od njegovih ulaznih mesta. Kada se pogodi osposobljeni prelaz signal je pomeren
na svako ulazno mesto i signal je postavljen na sva njegova izlazna mesta. Kaze se da su prelazi u
konfliktu ako su oni istovremeno osposobljeni za datu metu, i kada pogadenje jednog od prelaza
onemogucava ostale prelaze. Petri mreZze mogu biti kombinovane za osnivanje velikih modela od
podsistema. Mogu biti postignute uobicajenim Petri mrezama prelaza i mesta. Nasuprot sinhronoj
kompoziciji automata, mesta i prelazi podsistema odrzavaju svoj identitet u slozenoj Petri mrezi. Dakle,
struktura kombinovane Petri mreze i dalje odrazava logicku strukturu sistema koji je modeliran. Veli¢ina
Petri mreze raste linearno, a ne eksponencijalno, sa brojem dodatih komponenti sistemu. Sa Petri mreZom
su zdruzena kvalitativna svojstva sistema kao Zzivost, tj.sistem ne dostize stanje sa kojeg nisu mogucéi i
dostupni naredni prelazi. Da bi se analizirala Petri-jeva mreza moze se definisati automat u kojem svako
stanje odgovara dostupnoj meti u Petri mreZi, a prelazi stanja odgovaraju odobrenim prelazima Petri
mreze za svaku metu. Ovo se naziva dostupnost grafika za Petri mrezu. Kada je analiza Petri mreze
zasnovana na konstrukciji, predstava ekonomije Petri mreZze ne vodi ra¢una o ustedi u proracunu, jer broj
meta moze rasti ekponencijalno sa velicinom Petri mreZze.
Vremenski modeli

Opisani diskretni modeli odnose se na vreme jedino odreduju¢i dogadaje (prelaze) na vremenskoj
osi. U mnogim tehnickim sistemima, tajmeri se koriste da prate razvoj kontinualnih procesa ili prenosenja
poruka, i onda brzina procesa mora biti uzeta u obzir pri analizi. Ovo je takode potrebno kod svih
problema premestanja resursa, gde su resursi obi¢no potrebni posle odredenog vremena. Najprirodniji
nacin proSirenja Petri mreza je uvrS¢avanje tajmera, koji definiSu koliko dugo signal mora postojati u
stanju pre ili dok se prelaz ne pogodi. Umesto toga neki autori pridruzuju vreme lukovima koji su
,»otvoreni” samo za vreme nekog intervala [53]. Dolazak signala u stanje pokrece tajmere koji su razvijeni
da odrede moguénost pogadanja narednih prelaza. Za Petri mreze sa tajmerima (vremenske Petri mreze)
analiza je joS uvek moguéa ako se naprave specijalne pretpostavke u pravilima pogadanja, tj. da je svaki
dostupni prelaz pogoden ¢im on bude dostupan. Ovo je u neku ruku u suprotnosti sa opstom filozofijom
Petri mreza da modeliraju prelaze koji se mogu desiti ali nisu prisiljeni.
Vremenski automat je automat sa skupom tajmera. Svi tajmeri rade sa istim korakom. Prelaz moze dovesti
u polozaj nula jedan ili vise tajmera. Prelazi mogu da se biraju ne samo na osnovu pojavljivanja dogadaja
nego i na dodatnim logickim uslovima koji iskazuju kako se porede tajmeri sa realnim brojevima. Jezik
koji prihvata automat nije onda definisan samo na osnovu nizova simbola nego i na osnovu vremenskih
ograni¢enja za pojavu tih simbola. Sa stanovi§ta generisanja, vremenski automat proizvodi re¢i na
odredenom vremenskom jeziku. U modelima vremenskih automata, uslovi prelaska mogu biti
predstavljeni na drugaciji nacin koriS¢enjem intervala. Invarijanta je logicki izraz, koji obuhvata poredenje
tajmera sa realnim brojevima, koji moraju biti zadovoljeni da bi sistem uSao u stanje i zadrzao se u njemu.
Kada invarijanta nije viSe zadovoljena sistem mora napustiti to stanje. Ako su ulazni dogadaji i vremenski
uslovi za prelaske predstavljeni to moze izazvati konflikt- model onda postaje neodreden zbog Cega
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prestanak vremena mora biti definisan na osnovu informacije iz buduénosti sistema ili ¢ak na osnovu
izlaza.
Hibridni automat [5]
Iz vremenskih automata ili vremenskih Petri mreza, sledi uopstavanje sistema sa opstom dinamikom pre
nego li tajmeri koji su aktivni u diskretnim stanjima. Hibridni automati sadrze proizvoljno mnogo
kontinualnih dinamika i diskretnih prelaza koji mogu zavisiti od razvoja kontinualne dinamike. U
hibridnim automatima, kontinualni sistem sa prekidima je “rastegnut” na razlicite diskretne pozicije.
Svaka pozicija odgovara jednom od diskretnih modova, tj. na svakoj poziciji odredeni sistem
diferencijalnih jednacina je aktivan. Kao i kod vremenskih automata, uslovi za prelaske diskretnih stanja
sa jedne na drugu poziciju mogu biti izrazeni logickim uslovima, a dogadaji pridruzeni lukovima ili
pomocu invarijanti. Obe mogu sadrzati poredenja funkcija kontinualnih promenljivih koje se pojavljuju u
dinamickim jedna¢inama stanja samih sa sobom ili sa konstantama. Ako je prelazak omogucen i
invarijanta postanu netacne istovremeno, prelazak (respektivno jedan od moguéih prelazaka ako ih ima
vi$e) mora biti izveden. Inace, moguée je da sistem ostane u toj poziciji. Takode, moguce je pridruziti
dogadaje izlaza sa prelazima. Pocetni uslovi diferencijalnih jednacina, koji su skup vrednosti u kojima
diskretno stanje dostize poziciju, moraju takode biti definisani. Oni mogu zavisiti od svih kontinualnih i
diskretnih promenljivih sistema. Za sisteme sa malo diskretnih stanja, hibridni automat je relativno
intuitivan model hibridnog sistema. Svakom diskretnom stanju pridruzen je skup dinamickih jednacina
koje predstavljaju kontinualne dinamike za te situacije. Usvojeno je da se prelaz odvija odmah kada je
zadovoljen pridruzeni uslov odnosno pojavljuju se dogadaji pre nego li se koriste invarijante. Na svakom
od tih polozaja, kontinualni deo sistema je opisan razli¢itim skupom diferencijalnih jednacina i iscrtava ili
tacno programira automat koji ima mnogo polozaja. Problem je naravno mnogo gori ako se uvrste sva
potencijalna ponasanja u podmodele. Zato i hibridni automat i kontinualni sistem sa prekidima prethodno
opisani nisu pogodni za opisivanje realnog sveta hibridnih sistema ¢ak ni umerene kompleksnosti.
Hibridne Petri-jeve mreze mogu da se definiSu na slican na.in i dele sli¢ne principijelne probleme.
Modulirani modeli hibridnih sistema
Moduliranje je jedan klju¢ nadogradnje delotvornog plana modeliranja hibridnih sistema. Predstavimo
ovde uslov/dogadaj sistem (u/d sistem) kao modularni opis diskretnih sistema kod kojih je interakcija
izrazena signalima koji povezuju podsisteme, kao i uopstene prekidacke kontinualne blokove. Sa ova dva
osnovna elementa, hibridni sistem koji se sastoji od kompleksne diskretne i kontinualne dinamike moZze da
se modelira pomocu interakcije blokova (objekata). Jedan u/d sistem moze da se opiSe pomoc¢u automata
konacnog stanja sa dva tipa ulaznih i izlaznih signala:

e pojedinacno konstantni signali sa uslovom desne kontinualnosti koji uzimaju vrednosti iz

konac¢nog alfabeta

o signali dogadaja koji su skoro uvek nula i uzimaju vrednosti iz (drugacijeg) alfabeta.

Koris¢enje dva tipa signala omogucava jasnu i jednostavnu razliku izmedu odobrenih i neprisiljenih

prelaza stanja. Slicni tipovi signala koriste se u jezicima logickog programiranja.
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U/d sistem ima uslovni ulaz u(t) i ulaz dogadaja d (t), kao i uslovljen izlaz p(t) i izlaz dogadaja q(t)

slika 1.2. ult) ple)

U @ gl

Slika 1.2. Uslov/ dogadaj sistem

U/d sistem moze biti neodreden. Za razliku od drugih modela, ovo je moduliran ulaz-izlaz opis u kojem
svi tipovi interakcija logic¢kih sistema mogu da se izraze na pogodan nacin, i sve spoljasnje veli¢ine su
definisane kao funkcije vremena. Tako je sprezanje u/d sistema i kontinualnog sistema neposredno. U
praksi, se signali uslova koriste da prenesu informaciju o stanju drugog podsistema ili okoline i da uslove
prelaze u podsistemu stanja drugog podsistema ili spoljaS$njih uslova. Ovo nije direktno moguce u
modelima automata u kojima se komunicira jedino dogadajima koji se stvaraju kada se pojave prelazi.
Da bi se razotkrila informacija o stanju drugog podsistema iz prelaza, (delimi¢ni) model tog podsistema
mora da se uvrsti. Signali dogadaja nose informaciju o prelascima u druge podsisteme. U standardnim
Petri-jevim mrezama jedini uslovi za prelaske koji zavise od stanja mogu biti izrazeni, a to nije
neposredno, za par prelazaka koji su neindirektni, a ovde je to postignuto kada jedan signal dogadaja
prisili prelazak. Ipak, kako dogadaj moze da se stvori ,,izabiranjem* signala uslova i obrnuto uslovi mogu
da se stvore iz dogadaja pomoc¢u odgovarajuce dodatne dinamike (npr, izvesne memorije) u podsistemu.
Da bi se dobio opsti modularni plan modeliranja hibridnih sistema, u/d sistemi se sprezu sa sistemima
DAJ koji ukljucuju grani¢ne funkcije da stvore uslov i dogadaj izlaza iz kontinualnih promenljivih.
Kontinualni blok sa prekidac¢em (switched continuous block SCB) je sistem DAJ-na sa prekidac¢ima kao
Sto je to ve¢ opisano sa istim ulazima, istim uslovnim izlazima i vrednosnim izlaznim vektorom o i
vektorom dogadaja izlaza e. SCB moze predstavljati fizicki deo (pod)sistema tj. podprocese zajedno sa
diskretnim aktuatorima i senzorima. Specijalni slu¢aj SCB-a je tajmer. Tajmer ima dva moda, radni (sa

odredenim korakom) i zaustavni, koji se prekidaju modom ulaza. Ulazni dogadaj restartuje tajmer na (ako

je moguce zavisno od odgadaja) poetno vreme x,. Uslovni izlaz prati da li je tajmer ispod ili iznad

grani¢ne vrednosti, i izlazni dogadaj se stvara u trenutku kada je granica dostignuta. Tajmer je u/d sistem
tim pre §to se razmatralo i spoljas$nje ponasanje .

Analiza hibridnih sistema sa stanovi$ta tehni¢ke prakse sastoji se u simulacijama i verifikaciji. Kako je
matematicka analiza hibridnih sistema veoma slozena, opsti model koji obuhvata kontinualna kao i
diskretna ponaSanja je Cesto korisniji za proucavanje simulacija. Od skoro su sistemi simulacije postali
dostupni, a to omogucava da se implementiraju i simuliraju tipovi sistema koji su ve¢ opisani. Simulacija
sistema sa prekidima standardnim integraljenjem moze dati netacne rezultate. Program u MATLAB-u koji
moze raditi sa ODJ-ma sa prekidima razvio je Taylor [268].

DYMOLA je softverski paket koji omogu¢ava modularno modeliranje dinamickih sistema sa iznenadnim
promenama strukture sistema i npr. histerezisom i suvim trenjem na osnovu spojenih grafickih modela.

Njegova prednost je simbolicka manipulacija sa definisanim jednac¢inama da bi se proizveli minimalni
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1. Pregled saznanja o hibridnim sistemima

opisi celokupnog sistema. Logicki elementi su transformisani u algebarske jednacine kada se stvara model
simulacije. Program se uspesno primenjuje na velike mehanicke sisteme sa zavisnim promenama stanja u
strukturi sistema. Ipak program nema reSenje za definisanje i upotrebu slozenih nizova i logickih
odlucivanja.

gPROMS moze rukovati sa velikim povezanim sistemima koji se sastoje od (pod)sistema DAJ-na
spregnutih sa automatom. Modeli kontinualnih sistema su indeksa 1 DAJ-ne sa promenama moda tipa
Tavernini (konstantan broj diferencijalnih jednac¢ina, promenljive stanja kontinualne). Na vise nivou mogu
da se definiSu i ,,zadatak™ i ,raspored” koji mogu promeniti strukturu sistema ukljucuji¢i i promenu
pocetnih vrednosti stanja.

BaSIP je simulaciono okruzenje u kom je dinamika opisana logicki pomo¢u ODJ-na koje obuhvataju
stvaranje diskretnih signala. Logicki sistemi mogu biti definsani logic¢ki (model promena strukture sistema
na nivoima podsistema) ili globalno da predstavi navodeno startovanje ili zaustavlajnje operacija, u nizu
ili paralelno.

U danas$nje vreme moguca je verifikacija-provera logickih programa za relativno mnogo problema
zahvaljujuéi upotrebi raunara velikih brzina, i predstavljanjem stvarnog podatka struktura za Boolean
funkcijama [19] i razvojem provere simbolickog modela koja je efektivna metoda za proveru stabla svih
mogucih nizova stanja konacnih prelaza sistema. Osnova je diskretni stanje-prelaz model dinamike
sistema. Zeljena svojstva sistema (i sigurnost i radni vek) se definidu upotrebom vremenske logike i
program, onda se proverava da li su svojstva zadovoljena. Provera simbolickog modela primenjuje se u
digitalnom kolu i ra¢unarskom protokolu za proveru. SIMENS je razvio jedan alat za logi¢ku proveru
programa zasnovanu na istom modelu. Ove tehnike mogu da se primene na hibridne sisteme ako je
kontinualni deo aproksimiran cisto diskretnim modelom, ali u tom slu¢aju mnogo informacija se gubi.
Takode, programi stvarne logicke kontrole tehniCkih sistema cesto imaju prekide koji ne mogu biti
adekvatno modelirani u nevremenskim opisima. Vremenski automat je najopstija klasa sistema za koju su
dostupne metode provere (npr. programima HyTech, KRONOS, UPPALL). Ovi programi takode mogu
racunati opsege grani¢nih vrednosti koji ¢e garantovati da specificirani uslovi budu zadovoljeni. Ako se
uvede diskretizacija vremenske ose modeli simbolickog proveravanja mogu da se primene i na sisteme sa
tajmerima. Da bi se primenili ovi alati na formalnu proveru, kontinualni deo sistema mora da se
aproksimira u vremenski diskretni sistem. Ovakva aproksimacija u osnovi ima tzv. zatvorena resenja, tj.
diskretni sistem sadrzi ponaSanja koja kontinualni sistem ne moze izvesti. Dakle, ako provera pokaze da
¢e upravljani sistem dosti¢i zabranjeno stanje moze da sledi da se to nece dogoditi u stvarnosti. Ako se
desi da verifikacioni programi predvide niz dogadaja koji ne bi zadovoljavali specifikaciju, simulacija
originalnog kontinualno-diskretnog sistema moze da se izvede samo za kriticnu situaciju da se provere
rezultati. Ako se ne pronade narusavanje specifikacije analizom vremenskog sistema za diskretnom
povratnom spregom i ako model vremenski diskretnog sistema je krajnja aproksimacija kontinualnog
sistema, dokazano je da logika upravljanja radi korektno. Ovde prakti¢no postoji stalno balansiranje

izmedu valjanosti aproksimacije i pokusaja da se nacini diskretni model i opiSu sve njgove sloZenosti.

25



Tehnike provere zasnovane na vremenskom u/d sistemu (u/d sistemu sa kontinualnim blokovima koji
imaju prekide a to su tajmeri) prikazane su u radu [178]. Pokazano je da su vremenski u/d sistemi
ekvivalentni vremenskim automatima i mogu da se trensformisu u njih. Ovo omogucéava da se pomenuti
programi koriste i za verifikaciju tih sistema. Kriti¢ni korak ovde je kompozicija podmodela u jedan veliki
sistem koji je potom objekat provere. Ovo je veoma zahtevno ¢ak i za moc¢ne raCunare i vodi ka velikim
nestrukturiranim problemima provere. Zato je ¢ini se obeCavajuce da se nacini analiza kompozicija gde se
svojstva podsistema proveravaju, a tacno funkcionisanje celokupnog sistema se izvodi iz ovih dokazanih
svojstava.

Na kraju navedi se samo jedan, mada ih ima mnogo viSe, primer upotrebe teorije hibridnih
dinamickih sistema u medicini. Sustina odredenja hibridni dinamicki sistem ukazuje na disparatnost
priroda koje su spregnute u hibridni sistem, sam nacin prilaza i modeliranja takvih sistem primenjiv je i u
drugim oblastima a ne samo u inzenjerstvu, na primer u ekonomiji, bilogiji, medicini. Jedan ilustrativni
primer upotrebe u savremenoj medicini jeste i rad [267] gde je prikazan jedan primer primene
modeliranja hibridnog dinami¢kog sistema na napredovanje bolesti kancera prostate pod dejstvom
hormonalne terapije, gde se kontinualna dinamika tumora prekida uticajem i ubacivanjem leka. U radu se
proucava model hibridnog sistema koji predstavlja androgenu terapiju sa prekidima (ATP) preventivnog
suzbijanja kancera prostate. Isprekidano uzimanje leka sa prekidanjem izmedu perioda tretmana i
netretmana koristi se sa namerom za mogucu prevenciju tumora prostate razvijajuci se u otprno stanje
hormona i za predvidanje moguce strategije za kaSnjenje ili prevenciju sa nadom povratka tumora kroz
koji mnogi pacijenti prolaze kao rezultat dugog vremenskog prigusivanja hormona. Klini¢ka efikasnost
ATP za kancer prostate jo§ uvek je pod ispitivanjem ali barem vredna razmatranja u smislu smanjenja
cene tretmana u periodu prekida terapije. Sam model ATP zavisi od nekih klini¢ki upravljivih parametara
koji ukazuju da li ¢e se povratiti tumor ili ne. Zbog toga, ovde se proucava nelinearna dinamika i struktura
bifurkacija modela upotrebljavaju¢i numericke metode da se potvrde skupovi bifurkacija u hibridnom
sistemu. Sta viSe, dvodimenzionalni slabo nelinearni sistem redukovan iz polaznog modela istiée pojavu
nelinearnih fenomena svojstvenih hibridnim sistemima. Rezultati sugeriraju da male promene normalnog
androgenog nivoa u kombinaciji sa odgovaraju¢im rasporedom uzimanja leka mogu povecati moguénost
prevencije povratka kancera.

1z svih navedenih primera do sada konstatuje se da je stvarnost prepuna hibridnih sistema, a to
daje izazove u problemima njihovog modeliranja, simulacije i analize. Pri tome su neki od problema i
pojava haosa kao posledica nelinearnosti, kako u nekim veoma jednostavnim hibridnim sistemima, tako i
u onim sloZenim, daleko od reSenih do sada. Stalni su pokuS$aji savremenih nau¢nika da na dinamiku
nelinearnih sistema primene poznate metode upravljanja, optimizacije, sinhronizacije, ali do danas ne
postoji opsta teorija koja bi obuhvatila sve aspekte koje nelinearnost u sistem unosi, ali svi ti napori daju
upotrebljive rezultate od kojih su samo neki izdvojeni u narednim redovima, a odnose se na mogucnosti

primene teorije upravljanja na sisteme sa nelinearnostima.
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2% Poglavlje

Pregled metoda za istraZivanje

U osnovi korisne primene oscilacija, kao i uzroku njihovog Stetnog dejstva, leze svojstva pojava
koje su povezane sa svojstvima nelinearnih fenomena u dinamickim procesima tih oscilacija, §to je i
razlog predstavljanja u daljem radu klase hibridnih dinamickih sistema sastavljenih od podsistema sa
svojstvima nelinearnosti. Ve¢ina moguénosti efektivnog koriSéenja oscilacija je povezana sa tim da
oscilacije menjaju karakter i svojstva nekih fizicko-dinamickih procesa u nelinearnim mehanickim
sistemima, a sa tim i njihovo ponasanje. Npr. stabilan polozaj staticke ravnoteZe postaje nestabilan u
dinamickim uslovima i uspostavlja se nova konfiguracija sistema u uslovima dinamicke ravnoteze, a
konfiguracija nestabilne ravnoteze postaje stabilna i sl. Ovde treba dodati i izuzetnu osetljivost dinamickih
procesa u nelinearnim dinamickim sistemima na male promenama parametara stanja sistema. U uvodnom
delu rada [259] moze se naci pregled metoda za reSavanje problema nelinearne mehanike i objasnjavanje
specificnih pojava dinamickih sistema sa nelinearnostima. Kako ovaj rad predstavlja sublimaciju svih

dosadasnjih znanja i logi¢an nastavak u primeni tih znanja za formiranje nove metodologije u izucavanju
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jedna klase dinamickih hibridnih sistema deo rezultata prikazan u mom magistarskom radu ovdje ¢e biti
koris¢en bez matematickih izvodenja kako bi se formirali opsti zakljucci. Osnove asimptotske metode
usrednjavanja Krilov-Bogoliyubov-Mitropolskiy-kog ([200-203]) za reSavanje nelinearnih zadataka
mehanike koja ¢e se koristiti u reSavanju modela hibridnih dinamickih sistema predstavljenih u narednim
poglavljima date su u potpunosti i za diskretne i za kontinualne sisteme u mom magistarskom radu [259].
Ovde se samo navedi principijelni prilaz metodi na najjednostavnijem i opstem obliku nelinearne
diferencijalne jednacine, jer su kroz prikaz definisana i osnovna svojstva koja bi moralo da poseduju

sistemi Ciji se matematicki model reSava ovom metodom. Kroz ovaj primer prati¢e se i osnovni zakljucci

primene ove metode.

2.1 Idejai osnovne pretpostavke asimptotskih metoda nelinearne

mehanike

Privenstveno da bismo se asimptotsku metodu Krilov-Bogolyibov Mitropolyski primenila mora
biti zadovoljeno prisustvo malog parametra &, kojeg formalno i matematicki uvodimo u diferencijalne
jednacine kretanja. Fizicki smisao prisustva malog pozitivnog parametra obezbeduje se ograni¢avanjem
izuCavanja na male nelinearnosti i male oscilacije oko ravnoteznog polozaja ili formalno u faznoj ravni
posmatranjem malog intervala vremena. Da bi se pravilno formulisala metoda sastavljanja asimptotske
aproksimacije reSenja jednacina neophodno je da se za osnovu uzme fizicka predstava o karakteru

proucavanog oscilatornog procesa. Na prostoj nelinearnoj obi¢noj diferencijalnoj jednacini oblika:
d*x )
_+a) X = x,_ N (2.1.1)
dr’ 6](( dtj

gde je & mali pozitivan parametar. Pri € =0, tj. pri odsustvu poremecaja oscilovanje ¢e biti ¢isto

harmonijsko opisano oblikom kosinusne funkcije:

x=acosy , (2.1.2)

konstantne amplitude «a ijednakopromenljivog faznog ugla v = wt, tj.

da_o dv_ . (2.13)
dt dt

Prisustvo nelinearnog poremecaja dovodi, u reSenju jednaCine (2.1.1), do pojave visih harmonika,

uslovljava zavisnost trenutne frekvencije 4¥ od amplitude, a moZe da izazove i sistematsko uvecanje ili
dt

umanjenje amplitude oscilovanja u zavisnosti od energije koju apsorbuje ili odaje poremecajna sila. Svi ti
efekti isCezavaju u grani¢nom slucaju & =0 . Imajuéi to u vidu opste resenje izucavane jednacine (2.1.1)

trazi se u obliku:
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2. Pregled metoda za istraZivanje

x=acosy +&U,(a,y)+&°U,(a,p)+... (2.1.4)
gde se U, (a,ly), U, (a,l//),... javljaju kao periodicke funkcije ugla y, perioda 27 . Veli¢ine a i ¥ kao

funkcije vremena odreduju se iz sistema diferencijalnih jednacina:

d
;c; =ed (a)+&* 4y(a)+...
%=w+gBl(a)+ngz(a)+.... (2.1.5)

Na taj nain nalazenje asimptotske aproksimacije reSenja jednadine (2.1.1) svodi se na izbor
odgovarajucih izraza za funkcije U,(a,p), 4, (a) i B, (a), tako da izraz (2.1.4) u kome ai ¥ bivaju

zamenjene funkcijama vremena, koje se odreduju iz jednacina (2.1.5), bude reSenje pocetne jednacine
(2.1.1).

Kad su nadeni eksplicitni izrazi za koeficijente razlaganja u izrazima (2.1.4) i (2.1.5), pitanje integraljenja
jednacine (2.1.1) svodi se na prostiji slucaj integraljenja jednacina (2.1.5) sa razdvojenim promenljivim
(argumentima), koje u pojedinim slucajevima omogucéavaju izu¢avanje pomocu poznatih elementarnih
nacina.

Odredivanje koeficijenata redova (2.1.4) 1 (2.1.5) ne predstavlja principijelni problem, no, s obzirom da
formule vrlo brzo postaju sloZene, prakticno efektivno mogu da budu nadena samo prva dva tri ¢lana.

Zadrzavajuéi u redovima (2.1.4) i (2.1.5) samo prvih m ¢lanova tj. stavljajuci da je:

x=acosw+isiUi(a,1//) (2.1.6)
i=0

.

da m .

YN ala),

=254

W 0+Y B (a) - 2.1.7)

dt i=0

dobija se aproksimacije prvog, drugog itd. ili uopste receno ne tako velikog reda. To je zato jer je poznato
da se prakti¢na primena asimptotske metode odreduje ne osobinama konvergencije redova (2.1.4) 1 (2.1.5)
pri m — o nego asimptotskim osobinama za zadati broj ¢lanova m pri & — 0. Neophodno je samo to
da pri malom ¢ izraz za (2.1.4) daje dovoljno ta¢nu aproksimaciju reSenja jednacine (2.1.1) i za dovoljno
dug period vremena. Zato se obi¢no redovi (2.1.4) i (2.1.5) pretpostavljaju kao formalni, neophodni za
nalazenje asimptotske aproksimacije (2.1.6).

NalaZenje asimptotskih aproksimacija moZe se postaviti i strozije kao nalazenje takvih funkcijaU, (a,l//),
A4, (a) i B, (a) da bi izraz (2.1.6) u kome se funkcije vremena ai  odreduju jednacinama m -tog

priblizenja (2.1.7) zadovoljavao jednatinu (2.1.1) sa tatnod¢u do malih veligina reda &”"'. U

posmatranom slucaju jednacine (2.1.1) moguce je bilo ustanoviti konvergenciju redova (2.1.4) i (2.1.5)

pri veoma opstim uslovima postavljenim za funkciju f( x,‘;xj. S obzirom da ¢e se dalje proucavati slucaj
t

kada su posmatrani redovi divergentni, to se ovde nece vezivati izlaganja metode nalazenja asimptotskih
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aprokslmacija sa dokazivanjem konvergencije i zato ¢e se redovima po stepenima malog parametra davati
formalni smisao.

Nekoliko reci o proceni greske. 1z Cinjenice da dobijeno priblizno reSenje zadovoljava jednacinu
(2.1.1) sa greskom reda g™ to i pomocu obi¢nog majoriranja moze se utvrditi da ¢e odstupanje

pribliznog resenja od odgovarajuéeg tacnog (uz saglasnost pocetnih uslova) biti ograniceno veli¢inom reda

m+1

&t 1na taj nacin razlika ostaje mala pri ma koliko velikim vrednostima &f , samo ako je & dovoljno
malo.
Pitanje strogog obrazlozenja asimptotskih metoda pretstavlja poseban ¢isto matematicki problem

koji ima znacaj za teoriju diferencijalnih jednacina sa malim parametrom.

Nalazenje funkcija U, (a,l,y), 4 (a) iB, (a) sadrzi u sebi izvestan stepen proizvoljnosti, a da bi
odredivanje tih funkcija bilo jednoznacno moraju se postaviti za njih dopunski uslovi. Medutim i izbor
dopunskih uslova je proizvoljan. Kao dopunski uslov se bira uslov da u funkcijama U, (a,l// ) odsustvuju

prvi harmonici, tj. potrebno je da bude zadovoljen sledeci uslov:

2z

J.Uj(a,l//)e""'dl//zo, j=12,...m. (2.1.8)
0

Fizicki posmatrano to znaCi da je veliini a dat smisao potpune (pune) amplitude prvog osnovnog
harmonika oscilovanja. Diferencirajui izraz (2.1.4) i uzimajuéi u obzir izraze (2.1.5), nalazi se:

ax =—awsiny + .9{Al (a)cosy/ —abB, (a)sinl// +w v, }+
dt oy

+B, Yy 02l
oy oy

+ (92{A1 cosy —aB, siny + 4, 66(]1
a

2 . o’U
;f =—aw’ cosy +5{— 2wA, siny —2waB, cosy + o’ 6(//21 +

2 2
+é&’ A]%—aB]z—Za)aB2 cosy —| 2wd, +24,B, +A]aﬁ siny +2w4, oY, +2wB, 0 UZ]
da da Oady oy

+w

, 00U, | . (2.1.9)
oy’ i
+& ...

Desna strana jednacine (2.1.1), uzimajuéi u obzir (2.1.9), moze da se napise u sledecem obliku:

o x,@ =.5]’(acos:,//,—aa)sing//)+82 U](a,(//)f_’(acosw,—aa)sint//)+ A, cosy —ab, sinl//+w% .
dt x oy (2.1.10)

filacosy,~awsiny ) +&° ...+ ...

Da bi posmatrani red (2.1.4) zadovoljio pocetnu jednacinu (2.1.1) sa ta¢noS¢u do malih veli¢ina reda

m+

emt, neophodno je izjednaciti koeficijente uz jednake stepene & sa leve i desne strane jednacine (2.1.1)

do clanova m -tog reda, ukljucujuci i ¢lanove m -tog reda. Kao rezultat dobija se:

2 i

2
a)z[g U[+U'j:fi1(0,1//)+2a)A,.siny/+2a)aB,.cosy/’ i=123...m (2.1.11)
7

gde za f,(a,y) uvodimo oznake:
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fo(aal//): f(a cosy,—amsin l//)

fila,w)=U (a,p)f!(a cosy/,—aa)sinl//)+( ,

aaU‘ ]fx' (acosy,—awsiny )+
W
2 2
+| aB} - Adi cosy +| 24,B, + 4, a5, —La [siny —2w4, oY, —Za)BlaUZ'
da da ' dwda oy

.............. (2.1.12)

Vidi se da su funkcije fi(a, 74 ) periodi¢ke funkcije promenljive y sa periodom 27 i zavise od a .
Da bi se odredile funkcije U, (a,w), Al(a) i Bl(a) iz prve jednacine sistema (2.1.11) razloze se

funkcija £, (@, ) u Fourier-ov red:

= 3 i a)em (2.1.13)
gde je:
1 2z .
ﬁf’”)(a)=gfj%(a,w)e Ydy - (2.1.14)
0

FunkcijaU, (a, W) trazi se u obliku:

_ iUf"’)(a)e"W : (2.1.15)

m=—o0

pa seizrazi (2.1.13) 1 (2.1.15) unese u prvu jednacinu sistema (2.1.11) 1 dobija se:

Za) (l m )U )™ = Zfo ™" + 24, siny + 2waB, cosy (2.1.16)
odakle je:

imy

© 2z
(@)= flacosy,~awsiny )™ dy, m# +1 (2.1.17)
P |

Al(a)z ! If acosy,— aa)sml//)sml//dl//,

2w
1 2
Bl(a)z Ry jf(acosw,—acosinw)coswdw . (2.1.18)

0

Na sli¢an nacin reSavajuci drugu jednacinu sistema (2.1.11) dobija se:

0 imy 2z _
- S i [k, et 2119
== 0

1 dB
4,(a)= —2(2/1131 +4 dalaj—

b

—J‘{ acosy/, aa)smy/) (Al cosy —abB, sint//+w2U'JfY',(acos1//,—aa)siny/) sinpdy
174
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Blo) =y B+ AL

2w a da (2.1.20)
1 , . : U, | . .
——J- Ul(a,l//)fx(acosw,—aa)sml//)+ A cosy —aB siny + o— ftr(acosy/,—aa)sml//) cosydy
2raa < oy )

Pri reSavanju vecine prakti¢nih zadataka za sastavljanje asimptotskih aproksimacija sasvim je dovoljno da
se ograni€i na prvu aproksimaciju koja moze biti predstavljena u obliku:

X=acosy (2.1.21)

gde se ai i odreduju iz jednacina prve aproksimacije:

d

76; = gAl (a)

Y _ s 5B,(a) (2.1.22)
dt 1

u kojima su 4, (a) iB, (a) odredeni formulama (2.1.18).

Ove jednacine prve aproksimacije je moguce dobiti i uvodenjem zamene promenljivih i usrednjenjem
istih.

Jednacina (2.1.1) za £ =0 ima reSenje:

X=acosy

(2.1.23)

ﬁ:—aa)sim// ) y=wr+0.
dt

Za reSavanje jednacine (2.1.1) pri & #0, koriste se formule (2.1.23), ali se a i @ smatraju funcijama
vremena, a same formule (2.1.23) kao neku zamenu promenljivih, pri ¢emu se faza 6 i amplituda a
usvajaju kao nove nepoznate funkcije vremena. Odredivsi funkcije @ i @ mogu da se sastave izraz za
trazeno reSenje jednacCine (2.1.1). Posle zamene promenljivih dobijaju se dve diferencijalne jednacine

prvog redau odnosuna a i @:

da = —if(a cosy,—awsin l//)Sinl//

dt o

ﬁ:_if(acost//,—aa)sinz//)cosy/- (2.1.24)
dt aw

Diferencijalne jednacine oblika (2.1.24) nazivaju se jednacinama standardnog oblika. Desne strane

jednacina (2.1.24) se mogu predstaviti u obliku zbira:
_£ flacosy,~awsiny)siny =&y {fv(ll)(a)cos v+ fv(zl)(a)sin Vl//}
[0 v

—-£ flacosy,~awsiny )cosy = £y, {fv(lz)(a)cosvy/ + £2(a)sin w//}' (2.1.25)
aw .

Kako su a i 6 sporopromenljive veliine, to se mogu predstaviti kao superpozicija ravnomerno
promenljivih ¢lanova a i @ i zbira malih oscilatornih ¢lanova. U prvoj aproksimaciji imace se:

a=a , 0=6 , V=ot+0

Smatrajuci da mali sinusoidalni oscilatorni ¢lanovi izazivaju samo male oscilacije oko prvih priblizenja a

i @ ine izazivaju sistematsku promenu a i € to se mogu odbaciti i dobiti jednacine prve aproksimacije

u obliku:
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da _ afo(ll)(a):M{—gf(acost//,—aa)sint//)sin(//}

dt N )

A0 o o e (2.1.26)
Z=ga)=M ——f(acost//,—aa)smw)cost// >

dt | wa

gde je M operator usrednjenja za konstantne vrednosti a i 0,at funkcija usrednjenja za eksplicitno
t

sadrzano vreme.

Izvodeci operaciju usrednjenja u izrazima (2.1.26) iuvodeci umesto & punu fazu y dobija se:

2z
% = —% I|:f(a cosy,—amsiny )sinydy
2z
W o J.f(acos;y,—aa)sinl//)cosy/dl//' (2.127)
dt 2maw

0
Nije teSko uociti da su jednacine prve aproksimacije (2.1.27), dobijene pomoéu metode usrednjenja
jednake jednacinama prve aproksimacije dobijenim pokazanom asimptotskom metodom poznatom pod
imenom Kpsuno6-ljeva metoda ili U-metoda.

Metoda usrednjenja se moZe primeniti i za dobijanje visih aproksimacija, ali se onda moraju uzeti
u obzir i oscilatorni ¢lanovi.

Treba obratiti paznju i na to da se struktura reSenja na faznoj ravni usrednjenih jednacina ili
jednacina dobijenih asimptotskom metodom i struktura reSenja ta¢nih jednac¢ina na beskona¢nom intervalu
vremena sasvim razlikuju, ali na kona¢nom intervalu vremena trajektorije na faznoj ravni moraju
bezuslovno da budu bliske jedna drugo;j.

Prikazana ideja asimptotskih metoda moze biti primenjena za nalaZenje asimptotskih
aproksimacija reSenja za najrazlicitije oscliatorne sisteme, koji sadrze mali parametar i to kako za sisteme
sa jednim stepenom slobode oscilovanja tako i za sisteme sa viSe stepeni slobode oscilovanja, a i za
sisteme sa beskonacno stepeni slobode oscilovanja.

Govore¢i o ideji i osnovnim postavkama asimptotskih metoda nelinearne mehanike nuzno je da se
kaze 1 o ulozi metode Van-der Pol-a, koja je bila ogromna u razvoju asimptotskih metoda nelineame
mehanike. Metoda usrednjenja koja se veoma mnogo primenjivala u nebeskoj mehanici, dugo je ostala
nepoznata u teoriji nelinearnih oscilacija. Samo zahvaljujuc¢i poznatim radovima Van der Pol-a i ova
metoda je pocela da se primenjuje u teoriji nelinearnih oscilacija. Metoda Van der Pol-a se pojavila u
periodu izmedu 1920-1923 godine u vezi sa brzim razvojem radiotehnike i sa pojavom elekronskih cevi i
koristila se kao veoma pogodna za izuCavanje kola sa nelinearnim elementom (elektronska cev).

Van der Pol je izuavao jednacinu oblika (2.1.1) posebno u slucaju kada je:

( d Y
f(x,d);j:(l—x )?f’ (2.1.28)

u kom se slucaju naziva jednac¢imom Van der Pol-a.

Za formalnu primenu metode Van der Pol-a nije bilo nikakvih ogranicenja u vezi sa prirodom sila
pod ¢ijim dejstvom je proizilazio oscilatorni proces. Van der Pol je predlozio prostu Semu redukcije
zadatka teorije oscilacija na izu€avanje jednog posebnog slucaja jednacina i uprosceni sistem zamenjivao

je usrednjenim po "brzoj" promenljivoj. Metoda Van der Pol-a je bila o€igledna i pogodna za proracune,
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pa je bila veoma popularna medu inZenjerima. Medutim sama metoda je u to vreme bila Cisto intuitivnog
karaktera i dugo niko nije ¢ak ni pokusao da da matematicki dokaz.

Za dobijanje prve aproksimacije jednacine (2.1.1) Van der Pol je predloZio specijalnu metodu
"sporopromenljivih" koeficijenata analognu metodi koju je Lagrange primenjivao u nebeskoj mehanici.
Van der Pol je pomocu svoje metode izucio niz prakticnih zadataka izucavajuéi proces uspostavljanja
oscilacija, stacionarne rezime i oscilatorni histerezis.

Van der Pol je resenje jednacine (2.1.1) trazio u obliku:

x = acos(at + @), (2.1.29)

sa promenljivom amplitudom i fazom, a i @, koje se nalaze iz sistema jednaCina sa razdvojenim

promenljivim:
da = Tf(a cos@,—awsin go)sin odo
dt 27w 5,
2z
d—q):a)— ¢ If(acosgo,—aa)singo)coypd(p' (2.1.30)
dt 2maw 5,
Za sluc¢aj Van der pol-ove jednacine te jednaCine dobijaju oblik:
da__eaf, @
a2\ 4
o _qo (2.1.31)
dt
a njihovim reSavanjem se dobija:
ié'l
g aOeZ‘
1+ % a; (ea - l)
(p:(po = const . (2132)

Iz ovog izraza se vidi da je reSenje x=0 koje odgovara stati¢kom rezimu nestabilno, dok je

reSenje x = 2 stabilno perioditko reSenje, jer tada 99 _  ima stacionarnu amplitudu a,=2.
dt

Nedostatak Van der Pol-ove metode je bio u tome §to se ona mogla primeniti samo za sisteme sa
jednim stepenom slobode oscilovanja.

Moze se uociti da su jednacCine prve aproksimacije nadene pomocu metode prikazane u pocetku
ovog Clana usrednjene jednacine (2.1.27) i jednacine (2.1.30), dobijene Van der Pol -ovom metodom
medusobo jednake, jer u osnovi sadrze Lagrange-ovu metodu varijacije konstanata.

Takode, treba obratiti paznju i na to da se struktura reSenja na faznoj ravni usrednjenih jednacina
ili jednacina dobijenih asimptotskom metodom i struktura reSenja tacnih jednacina na beskona¢nom
intervalu vremena sasvim razlikuju, ali na kona¢nom intervalu vremena trajektorije na faznoj ravni moraju
bezuslovno da budu bliske jedna drugoj.

Geometrijska interpretacija metode usrednjenja njen odnos prema Poincaré-ovim mapama i njene
primene na dalja izu¢avanja svojstava sistema sa nelinearnostima, bi¢e prikazane u poglavlju 5 kada bude
bilo reci o integritetu hibridnih sistema i komponentnih dinamika.

Videée se da ne postoje opSte metode za reSavanje diferencijelne jednacine sa nelinearnoSéu

treceg reda koja bi se koristla u opisu modela jednog broja hibridnih dinamickih sistema, ve¢ da postoje
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analitiCka priblizenja koja zavisno od stepena aproksimacije daju resenja sa odredenim stepenom tac¢nosti i
koja uglavnom opisuju lokalna ponasanja sistema oko odredenog ustaljenog rezima oscilovanja. Takode,
¢e se pokazati da numeric¢ko reSavanje ovakvih jednacina daje moguénost da se otkriju neka reSenja koja
analiticki ne mogu da se predvide i da se dobiju potpunije informacije o globalnom ponasanju sistema
opisanih ovim vrstama diferencijalnih jednacina. S tim u vezi sa razlogom se jedan deo metoda ispitivanja
pojava u klasi hibridnih sistema sa nelinearnostima odnosi na metode takozvanih racunskih nauka
(computational science) koje pomoc¢u matematickih programa numericki reSavaju sisteme nelinearnih
diferencijalnih jednac¢ina. Treba napomenuti da oblik numerickog reSenja zavisno od metode i stepena
aproksimacije i koraka koji numericka metoda koristi u izabranom programu moze biti drugaciji i samim
tim dati rezultate sa odredenim stepenom netacnosti. Ovo je zbog toga Sto su sistemi nelinearnih
diferencijalnih jednacina koji se koriste u ovom radu za opisivanje modela klasa hibridnih sistema sa
nelinearnostima osetljivi i na izbor numericke metode za proracun i na izbor koraka same metode.
Konvergencijom i tacnos$¢u reSenja izabranih numeri¢kih metode u ovom radu nece se baviti jer smisao
rada nije u kvantitativnoj analizi rezultata ve¢ u kvalitativnom opisivanju fenomena hibridnih sistema sa
nelinearnostima, a svakako da za neka ispitivanja za prakticne primene treba uzeti u obzir i ovaj aspekt
upotrebe numeri¢kih metoda.

Oscilacije u linearnim sistemima sa viSe stepeni slobode oscilovanja su viSefrekventne jer su
kombinacije veceg broja prostih oscilacija. Izborom pocetnih uslova oscilatorni sistem sa visSe stepeni
slobode oscilovanja moze da osciluje sa samo jednom frekvencijom. Takode, pored pocetnih uslova
dejstvo disipativnih sila i spoljasnjih poremecajnih sila dovodi do brzog is¢ezavanja visih harmonika, tj.
oblika oscilovanja koji odgovaraju visim frekvencijama, i do uspostavljanja osnovnog oblika oscilovanja
sa kruznom frekvencijom bliskom kruznoj frekvenciji spoljasnje poremecajne sile. Zato je pri specijalnim
pocetnim uslovima ili pri dejstvu spoljasnje perturbacione sile sa samo jednom kruznom frekvencijom
celishodno proucavati jednofrekventni rezim oscilovanja u kome sve tacke sistema osciluju sa jednom i
samo sa jednom kruznom frekvencijom na Sta je prvi ukazao H.H. Boromo6oB. Princip jednofrekventnosti
[125, 200-203] bitno uproséava i pronalazenje asimptotske aproksimacije reSenja i svodi zadatak na
integraljenje samo dve diferencijalne jednacine prvog reda u odnosu na sporopromenljive amplitudu i fazu
jednofrekventnih oscilacija. Pri tome, mogu se zanemariti pocetni uslovi, zato §to se, u uslovima
rezonantnog stanja sistema, podrzavaju i razvijaju oscilacije u odredenom obliku dinamicke ravnoteze,
koji odgovara sopstvenoj rezonantnoj kruznoj frekvenciji, a na racun spoljasnjih poremecajnih sila. Ovde
se upotrebljava izraz oblik dinamicke ravnoteze pod kojim se podrazumeva oblik oscilovanja sistema sa
jednom sopstvenom frekvencijom i njoj odgovaraju¢om sopstvenom funkcijom i amplitudom [74, 125].
Drugi oblici (nerezonantnih) sopstvenih oscilacija odredeni pocetnim uslovima u realnim sistemima
prigusice se (isCeznuce) pod uticajem disipativnih sila. Zato u uslovima rezonantnog stanja sistema i pri
dejstvu disipativnih sila oscilacije u sistemima sa mnogo stepeni slobode oscilovanja proizilaze kao
jednofrekventne u odredenom obliku dinamicke ravnoteze bliskom jednom od oblika glavnih (normalnih)
oscilacija, §to se odnosi na nelinearne sisteme sa viSe stepeni slobode oscilovanja koji su bliski linearnim.

U opstem slucaju nelinearnosti ne mogu se izvu¢i zakljucci opstijeg karaktera.
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U mnogim inZenjerskim sistemima sa nelinearnostima, visefrekventne pobude su izvor pojave
viSefrekventnih rezonantnih rezima pri visoko-frekventnim kao i nisko-frekventnim modovima ([136,
124]), sto je pokazano u mnogim eksperimentalnim i teorijskim rezultatima ([136,137]). Uticaj izmedu
amplituda i faza razli¢itih modova u nelinernim sistemima sa vise stepeni slobode oscilovanja, kao i pri
slobodnim tako i pri prinudnim viSefrekventnim reZzimima deformabilnih tela sa beskona¢no mnogo
stepeni slobode oscilovanja proucavaju se primenom asimptotske metode usrednjenja Krilov-
Bogoliyubov-Mitropolskiy-kog ([147, 149, 150] i [202, 203]). Vredne pomena rezultate primene
asimptotske metode Krilov-Bogoliyubov-Mitropolskiy-kog kao i energijske interpretacije date u
monografijama Mitropoljskog [201, 202 i 203], u proucavanju nelineranih oscilacija elasti¢nih tela

pobudenih spoljasnjom vise-frekventnom pobudom dala je Katica Hedrih u doktorskoj disertaciji [126].

2.2. Metoda diskretizacije kontinuuma

U radovima [90, 98] predstavljena je metoda diskretnog kontinuuma pomocu primera homogenog
diskretnog sistema sa ograni¢enim brojem stepeni slobode kretanja. Ovaj sistem je u obliku homogenih
lanaca i mreza u prostoru i ravni. Materijalne tacke tih mreZa i lanaca spojene su elasti¢nim, standardnim
naslednim ili puzeéim elementima. Predstavljena je trigonometrijska metoda za izuCavanje svojstava
jednacina dinamike diskretnih homogenih kontinuuma. Dinamika sistema je opisana pomocu integro-
diferencijalnih jednacina ili diferencijalnih jednacina sa izvodima necelog reda. U tim radovima uocava se
odnos izmedu odredenja re¢i diskretni kontinuum i diskretni sistemi, pa je u jednom broju radova [84]
posveCena paznja sistemima u kojima su spregnuti diskretni podsistemi krutih tela i kontinualni
podsistemi i formirane su karakteristi¢ne frekventne jednacine malih oscilacija ovih sistema. U radu [60]
prikazan je prilog razvoju analiticke mehanike diskretnih oscilatornih sistema frakcionog reda na primerima
oscilacija spregnutih ravanskih i prostornih lancanih sistema. Metodom diskretnog kontinuuma, diskretni
modeli frakcionog reda mehanickih kontinualnih viselancanih sistema u ravni i prostoru postavljeni su kao
moguc¢i modeli vibracija homogenih deformabilnih tela. Za slucaj da su te strukture homogene i da sadrze
spregnute homogene lance, koji su sastavljeni od materijalnih tacaka medusobno vezanih standardnim lakim
elementima frakcionog reda, oscilacije frakcionog reda te diskretne kontinualne strukture sa elongacijama u
jednom paralelnom pracvu su analiti¢ki opisane i prouc¢ene. Primenom trigonometrijske metode i Laplase-
eove transformacije za transformaciju i reSavanje izvornog sistema obicnih diferencijalnih jednacina
frakcionog reda, odredeni su odgovaraju¢i analiticki izrazi za odgovarajuce skupove glavnih sopstvenih
mreza i u njima glavnih sopstvenih lanaca, kao i sopstveni modovi frakcionog reda sli¢ni
jednofrekventnim oscilacijama. Originalni i novi analitiCki rezultati pomenutog rada su: novi modeli

diskretnih, homogenih, frakcionog reda, u ravni ili prostoru, oscilatornih viselancanih struktura i modeli
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deformabilnih homogenih tela frakcionog reda. Pomocu tih diskretnih modela frakcionog reda razmotrene
su analiti¢ki longitudinalne, kao i transverzalne oscilacije frakcionog reda homogenih greda i dobijeni su
skupovi sopstvenih kruznih frekvencija sa odgovaraju¢im karakteristicnim brojevima, kojima se izkazuju
frakciona svojstva materijala elemenata. Koriste¢i baznu hibridnu, frakcionog reda, homogenu strukturu,
koja sadrzi spregnute homogene lance sastavljene od materijalnih tacaka povezanih standardnim lakim
elementima frakcionog reda, proucen je prenos visefrekventnih signala kroz diskretni prostorni, odnosno,
ravanski kontinuum i prikazani odgovarajuci analiticki izrazi. Slian pristup primene metode diskretnog
kontinuuma prikazan je i u radovima [59, 61, 62, 63].

U radovima [97, 157] date su vizuelne predstave oscilatornih preocesa u klasicnim modelima
oscilacija realnih sistema i na novi naéin su osvetljene varijacije osobina oscilatornih procesa tih sistema
sa promenama nekih parametara sistema.

Jasno je da savremeni kompjuterski alati sa mocnim sposobnostima raunara imaju slicnu
filozofiju razmatranja realnih dinamickih sistema, pomocu diskretizacije kontinuuma kao puta i metoda do
reSenja problema, a potom pomocéu mnogo iteracija kontinualizacije reSenja do verifikacije tacnosti.
Diskretizacija i kontinualizacija u analizi dinamickih procesa su metode razlicitog smera, ali su dobre da
omoguce proracun i za donosenje zakljucaka. Pri tome, ako se model Zeli u€initi realnijim i ukljuci se
nelinearnost u opise i postavljanje modela, mora se voditi racuna o diskretnim tackama i fenomenima koji
se u tim procesima javljaju. Ovi fenomeni su tipa bifurkacija i homoklinickih tacaka, koje znace i daju
vise razlicitih reSenja, ili pojavu viSe diskretnih fenomena usled osetljivosti nelinearnog procesa na male
promene pocetnih uslova ili parametara samih sistema, ili promene svojstava sistema.

U pojedinim modelima koji se budu objasnjavali koristice se i metoda fenomenoloSkog
preslikavanja [225, 226], gde ¢e se pod pojmom fenomenoloski slicno podrazumevati da su dve pojave u
matematiCkom opisu analogne a stvarno mogu biti sasvim razliCite prirode. Vazno je da resenja
matematiCckog modela jednog sistema mogu da se iskoriste u analizi i opisu ponasanja sistema potpuno
drugcije prirode. Smisao primene ove metode je u formiranju celine kada se govori o fenomenoloskom
preslikavanju i analogijama u okviru dinamika hibridnih sistema i sprezi pojava disparatnih priroda koje

mogu da se matematicki analiziraju prikazanim pristupkom i analogno resavaju.

2.3. Metode sinhronizacije i optimalnog upravljanja

Pre XX veka, linearne diferencijalne jednaCine su bile osnovni matematicki modeli oscilacija u
mehanickim, elektricnim i drugim sistemima. Tek je na pocetku tog veka postalo jasno da su modeli
linearnih oscilacija nemo¢ni da adekvatno opiSu novootkrivene fenomene i procese u dinamici

inzenjerskih sistema. Osnove savremenih matematickih aparata, teoriju nelinearnih oscilacija, postavili su
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u svojim radovima A.Poincare, B. Van der Pol, A.A. Andronov, N.M. Krylov i N.N. Bogolyubov, o ¢emu
postoji pregledni deo rukopisa u okviru uvodnog poglavlja rada [259]. Najvaznija odrednica te teorije je
definicija 1 otkric¢e stabilnog grani¢nog ciklusa (stable limit cycle). Model linearnih oscilacija i nelinearni
modeli sa stabilnim granicnim ciklusom zadovoljavali su potrebe inZenjera narednih nekoliko dekada.
Verovalo se da ti modeli opisuju sve moguce tipove oscilatornih kretanja deterministickih sistema. To
verovanje bilo je potkrepljeno i matematickim osnovama. Na primer, dobro je poznat zakljucak Poincaré-
Bendixon-ove teoreme da su ravnotezno stanje i granicni krug jedine moguce vrste grani¢nih stabilnih
kretanja u kontinualnim sistemima drugog reda. Medutim, sredinom proslog stoleca matematicari M.
Cartwright, J. Littlewood i1 S. Smale potvrduju da ovo nije slucaj ve¢ u sistemima treceg reda gde su
mogucéa veoma kompleksna kretanja kao $to su ograni¢ene neperoidicke oscilacije. Godine 1963. fizicar
E.Lorenz pokazuje da se kvalitativna priroda atmosferskih turbulencija koja se opisuje Navier-Stokes-
ovim kompleksnim parcijalnim diferencijalnim jednacinama moze predstaviti jednostavnim nelinearnim

modelom tre¢eg reda (Lorenz-ovom jednacinom):

i=o(y-x)

y=rx—y—Xxz

z=-bz+xy

Za odredene vrednosti parametara ovog sistema (npr. o =10, » =28 i »=8/3) reSenje ovog sistema

li¢i na neregularne oscilacije. Trajektorije u faznom prostoru imaju veoma sofisticiran oblik grani¢nog
skupa (atraktora), slika 2.1 a). Sistem je takode jako osetljiv na male promene pocetnih uslova, §to je
prikazano na primeru vremenske funkcije promenljive y(¢), slika 2.1 b), gde su razli¢itim bojama ucrtane
dve vremenske funkcije y(¢) sa jako bliskim pocetnim uslovima (x(0)=z(0)=0.01, a (0)=1.01crvena
linija, i x(0)=2(0)=0, a y(0)=1plava linija). Primecuje se da se ovi grafici skoro poklapaju do nekog
vremena na pocetku intervala, ali nadalje reSenja se razlikuju. U stavri posle duzeg perioda vremena
vremenski razvoji ova dva reSenja postace toralno razliCiti. Zato je nemoguce predvideti poziciju vektora
stanja definisanih pocetnim uslovima u duzem periodu vremena sa ta¢nos¢u koja je manja od razdaljina u
atraktoru, ovo svojstvo velike osetljivosti na male promene pocetnih uslova je osobenost haoti¢nog toka.
Paznju fizi¢ara, matematiCara a kasnije i inZenjera na ovaj model privukli su svojim radovima D.
Ruelle i F.Takens [266], a najpre svojim radom iz 1971 godine, pri ¢emu su ovaj atraktor nazvali
“Cudnim”. Osnove matematickog aparata za proucavanje fenomena haosa dali su od 1960-1970 godine u
ruskoj nacionalnoj naucnoj $koli autori okupljeni oko A.N Kolmogorov-ljeva, D.V Anosov-a, V.I Arnold-
a, V.K Melnikov-a i L.P Silnikov-a [255]. Od toga vremena haoti¢na kretanja su otkrivena u raznim
sistemima masinstva, u laserskoj i radio fizici, elektricnim kolima, hemiji, biologiji, medicini, ekonomiji i
dr. Savremene razvijene metode, numericka istrazivanja i rezultati pokazuju da je haos jedna vrsta
eksponencijalnog ponasanja nelinearnih sistema. Grubo govore¢i, haoticno kretanje javlja se uvek kada su
trajektorije globalno ograniCene i1 lokalno nestabilne. U haoti¢nim sistemima, veoma mala promena
pocetnih uslova ne ostaje mala ve¢ se menja eksponencijalno, a tu dolazi do izraZaja primena Lyapunov-
ljevih eksponenata u odredivanju svojstava haoti¢nog kretanja, o ¢emu c¢e biti re¢i u okviru potog

poglavlja i na dalje. U mnogim slucajevima ovakva neregularna i neperiodicka oscilovanja bolje
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predstavljaju procese u fizickim sistemima, iako je ponekad skoro nemoguée okom primetiti i razdvojiti

haoti¢ne procese od periodickih ili kvazi periodic¢kih procesa.

Slika 2.1. a) Lorenz-ov atraktor; b) funkcija y(t) za dve bliske ali razlicite vrednosti pocetnih

uslova x(O) = z(O) =0.01, a y(O) =1.01crvena linija, i x(O) = Z(O) =0,a y(O) =1 plava linija.

U teoriji haosa, upravljanje haosom je zasnovano na cCinjenici da svaki haoti¢ni atraktor sadrzi
beskona¢an broj nestabilnih periodickih orbita [S0]. Haoti¢no kretanje, dakle, sadrzi kretanje u kome se
stanje sistema pomera u okolinu jedne od tih orbita na neko vreme, a zatim prelazi u blizinu neke druge
nestabilne periodi¢ke orbite gde opet ostaje neko ograniCeno vreme i tako stalno. Ovo za rezultat daje
komplikovano i lutajuée ponaSanje u duzem periodu vremena. Kontrola haosa je stabilizacija, u smislu
malih poremecaja sistema, jedne od tih nestabilnih periodi¢kih orbita. Rezultat je obezbediti drukcije
haoti¢no kretanje stabilnije i predvidljivije §to je Cesto prednost ovakvih sistema. Poremecaj mora biti jako
slab da bi se izbegle znacajnije modifikacije prirodne dinamike sistema [35, 253]. Postoji nekoliko metoda
za upravljanje haosom ali veéina je zasnovana na dva osnovna prilaza: OGY (Ott, Grebogi i Yorke)
metoda [216] i Pyragas kontinualno upravljanje. Obe metode zahtevaju prethodno odredivanje nestabilnih
periodickih orbita haoti¢nog sistema pre dizajniranja algoritma upravljanja [232]. Kod OGY metode male
umesno izabrane brze promene primenjuju se na sistem po jednom ciklusu, da bi ga zadrzele u blizini
zeljene nestabilne periodicke orbite. Kod Pyragas metoda odgovarajuci kontinualni upravljacki signal se
primenjuje na sistem, €iji je intenzitet prakti¢no jednak nuli kada se sistem priblizi Zeljenoj periodickoj
orbiti ali raste kako se sistem udaljava od orbite. Eksperimentalno upravljanje haosom i jednom i drugom
metodom je postignuto na raznim sistemima kao §to su turbulentni fluidi, osciluju¢e hemijske reakcije,
magnetno-mehanicki oscilatori, i sr¢ana tkiva.

Druga klasa problema upravljanja haosom jeste pobudivanje ili generisanje haoti¢nih oscilacija.
Ovaj problem se ¢esto naziva antiupravljanje ili uspostavljanje haosa (haotizacija). Pojavljuje se u onim
sistemima gde je haoticno kretanje Zeljeno ponasanje sistema. Klasi¢ni primeri su izvori haoti¢nih signala
u komunikacijonim i radar sistemima. Savremena istrazivanja ukazuju da haotizacija procesa moZze igrati
znacajnu ulogu u hemijskim i bioloskim tehnologijama. U okviru sedmog poglavlja dato je nekoliko

smernica i principelnih objasnjenja za postizanje haotizacije kao cilja upravljanja.
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Tre¢a vazna klasa ciljeva upravljana haosom odgovara problemu sinhronizacije ili preciznije
upravljive sinhronizacije kao suprotnosti od samosinhronizacije. Oblast sinhronizacije ima vaznu primenu
u vibracionoj tehnologiji (sinhronizacija vibracionih pobuda [13], komunikacije (sinhronizacija signala
odasiljaca i prijemnika) [188, 253], biologiji i biotehnologiji i drugim granama savremene nauke. Brojne
su publikacije posvecene temi sinhronizacije haosa i njene primene u sistemima prenosa podataka [13, 30,
27,57,220].

U opstem slucaju pod sinhronizacijom se misli na uskladene varijacije stanja dva ili viSe sistema ili
preciznije uskladene varijacije nekih njihovih karakteristika kao §to su frekvencije oscilovanja [12] i u tom
smislu postoji nekoliko tipova sinhronizacije o ¢emu ¢e biti re¢i u sedmom poglavlju.

Postoje razlicite metode za otkrivanje razliCitih tipova sinhronizacije. Potpuna sinhronizacija moze
da se prepozna iscrtavanjem komponenti vektora stanja prateéeg sistema naspram odgovarajucih
komponent vektora stanja glavnog sistema koja je prava linijja pod uglom od 45° dok se fazna
sinhronizacija moze identifikovati nestajanjem razlike sopstvenih frekvencija. Da bi se otkrila
generalizovana sinhronizacija postoje razliCiti pristupi. Na primer, postoji pristup pomoénog sistema [3] u
kom slucaju se ponasanje pomo¢nog sistema y(y) razmatra zajedno sa ponasanjem sistema odgovora u(z),

ali pocetni uslovi moraju biti razliiti v(z,)=u(z,). Oba pocetna uslova treba da pripadaju istom bazenu

privlacenja haoti¢nog atraktora (ako postoji vise stabilnih atraktora u sistemu). Ako se generalizovana

sinhronizacija deSava u jednosmerno spregnutim nelinearnim haoti¢nim oscilatorima stanja sistema v(¢) i
u(t) postaju ekvivalentna posle prelaznih trenutaka tako da se poklapanje vektora stanja prateceg sistema i
pomocénog sistema u(r)=v(¢) uzima kao kriterijum koji potvrduje prisustvo generalizovane sinhronizacije.

Rezim generaziovane sinhronizacije, takode, moze da se utvrdi u smislu prora¢una uslovnih Lyapunov-
ljevih eksponenata [230], gde je uslov sinhronizacije da najveci Lyapunov-ljev eksponent sistema pratioca
bude negativan, tj. ako je najveéi uslovni Lyapunov-ljev eksponent negativan [221].

Kljuéna cinjenica u izucavanju i moguénostima primene nelinearnih sistema sa haotiCnim
atraktorima jeste u prirodi samog haoticnog atraktora koji se sastoji od neograni¢enog broja nestabilnih
periodickih orbita. Ako se u sistemu Zele naciniti samo male pertubacije i1 kako bi kreiranje nove orbite
iziskivalo veoma razliCite osobine sistema od onih koje u sistemu ve¢ postoje, to bi zaparvo treblo
iskoristiti ve¢ postojece nestabilne periodicke orbite. Upravljanje haosom po metodi OGY [216] predlaze
da se najpre odrede neke od nestabilnih periodickih orbita malog perioda u okviru haoti¢nog atraktora, te
da se one izuCe i izabere se jedna koja bi doprinela poboljsanju performansi sistema. Zatim se uvedi u
sistem mala vremenski zavisna pertubacija parametra sistema da bi se ova ve¢ postojeca orbita nacinila
stabilnom. Ako je tako onda prisustvo haosa u sistemima moZe da se nazove predno$c¢u. Jasno je da bilo
koja od orbita moze da se stabilizuje i moze se izabrati ona koja omogucava da sistem dostigne Zeljene
osobine. Sa druge strane ako atraktor nije haotian, ve¢ je recimo periodi¢an, onda male pertubacije
parametara mogu da izazovu male promene orbite. Prakticno se ograniCava sa svojstvima sistema koje
daje ta stabilna orbita 1 nema se moguénosti za sustinsko poboljSanje osim da se ne naprave znatnije
izmene u sistemu.

Takode, ako se Zeli sistem koristiti za razliite svrhe ili pod razli¢itim uslovima u razli¢itim

vremenskim periodima, onda se zavisno od upotrebe zahtevaju razliita svojstva istog sistema. Ako je

Doktorska disertacija: DINAMIKA I STABILNOST HIBRIDNIH DINAMICKIH SISTEMA 40
(Dynamics and Stability of Dynamics Hybrid Systems)



2. Pregled metoda za istraZivanje

sisteme haoti¢an ovakve promene dinamike sistema mogu da se nacine, a da se ne ¢ine velike promene u
opstoj konfiguraciji sistema. U sustini, zavisno od Zeljene upotrebe ponaSanje sistema moze da se
promeni uklju¢ivanjem kratkotrajnog programa za male pertubacije parametra i da se stabilizuje kretanje
po razli¢itim orbitama. Nasuprot tome u odsustvu haoti¢nog kretanja potpuno odvojeni sistemi moraju da
se koriste za svaku Zeljenu opciju. Dakle, kada se dizajnira viSenamenski sistem svrsishodno je dizajnirati
sistem sa haoticnom dinamikom, jer to omoguc¢ava potrebnu fleksibilnost.

Uporedivanje razli¢itih metoda upravljanja primenjenih na Duffing-ovoj nelinearnoj jednacini dat je u
radovima [4] , pri ¢emu Sifakis i Elliott pretpostavljaju postojanje Cetiri razlicite tehnike upravljanja:

e Metoda otvorene petlje periodicke perturbacije, koja podrazumeva dodavanje periodicke
perturbacije u pobudu sistema. U radu [256] ova perturbacija je izabrana empirijski procedurom
probanja — greske, dok je u radu [181] ona optimalno odredena na osnovu Siroke teorijske analize
dinamickih svojstava sistema, i bi¢e predstavljena i razradena u poglavlju 8.

e Metoda povratne sprege sa kontinualnim kasnjenjem, koju je razvio Pyragas [232] koja se sastoji
u primeni sile proporcionalne razlici trenutnog stanja sistema i stanja u nekom ranijem trenutku,
koja ¢e biti koris¢ena u poglavlju 7.

e Metoda OGY [217], koju ¢emo predstaviti i koristiti za upravljanje sinhronizacijom u klasam
hibridnih sistema predstavljenih u ovom radu.

e Metoda Hunt-a [165] je zapravo poluempirijska verzija OGY metode.

Za razliku od ostalih metoda koje se odnose mahom na stabilizaciju (ili formiranje) jedne, date, orbite
metoda koju koriste autori Rega i Lenci ima za cilja da obezbedi opsSte upravljanje dinamikom, jer je
zasnovana na eliminaciji sluc¢ajeva koji izazivaju slozeno i nezeljeno ponasanje sistema. Dakle, neophodno
je znati koji oblik upravljanja je zaista potreban pri stvarnoj upotrebi sistema, Sto takode moze zavisiti i od
stvarnih troskova ugradnje te na osnovu toga prikladno izabrati strategiju upravljanja.

Metoda iz rada autora Rega i Lenci sastoji se u identifikovanju oblika periodicke pobude koji omogucéava
da se izbegne, na optimalan nacin, transverzalni presek stabilne i nestabilne mnogostrukosti tipa sedla.
Metoda je razvijena u nekoliko koraka:

e Detekcija homoklini¢ke bifurkacije, koja se ostvaruje Melnikov-ljevom metodom, koja ¢e biti
objasnjena i primenjena na jedna broj klasa nelinearnih mehanickih sistema sa jednim i sa dva
stepena slobode kretanja u okviru poglavlja 5.6.5, 5.6.6 i 8.2.

e Proucavanje zavisnosti homoklinicke bifurkacije od oblika pobude.

e Formulisanje i ras¢lanjivanje matematickog problema optimizacije koje se sastoji u odredivanju
(optimalne) teorijske pobude koja maksimizuje udaljenost izmedu stabilne i nestabilne
mnogostrukosti pri stalnoj amplitudi pobude, ili, ekvivalentno, odredivanje kriticne amplitude
odgovorne za pojavu homoklini¢ke bifurkacije.

e Numericko ugradivanje optimalne pobude koje je neophodno da potvrdi teorijska predvidanja i da

proveri prakti¢nost i stvarne osobine predlozene tehnike.
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2.3.1. Pregled savremene literature o upravljanju u sistemima sa prisutnim nelinearnostima

Osnovna karakteristika slabo nelinearnog sistema sa jednim stepenom slobode kretanja sa
prinudom odredena je rezonancijom njegovih osnovnih, i visih harmonika. U radu [185] predlozeno je
nelinearno parametarsko upravljanje sa povratnom spregom da bi se modifikovao rezonantni odgovor
stacionarnog stanja, tako $to su redukovane amplitude stacionarnog odgovora i eliminisane bifurkacije
tipa sedla koje se pojavljuju u rezonantnim odgovorima sistema. Korist ovakvog upravljanja odredena je
analizom bifurkacionih dijagrama zajedno sa odgovaraju¢om frekventno-rezonantnom jednacinom u
okviru pristupa singularne teorije. Ilustrativnim primerima prikazana je efikasnost predlozene nelinearne
povratne sprege za upravljanje tri oblika rezonantnih odgovora.

U radu [11] proucavano je upravljanje sa povratnom spregom amplituda granicnog kruga u
nelinearnim sistemima. Najpre je ukratko predstavljen graficki prikaz upravljanja bifurkacijama, a potom
je izveden zakon nelinearnog upravljanja. Razvijena je odgovaraju¢a primena dizajna pomocu
aproksimacije ¢lanova vremnskih izvoda u stanju nelinearnog kontrolera sa povratnom spregom. Na kraju
je simuliran klasi¢an model kao ilustrtacija predloZzenog metoda upravljanja.

U radu [218] predsavljena su dva algoritma upravljanja oscilacija za rezonantne senzore kakvi su
vibracioni giroskopi. Jedan algoritam upravljanja istrazuje rezonantnu frekvenciju rezonatora a drugi
algoritam odnosi se na odredene rezonantne frekvencije tako Sto menja dinamiku rezonatora. Oba
algoritma se bave 1 specificnim amplitudama oscilacija. Stabilnost oba sistema upravljanja je analizirana
metodom usrednjenja i date su kvantitativne linije vodilje za izbor regulatora upravljanja za postizanje
stabilnosti. PredloZeni algoritmi upravljanja su primenjeni na dva vazna primera oscilujucih giroskopa.
Prvi je problem vodecée-prateci rezonator oscilujuceg giroskopa sa dve mase gde ne postoji mehanicka
veza izmedu dve mase a drugi je problem modulacije frekvencije kod osciluju¢ih giroskopa uopste.
Rezultati simulacije prikazuju da su predlozeni algoritmi efikasni. Oni osiguravaju da mase osciluju u
antifazi sa istim rezonantnim frekvencijama i amplitudama oscilovanja kod giroskopa sa dve mase, i
odrzavanje jednakosti dve modalne frekvencije kod giroskopa uopste.

Brojna su savremena tehnicka reSenja za automatsko upravljanje amplitudama oscilovanja
zasnovana na koriS¢enjima znanja i reSenja teorije bifurkacija i nelinearnog oscilovanja. Savremeni radovi
to potvrduju. U radu [218] dato je reSenje dizajna stabilizatora amplituda oscilovanja mehanickog
oscilatora. Osobina stabilizatora je digitalno pracenje upravljanja pojacivaCa sa povratnom spregom.
Vrednost digitalnog koda direktno proporcionalnog faktoru opadanja oscilacija direktno se ocitava na
izlazu automatskim sistemom. Digitalna povratna sprega pojednostavljuje podesavanja-potrebna je samo
jedna referentna tacka.

U radu [240] opisan je problem zasnovan na principu maksimuma optimalnog upravljanja
oscilacijama sediSta vozaca sa elektro-reoloskim Sok apsorberom sa primenama u automobilima.
Kordinate vektora upravljanog parametra i vertikalno kretanja sediSta su izvedeni. Predstavljena su
ispitivanja test eksperimenata za model sediSta vozaca u radnim rezimima zavisno od upravljanog udara
elektri¢nog signala ( intenziteta elektri¢nog polja).

U radu [28] prikazane su tehnike upravljanja spoljnom direktnom strujom amplitudama grani¢nog

kruga za dva slucaja oscilatora dupli T oscilator i oscilator sa faznim pomerajem. Dokazano je da
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amplitude izlazne voltaze oscilatora zavise od voltaze direktne struje upravljanja. Menjanjem ukupne
impedanse svakog oscilatora u mrezi oscilatora frekvencije oscilovanja se upravljaju pomocu
potenciometara. Osnovna prednost predlozenog kola jeste da i ampituda i frekvencija generisanog talasa
mogu biti nezavisno upravljane. Analiticke, numericke i eksperimentalne metode su koriS¢ene za
odredivanje granica stanja oscilatora. Pronadene su tacke ravnoteze, stabilni grani¢ni krug i divergentna
stanja. Analiticki rezultati su uporedivani sa numeri¢kim i eksperimentalnim reSenjima i dobijeno je dobro
poklapanje rezultata.

U radu [290] je analizirano pracenje ulaza i trajektorije mehaniCkih sistema kao kontrolnih
objekata sa naglaskom na objekte kod kojih se broj spoljasnjih ulaznih veli¢ina razlikuje od njihovog broja
stepeni slobode (DOF). Razmatrani su problemi sinteze predstavljanih nominala i zakona upravljanja
posebno u slucaju kada je broj DOF objekta upravlajnja veci od broja spoljnih ulaza. Prikazana je razlika
izmedu zakona upravljanja za pracenje nominala i zakona regulacije.

Proces razmene energije karakteriSe dinamiku objekta upravljanja, koli¢inu, i /ili informaciju sadrZzanu u
tom procesu. Izlazi objekta su veli¢ine koje mogu da se izmere ili detektuju na odredeni nacin. Zavisno od
znanja, vestina i potreba istrazivaca zakon razmene je matematicki opisan sa ve¢im ili manjim stepenom
tacnosti u obliku algebarskih ili diferencijalnih jednacina. Najc¢e$¢e, to su nehomogene diferencijalne
jednacine u kojima ulaz objekta predstavljaju spoljasnje sile. Uopsteno, problem upravljanja se redukuje
na predvidanje skupa ulaza objekta koji ¢e dovesti objekat u takvo stanje koje produkuje Zeljene izlaze. To
zna¢i da ne mogu da kontroliSu promene fizicke prirode predmeta, a izlaz iz objekta odrazava samo
njegovu sopstvenu fizicku prirodu. Upravljanjem objekat je prinuden da postigne Zeljeno stanje medu
svim mogucim stanjima. Ovo se postize odabirom ulaza objekta kao funkcijom postojeéeg stanja i,
eventualno, stanja opreme koja generise ulaz i ulaz iz celokupnog okruZenja sistema u povratnoj sprezi.
Nedostatak znanja o svojstvima objekta ili njihov grub opis stvaraju poteskoce u pronalazenju reSenja
upravljanja. Preciznije, za odabrani matematic¢ki oblik modela objekta mozemo odrediti upravljanje koje
¢e osigurati Zeljene izlaze objekta. Upravljanje ¢e biti dobro kada je dinamika objekta dovoljno dobro
opisana modelom, §to daje osnov za odabir uparvljanja. Svi istrazivac¢i koji rade na problemima
upravljanja polaze od opisa zakona koji karakteriSu dinamiku objekta upravljanja. Rezultat celokupnog
zadatka modeliranja je postavljanje matematickog modela dinamike mehanickog objekta datog u obliku
diferencijalnih jednacina. Dobijeni model predstavlja osnovu sinteze nominala sistema i zakona
upravljanja predstavljenih u radu [290].

Slobodno (neporemecéeno) kretanje objekta upravljanja je svako ono kretanje bez spoljasnjih pobuda.
Slobodan (neporemecen) objekat upravljanja se pomera duz neporemecene trajektorije. Pod trajektorijom
objekta podrazumevacemo liniju koju opisuje vektor stanja objekta za vreme kretanja ili sliku ove linije u
nekom drugom prostoru iste dimenzije. Sa stanoviSta matematike, trajektorija objekta je linija u prostoru
stranja, i predstavnik je vremenski zavisnog vektora ¢iji je broj koordinata jednak dimenziji prostora
stanja. Nominalno kretanje je svako neporemeceno kretanja objekta koje zadovoljava trenutne uslove.
Maksimalan broj nezavisnih uslova koji mogu biti postavljani nominalnom kretanju jednak je broju ulaza
objekta. Uslovi (ograniCenja) mogu biti postavljani ulazima objekta ili stanju objekta. Nominalna

trajektorija je neporemecena trajektorija koju realizuje objekat u toku nominalnog kretanja. Nominalni
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ulaz je vektor spoljasnjih sila pod ¢ijim dejstvom se realizuje kretanje objekta. Pod nominalom objekta u
radu [290] podrazumeva se nominalni ulaz i odgovaraju¢a nominalna trajektorija. Sa matematicke tacke
gledista, nominalna trajektorija je reSenje diferencijalnih jednacina koje opisuju dinamiku sistema
dobijenu pod dejstvom nominalnog ulaza. Problem odredivanja nominala objekta je problem pronalazenja
procedure za sintezu nominalnog vektora takvog da su diferencijalne jednacine kretanja identicki
zadovoljene ako je deo nominalnog vektora dat unapred. Rezultati ovako definisanog zadatka su moguci
nominali. Ako postoji realizovani sistem koji ima istu dinamiku kao i objekat upravljanja, nominali ne
moraju da se sastavljaju analiticki nego merenjem, tako da se problem izvodenja nominala pretvara u
problem prikupljanja i obrade signala. Problem odredivanja nominala Cesto se srece i u robotici [278], gde
je resavan na razlicite nacine.

Zadatak upravljanja objekta koji terba da prati odabrani nominal je zadatak pracenja trajektorije, ili
ulaznog pracenja ulaza, ili istovremenog pracenja dela trajektorije i dela ulaza. Ako je model objekta
upravljanja koris¢en kao osonova za sastavljanje nominala apsolutno tacan, i ako se kretanje odvija bez
prisustva poremecaja, onda ¢e biti dovoljno da se unese realnom objektu egzaktno izracunat nominalni
ulaz i dobice se zeljeno kretanje. Ipak, matematicki model nikada ne moze opisati potpuno ta¢no dinamiku
realnog objekta, niti se kretanje objekta moze odvijati bez poremecaja. 1z tog razloga neophodno je uvesti
odstupanje realnog objekta od nominalne vrednosti koje ¢e obezbediti objektu povratak na nominalnu
trajektoriju kadgod se pojavi odstupanje. Zato je potrebno sastaviti skup relacija, takozvanih zakona
upravljanja, koji povezuju nominale i trajektoriju realnog objekta sa ulazima objekta. Da bi se napravila
razlika izmedu zakona upravljanja regulacionim petljama, zakoni upravljanja na osnovi nominala i realne
trajektorije zovu se zakoni pracenja. PronalaZenje reSenja sastavljanja zakona pra¢enja mehanickog
objekta opisanog jednacinama kretanja sistema znaci pronalaZenje reSenja upravljivosti i mogucénosti
posmatranja objekta upravljanja, pracenja stabilnosti, pracenja sistema, kao i osiguravanja zeljenih
kvaliteta pracenja i dinamiCkog ponasanja pracenog sistema. Osnovni problem u pronalazenju tih reSenja
jeste nelinearnost. Nelinearnost se pojavljuje i kao prirodna karakteristika objekta i kao nelinearnost
sistema jednacina kretanja Sto je posledica izbora koordinatnog sistema u kome se sistem opisuje.
Dokazano je da za linearne stacionarne vremnski kontinualne dinamiCke sisteme pozitivno resSenje
problema upravljivosti garantuje postojanje zatvorene petlje upravlajnja koja ¢e garantovati stabilnost
celog sistema upravljanja [297]. Koristeci istu logiku na nelinearne sistema sledi da je upravljivost takode
od odlucujuceg znacaja za postojanje reSenja bilo kog zadatka teorije upravljanja a samim tim i zadatka
pracenja. Problem je u tome da rezultati teorije linearnih sistema ne mogu da se koriste za izvodenje
zakljucaka o nelinearnim sistemima.

U radu [291] autori dokazuju da uslovi i kritetijum upravljivosti i moguénosti prac¢enja definisu
svojstva preslikavanja izmedu domena ulaza, stanja i izlaza dinamike sistema, tj, objekta upravljanja.
Pokazuju da je uslov upravljivosti izlaza preduslov za postojanje jedinstvenog medusobnog preslikavanja
izmedu domena ulaza i domena upravljanih izlaza (podprostor prirodnog domena izlaza) objekta
upravljanja. Preslikavanje medu domenima je odredeno reSenjem sistema i funkcijom izlaza, bez obzira da
li je sistem linearan ili nelinearan. Dakle, sledi da je uslov za medusobno jedinstveno preslikavanje
izmedu domena ulaza i izlaza primenljiv i na linearne i na nelinearne sisteme kao objekte upravljanja.

Neophodan uslov za medusobno jedinstvenio preslikavanje [175] je da dimenzija domena ulaza i izlaza
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budu iste. To znaci da broj upravljanih izlaza treba biti jednak broju upravljanih ulaza, i da jedan ulaz
treba da odgovara tatno jednom upravljanom izlazu, koji je funkcija tog ulaza i1 stanja sistema

prouzrokovanog dejstvom ulaza.
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3* Poglavlje

Hibridni sistemi

U mnogim klasi¢nim univerzitetskim udzbenicima Teorije oscilacija (npr. [238]) mogu se pronaci
brojni primeri klasi¢nih zadataka i frekventnih jednacina oscilovanja diskretnih ili kontinualnih sistema
koji su pobudeni po¢etnim poremcajima prirodnog ravnoteznog stanja sistema. Savremena istrazivanja u
oblasti oscilacija diskretniih dinamickih sistema su usmerena na nelinearne fenomene, kao i na
nestacionarne, slicne sluc¢ajnim i haoti¢nim procesima u ¢isto deterministiCkim dinamickim sistemima i
uslovima. Nelinearne pojave, kao i oSte¢enja i lomovi struktura, su predmet i tema prestiznih ¢asopisa i
medunarodnih naucnih konferencija (pogledati ...Proceedings of ENOC Copenhagen 1999, Moscow
2002; ICNM Shanghai 1998, 2002.; Control Oscillations and Chaos COC 2000 Saint Petersburg, ....Issues
of Journal Applied Mechanics Reviews and Refferativniy Zhurnal Mechanika Moscow.....). Upotreba
savremenih materijala inspiriSe mnoge istrazivaCe da se interesuju za nove konstitutivne relacije u
matemati¢kom smislu kojima bi istrazili dinamiku konstrukcija od tih materijala. U tom smislu postoji i
jedan broj radova u kojima je opisana dinamika diskretnih sistema materijalnih ta¢aka koje su spregnute
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standardnim naslednim, reoloskim ili puze¢im lakim elementima [61, 102, 105, 109, 110]. U monografiji
[45], po prvi put, predstavljena je analiticka dinamika diskretnih naslednih sistema kao integralna teorija
ovih sistema.

Kao novi materijal u aktivnim sistemima koristi se piezokeramika. U radu [138] prikazana su
piezokeramicka ponaSanja u rezimima oscilovanja dobijena kao rezultat analitickog, numerickog i
eksperimentalnog istrazivanja spektra frekvencija oscilovanja. Ovi rezultati su znacajni sa stanovista
oscilacija aktivnih struktura i upravljanja oscilacijama.

U radovima [106, 107, 131] predstavljene su longitudinalne oscilacije grede sa naslednim
svojstvima 1 svojstvima puzanja sa promenljivim poprecnim presekom. Izvedena je parcijalna
diferencijalna jednacina sa izvodima racionalnog reda i njena partikularna reSenja za slucaj sopstvenih
longitudinalnih oscilacija grede od puzeceg materijala. Odredene su sopstvene funkcije i vremenske
funkcije, za taj slucaj oscilovanja, na primerima razlictitih grani¢nih uslova. Sopstvene vrednosti i
sopstvene kruzne frekvencije za te slucajeve greni¢nih uslova oscilatornog sistema su dobijene i
klasifikovane tabelarno. Data je i serija grafika vremenskih funkcija dobijenih pomo¢u MathCad-a. U
radovima [99, 100, 106, 107] razmatran je problem transverzalnih oscilacija grede koja je slobodna ili pod

dejstvom slucajnih sila kojima se greda napreze u aksijalnom pravcu upravno na poprecni presek u
nedeformisanom stanju grede. Slu¢ajni proces u tom slucaju je ograniceni Sum.

U seriji radova [60, 84, 90] predstavljena je metoda diskretnog kontinuuma, o ¢emu je bilo rec¢i u
okviru poglavlja 2.2, i kori§¢ena za predstavljanje modela oscilovanja i prostiranja signala kontinualnih
tela nacinjenih od materijala razlicitih svojstava. Slican pristup primene metode diskretnog kontinuuma
prikazan je i u radovima [59, 60, 61, 63].

U radovima [93, 157] date su vizuelne predstave oscilatornih procesa u klasi¢nim modelima
oscilacija realnih sistema i na novi na¢in su osvetljene varijacije osobina oscilatornih procesa tih sistema
sa promenama nekih parametara sistema.

Savremeni kompjuterski alati sa moénim kapacitetima racunara imaju sli¢nu filozofiju
razmatranja realnih dinamickih sistema pomocu diskretizacije kontinuuma kao puta i metoda do reSenja
problema, a potom pomoc¢u mnogo iteracija kontinualizacije reSenja do verifikacije tacnosti. Diskretizacija
i kontinualizacija u analizi dinamickih procesa su metode razli¢itog smera, ali su dobre da omoguce
proracun i za donosSenje zakljuCaka. Pri tome, ako se model Zeli uciniti realnijim i ukljuci se nelinearnost u
opis 1 postavljanje modela, mora se voditi racuna o diskretnim tackama i fenomenima koji se u tim
procesima javljaju. Ti fenomeni su tipa bifurkacija i homoklini¢kih tacaka, koje znace i daju viSe
razlicitih reSenja, ili pojava viSe diskretnih fenomena usled jake osetljivosti nelinearnog procesa na male
promene ili pocetnih uslova, ili parametara samih sistema, ili promene svojstava sistema zbog
nekonvergentnih aproksimacija u procesima diskretizacije ili kontinualizacije u prikazivanju i opisivanju
realne dinamike sistema i postavljanju njegovog modela.

Kao $to je ve¢ prikazano u prethodnim poglavljima razmatranje hibridnih sistema u savremenoj
literaturi svodi se na upotrebu logickog programiranja i upotrebu racunara za verifikaciju modela. Veoma

malo je analitickih reSenja, koja bi mogla da se koriste, i u programskim jezicima, i u stvarnoj analizi
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procesa hibridnih dinamic¢kih sistema, kao i mogucnosti da se nelinearnosti, kako procesa, tako i same
strukture, uvrste u analiticka reSenja i numeri¢ke simulacije.

Ovde ¢e, na najjednostavnijim primerima sprezanja oscilatora, biti pokazana interakcija njihovih
dinamika ako su spregnuti statickim ili dinamickim vezama, potom ¢e biti prikazani i modeli sprezanja
kontinualnih sistema sa diskretnim i to takode statickim i dinamickim vezama, da bi na kraju ovog

poglavlja bili prikazani primeri sprezanja struktura visko-elasticnim i naslednim elementima.

3.1. Hibridni sistemi spregnutih struktura statickim vezama

3.1.1. Sprezanje oscilatora sa nelinearnim svojstvima i oscilatora sa linearnim svojstvima

statickom vezom

Posmatrajmo dva oscilatora jedan sa nelinearnim svojstvima opruge krutosti ¢, i nelinearne
krutosti ¢;, mase m,, i koeficijenta linearnog priguenja p i drugi sa oprugom linearne krutosti ¢, , mase

m,, i koeficijenta otporne sile b,, spregnuta statickom vezom koja je u sistemu odredena opugom

linearne krutosti ¢, kao na slici 3.1.1.

AW - P
W i
TE7] Wy

Xi X:

he)

Slika 3.1.1 Oscilatori spregnuti statickom vezom pomocu opruge: oscilator sa nelinearnom krutoscu i

oscilator sa linearnom krutoscéu i prigusnicama.

Prvo ¢e biti napisana jednadina kretanja oscilatora sa nelinearnom oprugom i linearnom
prigusnicom. U tom smislu analiza energije za nekonzervativni sistem sa otpornom silom linearno

proporcionalnom brzini kretanja vodi do zakljucak da funkcija rasipanja®) ima ulogu mere opadanja

ukupne energije sistema u jedinici vremena, [238]:

d
E(Ek(l)‘FEp(l)):_ch(l)' 3.1.1)

Izrazimo kineti¢ku energiju oscilatora kao:
1 .
Eyy=mi (1) (3.12)
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Potencijalna energija sistema koja se sastoji od potencijalnih energija linearne i nelinearne opruge je u

obliku:

E, = s (t) + -2 (0): (3.1.3)
r 2 4

dok se Rayligh-jeva funkcija rasipanja izrazava u obliku:

@) = %blfcf(t)' (3.1.4)

Iz (3.1.1) uvrstavajuci (3.1.2), (3.1.3) i (3.1.4), sledi diferencijalna jednacina kretanja oscilatora oblika:

5(0)+ 26,5 1)+ o x, (1) = —a3,x (1) , 28 6, 20,6 #0, of > 67, @5, %0 (3.1.5)

gde su koriS¢ene oznake o’ =c,/m, 1 @,, =¢,/m, za kvadrat sopstvene kruZzne frekvencije i redukovani

koeficijent neliearnosti, koji odgovaraju linearnom i nelinearnom delu svojstava opruge, kao i
25, = b,/m, za dvostruku vrednost koeficijenta priguSenja 5,. Ovo je nehomogena nelinarna diferencijalna

jednacina sa konstantnim koeficijentima tipa Duffing-ove jednacine, koja opisuje dinamiku prigusenog
oscilatora sa tvrdom karakteristikom nelinearnosti. Ova jednacina ¢e biti reSena primenom ideje metode
Krilov-Bogoljubov-Mitropoljski prikazane u poglavlju 2.1. Za razliku od originalne metode u kojoj se
aproksimativno reSenje razvija u okolini reSenja slobodnih neprigusenih oscilacija, ovde c¢e se
aproksimativno reSenje razvijati u okolini reSenja slobodnih prigusenih oscilacija i pokazace se da po
istom principu moZze da se nade prva aproksimacija reSenja.

Karakteristicna jednacina homogenog dela jednacine (3.1.5) je:
P +250+a0) =0 ,7a 8 20, of > 52, (3.1.52)
sa korenima koji su, u slu¢aju malog priguSenja 5, < e,, za opadajuce oscilatorno kretanje, konjugovano

kompleksni brojevi oblika:

11,2:_51$i\/a)12_512 :_é}iipl (3'1‘6)
Resenje homogenog dela jednacine (3.1.5) je oblika:

x,(t)= Rye ™ cos(pjt+ )
gde su kruzna frekvencija oscilovanja p =/o’ -6 ,a Ry, i «, integracione konstante koje se odreduju

iz pocetnih uslova, a koje predstavljaju pocetnu amplitudu i pocetnu fazu u trenutku ¢ =0.
Pretpostavka je da je jednacina (3.1.5) sa malim nelinearnostima i malim koeficijentom prigusenja i
zapiS$imo je u opStem obliku:

d’x dx 5 dx
— 26—+ = — . 3.1.7
dt* a7 éf(x dtj ( )

Za ¢ =01z prethodne nelinearne diferencijalne jednacine se dobija odgovarajuca linearna diferencijalna
jednacina oblika:

2
ﬂ+25@+w2x=0,za 0#0, &*>52,
dr’ dt ’

¢ije tacno reSenje je:
x=ae ¥ cosy =%
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u kome je konstantna pocetna amplituda a 1 jednakopromenljiv fazni ugao w=pit+a, gde je

p:,[a)2752 tj-

a konstante ai «a se odreduju iz pocetnih uslova.
Sada se pomocu transformacije promenljive x u X u obliku:
X =xe (3.1.8)

dolazi do relacija:

@ _ (ﬁ - ﬁje_&
dt dt

2 2~ 2%
d;C: d;,é‘@ 87&_5 ﬁ_& e*()fze*()l‘ df;c_Zé‘ﬁ+§2)~C
d* | dt dt dt dt

Levi deo diferencijalne jednacine (3.1.7) po pormenljivoj x, smenom promenljive , se transformise u

oblik:

2 2~ 2~
d f+2§@+a)2x=e’d’ d 3—2(5£+52$ +26 [ﬁ—&je’& +@*Xe ¥ =™ d f+<a)z—52>)7 :
dt dt dt dt dt dt

Jednacina (3.1.7) smenom promenljive (3.1.8) transformise se u oblik:

e”‘(a;f +<a)2 —52>)~cj = ff(x,%) = J(Ee’s’,(f—ﬁf)eﬁ’) = J[f@”s’,%e”s’j >

odnosno:
2~
X 2 2\~ 7~ -6 dx =& | o
+w -0 )X = xe ", —e " |e” -
dr’ < > éf( dt j

Kako je p=,/w?-s> prethodna jednadina dobija oblik:
2~
%+ %= 4[%0’%@-&)@0’ . (3.1.9)

Ako se pretpostavi da je funkcuja e” sporo promenljiva, odnosno da je 7 =& sporopromenljivo vreme , i

da za jedan period T, = 2z ne raste brzo, onda funkcija af(fe&,dfe‘;‘j - ;«(y’dfﬁj ispunjava uslove
p dt dt

za primenu asimptotske metode Krilov-Bogoljubov-Mitropoljskog sa sposopromenljivim parametrima i

sporopromeljivim vremenom 7 = & .

Koriste¢i ovu metodu dvoprametarska aproksimacija opSteg resenja nelinearne diferencijalne jednacine

(3.1.9) trazi se u obliku:

=

=xe® = acos1//+gU1(a,l//,r)+ €2U2(a,l//,2')+... (3.1.10)
gde se U, (a,y/,r), Uz(a,y/,r),...javljaju kao periodi¢ke funkcije ugla y = pt+¢(t), perioda 27, a veli¢ine

a iy, kao funkcije vremena , se odreduju iz sistema diferencijalnih jednacina:

da = gAl(a,r)+ ngz(a,1)+...
dt
a;Tut/ =p+éB (a,r)+ ngz(a,r)+... :
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NalaZenje funkcija v (a,), 4(q) 1 B/(a) sadrzi u sebi izvestan stepen proizvoljnosti, a da bi odredivanje

tih funkcija bilo jednozna¢no moramo postaviti za njih dopunske uslove. Medutim i izbor dopunskih

uslova je proizvoljan. Kao dopunski uslov mi biramo uslov da u funkcijama Ul.(a,(//) odsustvuju prvi

harmonici, tj. potrebno je da bude zadovoljen slede¢i uslov:
2z ,

fU,,(a,t//sT)e’”dV/=0, j=12,...m

0

Fizicki posmatrano to znac¢i da smo veli¢ini a dali smisao potpune (pune) amplitude prvog osnovnog
harmonika oscilovanja.

Izvodi pretpostavljene aproksimacije reSenja (3.1.10) su:

ouU ou
£=—apsin(y+5 A (a,7)cosy —aB,(a,7)siny + s —L+ p—L1+ ,
dt or oy
oU, oU oU, oU
+&2 A (a,7)cosy —aB,(a,7)siny + 4,(a,7) S + B (a,r) St 4 p 2+ 2 by oo
da oy oy Ot
2% 2 2 2
¥ 2 . dA,(a,7) dz dB,(a,7)dr . ,0°U, @&U, o',
=—ap” cosy +&y—2pA, siny —2paB, cosy + —————=—cosy —a—————=—siny + + + +
a PV { PASIY = 2paB, oSy v == ) g “O%V ar a0 e TP iy
A B 2 2 2 2 2 2
+&’ AIL—aBIZ —2paB, |cosy —|2pd, +24,B, +AlaL siny +2p4, oY, +2pB, 0 UZ‘ +p’ 9 U; 2 lfz +pa Y, + 4, U, Ly
da . da Oady oy oy ot oy 0t0a

3
+& ...
Desna strana nelinearne diferencijalne jednacine (3.1.9), uzimajuéi u obzir ove izvode, moze da se razvije

u red po stepenima malog parametra i napise u sledecem obliku:

J(%e";’, % e’&j = J(ae"“"s’ cosy,—ape ™ sin 1//)+ g’ {Ul (a, x//)f‘_'(ae’gﬁ’ cosy,—ape ™ sin l//)+ (Al cosy —aB, siny + p %) .
v
f (ae"g’ cosy,—ape ™ sin l//)}+ &+

UnosSenjem ovih izvoda u nelinearnu diferencijalnu jednacinu (3.1.9) i posle sredivanja po stepenima

malog parametra dobija se diferencijalna jednacina u slede¢em obliku:

dA, (a,r)ﬂcos _ 9B, (a, r)gs. 0%, U, O, }+

—ap’ cosy/+5{—2pA1 siny —2paB, cosy +

my +
dr  di ar di VTP o TP ooy
2 4 2 B, 2 2 2 2 A2 A2
+¢’ A,L—aB; —2paB, |cosy —| 2pA, +24,B, +A,aL siny +2p4, o, +2pB, 2 U,‘ +pza—Uf+a [{2 +p0 Y + 4, oY, bt
da da Oady oy~ oy~ ot 0wy O0t0a

3

te ...+p2{acosw +eU, (a,p,7)+ SzUz(a,l//,T)+...}=

= ;[e’m {a cosy +eU,t+&U, (a,p,7) + }, e {7 apsiny + S{Al (a,7)cosy — aB, (a,7)siny + OaU' +p ZU‘ }+ ....... }]e”&
c y

Sada izjednacavajuci sa leve i desne strane izraze uz jednake stepene malog parametra ¢ vodeci racuna o
¢injenici da je i desna strana jednacine (3.1.9) razvijena u red po stepenima malog parametra kao Sto je
prikazano 1 imajuci u vidu da je gz/di = ¢ dobijamo sledeci sistem jednacCina:

—ap® cosy + p*acosy =05

2 ~ ~ ~
ez{—ZpAl siny —2paB, cosy + p’ Z(//Uzl }+ pHeU (a,p,7)}= 5_77(@"5’ {acosy....le ™ {~ apsinl//....})e‘” ’

A B 2 2 2 2
+¢? AIL—aBIZ—ZpaBZ cosy — 2pAZ+2AlBI+AlaL siny +2p4, oY, +2pB, oY, +p? 0U, U, L,
da da dady oy’ oy?  or?

+p2{.92U2(a,l//,r)+...}+g2 L‘l;’ga’r)c 2 dBl(a,r) i
T

osy — & a—————=siny =
4 dz 4

oy

= ‘?77[35' leUy(a.p. 7)™ {E{Al (a.7)cosy —aB,(a,7)siny + g% wr g }}]8&
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Prva jednadina ovog sistema je identi¢ki zadovoljena. Druga jednagina sadrzi funkciju U, (a,w,) i njene

izvode, a kako ona ne sarzi osnovni harmonik, to se iz te jednaline razvijanjem svih Clanova u

trigonometrijski red po umnozcima w =pr+¢(t) i izjednadavanjem koeficijenata uz odgovarajuée

harmonike sa leve i desne strane jednacine, dobijaju jednacine za odredivanje reSenja nepoznatih funkcija

4(a,7) 1 B/(a,7), u obliku:

—2pA,(a,7)sin® y = ?(e’g’ {acosy}, e {~apsin y/})eg’ siny
~2paB,(a,7)cos’ y = _?(e’g’ {acosy}, e {~apsin y/})eg’ cosy

Integraljenje u intervalu [0,27] daje slede¢i sistem jednacina:

2z ~

—2p4(a. z')J.sm ydy = jf

0 0

( “lacosy },e |- apsml//})eg’ sinydy

2z

—2paB, (at)J.cos wdy = If( -oT acosy/} "”{7apsinl//})eg’cosy/dy/

P . 27 2z
. 1+cos2
Kako su: [sin® vy - J-l COsW gy 1 Icoszwdy,:jydy/:n
0 0 0

na osnovu prethodnog se dobija sledeéi sistem jednacina za nepoznate funkcije 4;(a)i B,(a).

27 ~

Ala,7) ——If( lacosy e |- apsm«,//})eg’sim//dy/
Bl(a,r)=— ! f?( {acosy/} {apSIHI//})E‘STCOSl/Idl//' G.1.11)
2mpa 5,

Kako je u ovom slucaju diferencijalna jednacina, koja se reSava ovom metodom, oblika (3.1.5) to pomocu

transformacije X = xe® transformisana jednacina (3.1.9) ima oblik:

T = (e kT = e = e

dr?

pa sistem jednacina (3.1.11) dobija oblik:

17 -
—2pAla,7)=— I— @@’ cos’ ye % sinpdy
4 0

27
—2paB,(a,7)= L j— @ra’ cos’ we % cosydy (.1.11a)

by

0

Po izracunavanju inegrala na desnoj strani prethodni sistem dobija slede¢i oblik:

4(a,7)=0;

_ 27
B](a,r):—1 c?)i,laze’”fj‘ §+lc032y/+1cos4t// v ! @ale a3 —oyate (3.1.12)
2mp, ol8 2 8 27p, 4 8p,

Prva dvoparametarska asimptotska aproksimacija opSteg reSenja nelinearne diferencijalne jednacine
(3.1.5) u prvoj ne popravljenoj aproksimaciji dobija se u obliku:

X =¥ =%, =acosy ,

gde su zanemarene U,(a,y,7)U,(a,w,7)...koje se javljaju kao periodicke funkcije ugla w = pr+4(¢),
perioda 27, ali kao manje veli¢ine prvog i drugog reda, a veli¢ine a i y kao funkcije vremena

odreduju se iz sistema diferencijalnih jednacina prve asimptotske aproksimacije:
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d
7(; = &4, (a, 7)

d
d—l';/:p+gBl(a,r) .

Napomenimo, da ako se uzme u obzir  y% = %, ., =acosy +&U, (a,,7)> onda bi se time dobila prva

popravljena asimptotska aproksimacija, §to se ovde nece koristiti, na osnovu prethodne analize.
S obzirom na (3.1.12) sledi da je sistem diferencijalnih jedna¢ina po nepoznatim funkcijama a(t) i w(¢) u
prvoj aproksimaciji:

d
jj:gA](a,r):O,

%:p+gB}(a’7):pl +8i@§”a26—25.t. 72 5,20, %0, of>67,05,#0.
P

Integraljenjem prethodnih diferencijalnih jednacina prve aproksimacije po vremenu dobija se da je:
a=R, =const,

(3.1.13)

2 a5t

3
(//(t)=plt—7a)f,1R01e +ay’

gde je vrednost integracione konstante 2 g2 72 poCetne vrednosti amplitude R, i faznog

R
Q= Py +@a)m

pomeraja 4, .

Tako se sada prva asimptotska aproksimacija resenja nelinearne diferencijalne jednacine (3.1.5) dobija u

obliku:
x(r)= Ry cos[plt —LQ@IRZ (e 1)+ ¢01J , gde je p = Jw? - 657 (3.1.14)

166,p, "
Za 6, #0,6#20, of >57, @, 0.
Pokazano je da se metodom Krilov-Bogoljubov-Mitropoljski sa sporpromenljivim vremenom moze dobiti
prva asimptotska aproksimacija reSenja nelinearne diferencijalne jednacine (3.1.5). Istovetnu
aproksimaciju reSenja posmatrane nelinearne diferencijalne jednacine moguce je dobiti i primenom
metode usrednjenja pri tome potrebno je prvo jednadinu (3.1.5) zapisati u standardnom obliku sistema
diferencijalnih jednacina promena amplitude i faze sistema, pa potom izvrsiti njihovo usrednjenje po
punoj fazi nacinjenoj u jednom periodu oscilovanja. Kako je ve¢ konstatovano u poglavlju 2.1 i metoda
Krilov-Bogoljubov-Mitropoljski i metoda usrednjenja u osnovi sadrze Lagrange-ovu metodu varijacije
konstanata. Do prve aproksimacije reSenja nelinearne diferencijalne jednacine (3.1.5) se moze doci
koriste¢i i ovu metodu, zato pretpostavimo prvu aproksimaciju reSenje u obliku:
x(t)= R (t)e cos®,(t)> (3.1.15)
gde su sada amplitude R () i faza @,(t)= p, +¢(¢) nepoznate funkcije vremena koje je potrebno odrediti.
Kako je pri izvod pretpostavljene aproksimacije reSenja oblika:

%(t)==6,R,(t)e™ cos @, (¢)+ R, (t)e ™ cos D, (£) - R, (¢ )e ™4, (¢)sin @, ()— R, (¢ )¢ p, sin @, (¢) (3.1.16)
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to se iz uslova da prvi izvod (3.1.16) zadovolji jednakost sa prvim izvodom kada su amplitude R(¢) i faza
®,(1)= pt+¢(c) konstantne tj. kada je i (:)=-5R (t)e cos®,(t)-R,(t)e ™ p,sind,(¢) dobija prva jednaCina za
vezu izvoda po vremenu amplitude R (¢)i faznog kasnjenja 4 ():

R (t)cos®@,(¢)— R, (¢)(¢)sin®,(¢) =0 (3.1.17)
Drugi izvod pretpostavljene prve aproksimacije reSenja (3.1.15) po vremenu je:

%(0)= (52R ()~ R ()p? = 5, R, (1)~ R ()pidh e cos @, 1)+ (8,R, () + 25, (£) p, — R (¢) p, Je  sin @, (¢) (3.1.18)
Nakon unosenja prvog (3.1.16), drugog izvoda (3.1.18) i same pretpostavljene aproksimacije reSenja

(3.1.15) u nelinearnu diferencijalnu jednacinu (3.1.5) dobija se uslov:

(~0.R ()~ R (e)pdh Joos @, (¢)+ (S,R (¢ )y — R (¢) p, Jsin ®,(£) = @2, R (¢)e > cos® @, () (3.1.19)
koji zajedno sa uslovom (3.1.17) daje sistem algebarskih jednaCina po nepoznatim prvim izvodima po
vremenu amplitude R, (¢)i faznog kasnjenja ¢ (¢) pretpostavljene prve aproksimacije reSenja:

R (t)eos®, (1) R (1) (t)sin®, (1) = 0

R(0)sin, 0+ R (W cos®, (1) = 22 RS ()e " cos’ 1) (3.1.20)
P

Resavanjem prethodnog sistema algebarskih jednacina po nepoznatim prvim izvodima po vremenu
amplitude R (¢)i faznog kasnjenja (¢) pretpostavljene prve aproksimacije reSenja dobijaju se sledeci

izraziza R (¢) i ¢(2):

~2
4 = ﬂRlz(t)e’”” cos' @, (r)’
P

R1(0)= A R3()e cos? @, ()sind, (1) (3.1.21)
P

Imajuéi u vidu da su desne strane prethodnih izraza kvazi periodicke funkcije po ()= pr+¢(z) 1 sa
sporopromeljivim amplitudama za jedan period po o (/)= pr+4(), to su zadovoljeni uslovi za
aproksimacije usrednjenja. Posle usrednjenja po punoj fazi o (r)=pr+¢() dobijenog sistema prve
aproksimacije amplitude g (;)i faznog kasnjenja 4 ;) pretpostavljene prve aproksimacije reSenja dobijaju

se u sledecem obliku:

Rl(l‘)=07
~ -
¢1 _ 3807pN1 Rlz(t)e—zdlt, zZa é‘l #0,6#0, a)lz >512,a)]2\,1 #0. (3122)
1

Resavanje ovog sistema daje prve aproksimacije za nepoznate amplitudu R (¢) i fazu o (r)= ps+4(0),
odnosno razliku u fazi u obliku:

R, (t) =R,, =const

3 -~ - ¢
#()= —@wﬁl&fle W4 g (3.1.23)
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. . . 3 y : : .
gde je vrednost integracione konstante =y + oy @2 R » 74 pocetne vrednosti amplitude R, i faznog
171

pomeraja ¢, . Tako se dobija prva aproksimacija pune faze oscilovanja posmatranog nelinearnog

oscilatora u obliku:

3 o —261t el
q)l(l): p]t—@wiqR&]e 24 +a,’ (3 1 24)
a zakon oscilovanja u prvoj asimptotskoj aproksimaciji je oblika:
x5()=Rye™ cos[pltfﬁa;,zeg,em +a01} gdeje p = Jor o7 - (3.1.25)
g

za 5,#0,620, of >6%,@% 0.
Ovako dobijeno reSenje u prvoj asimptotskoj aproksimaciji jednacine (3.1.5) imajuci u vidu vrednost

konstante ¢, identi¢no je reSenju (3.1.14) dobijenom metodom Krilov-Bogoljubov-Mitropoljskog sa

sporopromeljivim parametrima.

Dobijena prva asimptotska aproksimacija (3.1.14) vazi na ograni¢enom vremenskom intervalu i ne moze
se primenjivati na beskona¢nom intervalu vremana, jer smo pretpostavili da su elongacije oscilatora male,
a takode i nelinearnosti male. Asimptotska aproksimacja je u osnovi divergentna, a konvergira tanom
reSenju kada mali parametar tezi nuli, a i kada spropromenljivo vreme teZi nuli.

U grani¢nom slucaju kada je sistem konzervativan i nelinearan, &6, =0, &#0, nelinearna
diferencijalna jednacina (3.1.5) je oblika:
2 .3

5(0)+ ofx ()= -@3,x (1), 22 §,=0,620, @y, #0

dok se iz prve asimptotske aproksimacije (3.1.14) dobija:

lim x(t) = lim ROle"g‘ "cos| pt — iﬁfnRgl (e’w" - 1)+ o1 |1 = Ry, cos| ot + iﬁfﬂRglt +é |’
166,p, 8w,

5,0 5,0
1
ili u obliku:

xi()= Ry, COS<[W1 * 8351%111331} + ¢01> >
)

1
§to je poznata prva asimptotska aproksimacija nelinearnog oscilatora tvrde karakteristike iz literature [200,
201].
U grani¢nom slucaju kada je sistem linearan i nekonzervativan za s =0, of>87,a5 =0
diferencijalna jednacina (3.1.5) je oblika:
() + 265, (0)+ ofx,(£)=0, 28 5, %0, of > 67, @ =0,
dok se iz prve asimptotske aproksimacije reSanja (3.1.14) nelinearne diferencijalne jednacine dobija ta¢no

reSenje linearnog oscilatora sa prigu$enjem za slucaj slabe oscilacije, w? > s, u obliku:

lim al)= lim {R016_5lt005(171f16;51%/11331(3_26'[ *1)+ ¢01j} = Rye " cos(pit+ ¢y )> 1= Jof =67 > odnosno:
o} 1.1

@y, >0 @y >0
x(t): Rme*""’ cos(plt + o1 ), za 5, #0, a)lz > 512 @ =0,

koje je poznato iz klasi¢ne literature [237].
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Nekoliko zaklju¢aka o svojstvima nelinearnosti vidljivim i na ovom najjednostavnijem primeru
nelinearnog oscilatora mogu se izvuci iz oblika zakona kretanja (3.1.14). Naime, svojstvo nelinearnosti
jeste pored ostalog da period oscilovanja nije izohron tj. zavisi od vremena, kao i pocetnih uslova, $to

zna¢idai frekvencija dobijena metodom asimptotskog usrednjenja u prvoj aproksimaciji:

~ 3 - 26 _ | 2
pl(f)=p1+§w§]R§]e Wi, pot=o (3.1.25a)

1
varira sa vremenom i zavisi od vrednosti pocetne amplitude. Takode, se zakljucuje da faza i amplituda
nisu nezavisne.
Zakon oscilovanja linearnog podsistema lako ¢e se dobiti reSavanjem diferencijalne jednacine
kretanja koja proizilazi iz balansa energije. Ako su izrazi za kineticku, potencijalnu energiju i funkciju
rasipanja linearnog oscilatora, respektivno, oblika:

| 1 i 1, .
Ey) :Emzxzz’ E,q) =Ec2x22 Loy =-bi (3.1.26)

diferencijalna jednacina kretanja je oblika:

%,(£)+28,%,(£)+ 0?x,(£)= 0 (3.1.27)
gde se uvode oznake @’ =c,/m, za kvadrat ugaone frekvencije samostalnog linearnog podsistema,
26, =b,/m, zakoeficijent prigusenja tog podsistema, Zakon kretanja je sada:

x%,(t)= Rye™ cos(pyt +a,)> (3.1.28)
gde je p, = \/ﬂ sopstvena kruzna frekvencija prigu$enog sistema za J, < @, malo prigu$enje.

Za sistem spregnut staticCkom vezom sa slike 3.1 sastavimo diferencijalne jednacine kretanja sledeci

prethodnu proceduru, gde su sada izrazi za kineticku i potencijalnu energiju spregnutog sistema oblika:

E =tmi+lmi (3.1.29a)
2 2
E,:lc,x,2+lax,4+lc(xl7x2)2+lczx22‘ (3.1.29b)
) 4 2 2
Potencijalna energija sprezanja podsistema statickom vezom je:
By zéc(xz -x ) (3.1.29¢)
a funkcija rasipanja spregnutog sistema je oblika:
D=Lyt lp i (3.1.29d)
2 2
Sistem je sa dva stepena slobode kretanja i diferencijalne jednacine kretanja su:
X ([)"' 26,%, (t)+ (wlz +a; )xl (t)_alzxz(t) = _CT)Jsfle(t) ’
Xz(t)"' 252552('?)"' (wzz + az2 )Xz(t)_ azle (t) =0, (3 1 30)

gdesu o’ =c,/m,» @2, = /m > 26, =b,/m, 1 a’=c/m, Z& i=12.

Ovo je sistem spregnutih nehomogenih obi¢nih diferencijalnih jednacina, jedne nelinearne i druge
linearne, kojem odgovara sistem homogenih linearnih diferencijalnih jednacina:

X, +20,%, +(a)12 +a12)x, —aix, =05

&, +28,%, + (@) + a2, —alx, =05 (3.1.31)
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koje bi odgovarale modelu spregnutih linearnih podsistema.
Matrica inercionih koeficijenta, matrica kvazielastiénih koeficijenata i koeficijenata prigusenja ovog

sistema su, respektivno:

A=[l j, C_[a)12+a12 -a J 1 B:[Zél ], (3.1.32a)
1 7a22 a)22+a22 26,

a za slucaj da su oba podsistema istih masa, krutosti opruga i koeficijenata otporne sile, tj. da je sistem

homogen, imamo odgovarajuée oblike:

A:[l J C_[wfwf —af]i B:[zfs J (3.1.32b)
1 -a ol +a 26

Karakteristi¢ni polinom se moze zapisati u obliku:

2 +25A+of +a] -a}

2 2 2 2
—-a, A +20,A+ w5 +a;

(3.1.33a)

2A+AB+C|=

ili u razvijenom obliku: (2 +251+0f +a? | +26,4+ > +d})-aid} = 0-
U slucaju da su oba podsistema istih masa, krutosti opruga i koeficijenata otporne sile oblika polinom je
oblika:

A+ 204+ 0? +a] —a}
—a} A +204+0? +a]

(3.1.33b)

A2A+iB+Cl=

Karakteristi¢ni polinom ima dva para konjugovano kompleksnih resenja oblika:

Ay ==6,F i\/a’lz -&) ==6,Fip,
Ay =8, FiJo? +2a7 — 67 =—5,Fip,- (3.1.34)

Odnos kofaktora druge vrste matrice sistema je:

4Y 49 odnosno:

KoKy

A _ AV & (3.1.34a)
a  A+20A+af+al

Zakoni kretanja sada se mogu napisati u obliku:

x, ()= KVe P Ry, cos(pt + g, )+ K e 'R, cos(pyt +ctyy )

x,(t)= KVe Ry, cos(pt +ay, )+ K Ve ' R, cos(pyt +aryy ) - (3.1.35a)
U slucaju sistema sa homogenim karakteristikama imamo:

x,(t)= e [Ry, cos(pyt + gy )+ Ry, cos(Byt +atyy )]

X3 (t)

jer je za ovakav sistem odnos kofaktora oblika k&) = k%) = k() =1, a vrednosti su p =,/w?-s? , niske

2 T

e [Ry, cos(pyt + atyy )~ Ry, cos(Byt + )] 5 (3.1.35b)

frekvencije, i p,=p, =®’>+2a’ -] , vise frekvencije, a R, su vrednosti pocetnih amplituda
oscilovanja. Sto direktno upuéuje na normalne modove linearnih spregnutih harmonijskih oscilatora o
kojima ¢e biti govora u potpoglavlju 7.2.1.

Da bi se resio sistem (3.1.30) pretpostavljaju se reSenja u obliku:

x,(1)= e [R (1)cos ®, (1) + R, (1) cos @, (¢)]

x,(1)=e[R, (t)cos®, (¢) — R,(t)cos D, (¢)] (3.1.36)
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Na sli¢an naéin kao i jednacinu (3.1.5) reSava se i ovaj sistem sa pretpostavljenim reSenjima koristec¢i

Langrange-ovu metodu varijacije konstanata i usrednjenje po punim fazama @ () 1 dobijamo sistem
diferencijalnih jednacina prve aproksimacije reSenja po nepoznatim amplitudama R () i faznim

kaSnjenjima 4 (;) u obliku:

R(1)=0

é(0)= Top, wVI[R +2R§(t)]e*201'

R,(1)=0

¢2(t) 163])2 wwl[Rzz(t)+ 2R12(t)]e‘2‘7!’ . (3 | 37)

Resenja ovog sistema diferencijalnih jednacina u prvoj asimptotskoj aproksimaciji su:

R, (t) =R, = const

3
¢l(t)=_mw7\ll[R(fl +2R07 2 +a0|

R, (t) =R,, = const

3 . 3.1.38
¢2([)=_m Nl[2R01 + R, ey, ( )
Ovde su =gy + 26p A o —g,+ = wm[z R+ Sada se zakoni kretanja u prvoj

asimptotskoj aproksimaciji homogenog sistema mogu napisati u obliku:

- -~ 3 Y
X, (t) St {Rm cos[p]t —mww [Rm + ZRgZK 260 _ 1)+ ¢OIJ+R02 cos[pzt —mwﬁl[ZRgl + Rgzke 26, _1)+ ¢02]}

a)w[ZR2 +Rozke-zm _1)+¢uzj}' (3139)

Sopstvene kruzne frekvencije spregnutog nelinearnog sistema su funkcije vremena i pocetnih uslova,

3
326,

Xy (t)= e Ry, cos pll_iw’vl[Rol +2Rov Ie-za, - l)+ For |~ Ry cos| Pyt —————
320,p,

odnosno poéetnih amplituda, oblika (videti [65]):

b (t) =p+——ay, [Rm + 2R§2]e o
|

16p

D, (t) wN] [2Rgl + Rgz]e 2 (3 1 '40)

3.1.2. Sprezanje kontinualnog podsistema sa diskretnim podsistemom statickom vezom

Kao primer sprezanja kontinuuma i diskretnog sistema proucimo model sa slike 3.1.2, koji je
razmatran i radovima [79, 84, 97]. To je sistem koji se sastoji od grede elasticnog materijala, parametara:

modula elasti¢nosti materijalaE , gustine materijala p , duzine / i povrSine popreénog preseka A, sa dva

tereta na krajevima kao kruta tela masa m, i m,, Sto je zapravo model kontinualnog sistema. Greda je

oprugom krutosti ¢, spregnuta sa sistemom diskretnih masa koji ima n stepeni slobode kretanja. Takav
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sistem moZze da se predstavi lancem od »n materijalnih tataka masa m,, i=1,2,3,...,n koje mogu da se
pomeraju duz ose paralalne osi grede, a povezane su oprugama krutosti c;,i =1,2,3,...,n.

Prvo se posmatraju razdvojeni podsistemi. Sa slike 3.1.2 vidimo da su u(x,t) longitudinalna pomeranja
poprecnog preseka grede na rastojanju x od levog kraja grede u pravcu njene ose u trenutku ¢. Parcijalna
diferencijalna jednacina longitudinalnih oscilacija grede [237] je:

82u(x,t) = azu(x,t) , (3.1.41)
or’ © ot

gdeje: ¢Z =E/p.

Resenje ove jednacine Bernoulli-evom metodom partikularnih integrala pretpostavlja se u obliku:

u(x,t) = X(x)T(¢), (3.1.42)
gde su:

X(x)=C, cos Ax + C, sin Ax (3.1.42a)
T(t)= Acoswt + Bsinwt - (3.1.42b)

m, m )
L, " Cpy " C, N
A 7N\

X

n—1 n

Slika 3.1.2 Kontinualni podsistem spregnut staticki sa diskretnim podsistemom
Koriste¢i grani¢ne uslove podsistema grede sa longitudinalnim oscilacijama [238] kao i uslove

kompatibilnosti pomeranja i sila na kraju gde postoji interakcija podsistema mogu se pisati:

|:mp 82u(f,t):| _ |:EA ﬁu(x,t):l (3.1.432)
ot o ox |,

|:m0 azu(_:;’t):| =|:_ EA 6u(x,t)} +F(t) (3.1.43b)

ot - ox .,

u(l,t)=x,(t) (3.1.43c¢)

Ako se uvedu sledece bezdimenzione oznake:
Mo, My Emqr, o pE SE_ oo, o B dx(x)_dX(E) & dX(©),

M= ome = o I A PR AT

CE:&,K:&,uO:mowé. (3.1.44)
¢ c, IR

1 uvrsti pretpostavljeno resenje (3.1.42) u granicne uslove i uslove kompatibilnosti pomeranja i sila (3.1.43
a,b,c) dobija se sledeci sistem jednacina:
1,E2X(0)+EX(0)=0 (3.1.45a)
(™ =1 X&) X (€)+ 14, = 0- (3.1.45b)
Kako su X(¢&)=C, cosé+C,siné 1 0dgovarajuci izvod po argumentu &: X'(£)=-C,siné&+C, cosé , 1z prethodnih

jednacina sledi sistem algebarskih jednacina po nepoznatim C,, C, oblika:
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3. Hibridni sistemi

ﬂp§2C1 +46C, =0
C [(yo(fz - K)COS £+ Esin §]+C2 [(yofz - K)sin E—Ecos cf]z —KA, - (3.1.46)
Determinanta ovog sistema je:

b

_ Hpl? ¢
A(§) B (ﬂ0§2 - K)COS E+E&siné (,uoé‘z - K)sin E—-&Ecosé

odnosno u razvijenom obliku:
€)=l ~ xsing - Ecosé|-[(u,g” ~ x)eosé + sing - (3.1.47)
Nepoznate C,, C,, pod pretpostavkom da je A(f ) # 0, su oblika:

c- KAE (3.1.48a)
Vel —r)sing - gcosé |- [(ug” —r)eosg +&sing |
K& A, (3148b)

7 il wing - Eeose] -l ~Jeosé +5sn]
Posmatra se potom podsistem materijalnih tacaka sa n stepeni slobode sa izabranih 7 generalisanih
koordinata x, i=123,..,n, pri ¢emu su odgovaraju¢e matrice inerciona A i kvazielasticnih
koeficijenata C oblika:
A=(a,) i=123,m j=123,..n C=(c,) i=123,0m; j=123,.n. (3.1.49)
Sistem diferencijalnih jednacina kretanja diskretnog sistema sa grani¢nim uslovima je:
Alith+Clxf = —c,(x, = x, )l » (3.1.50)
gdesu:

§ ! (3.1.50a)

Resenja sistema diferencijalnih jednacina (3.1.50) pretpostavlja se u obliku:

o ,past  {il= -0’ (AT()=—E el (AIT() - (3.1.51)

Da bi se sastavila frekventna jednacina spregnutog sistema iskoristice se uslovi kompatibilnosti pomeranja

u obliku:

u(t,1)=x,() = X()T(¢) = (C, cos & + C, sin E)T(r) = A’“g) (cos& — g1, sin E)T(7) - (3.1.52)
Uvede se smene za redukovane matrice diskretnog sistema : 1~_&_ (k) L Aa- (4) 72
¢ v m, !

i=1,23,..,m j=123,.,n ,tako da se, iz sistema diefrencijalnih jednacina (3.1.50), dobija sistem:

(C— E2u A + {1 —%(cosf —,upefsinff)}l 0J{A}: {o}- (3.1.53)

Prethodna matri¢na jednacina je sistem homogenih algebarskih jednacina i da bi imao netrivijalna reSenja
neophodno je da njegova determinanta bude jednaka nuli. Iz ovog uslova se dobija slede¢a frekventna

transcedentna jednacina:
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|-k

C—&au,A { @(cosg— upg“sin;‘)}l . (3.1.54)

=0

ZakljuCuje se da se ova jednacina sastoji iz dva dela, od kojih je jedan deo deo izraza za frekvantnu
jednacinu diskretnog podsistema, a drugi je deo frekventne jednacine podsistema deformabilnog tela.

Jednacina (3.1.54) u razvijenom obliku je:

K .
ky, _452”0/111 +|:1_Fé;)(cosé_ﬂpétsm§)} ki, _52”0/"12 ki _52”0/113 ky, _§2u()lu]n (3 154 )
d.04a
by = 52”0/121 ky, — 52”0/‘22 ky — 52”0/123 k,, — Stzuo:uzn
ks — §Zu0y31 ks, — ":2"‘0,“32 kyy - ‘fzuoﬂzz ks, = §2u0u3” =0
k, - ézuolunl ky, — 52“0/12" ks, = 52”0/‘3,1 k,, - 682”0/‘""1

U slucaju kada je diskretni sistem lanac materijalnih tacaka determinanta ove jednacine se svodi na
determinantu dijagonalno pojasne forme:

K5

Ky — &g, + 1_7(0055_,”1:5“1158) —k
A(E) , (3.1.54b)
—k k +ky =S uy —k,
—k, Ky +ky = Efugpy =0
- kn—l
k. +k,— fzuo/‘n

Ako se taj lanac sastoji samo od jedne materijalne tacke sa dve opruge sledi:
kl_fzuolul+|:1_%(Cosf_ﬂp§5in§):|:0’ (3155)
te ako iskoristimo (3.1.47) sledi:

£l +1-ug Ny~ Join & = E cosé]-[(, & — i Jeos & + Esin £ |- x(cosé - ppEsin£) =0 (3.1.55)

U slucaju da je jedan kraj grede fiksiran, slucaj konzole, moze se iskoristiti ova frekventna jednacina samo

zamenom Cinjenice da je x, — o , pa sledi, (videti radove [79, 84]):

196 = £l +1-&u) —, odnosno:
¢ (ﬂofz _ka] +1_§2”0ﬂ1)+"‘
e £l +1- Euypn) (3.1.56)

1 Lt Uy + 1)+ s, — g1, = i

Za vrednosti parametara kontinualnog podsistema gustinu materijala konzole p :7,85.103(kg/m3), duzinu
konzole [=0.25(m), povrsinu popre¢nog preseka konzole A:(),o()s(mz), modula elasti¢nosti materijala
E= 21-101°(N/m2), mase na slobodnom kraju m, =10.5(kg ) vezane oprugom krutosti ¢, = 20-109(N/m), iza
diskretni podsistem u obliku lanca samo sa jednom materijalnom tackom mase m =10(kg) vezane
oprugom krutosti ¢, = 2-109(N/m) za zid dat je oblik frekventne jednacine (3.1.56). U slucaju kada se
posmatraju samo longitudinalne oscilacije konzole sa masom na kraju, ljubicasta linija na dijagramu
3.1.3a*), i poredenja radi iste te konzole spregnute sa datim lan¢anim podsistemom, crvena linija na istom
dijagramu, jasno se uocava razlika. Na dijagramu 3.1.3.b) prethodnim oblicima frekventnih jednac¢ina
dodat je oblik frekventne jednacine, plava linija, za potpuno isti slucaj sistema samo $to je promenjena
masa materijalne tacke m, = 35.25(kg) i krutost opruge ¢, =2- 109(N/m).

Za slucaj dve materijalne tacke vezane za gredu kao lanac bice:
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3. Hibridni sistemi

{kl ~ o, {1 —%(eosé— 44,Esin 5)}}(}«1 ey = Euppty ) k2 =07 (3.1.57)

gde je A(¢) karakteristi¢na determinanta data izrazom (3.1.47).

Za slucaj konzole sa lancem od dve materijalne tacke bice:

{le— s+ o™ e )sin & £ cos el wlsin )k + &, — o, )~ (3.1.57a)
_k12 [(:u052 —K)Sinf—cfcoscf]: 0

100
100 T T —T
' '
' )
' ]
I ' H
50 - LA E i 50
HANH I I f11(x)
’ ] ' '
f11(x) AR VI EA
0 =¥ = " = - ’:' l'o-' '-o’ -1 ﬁz(x) 0
£10(x) ! "l Tl I ) -
- H H I I £10(x)
| P
)
=50 -\ : ! H =50
i ] ' '
1] ] '
1] ' '
1] ' '
100 I L -100
=10 0 10 20 - 20
X X
a) b)

Slika 3.1.3 Dijagrami korena frekventnih jednacina longitudinalnih oscilacija konzole sa tegom na
slobodnom kraju, ljubicasta linija, i iste konzole staticki spregnute sa lancanim podsistemom u obliku
Jedne materijalne tacke pric¢vrséene oprugom na slobodnom kraju crvena i plava linija.

100T

cecemmmmo

Y
="

‘l
22(x) / .~
: ——
f12(x) 4 -2 / 0 2
- e
v -50T
LY

~100—

~t

]

Slika 3.1.4 Dijagrami korena frekventnih jednacina longitudinalnih oscilacija sistema konzole sa tegom
na slobodnom kraju i lancem od jedne materijalne tacke plava linija, i iste konzole staticki spregnute sa

lancanim podsistemom u obliku dve materijalne tacke crvena linija.

Na slici 3.1.4 dati su dijagrami oblika frekventne jednacine iste konzolne grede kao kontinualnog
podsistema stati¢ki spregnute sa diskretnim podsistemom u obliku lanca sa dve materijalne tacke masa
m, =35.25(kg) 1 m, =35(kg)1 krutosti ¢ =¢ =2-10°(N/m), ¢, =2-10°(N/m). Poredenja radi plavom linijjom je
iscrtan dijagram sistema konzola-lanac sa jednom materijalnom tackom (s, = 35.25(kg)>c, = ¢, = 2.109(1\1/,,,)), a

crvenom linijom pomenuti sistem konzola-lanac sa dve materijalne tacke.
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Sa prikazanih dijagrama jasno se uocava ¢injenica da dodavanjem novih masa u sistemu raste broj
karakteristicnih brojeva, a time i sopstvenih kruznih frekvencija u sistemu, takode se uocava da su
poremecaji frekventne jednacine podsistema konzola sa tegom veci ukoliko su dodatne mase sistema vece.
Sa ovih grafika mogu se uociti poremecaji frekventnog spektra sopstvenih kruznih frekvencija
deformabilnog podsistema, ljubicaste linije, usled dejstva diskretnog dela sistema, plava ili crvena linija, i
obrnuto. To se, ustvari, moZze protumaciti kao diskretizaciju dela frekventnog spektra kontinualnog
sistema kao rezultat sprezanja sa diskretnim podsistemom, a sa druge strane analogno i kao
kontinualizaciju dela frekventnog spektra koji odgovara diskretnom podsistemu.

Na ovakav nacin koriS¢enjem analitickih reSenja datih u ovom radu lako uz pomo¢ racunara mozemo
vrsiti ispitivanja dinamickih hibridnih sistema menjaju¢i parametre podsistema i tako izvrsiti izbor
odgovarajucih parametara da bi ceo sistem davao Zeljeni odgovor.

Za lanac sa tri materijalne tacke ima¢emo:

2 K& :
k& uoyﬁ{lf@(cosff,upfsmg)} —k ) (3.1.58)
-k by +key = &Pug —k, =0
—k, ky +ky = Eugp,

Za slu¢aj homogenog lanca materijalnih tacaka frekventna jednacina dobija oblik:

_erg Lo kS o Esi _
1-¢& u0+kl 1 A(Sg)(cos:f ,u,,fsmf)j| 1 (3159)
-1 2-&%, -1
-1 2-¢&%, =0
2- &%, -1
-1 2-¢&%,

Za slucaj da taj homogeni lanac ima tri materijalne tacke frekventna jednacina ima oblik:

1 (3.1.59a)

lo-ewa,) —IHI—ézﬁo+kf[l—%(COS&—ﬂpésinf)}}—(2—§zt7)=0'

3.2. Hibridni sistemi struktura spregnutih dinamic¢kim vezama

3.2.1. Sprezanje oscilatora sa nelinearnim svojstvima i oscilatora sa linearnim svojstvima

dinamickom vezom

Posmatrajmo sada spregu ona ista dva oscilatora, jednog sa oprugom nelinearnih svojstava tre¢eg
stepena i drugog linearnog, kao iz primera u poglavlju 3.1.1, samo neka su oni sada spregnuti
dinamickom vezom, koju ¢emo predstaviti dinamikom kotrljanja bez klizanja po povrSinama oscilatora

diska polupre¢nika R, mase m , kao Sto je to prikazano na slici 3.2.1.
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3. Hibridni sistemi

Kineti¢ka, potencijalna energije i funkcija rasipanja podsistema su istog oblika kao i u primeru
poglavlja 3.1.1 date izrazima (3.1.2), (3.1.3) i (3.1.4) za nelinearni oscilator, kao i izrazom (3.1.26) za
liearni oscilator. Kineticka energija sprezanja u ovom sluc¢aju je kineticka energija kotrljanja bez klizanja

diska mase m i polupre¢nika R oblika:

By =yl +3c0]- ;Mmj +J(uj } (3.2.1)

2 2R
gde su @, i v, ugaona brzina i brzina centra mase diska, a j_=1/2,»r> moment inercije mase diska za osu

kroz centar mase C diska. Izraz (3.2.1) moZe se zapisati i u razvijenom obliku :

]

7

Slika 3.2.1 Sprezanje oscilatora sa nelinearnom krutoséu i oscilatora sa linearnom krutoséu dinamickom

spregom.
1/, . P C A
Eii2= E(anxlz +ayX; +2x1x2a12) (322)
gde su uvedene oznake:
R m Jo m . m Jo 3mi . m_ Jc 3m (3.2.3)
a,, =—— =—> — = -4 . L
274 4RT 8 TR TR Ty TR T8

Odakle se zakljuCuje da je kineticka energija Ciste interakcije oscilatora koju u sistem unosi sprega

dinamickim elementom oblika:

~ 1,..|m J O 2.2a
Eii2) = 52x|x2|:z _ﬁ} =apX X, € )
Ukupna kineticka energija sistema sada se moze napisati u obliku:
. . 2 . . \2

B =imzelmeil m(ixl ”2) +JC(L —xlj ’ (3.24)

2 2 2 2 2R
odnosno u razvijenom obliku:
E = %(a“xf + 2 + 28,15, ) (3.2.5)
gde su sada oznake:
~ m Jo R - om Jo .o m  Je n
all—m1+z+m—a”+ana by =g~ 1 a22:m2+z+ﬁzazz+a22- (3.2.5a)

Kineticka energija Ciste interakcije oscilatora data je izrazom (3.2.2a), a kineticke energije interakcije veze

dinamickim elementom sa levim ,odnosno desnim, oscilatorom izrazima:
1 JER ; 1 A
Eygy = lan+a, )& i B,y = 5+, )63 (3.2.5b)

Promena potencijalne energije celog sistema pri izvodenju iz ravnoteznog polozaja u ovom slucaju je

oblika:
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g -1 1 1 (3.2.6)

= fclxlz +—Elxl4 +fc2x§ >
2

P2
a funkcija rasipanja ima isti oblik kao u primeru iz poglavlja 3.1.1 data izrazom (3.1.29.d). Za zadati
sistem dobija se sistem diferencijalnih jednac¢ina kretanja u obliku:
X + K%, +@rx, +26,% = —a:)fv]xf
X, + 1,5, + @2x, +26,%, =05 (3.2.7)
gde su uvedene oznake:
B = A @B =Ty K =0 [ s Ky =Ty > By =C[d, = @2m, [d, > 25, =b,/d, - (3.2.72)
Ovom sistemu nehomogenih diferencijalnih jednacina odgovara sistem homogenih linearnih jednacina:
¥, + K%, + @0, +25.% =0
%, KX, @0y +20,%, =0 (3.2.7b)

Inerciona matrica, matrica kvazielasti¢nih koeficijenata i matrica koeficijenata otporne sile su oblika:

Al ) c_f@@ o i g (25 . (3.2.8)
K, 1 0 &2 26,
Onda se karakteristi¢ni polinom sistema (3.2.7b) moze zapisati u obliku:
2 ~2 2
[#A+1B+C|= 4 +251’t+“’1 , xid _|=0 (3.2.9)
KA A +20,A+

odnosno u razvijenom obliku:
(2 4280+ @2\ +28,4+ @2 )- Kk, 4 =0

Odnos kofaktora druge vrste ove determinante je onda:

(s (s
4 4 & (3.2.92)
2 2 2 K
-k A A +204, + o]

Karakteristi¢ni polinom (3.2.9) ima dva para konjugovano kompleksnih reSenja oblika:

A, ==0,Fip, i Ay==6,Fip, - (3.2.10)
Zakoni kretanja sada se mogu napisati u istom opStem obliku (3.1.35a) kao i za sistem sa statickom
vezom gde svaki od oscilatora osciluje u dvofrekventnom rezimu oscilovanja.

Nehomogeni nelinearni sistema (3.2.7) se reSava pretpostavljanjem resenja u obliku:

x,(1)=KVe 'R (t)cos ®, (1) + KPe ™ R, (t)cos @, (¢)

%)= KWe R, (t)cos ®, 1)+ K Pe R, (t)cos @, (1) » (3.2.11)
gde su g kofaktori druge vrste determinate (3.2.9) za s-ti koren (3.2.10), ;=1,2. Ovde je potrebno
odrediti u prvoj aproksimaciji nepoznate amplitude R (;)i faze @, () kao funkcije vremena. Sluze¢i se
istim pristupom i procedurom kao u poglavlju 3.1.1 dolazimo do diferencijalnih jednacina prve
aproksimacije kretanja spregnutog sistema:

R()=0

) @) . . .
1= KD s ey 0 20 KDk P )
PRy

R,(t)=0
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) ) . .

3.0 =26 b e Pl 0 + o 0 (3212
16p,A,,

gde su A ( 2|) +K| 22 XK2| tK ng)) (Kglz) +K2K£l|)XK£Z|) +K|Kg))

Zm = (Kyl) + KZKSZ)XKg) + KlKg))_ (Kg) + KZKS)XKSZ) + KIKSI))'

Resenja ovog sistema diferencijalnih jednacina su oblika:

R, (t) =R, = const

léﬁ]AH

N

@) @) 241 _ 260 _
()= A 8 5 {(e 5 UPTTIN P) NE 02]}%

R, (t) =R, = const

¢2(I):_3(K§2+52K£2))52 {( 24 )( OF KGR, T + ﬁ_)[K }+¢02 (3.2.13)

16p,A,, |6

l
Prema tome. moze se zakljuciti da sistem spregnuta dva oscilatora dinamickom vezom osciluje u

dvofrekventnom rezimu oscilovanja sa zakonima oscilovanja:

(2) (2) -28,1 -26,1
X (t): K 7§”Rm COS<pl 3(K21 TEZKZZ )5511 {625, (1<£11))3 [Rnl ]2 + eé': sz(ll)[Kg)]2 [R()z ]2 } + > +

16p,A,, 1 2

. ) (1) 261 25,1
+ Kg)eidztRoz cos{ p,t— 3(Kzz h KZKZI )551 {6‘ a (Kyl))l Kz(f)[Rm ]2 +£ A g)]S [Roz ]2}"' Uy
16172 21 S, 26,

Y 3K(?) K() -25¢ ) )
xz(t)=K() 5 R01005<p1t_ ( 2 J:Ii-z 22) m{ R ( 21)3[R01] 3 K5 [K21]2[Roz] }+0501>+ (3214)

16pA, )
21 ]S[Roz] }"’ aoz>

(KW kW), [
+K§§)e . Ry, cos{ pyt - ( Z_ 22l )will a (Kéll )2K21 [R()l]z
16p,A,, 4

Lyapunov-ljevi eksponenti nezavisnih podsistema su:

A, =lim— ln{x1 (t)+§xlz(t)} = —51 <0
1

1> Dt

t
-0 ) 5

A —llmiln{xz(t)-#L 2()}:—5'2<0
@

~2

- 2 E
1= 1imi1n[xf (0)+ Dot ()4 L2 (z)} = limiln{%} =-4<0
), o,

10 2t ) 10 2t 2m, @,

(3.2.15)

Svi ovi eksponenti su negativni, §to govori da je sistem strukturno stabilan.

3.2.2. Sprezanje kontinualnog podsistema sa diskretnim podsistemom dinamickom vezom

U ovom odeljku posmatrajmo istu onu gredu kao i u poglavlju 3.1.2 kao kontinualni podsistem i
isti sistem materijalnih tacaka kao diskretni podsistem samo neka su ova dva podsistema spregnuta diskom
mase m , polupre¢nika R koji se kotrlja bez klizanja po povr§inama materijalnih delova koje dodiruje
kako je to prikazano na slici 3.2.2, [97]. Jedan ovakav element u sistem unosi dinamicku vezu kao §to smo
to ve¢ videli. Kineticka energija sprezanja, u ovom slucaju je kineticka energija kotrljanja bez klizanja

diska, je oblika (3.2.2), samo §to ¢emo je ovde zapisati u obliku:
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(3.2.16)

Ek(l,z) = E(aooxé + allxlz + 2%, X0y, )
S obzirom na oznake u ovom sistemu, gde su 4, =4a,,, 4, =a,, 1 a, =a,, 1z izraza (3.2.3).
Greda ima istu parcijalnu diferencijalnu jednacinu longitudinalnih oscilacija kao i greda iz poglavlja 3.1.2,

data izrazom (3.1.41), Cija reSenja pretpostavljamo u obliku (3.1.42) gde su vremenska i sopstvena

funkcija oblika (3.1.42a,b).

Koriste¢i grani¢ne uslove podsistema grede sa longitudinalnim oscilacijama, kao iz primera 3.1.2
date izrazima (3.1.43 a,b), kao i da je:

u(£.1)=x, () = X(£)T(0)>
1 znajuci, sa druge strane, da je:

b} ={4jT(0) i 5 =0’ AT()= -5 0 4T()
sila F(t), dinamicke interakcije podsistema, moZe se izraziti kao:

F(t) = _[dooxo (t)"' dlel (t)] = 520)(? [doox(f) + dOlAl ]T(t) : (3 2.1 7)

—
~

u

P=x(0) p 0,t)=Fy(t)
S
N -('h m

NN

<
»
~
m
>
7
7

m m, m,
Ve My € 2 Coz T e, T, N

W _ WA AW - AW LW
CoN \ \\ \ \ \

.t

=
~
s

X, X, X

n-1 n

|

= (1)

Slika 3.2.2 Kontinualni podsistem spregnut dinamicki sa diskretnim podsistemom

=
=
-~
=
|
&

Iz druge jednacine grani¢nih uslova (3.1.43b) sledi:

T(0)+ £aRlanX(@)+ a4, ]T()> 04ROSDO:

[Fmeop(@Tio -] -eaZx(q)

[— mo§2w§x(§)]: {— EA % x’(g)} + Ea[aX(E)+ a4 ] odnosno:

:2[ o +%}X(§)—§X'(§)=—§2%AI

PAL  pAl PAL
E [ty + 10y IX(E) - EX(£) ==& 1y 4, (3.2.18)
gde su, pored ve¢ poznatih oznaka (3.1.44) iz poglavlja 3.1.2, koris¢ene i oznake i = Ao 1o,y .

YR Y
Iz prvog grani¢nog uslova grede (3.1.45a) i uslova (3.2.18), Kkoriste¢i X(£)=C cosé+C,siné 1
X'(£)=-C,sin& + C, cos&, sledi sistem algebarskih jednacina po nepoznatim C,, C, oblika:

UpEC +C, =0

CilE (g + f1g0 Jc0s & +sin E+ C[E(pp + f1gg )sin & = cos €] = —Elly, 4, - (3.2.19)

Determinanta ovoga sistema je:

AE)= HpS 1 , odnosno:
E(pty + ftgg Joos E+sing  E(pty + fyg )sin & —cosné
AE) = upElE(uy + fryg )sin & —cos E]-[E(u, + f1yg Jcos & +sin &]- (3.2.20)

Nepoznate C,, C, se dobijaju kao:
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_ fiy A (3.2.21a)
U E(uy + fiyg )sin & —cos E]-[E(u, + f1yg )o0s € +sin £}
_ Hplin A& . (3.2.21b)

2

{p €l + gy Jsin & —cos = [E(uty + g Joos & +sin £}
Kako je diskretni podsistem spregnut dinamicki sa kontinualnim podsistemom posmatra se, pored sistema
sa n stepeni slobode kretanja, sa matricam inercionom A i kvazielasti¢nih koeficijenata C oblika

(3.1.41), i podsistem sa n+1 stepeni slobode kretanja, sa matricama inercionom A i kvazielasti¢nih

koeficijenata C, oblika:

A=) i=0023n j=0123..n  C=() i=0123.m j=0123..n (3.2.22)
gde su:

dyy = Ay » dy =dy +ays  dy =y =4y dy =8, =0 a;=a;, 1,j#0,1

Coo =Co» ¢ =6» Ci=Co=0, T =c, i,j#0l;i=123.,n j=123,..n.

Tako da je sila F(t) dinamicke interakcije spoljnja pobudna sila za ovaj sistem kao generalisana sila na
koordinati 4(¢,7)=x, ()= X(&)T(r)-

Sistem diferencijalnih jednac¢ina diskretnog podsistema sa grani¢nim uslovom je:

Aff|+CF)=—F ()T, , (3.2.23)
Xo
gde su: X, ) 10 . (3.2.23a)
-1 : =T,
Xp-1 0
xll

Takode, moze se pisati da je:

&ooxo + &01561 = _F(t)
AL+ Claf = —(ay, &, + @, % )l » (3.2.23b)
gde su {x} 1 |,oblika (3.1.50a). ReSenje sistema (3.2.23b) pretpostavlja se u obliku (3.1.51).

S obzirom da su C,, C, oblika (3.2.21a,b) sledi da ¢e uslov kompatibilnosti pomeranja biti:

u(t,t)=x,(t)=X()T(t)=(C, cos & + C, sin £)T(r) = fioy 4 (cos & — p,&sin EYT(¢)>

A)
kao i da su:
i(6.1)= 5,(1)= X(OF (1) = ~0?(C, cos &+ C,sin E)T(1)= - ﬂzég (cosé - ppésin E)T()

X = —a)zAlT(t) = —fza)gAlT(t) :
Matri¢na jednacina (3.2.23b) svodi se na oblik:
~ 3
(6 - fza)émox){A}T(t) = |:w02&01 % (COS &—upésin é:)_ &wya, A, :|T(t)| o’
koji se posle nekoliko matematickih transformacija koje slede:

(C—ézqu){A}#wé{i“%(cosé—upgsing)—ﬂfm .

0 S
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(- e -2 B o gin) E2] -

svodi na oblik:

(C_‘fz”oﬂiﬁm ilzf) (Cosé — Hpgsin 5)_ﬁ11:|| 0 +AJ]{A}: {0}’ (3.2.24)
v 7 2 P~ P~
gde su kori¢ene oznake: ,, ~ " 5 _ Qo ;g G
C, m, m,

Matri¢na jednacina (3.2.24) predstavlja sistem homogenih algebarskih jednacina i da bi imala netrivijalna

reSenja potrebno je da njena determinanta bude jednaka nuli:

_os (3.2.25)

C_ézuo[[ﬁm 'Zo(lg(cosf—fosing‘)—ﬁu}l 0 +AJ

gde je A(&) oblika (3.2.20).

Vidimo da se frekventna transcedentna jednacina (3.2.25) spregnutog sistema sastoji iz dva dela, jedan
deo je deo izraza za frekvantnu jednainu diskretnog podsistema, a drugi je deo frekventne jednacine
podsistema deformabilnog tela.

U razvijenom obliku jednacina (3.2.25) moZe se napisati na slede¢i nacin:

ki _ézun(ﬂll -1, +ﬁ01%(cos§_ﬂpésmg)j ky, _52”0/’12 ki _52’/‘0/113 k,, _52”0/”1,:
: 2 2 2 (3.2.25a)
kyy = & ugtty, kyy =S gty iy =& ug iy ky, — & oty
ky = ézuo/’sl by, — 982”0/“32 ky - 52“0/133 ks, - §Z”Oﬂ3n =0
k=& k, —&2 ky, —&32 k —&32
=S Ul o E Uy, K, = &gty o =& Yot

Kada je diskretni sistem lancani sistem materijalnih tacaka vezanih oprugama prethodna frekventna

jedncina dobija oblik:
k, —fzu{,u” - My, +ﬁ01%(0055_ﬂp55in§)] —k
Lk bk, - S, i, (3.2.26)
—k, by +ky = &SPugpy =0
- knfl
: kn—l +kr1 _§2u0/'l/l
Ako je to jedna materijalna tacka sa oprugom spregnuta dinamicki sa gredom imali bismo:
k- é‘:zuo[ﬂn = My, + Hy, M(COSS‘Z — Hp&sin é)} =0 (32263)
A(g)
Uzimajuéi u obzir izraz (3.2.20) moZe se pisati sledece:
KAE)= & uy(th, — T )AE)+ it cosE = pyEsin )= 0 (3.2.26b)
odnosno:
(kl - 52”0(/‘1 1~ Hyy ))A(SE) — g f1y, & (COS & - ppésin 5) =0
Sto posle deljenja sa cos¢ daje:
(kl - 52’40(/“11 - M )Xﬂpé[ég(ﬂo + ,[‘oo)tgg - 1] - [é(/uo + /[‘00)+ tgég])f uoﬁm[‘mé}(l - ﬂpé‘:tgé) =0-
Transformacijom ovog izraza:
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(ks — & 1t~ T et st + ) hgE ~ (6 + Epty + i)~ Bt & (1~ 1, E1€) =0

(k= &2y (1t = 1 Watp & (aty + )~ W@ + ot iy 126 = (k= &2y (a1, — 1, Wt + Euty + i)~ gt & =0
[y = &2y (et = Wttty + ) = 1)+ st Tt Y & = by = 220y (pty = 2y Wt + EQtty + i)+ tho i
dobija se:

(k -< uo(ﬂn ) XIUP§+§ (#4o + i) + ol 1 ¥ (3.2.27)
l(k §u0 My~ 1“11 Xﬂp§ 1“0+/100) 1)"’“0:“11/101#015

1g&=

U slucaju da je levi kraj grede slobodan imali bismo 4, — 0, a (3.2.27) postaje [97]:

“0ﬁ01ﬂ01§3 . (32273)
k- nguo(/‘n - ﬁll)

U slucaju da je levi kraj grede fiksiran tj. da se radi o konzoli imali bismo x, — o0, a (3.2.27) postaje,

1g&= _5(/"0 +/A‘00)_

[97]:

(k1 _52140(/”11 _/711)) . (3227b)
,_(kl - "fzuo(/ull - ﬁn)xg(/‘o + fyg ))+ uoﬁm[‘m%ﬂ_‘

1g&=

Za slucaj dve materijalne tacke, kao lanac vezane za gredu, ima li bismo:

{kl - ‘fz“o[/un By, + Hy, ﬂ(;; (COS &—ppésin §)J}(kl +h, - Szzuo/uz )7k12 =0- (32270)
Za slucaj tri materijalne tacke, kao lanac vezane za gredu, ima li bismo:
k1—§2u0(lun My + Ho, ‘Ef)(cosé—ypésing)j —k . (3227d)
—k by + ke = &Pu —k, =0
-k, ky+k; —§2u0y3
Za homogeni lanac, kao diskretni sistem, frekventna jednacina (3.2.26) ima oblik:
1_52'70[ = by + Hy, 2(5)(0055 ﬂPéSlng)j -1
» I (3.2.28)
-1 2=, =0
2- 52’70 -1
-1 2-&%,

U specijalnom sluc¢aju homogenog lanca sa tri materijalne tacke, vezanog za gredu (3.2.28), ova jednacina
postaje:

[(2 — &%) —1]{1 —52170(1 — Fi + %(0055 1y sing)]}—(z—§25)= 0 (3.2.28)
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3.3. Hibridni sistemi struktura spregnutih naslednim vezama

3.3.1 Sprezanje oscilatora sa nelinearnim svojstvima i oscilatora sa linearnim svojstvima

naslednim vezama

Posmatrajmo sada spregu ona ista dva oscilatora jednog sa oprugom nelinearnih svojstava treceg
stepena i drugog linearnog kao iz primera u poglavlju 3.1.1, samo neka su oni sada spregnuti standardnim
naslednim elementom sa koeficijentima trenutne i dugotrajne krutosti ¢ i ¢ , kao i vremena relaksacije
n, [45, 65, 69, 259]. Vezu izmedu sile uspostavljanja i koordinata deformacije na krajevima naslednog
elementa koja predstavlja uopSteni zakon - zakon dinamike standardnog naslednog elementa moze se
napisati u slede¢em obliku:

nP(t)+ P(t)= nc(x, — % )+&(x, - x,)- (3.3.1)
ReSavanjem jednacine (3.3.1) po sili uspostavljanjap(¢) deformisanog stanja naslednog elementa,

dobijamo integralnu konstitutivnu jednacinu naponsko-deformacionog stanja ili prosto stanja naslednog

tela:

P(t):{(xz(t)xl(t)).’!R(tT)<x2(r)x1(r)>dr (3.3.2)
ije se jezgro (rezolventa):

R(z_f)=%efi“’” - R(r) (3.3.3)

naziva jezgrom relaksacije sile (napona), a koeficijent 4 _ 1, je koeficijent relaksacije.
n

Izrazi za kineti¢ku i potencijalnu energiju ovako spregnutog sistema imaju oblika:

E, =fm15c]2+%mzjc22’ (3.3.4a)

2
(3.3.5b)

1 1. 1
EI, :fclxl2 +Zc,xl4 +562x22 +Ep(]’2)

gde je potencijalna energija sprezanja jednaka izvrSenom radu sile uspostavljanja na putu ukupnog

pomeranja:
1 S 3.3.6¢
Enyy = A = elua0)=50)) =] [Rl = r)ns(6) -, (e)ed(x, - ) (3-3.6¢)
00
a funkciju rasipanja spregnutog sistema oblika:
1, ., 1,.
O= b+ b1y (3.3.7d)
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0
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Slika 3.3.1 Sprezanje naslednim elementom oscilatora sa nelinearnom krutoscéu i oscilatora sa linearnom
krutoscu.

Iz dinamickih jednacina ravnoteze za elemente sistema sledi sistem jednacina, [65]:

m¥, =—cx, —¢x; —bx, +P(t)

my¥, = =%, =by%, = P(t)s (3.3.8)

odakle su diferencijalne jednacine kretanja ovakvog sistema u obliku:

¥, +26% + olx, =—@h,x; +a} {(x2 (6)-x,()- jR(t —)x,(r)-x, (T)>d2’:|

0

£, 4+26,%, + wlx, = _a;[(xz(t)_xl (t))—jR(t —7)x,(c)-x, (T)>dr} (3.3.82)

0
. 2 ~2 e~ , o
gde su uvedene oznake: @; :ci/mi > 26,=b,/m,> a; =cfmy ai2 =C/m, > 28 i=12, &}, =C/m > p=m/m, .

Sistem (3.3.8a) svodi se na:

t
X 4+20% + (a),z +a} )\/] —alx, =~ X — aIZJ.R(t - T)<x2 (‘[)— X, (r)>dr
0

X, +206,%, + (a)z2 + alzz)x2 —/zalzx] = ,u,aij(t —r)<x2(r)—xl(1)>d1 : (339)

Ako uvedemo oznake &?=w?+a} 1 @&°=w?+ua’=w?+a> onda matrice inercionih, kvazielasti¢nih

koeficijenata i koeficijenata prigusenja imaju oblik:
A:(l j, C:[E)f wf] i B:[za} J (3.3.10)
1 —a; & 26,

Karakteristicni polinom homogenog dela sistema diferencijalnih jednacina razlomljenog reda (3.3.9) je

oblika:

2 ~2 2
\/12A+,1Ea+c\=’I +251’j+“’1 R (3.3.11)
—a; A +20,A+ o,
Odnos kofaktora druge vrste je onda:
A0 A ¢ (3.3.11a)

@ 28 +olval
Polinom cetvrtog reda (3.3.11) ima dva para konjugovano kompleksnih resenja opsteg oblika (3.2.10b), pa
su reSenja homogenog dela sistema opsteg oblika (3.1.35a), §to daje predlog za pretpostavljanje resenja
sistema (3.3.9) u obliku (3.2.11), kao zakona kretanja oscilatora u dvofrekventnom rezimu oscilovanja,
kao rezultata njihovog sprezanja. Samo su amplitude i faze sada nepoznate funkcije vremena koje
odredujemo na analogan nacin primenom Lagrange-ove metode varijacije konstanata kao u poglavlju
3.1.1. Ovde sada imamo sistem od dve jednacine sa po dve nepoznate Sto proracun usloznjava i ovde se

iznosi samo deo tog proracuna. Sistem jednacina, iz kojeg se odreduju nepoznate, svodi se na oblik:

R (t)cos®,(£)-R,(£)4,(¢)sin®,(£)= 0
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(R, (1) cos®,(0)+ R, (1)sin @, (1)) =
, {(i R ()cos®,(1)+ R (1) p,sin®, (;)J N ;

P

Kk - kEKD)p, KOKD - kDKW )p,
(@K - kG Ky
KPKY - Kii’KS’ P,

(‘1 K§ +4; K(Z)) i 0 _ ), 2 2)), -4
- Rtr)< —KDY R (r)cos d, (r)+ (K2 - KDY R, (r)cos @, (z >d‘r
(Kéf)Kyz) 7K£§)K(l ) J- 22 21 ) 1 ) ( 22 21 k 2 ) 2 )
” Ky

— Wy

2K D) _ S260) p(2) _ (2) g (2) R
Jr[a}zKﬂ Ky — o7 Ky 'Ky, R,(t)cosd),(t)+ (wz wl 2;Kzz e(Jufffz)!KSz)Rz(t)Cos(I)Z(t)J,

(R,(1)cos @, (1) + ¢ 5V R, (1) cos @, 1)) -

(1) ¢ (2) ,-6:
TR RT e [k 03 R (1) cos , (1) + K D R, 1) cos @, 1))

Ry(t)cos @, (¢)— R, (¢)é, (¢)sin @, (£)= 0>
(Rz(t S n@z(t)+Rz(t)¢z cos(Dz(t)+):

Jsi
0.

:[7;2 Rz(t)cosd)z(t)—Rz(t)Sind)l(t)]"'

52— a2 kW .. 2 () g (2) _~z 0]
i ((?)]l lwz )qu2 Klll e’(""‘\z)'Rl(t)cosCDl(t) (a’l Kzﬁlfl = K1 KZI )R (t)cosd)z(t)—
K ng)_Kgi)KZ(l P> K K -K5 Kzl

— ( ZK(Z ZK )K(l) ( (-8} )cosc[) ()+R2(t)coscl)z(t))+

K K(l KZ)K(I) I,

~2 KY (1), -4 (@)~
ar, (KK kKD p, [Kme R (t)cos®,(£)+ KDe ™R, (t)cosCDZ(t)T +
20-(1) 20-(1) t .
(al K, JrazKﬂ) )< 0 m)\,-4 K)o >
+ - R(z-7 f|\K;) - K "R (7 cosd> R T cosCD dt
e U e ©

odakle dobijamo sistem diferencijalnih jednéina prvog reda po vremenskim promenama amplituda i faza u
obliku:

()= [(%R ()oos®,(1)+ R (1) p sin CDl(t)] s, (1)+

1
S22 ) _
+[(022K2? Ky - 3 Ky, )R](t)cosq)l(t)+

52 _ 52 )k (2) pr(2)
Dl @l @ -3 )K“ Ky o5 )’K‘”R ()cosq):(t)jsincp,(t)—
KoKy = K Ko Jpy

KK -KIK)p,

(azz‘:g) - alz‘ig))‘:g) —(6-3,) .
- R [} "I R [ D (7)-
KOKT KEKT)p ( (¢)cos @, (1) +e ,(¢)cos Z(t))sm (1)

( e .
‘(Km,(:g)K Z}(*;;K)Z)i) psin @,(x)jR(z—r)<(1<g)—K§‘))e AR (c)oos, (r) + (KL~ KB R (r)cos @, ()7~
21 By T 1 0

~2 K . (1), (2),-4:
-al KOKD —K§Z§-)K§‘,))ple Y sm<D|(t)[Kzlle AR (t)cos D, (6)+ K e ‘~’Rz(t)cos@2(t)T

Rz(,):[_"‘; &, ()cosd)z(t)sinCDz(t)—Rz(t)sinCDI(t)sinCDz(t)D#—

2

(@KWKE - &Kk

5 — @ KUK .
o KPKD - kDKL) - Ralt)eos @, (1sin @, (1)~

KZI)K§Z) KgZ)K 1) pZ

+ B3I R (cos @, (¢)sin @, (1) -

a2k WKW K;;)K;,)) e , (@K DKE) -2k WK Y) ,
1—02 R @ (D _ 1 22 22 2 22 21 R @7 (D
T e VR eos, (sind, (1) YRt~ (osed, (sines, ()
K(l) . N
+ @y 2 ——sin®, (¢ [Kﬂ') 3R ()cos @, (£) + KPe ™ R, (t)cos ® tr+
N1 (Kéf)Kz(‘z) —K§§’K§‘,’)e"‘“p_ ( ) 2€ 1( ) 1( ) '€ z( ) 2( )
2 (1) 2 (1) t
(al Kzz +azK21) . )< 0] 1) 5t (2) 2)), -t >

+ - sin®,(f)|R "R, rcosCD K,—K *'R,(7)cos D, (7))dr

ety sl ey - 0+ - K8 kR (e)eos,(o)

4 :(—[icosd?l(t)-%—p1 sin@l(t)]cos¢l(t)+
D
@) _ 52 2) 2 (2) g (2)
[ ( KZ‘ Iiz aéK(l') 2 )code)1 t)— (a;)z (1)601 )I((21 K(lzf - )”K IR (t)cosCD ()cosCD,(t)]Jr
K -K; Ku P KKy — Ky KZI Py

1

22-(2) (2) z) PN

asz -9 Kzz 2 ~(6,-6,) Rz(’)
(] 170N 22 cos D (]

+ KK (Z>KZI) " [cos (t)+e Rl(t)cos ,(£)cos @, (¢) |+

25-(2) 2 L . .
(aszw +a Kzz )COS‘D,(t) ) m),-6 ¢ (2) @)\,-4,¢
+ - Rt -7 (K5 — K "R, O,(7)+\Ky) - K *'R, D,(7))dr +
(KS)KZ(IZ)_Kg)Ky]))ple,(,;)[Rl(t):‘: ( 7)<( 2 21)‘2 1(7)C°S 1(7) ( 2 21 )e _(T)COS _(T)> T
pe KD cosd,(¢)
M kDK - KOk ))pel VR (¢)

[k e R (1)cos, (1) + K2 R, (1)cos ®, ()]
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— D
052 2 (‘)K(ll . R(z K()K(Z)_NZK(Z)K(‘)
( ((T)] 4(1)%)%)2 T(f)l ) B o5, (1)cos, )- Gy e Bt Z')Coszq’z(t)*
KKy —Kyn'Ky )p, Rz(t> (KZI Ky — Ky Ko )Pz
2 () _ 25 e-()) 25 () g (2) _ 2 2-(1) g (1)
KOKD _g2gk0g®) o o\ R KOKD — 2k VK
,(‘11 (52 (1)22 a(;) 2(2]) 21 e’(f’\’bz)l ‘(t)cosd)l(t)COSQJZ( )7(‘11 (72)2 (1?2 a(g) ~(21) cos’ @, ()
KKy — Ky 'Ky )ps ) KKy —Kyn'Ky )ps
o KW cos®,(¢)
V1
(KEKY - KD R (¢

2500 o 25 () . R
a4 Ky +a, K5, )COS(D >< (1)), 2) _ g(2)), 61 >
+ (KS)KSZ) —Kﬁi)K' )e") R (t _‘.R(t T - K5, )e Rl(t)cosclb,(t)+(1(22 K3 )e Rz(t)costbz(t) dt

4y =[ 2 cos > (1)cos @, 1) - sm@l(t)cosmz(t)j}

2

[K21 R (1)eos, (1) + KR, (1)eos d, (0] +

koji se posle usrednjenja po punim fazama @,(s) i ®,() vodeéi racuna o slede¢im svojstvima limesa

trigonometrijskih proizvoda jezgra:

i - _
limlsind),(t)jR(t— )e ¥ cos®,(r)dr =SS H, (p,)
: 5 ne

S f

lm o5 @, (1) Rle - e " cos &, (ehdr =< H(5,) [Re)erdz = (@)+iH,, ()]
0 0
svodi na sistem:
: (@K + kDN - KR () -7, .
R)=— ;(Kg)Kzl) Kzzz)K(]))z; — H...(5)
. 3K ~ 9y ) bt
¢1(’)=16p1lK£i>K£§Z—K££)K§f)Jw§'{e2 (k8P +2e x4l e (33.12)
(K aKDKD -K) ez
25 [KTKD —KDKD] ne =
(1) 2 _K® .
Ry(1)=- la?K < <K>’l <)1(>K22 ) z(’n)&(t)c “H,,(p,)
2p2[ 2Ky - Ky KZIJ ne }
i 3Kzlﬂ {2 26,1 (2-(1) —za“z O 2) P z}
, i R (¢ 2k O[KOTIR, (] -
$, ()= 16p7lK71 K0~ Kzg)K§)JWN ( )3[ .1[ 21 ][ 80)
_(a Ké,)Jra K XKZ_ il))c—EH (i’ )
2ple 27 Kg)K J nc o
Ako se uvede sledeca smena za konstante:
_ kD + kDK K ez, (o ) (3.3.12a)
bk -KEKY ), ne
KO+ 2k KD -k D)oz . 3.3.12b
2_(“ 22 IX z Ky )C - Hzm(pz)’ ( )

2]72[[(21 22_K£§)K£11)J nc
1 izvrsi integraljnje sistema (3.3.12) dobija se sistem prve aproksimacije reSenja po amplitudama i faznim

kaSnjenjima sistema oscilatora spregnutih naslednim elementom u obliku:

R, (t):Rme?()'l
3K£§) o e—z(&‘,wi): OV p2 e—z(a +5, ) ,
¢1(t):716p1l (])K(ZS—KS;K(Z)JCUM{ (3 +S~])(K21 )3R01 *m [KZI ] Roz}
(@Kl )+a2K Nel-kD)e-2,, .
- m(pl)

22

2]71[K2| 22 K“)Kﬁ)J 7
Rz(t) Rozeﬂ;Z

e’z(

(1) 2(8,+8, ) +5,)
()= —— (2)31%2 ~§l{e )(Kgl))Rgl T—) [KZI]2R02} (3.3.13)

16p2lK2] 22)_K§§)K§1)J (15 +9, 210, + 9,

(aK()+aK XK - ())L—c N
2p222|_K K2<22>K<J e T l22)

Sledi da su faze oscilovanja oblika:
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—2(«5‘,+5})t

CD](I): pit=

3Ky - [ 0} g2 4 2 3.3.13a
16pllK§11)Kg) _Kglz)Kg)Jle 2(51 ‘*’51)(1{21 ) RDI + (5.2 +g ) 21 [Kzl ] Rm ( )

(kG kKD K)o
25, [KIKE -KEKT] e

R 3KW _ 2(8,+8 ) 28,45, )
CI)z(t): Pyt— 16132lKg)Kéljz_K;;)Kgll)Jw.il{ (: ~)( 21 )JRm ‘(ngll)[Kg)]lefz}_ (33 13b)

(@K 4 a2k DK -KD) e
25, [KOKD-KIKY] ne

H..(5:)

Zakoni oscilovanja masa ovog sistema su:

3K 6*2(5‘1*:\)' 5 2 25,45, )
x()= KWe6ra) R cos 2 a2 KOV R + S K[k
1() 21 o1 P lépll.KSl)Kg)_Kglz)Kg)J N1 2( 1+51)( 21) 01 545, [ 21 :FRQZ
@K+ kD NKD - KY) e -C H.(p )}Jr
~ re 1
29 KIKE - KK J ne
. 1) 20545 ) 2058, )

(2),-(5,+8, ) AL 3K5, ~> | € WY p2 , €

+Kj)e Ry, cos{pzl 16ﬁ2[K§f)K§'2’ —KS)K;)JO)NI (51 +51) (KZI )BRm + 2 Az +b2 K3 [K21 :IZRoz

(@Kl aRONKD Koz, (o )}
re\’2

2p,[KDKD -KOKY]  ne

3K N 2(0 5 ) 672(5'2 5 )
x,(t)= KWe B3R cos 2 @ (KO R+ Sy KUK DT R -
2( ) 22 01 p! lépll.Kgl)Kg)_Kg)Kg)J N1 2( +51)( 21 )3 01 21 [ 21 ]ZR(JZ

1 0.+, (3.3.13c)
(@K8) + KW -KD) ez (o
T o 00 @ —H.. (B +
2p1|.K21Kzz KZZKZIJ ne
- (1) za,+o —2(8,+8, )
K® *(J:+5;)/R A 3Ky ~2r — (k! e _ KT p2
KB o i et 5] ) e ofs g KT R
(@K +2K\KD-KD) -2, .
- @) () 7Hw(172)
2 2|.K2| 22_K22K2|J ne
Ako se uvede smena promenljivih:
T,(t)= VR, cos @, (¢) (3.3.14)

T,(t)=¢ >R,y cos @, 1)

tako da se ]:(t) smatraju harmonicima oscilovanja lako se zakoni oscilovanja (3.3.12) svode na oblik:
x(1)= KT (6)+ KT, (1)

x,(t)= KQT(e)+ KE'T, (0) (3.3.14a)
odakle se lakse zakljucuje da su oscilacije sistema dvofrekventni procesi sa po dva razli¢ita moda Cije faze

su medusobno spregnute i zavise od amplituda oscilovanja oba harmonika.

3.4. Hibridni sistemi struktura spregnutih slojem standardnih visko-elasticnih

elemenata

Teorijski i prakticni znacaj izuavanja transverzalnih oscilacija ploca spregnutih visko-elasti¢nim
slojem jako je veliki, tome u prilog stoji i Cinjenica o postojanju velikog broja savremenih radova na tu

temu [66, 68, 75, 81-83, 87, 96, 140-154,258, 259, 260] ¢iji je pregled dat u uvodnom delu magistarkog
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rada [258]. Prakti¢ni znacaj izuCavanja sistema ploca sa visko-elasti¢énim sprezu¢im slojem moze biti i u
moguénostima smanjenja rezonantnih oscilacija samim sprezu¢im slojem. Obi¢no je prigusujuci materijal
postavljen preko cele povrSine plo¢a $to naravno povecava tezinu konstrukcije i prakti¢no neefikasno
koristi materijal sloja. Zadatak oprimalnog dizajniranja konstrukcije je upravo ekonomisanje
upotrebljenim materijalom uz potrebno zadovoljenje izlaznih performansi. Najnoviji rezultati topoloske
optimizacije raspodeljenog visko-elastiCnog sloja izmedu ploca dati su u radu [189]. Prvenstveno su
izvedene jednaCine kretanja ploca sa viskoelasti¢nim sprezu¢im slojem pomocu energijskog metoda, a
potom prikazan model kona¢nih elemenata za takav sistem. Uzimajué¢i u obzir modove prigusenog
oscilovanja ploCe i rasipanje energije istih kao promenljive optimalnog dizajniranja uzete su gustina
priguSujuceg materijala i faktor zapremine, kao izlazna funkcija optimalnog topoloskog dizajniranja
koristi se odnos prigusenja moda. Izvedeni su izrazi osetljivosti odnosa prigusenja moda od promenljivih
dizajna 1 potom primenjen metod pokretljive asimptote (Method of Moving Asymptote (MMA)) za
proucavanje optimalne raspodele priguSujuceg materijala sprezuceg sloja. U prilog efikasnosti prikazanog
reSenja dati su numericki primeri konzolne grede i grede sa prostim osloncima. Rezultati pokazuju da
opadanje energije oscilovanja moze biti pojacano optimalnom raspodelom prigusujuceg materijal u
medusloju. U smislu aktuelnosti proucavanja sistema spregnutih ploca prikazimo jedan model sprezanja
visko elasticnim materijalom sa svojstvima linarne i nelinearne elasti¢nosti.

Fizicki model je nacinjen od dve ploce od elasti¢cnog, homogenog i izotropnog materijala, debljina

h;, i=1,2 malih u odnosu na druge dve dimenzije, od materijala modula elasti¢nosti E;, Poisson-ovog

koeficijenta x;, modula klizanja G; i gustine P;. PloCe su konstantne debljine u pravcuz ose sa
paralelnim konturama, slike 3.4.1.a,b). Plo¢e su medusobno spojene sa visko-elastiénim nelinearnim
slojem sastavljenim od standardnih visko-elasti¢nih elemenata sa nelinearnim svojstvima treceg stepena,
prikazanog na slici 3.4.1¢) . Ovakav sistem spregnutih ploca je tipa kompozitne strukture jo§ poznate i kao
sendvi¢ struktura. U smislu jo§ jednog primera dinamickog hibridnog sistema to je veza kontinualnih
podsistema pomocu diskretnih elemenata jer je sprezuéi sloj modeliran kao sloj diskretnih visko-elasti¢nih
standardnih reoloskih elemenata kontinualno raspodeljenih po povrSinama ploca.

Koordinatne sisteme, sa paralelnim odgovaraju¢im osama, Oxyz uze¢emo u teziStu ploca, tako da se
ravani Oxy poklapaju sa njihovim srednjim ravnima; osa Oz je usmerena nanize , slika 3.4.1.a).

Pretpostavimo da su obe plocCe sa istom konturom i istih grani¢nih uslova, sa ravnim srednjim ravnima u
nedeformisanom stanju.

U radu [259] date su osnove klasicne teorije ploca koriS¢enjem Love-Kirchhoff-ljeve
aproksimacije te je pokazano da se mogu normalne i transverzalne sile kao i momenti uvijanja i savijanja

izraziti u funkciji transverzalnog pomeranja taCaka srednje ravni ploce w, (r,(p,t), i=L2, ovde se indeksi 1
1 2 koriste za gornju i donju plocu, koja su funkcija dve prostorne koordinate r i ¢, polarnog

koordinatnog sistema koji je pogodno koristiti kada se radi sa kruznim plo¢ama, i promenljive vremena £ .
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Ako su transverzalni ugibi plo¢a w,(r,p,¢), i=12 mali u poredenju sa dimenzijama debljina ploca #,,
i=12 onda se oscilacije ploca javljaju samo u vertikalnom pravcu.

Na bazi prethodnih zaklju€aka jasno je da se pomeranja odgovarajuce tacake ploca w,(r,¢,z),
i=1,2 u radijalnom u(r,p,2,1)5 i=1,21 cirkularnom pravcu v,(r.p,z,t), 1=12, mogu izraziti u funkciji
njihove udaljenosti z od odgovarajuce srednje ravni ploce i njihovih transverzalnih pomeranja w,(r,p,?),

i=12 upravcuose Z, Sto je ustvari pomeranje od odgovarajuce tacke Nl.o(r,(o,O), i=1,2 iz srednje ravni

ploce.
Za satndardni visko-nelinearno elasticni element prikazan na slici 3.4.1c) mozemo pisati izraz za

potencijalnu energiju oblika:

1 1
Epy =5 lm=m )+ 8wy —w)' (3.4.1)

gde su ¢, 1 g ekvivalentne krutosti linernih i nelinearnih opruga u sprezi. Na modelu sprezuceg elementa
slika 3.4.1 c¢) vidimo dve opruge linearne krutosti po ¢/2 i dve opruge nelinearne krutosti po g/2
spregnute redno a potom paralelno sa linearnom oprugom krutosti ¢, pa su ekvivalentne krutosti :

c,=c, +c,=c+c, 1 B, =pB/2+p/2=4, jer je krutost redno vezanih opruga krutosti po /2 vrednosti
Ve, =1/(c/2+¢/2)-

Rayleigh -jeva funkcija rasipanja energije je:

1 . .
Do) = Ebl (i, =y )7 34.2)

gde je b, poznati koeficijent otporne sile.

Konstitutivna relacija takvog jednog elementa moze se onda pisati u obliku:

P(t)=(c+c w, —w)+ Bw, —w, )’ +b,(b, —Wy)- (3.4.3)
Sile P(t)na krajevima diskretnih elemenata su kontinualno rasporedjene po jedinici povrsina ploca kao i
sami diskretni elementi.

S obzirom na sve do sada predstavljeno i s obzirom na izvedene parcijalne diferencijalne jednacine malih
transverzalnih oscilacija ploce u radu [259], ovde se moze pisati sistem spregnutih parcijalnih

diferencijalnih jednaina prinudnih transverzalnih oscilacija sistema dve kruzne ploce spregnute

kontinualno raspodeljenim slojem standardnih visko nelinearno elasticnih elemenata u obliku:

O*w(r, .t ow,(r,@,1) ow(r.et -

Wl(;:zw )+CG)AAW1(”,(0J)—25(1){ W“(;tw )— wl(;tgo )}—af,)[wz(r,(o,t)—w,(r,(o,t)]:5ﬂ(l>[w2(r,(p,t)—wl(r,(p,t)]x+q(])(r,¢1,1)

*w,(r, .t owy(r,p.t) _om(r,9, - 344
W.@(;Q’ )+sz)AAWz(V,¢,t)+2(S(z){ WZ((;(/) )— Wl(;t(p t)}+a(zz)[wz(r,(p,t)—wl(r,go,t)]:—gﬁ(2>[w2(r,go,t)—w](r,(p,t)]3—qz(r,qa,t) ( )

gde su koriS¢ene sledece oznake:

. cw . 3 . . v
, 1 ,i=12 za redukovanu krutost elasti¢nog sloja,  __ £/  savojna krutost i-te ploce,
“(-)—7(C+Cl) D = 2
' Pl 121_1“1‘
o - D, i=12redukovanu savojnu krutost ploca i d za redukovani koeficijenti prigusenja. Sa
0 Pk
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gﬁ(i)oznaéen je odnos koeficijenta nelinearnosti u elasticnom sloju i gustina materijala plo¢a i homogenih

visina plo¢a oblika B, _B i=12.
O ph

|
WMI/MMM’% f

T
%E%

h A-CWWZM
N T

Slika 3.4.1 a,b) Kontinualni podsistemi spregnuti slojem standardnih visko linearno i nelinearno
elasticnih elemenata, c) model standardnog visko linearno i nelinearno elasticnog elementa

Sistemu (3.4.4) odgovara linearizovan homogen sistem sledeceg oblika:

2
P00 i )-26,| 222 LN )]0

ot ot
*wy(r, .t ow,(r,¢,) ow(r,p.t 3.44a
W_a(;(p )+c(42)AAw2(r,(p,t)+25(2)[ W_(;t(p )7 W‘(gtw )}ra(z)[wz(r(pt) w(re.1)]=0 ( )

koji zapravo predstavlja matematicki model slobodnih transverzalnih oscilacija sistema dve ploce
spregnute raspodeljenim slojem visko-elasti¢nih elemenata sa liearnom i nelinearnom krutos¢u opruga.

Resenja sistema (3.4.4a) se pretpostavljaju u obliku proizvoda sopstvenih amplitudnih funkcija W, (7, )

i=1,2, n=0,,2,...;m=1234,..0 1 nepoznatih vremenskih funkcija 7, (t) , i=12, n=012,..:m=1234,..0,

oblika:

(1 pu0)= 33 Wi () T (1) 112 (3.4.5)

n=l m=1

gde sopstvene amplitudne funkcije W, (. 9) imaju isti oblik kao i u slucaju razdvojenih ploca

razmatranom u radu [259], a radi potpunosti ovog rada bice prikazane na kraju ovog poglavlja. Nakon
zamene pretpostavljenog reSenja (3.4.5) u sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina (3.4.4a) (prateci

ideju iz radova [68, 81, 259] ) dobijamo sledece:
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Mnozenjem prve i druge jednacine sa Wi (r, qo)rdrdqo 1 integraljenjem po srednjoj povrsi uzimajuéi u

obzir uslove ortogonalnosti sopstvenih amplitudnih funkcija izvedene u radu [259]:

2z

W )mn r, (0 )sj (r’ (0)}"drd¢ = (3.4.7)

/
[T b )b ot oo e

1 (k S\kga v, za nm=sj

nm

S S—

kao i odgovaraju¢e granicne uslove ploca, u ovom slucaju ukleStene obe ploce, iz sistema parcijalnih
diferencijalnih jednadina (3.4.4a) dobijamo mn -familiju sistema spregnutih u parove obic¢nih

diferencijalnih jednacina u obliku:

j‘i )nm( ) 26 ( ( )_Tzl)nm(t))-’— w(zl)nmzil)nm (t)_a(zl)]zl)nm (t): 0’ za n= 0’1’2" csm= 1’2’3’4""'00

7‘—{ )nm( )+ 25(2 ( (2)nm (t)_ TE])nm(t))_'— w(22)nm7z2)nm(t)_ a(ZZ)Til)nm(t): 0> (3'4‘8)

gdesu 2 _pas o s Do e s Eq 4+ % , i=1.2 sopstvene kruzne frekvencije spregnutih
0 ( Pl ph (')12pi1—luz pih;

ploca.
Formalno za sistem jednacina (3.4.8) mogu se formirati matrice inercionih A, i kvazielasti¢nih
C,,, koeficijenata, kao i matrica koeficijenata otporne sile koje bi obgovarale dinamickom slobodnom

sistemu sa dva stepena slobode oscilovanja [259] , u obliku :

A:[l OJ’ C:[Eézm :25(?)] i B [ 250 —2:%], (3.4.8a)
—ap) Ok, 25 26,

Kako je ovo prakti¢no sistem spregnut statickim i viskoelaticnim vezama to su matrice C i B (3.4.8a)
formalnog sistema sa dva stepena oscilovanja punih formi dok je matrica A dijagonalna. Primetilo se
ukoliko je sistem spregnut samo dinamickim vezama matrice kvazielesticnih koeficijenata C i
koeficijenata prigusenja B su dijagonalne, npr. oblik (3.2.8), ili pak, ako su podsistemi spregnuti samo
statickim vezama onda su inerciona matrica A i matrica koeficijenata prigusenja B dijagonalnih oblika,

npr. oblik (3.1.32a). Sada se karakteristi¢ni polinom sistema (3.4.8) moZe zapisati u obliku:

2+ 1B+C= 2 +2~5(1)1+5(§)m 72@1),1755) o’ (3.4.9)
“20pA = A 2004+ Dy,

odnosno u razvijenom obliku:

(2 + 28, 2+ @20 I + 2500+ @0 )~ (- 26,02~ @0 |- 28,4~ a2y )=0 - (3.4.9a)

Odnosi amplituda vremenskih funkcija oscilovanja su onda jednaki odnosu kofaktora determinante (3.4.9)
u obliku:

Ry _ Ry, _ . ili R RS, & (3.4.9b)

K5, K, (25 -ay) A28 van

l)nm
Karakteristi¢ni polinom (3.4.9) ima dva para konjugovano kompleksnih resenja oblika (3.2.10b) ali u

svakom nm modu oscilovanja, odnosno:

j'l 2nm = T lnm + lﬁlnm ﬂ"ﬂ Anm = 2nm + lﬁlnm : (349C)
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Resenja za nepoznate vremenske funkcije odgovaraju¢eg nm -moda slobodnih oscilacija sistema dve
ploce spregnute slojem visko-elasti¢nih elemenata se mogu napisati u obliku:

— kW) b (2) *0 i s
T;])nm (t) =Ky pm€ R()l/1m Cos(plrxmt + a(}lrxm)+ K > Rooum COS(pz,mt + aOan)

Zl/xm

T(z)nm (t) K£l2)nm i ’Rﬂlnm COS(Plnmt + amnm)+ KzZI)Im 752’R02 nm Cos(p2nmt + aﬂan) (3 4. 10)

Za slucaj da su obe kontinualno raspodeljene po povrsini ploca funkcije promene spoljasnje prinudne sile

q(l)(r,(/,’t) i (7(2)(r,¢,t) istih dvofrekventnih oscilatornih oblika:

qnm( ) o1 COS[anmt + @i ]+ R COS[anmt + ¢2nm] (3 4.1 1)

i na osnovu oblika reSenja za slobodni licanrizovani sistem, predstavljaju se resenja sistema parcijalnih
diferencijalnih jednacina (3.4.4) u obliku proizvoda sopstvenih amplitudnih funkcija i nepoznatih

vremenskih funkcija T (£),i=12, n=012,..;m=1234,..0"
0, (0,0) = Wi (1, @K e 3R, (D)c0s D, (1) + K e R, (1)cos (1)

3 (s 0,6) = Wiy (1, 0K D R, ()03 @, (1) + K2 P Ry, (1) cos @, (0)] (3.4.12)

gde su amplitude R, (¢) i faze @, (1)=qQ,,+4,,(r) nepoznate funkcije vremena koje ¢e se odrediti

inm

primenom pomenute procedure, koja je korisé¢ena i u radovima [140-150, 259 1 260].

Koriste¢i uslov da prvi izvodi pretpostavljenih resenja (3.4.12), W(i)(r» ¢,t) u obliku:

v'v](r,(p,t)= Wh an])mn( )
-9, Kl e ’len(t)cosq)lnm( ) %)

(1)nm 1 2% 21um€ 20mm€

K;),,m R (O, sin®,, ()-8, K2 e R, (t)cosd,, (t)+

Kgmn A ’Ran( )COS(DZM() Kgl)m, o LRan(t)qZQZIWI Sin(Dan(t)*Kgl b [Rz,m,( )¢2nm( )qu)z"m( )]
i (r,0,0) = Wy, T )m(t)=

W 8K R (o0 D, 1)+ KU 8 Ry (1005, (1) KRy (2,0 i (1)

- KZan 7%”LR1nm (t)qalnm sin®,,, (l) - 52mnK£§ln;eﬁ§l """" ‘R, (t ( )COS D,,, ¢ ( )Jr
+ K;an i [Rz,m( )COS ,,,t ( ) Kglmei& """" 'R, ([)ngmm sin®,,, (t) - Kg,)me Ry ( ) Zum( )Sm ch”m( )]

R, (1)eos®,,, (1)~ KL, R,,, (012, sin® ()~

21 nm

(3.4.13)

budu istog oblika kao i kada su amplitude R, (¢) i fazne razlike ¢, (t) konstantne funkcije, tj. oblika:

wl(”’(/”t) nm[ 5lan21um %‘WJR nm ()Cosq)]um() K’“lnm G Ilen() RO I, qu)lnm()

— 8, K e R, ()eosd,, ()~ KE) e R, , (10,0, sind,,, (0]

21nm

W, (r,(p, ) nml 5lan22um i Ierzm( )Coscblnm( ) K'_(7[2)nme76] """ ‘R, (t)qIQInm Slnchnm( ) (34133)

§2an22nm o /Rz,,m( )COS(D'MM() K;;{mei(gbw'tRZrml(t)qZQZMm SIHCDZWM( )]
dobijaju se prva dva uslova koji moraju da zadovolje izvodi po vremenu nepoznatih funkcija g, (r)
ig, (¢) u obliku:

Kylmn e llen(t) q’lmn([) K;ll)nm e /Rlnm()¢mn Slnq)lnm(t)+K21mn = lRZmn(t) Sq’an(t)iK(zr)nnei{;z “R,, ()¢7nm(t)Sin¢)an(t)

K Ry (0)005 ()= KD Ry (W sin @, (1) + K07 Ry ()08 @, (6) = K0 ’Rz,,m()¢2,,m(t)sin<bz,m,(t)

Mnozenjem prve jednacine poslednjeg sistema kofaktorom g() ili K ) i druge jednagine tog sistema

sa kofaktorom _ g ili _x@ 1inakon sabiranja odgovarajucih jednacina sledi sistem jednacina oblika:

R ()c0s®,,, (1)~ R, (0, ()sin®,,, (1) = O (3.4.142)
Ry (1)c05D,,,, (1)~ Ry, (1M (1)sin D, (1) =0 (3.4.14b)

Drugi izvodi pretpostavljenih reSenja v'{;(i)(r, ¢,t) su onda oblika:
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w(l)(r’ p.t)= )nmj;(l)nm (t)=
I B2 K 5 Ry (110051 (1)~ 6, K5 Ry ()05 @, (0)+ 28, K8l 5 Ry (1 2, 500, (0]
+ 5\anZ|nm e ‘tle( )¢lnm( )Sln(Dlnm( ) K§Il)rlnx e lRlnm( ) 1y, Slnq)lnm( ) Kgll)rml 70””"1leu( )qIVImQMr1 cosq)lnm(t)
_K Inm ﬁllem( )qlanlnm¢lnm( )cosq)]nm( )+52m1K2]nm e IRMH( )cos(I)ZHm( ) 52muK 1nm€ WtRZum( )COS(Dan(t)"'
+ 252an7lnm el 1R7m1( )anm 2nm Sln(I)ZHm( )+ 5anK7lnm el 1R7nr1( )¢2nm( )qu)z”m( ) Kﬁlm‘fé’ """ tRan (t)qlrszZHm sinCDZW(t)—
K R (1203, 005@ 1)~ K Rep (0.0 (05 0, )]

W) (rp.t) = )an(z)m (t )=

=Wym 6lrrm 22mn e ‘R, ( )cosq)lmn( ) 31nm 27nm et lerxm( )Cosq)lnm (t)"' 26 K”erm e "R (t)q Qy, Slnq)lrxm( ) (3415)

Inm

+ 5K22nm "R )¢lnm )qu)]nm( ) K§7)nme et R .lnm )q Q,,,, Slnq)lnm( ) Kglzlmei{slm lnm( )ql Lnm Cosq)lnm(t)_
7K27nm e lR]mn( )(1 Q nm¢]nm( )COS(I)IWH( )+ blznm 7gnm o IRan( )COS(DMW( ) 52an27nm o /Rz»m( )Cosq)zﬂm( )+
+ 2§2angnm - " Ry ([)qz 2um SINDP ( )+ 5anKZ7nm o ’Ran( )¢2nm( )qu)m( ) Kgnm o [Ran (t)ngznm sin q)Zmn( )

= KB, e R (202, cosDsy, (1) KE)e o Ry (00,00, ()05 D, (1)

Zamenjujuci pretpostavljena reSenja u sistem parcijalnih nelinearnih diferencijalnih jedancina drugog reda
(3.4.4), mnoZenjem prve i druge jednacine sa W, (r, @)rdrde i integraljenjem po srednjoj povrsi i
uzimajuéi u obzir uslove ortogonalnosti sopstvenih amplitudnih funkcija (3.4.7), za ovakav slucaj

grani¢nih uslova, dobijamo sistem obi¢nih diferencijalnih jednaCina drugog reda koje su nehomogene i

nelinearne u obliku:

6 =267 By )= T () @0 T ()= 0 T €)= 0 N N (O~ T OF + i 0)

T 0+ 280 T ) Ty (O 02 T )= BT ) = =N, M) T OF = ) (3.4.16)
gde je sa N(7,, ) oznacen: N )= I I (o - koeficijent uticaja nelinearnosti elasti¢nog sloja, a sa
)=

nm

Sty (t) zadate vrednosti spoljasnje prinude kao poznate funkcije vremena f(1)um (t) 1 f2m (t) definisane

slede¢im izrazima:

»

[ [2.r.0.0) Wiy (oo 000,00 Wi - v (3.4.162)
jil)nm(t)z 00 B , f(z)m(t)= 00 . ”
IJ Y ” (/7)] rdrdp jj Wiy (r,w)]z rdrde

Uvrstavajuéi prve izvode T(,)(t), iz izraza (3.4.13a), i druge izvode ﬁi)(t), iz izraza (3.4.15), u jednacine

(3.4.16) i vode¢i racuna da mora biti zadovoljen sistem linearizovanih jednacina (3.4.8) dobijaju se jos§ dve

jednacine, koje moraju zadovoljiti nepoznate funkcije R, (t) 14 (t),uobliku:

—em (‘11 1 Pram )Kzlnm[ .lnm (t)Si“ Dy, (t)+ Ry, (t)élmn (t)coscblmn (t)]_

e <q,szm B KL 00 04 o o o5, (0] = (3:4.17a)
28 KU R (R + B J5in @ () K R (NP2, — B 03 D 1)+

+zaz,,",z<;,>,", >~~'Rm<r)<qz o+ o S0 D ()~ KE) e Ry (202, — P2, Jeos @, (1))

=25, K, — KO b R (@ + B sin @, (] KL, - K;:m]ewz,,m(r)[<qzam+ﬁz,,m)smq>2m<t)]}+

+ B N0, K, — K, k=R, , (0)cos @, (1) + (K, K&, k™R, (1)o0s oy ()] + i 1)
G+ P K (R ()5in B, (1) Ry (0 ()05, (1))

g 0+ o K (R )50, 1)+ Ry (W )0, ()] (3.4.17b)

= 25Ian"l’um o W,len( )(‘11 1m +ﬁlmﬂ)Sil"q)lum( ) Kélz)nm i "R (t)(qIZQImn plnm)costblum( )
+2é‘2an22um e "R (t)(qz 2um T pZmn)Sln (DZHm( ) Kgnm = ’Ran l)(q, Q;,, pzmn )Cos(blnm (t) +
+ 25 {[ 77)””, - Kgll)mn i Inm( )[(qlmn 1o+ Pram )qu)lnm (l‘)]"L [ 2 r)un - Kg;)?m]e ()JY”‘IRZHVW (t)[(qZQ'lmn + Pom )Sin Dy (0]}7

_Sﬂ(z)N(an)[( Kz _Kgl)nm)e o "R (t)coscplnm( )+( K2 _Kglm)e i IRZW( )Cos(I)ZHm( )]3 _.f(.z)rrm(t)
Ovakav sistem je dobijen jer su iskoriS¢ene i relacije (3.4.18a) i (3.4.18b). Ovaj sistem se moze

transformisati tako Sto se mnozi prva jednacina sistema (3.4.21a) prvi put sa ) , odnosno drugi put sa
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@ , odnosno drugi put sa_k() i sabiraju se tako

2lnm

kW a druga jednacina (3.4.21b) prvi put sa _g

22nm
pomnozene jednacine oba puta, pa sledi sistem:

(R, ()sin®,, (0)+R,,, (), ()eos v, (KK, = (3.4.18a)

=KK,,R,, (t)[zgl nm Sm(Dlnm( ) (ql anm p 1nm )Cos(Dlnm( )]

{25 [Kzlnm ]+ 25 K8, ){[K"an - Kyltw, ]Rlnm( Jsin®@,,,,(1)+ [K"an Kgnm ]6‘ -Z”Z” (40,2 + D) sin®,,, (¢ )} +
€ (qlglmm + Pram

21nm

K. K| 5 K@ Ko
Al K PP i) i) 5, s )+ (KL~ KL R s (0] S0 K ()
*01 ,,,,, (0O, + ) 70‘ ( Q,, + P )
(ql 1o+ Pram Gi=21m + Pim

(o0 () o O (o050 K, = (3.4.18b)

KKnmRan [2 sin q)"nm( ) Kgl),m( 3 = Dom )COSCDZM,( )]

K, 25, )+ [k, 25, I+ {[Kmfszm]RM,‘(z>sm<1>“,,‘(z>+[K;;L,,‘fK;at,m]e";‘ ””” Bon (46 plw)sm@.,,m(ﬂ
e (ngmm +p2mn)

an Zlnm

K im0+ KL 0
e ! (qZQZmn + Doum )

3 K7 2\ -
My KBNSV ) Y (heost, () (k0 ~KE K5y ((eostr, ()] +
e’ (‘IZQLM + plnm)

gde smo uveli oznaku za odnos kofaktora sistema u obliku:
(3.4.18¢)

22nm** 21nm 21nm > 22nm )

KK (K(l) K() _K(l) K(Z)

Resavanjem sistema (3.4.14) i (3.4.18) sledi sistem diferencijalnih jednagina po R, (¢) i 4, (c), i=12 u

svakom nm obliku oscilovanja:

R, (t)=R
b3,

o (023, smqnl,,m() (@92, ~ By, Jeos®,,, (O)sin®,,, (1)~

IS ;,,m]m (K8, Jsine,,, ( )[[Kg';m K, TR, (sin,, () + [k, - K2, 1

KK

nm

\an (f)(qz 2um p’"’")slnq)h,,m( )}Jr
(4.0 + D)

S O+ Ko S 1)

K2 K @ K2
+{ mmﬂ - sz,Mﬂ } ( )Sm lnl’z()[(K§2rtni_K71um . ‘R, ()Coscblnm()+(K£7mn_K§Imn¥ i ’Rmy,()cosd)“m ]3 2]"’",

e’ (qIanm + Dium )KKnm el (qlglnm + ﬁlmn)

(3.4.192)

sin®,,, (t)

0= 5, sin .0 - (01921 = P Joos @, (Oeos @, ()=
_ {26(2)[ me]+ 25 ( ’an )}COSCDU“"( )[[Kgé)nr" 7K£l)”m]smq) Y +[Kg,),m 7K(2) ]ei&l 7777 /RZmn (thZQan +1ﬂ72”'”)sln(132m”( ):lJr

20mm |

KK, I_ e (qlglnm + Pra )Rlnm (t)

) @)
)€,<, ‘R, ()oos®,, (1) + Kfl;/mz[ﬂZ)nm (t)+K;22/mzﬁl)/mz () cos®,, (¢)
e (qIanm + Dium )Rl/mz (’)

(3.4.19b)

{Kgmﬁ )+Kg?mzﬂ(l)}gN(Wmn)Coscblnm()[(K(l) ) )Ru ()5 cos®, ()Jr(Kg) _KQ
e (q,Q,,, + Pro KK, R, () ’

22nm 21nm

Rop(0)= Ry (028, K2, sind,,, (1)~ K, (4,924, — B Joos D, (1) ind,,, (1)

_ {(Kéll)nm 25( ))+ [K’lnm 2‘5(2)]}5“1 Dy (t) [[Kizlm _ Kg]”m ]R'_’nm (t)sin (Dz,,m [Kp,,m _ Kyl)nm ]eiél """ 1nm (t)(ql 1 Prom )sm o,, ( ):l

KK, L ei(i I(qZQLnn + P’nm)

nm

K K @ KY Kl
APy g N D0 Ot ) s 0 5 KL 5 R s 0] + Sl Bl e,

6 i - 22mm 20nm "
(4,2, + Do JKK € (@2, + Poum

nm

(3.4.19¢)

¢2nm [2 S Zlnm sin ®2nm( ) Kz(am (ngznm Do )COSG)MW( )]COSG)ZHW( )_

Gt N
- {( 23’”"25 ) [ 1;];(’” 26( )]}COS(DZM( )[[Kg)nm *Kzu),m ]sm(D (0)+ [szn 7K21)nm] e,n . u (t)(qIQAl”m 5 p]”m) sin®,,,, (¢ ):|+
(qZQan + Poum )R'.’nm (t)
)

K K (/4 @ K!
+{ “’”ﬁ( Kl B N,y oos z'”()[(Kﬁ'z',,m—Kﬁ'le)e 8o Ry (105, (1) + (K ), ~ K o Ry ()eos @, (0] + f“m/(')"'"()Jr o )'"”(t)COS%W()
e’ (qZQan + Doun )KKIIMRZWH( ) e (qZQan + Dom )Ran (t

(3.4.19d)

2nm

Primenom usrednjenja, [140-150, 259], desnih strana ovog sistema jednacina (3.4.23) po punim fazama
@ () id') (1), dobija se rezultat u obliku:
(3.4.20a)

. ‘ LK B+ finK ).
Ay (t): _%,()[Kllnm _Kél)mn ]{5 ) Zlnm +51)K'_7’_771m} I I O 22 n <;> ) ZI )Sl IW( y@lnmd@vw
nm K 00 U 1nm
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- . N7, WBoK i + BuK o 3 3 1 o ,
B (0)= Pro =0, Q0 + <(q3§ +;‘ )Kﬁ}(" = }[g(Ké'Q,,,,,—Kéﬁl,,,,)‘a;m(z)q(Ké;Lm—Kéi’,,,,)z(K% KW, a2 (t)}+ (3.4.20b)
1 1nm 1nm nm

2nm
1 z;rz”(f +f K )
. (1ymm zzW @y K2
2
47°KK,,, 3% (qIleﬂ +pmm)alnm()

\"Osq)lnm (tﬁq)lnmdq)me

. 2) 2) b 7 nm nm + f jnm Kmnm . 3420C
R I I | L S L (3.4:200)
nm nm 00 2nm 2nm
; . N0V, B0 K o + B K [ 1 > @ V3 4.
b0 P a0, N e [E(K;';,,m K P - KL i (04 (K8, - K8 ) i 0] (3.4.20d)
2% %2nm 2nm nm
1 2 f (K SZ)WN + f2)m (K yl)nm
D, dD
47[2KKrrm 00 (quan +ﬁ211m )aZrtm ([) ¢ an( y " o
gde se koristila smena promenljivih u obliku:
a[nm (t) = R[nm( ) mm[ pa Je amm (t) (Rinm (t)_ SinmRimn (t)k 5”"”1 ' (3.4.206)

Dobijeni sistem diferencijalnih jednacina (3.4.20) predstavlja prvu asimptotsku aproksimaciju reSenja
jednacina vremenskih funkcija transverzalnih oscilacija tacaka srednih ravni ploc¢a koje su spregnute
slojem visko-elasti¢nih nelinearnih elemenata. ReSavanje ovoga sistema, osim u pojedinim slucajevima
zanemarivanja pojedinih elemenata sistema [259], nije moguce dobiti u zatvorenom obliku, pa se sistem
uglavnom reSava numericki i to u stacionarnom ili nestacionarnom rezimu oscilovanja, o ¢emu ¢e biti reci

viSe u poglavljima 4.3 1 4.4.

3.4.1. Odredivanje sopstvenih amplitudnih funkcija kruZnih ploca

Kada se radi o kruznoj plo¢i pogodno je koristiti polarno cilindri¢ni koordinatni sistem, slika

3.4.2, 1 vezu polarnih koordinata sa Descates-ovim koordinatama: x=rcosp, y=rsing, ;2 = y2 4 V2, g = %
gde su:
g—z—cosqﬂ @—X—sin 4
ox r oy r v
%:_%cosijz_sm(ﬂ, ELgo:cosz(p:cosrp 5 (3.4.21)
ox X r oy ¥ B
Pomocu ovih izraza dobija se nagib elasticne povrSine ploeu x i y pravcu:
ow _ow 6r ow dp a—wcos ow sin g (3.4.22)
o or 0x 6(0 ox or 0(/) r
ow ow . ow cos @ |
—=—sine+—
oy or op r
Da bi se doslo do izraza za krivine u polarnim kordinatama, potrebni su izvodi drugog reda:
A2 .
¢ ‘24}: cosgoéfsm(p 0 (:OS(pfa—WM = . (34233.)
ox or r Op )\ or op r
2
=a—wcoszfp ’ o*w smgocosgo 0* wsm7¢ ow sin® ¢ zawsmgocosgo
or? oo r 8g0‘ PR op 1’
Na isti nacin dobija se:
2 2 2 . 2 2 2 . :
0 vzv _ 0 tvsinz(p+2 0w singcosg +67vrcosz 17 +6lcos ¢7267w Sln¢(2:OS¢ 1 (3.4.23b)
oy or® orop r op~ r or r op r
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O’w 0w Sinpcosg + 0w cos2¢p Owcos2p Owsingcosp O'wsingcosp _ ' (3.4.23¢)

axﬁy:(?rz orép r op 1’ or r 09’ r
1(d*w ldw).
=— > ———— [sin2¢p
2\ dr®  rdr

Laplace-ov operator izrazen preko polarnih koordinata je :

7 18 1 8 -
T Trar Pog 0429

Alr,p)
Diferencijalna jednacina elasticne povrsine poprecno opterecene kruzne ploce u polarnim koordinatama
je onda [238]:

2 2 2 2
Awlryp)=[ 410 1 0 YW Low 1 Ow _4lr.o) (3.4.25)
or~ ror r-op  \or- ror r-op D

Posmatra se element isecen iz ploce sa dve susedne meridijanske ravni koje zatvaraju ugao d¢ i

dve cilindri¢ne povrsine poluprec¢nika 7, odnosno r + dr, slika3.4.2 13.4.3.

Slika 3.4.2 Slika 3.4.3
Sa Mm!, m' i M| obelezavaju se momenti savijanja i momenti uvijanja koji deluju na jedinicu

duzine elemenata, uzimajuéi njihove pozitivne smerove kao §to je prikazano na slici 3.4.3 Da bi se izrazili
momenti pomoc¢u ugiba w ploce, pretpostavlja se da se x-osa poklapa sa polupreénikom 7. Momenti

M), M] 1 M), tada imaju iste vrednosti kao i momenti M|, M’ i M u istoj tacki, pa kada se stavi
@ =0 uizrazima (3.4.23a,b i ¢), sledi:

w :_D[GZW(x,y,t)Jr#52W(x,y,t)J =_D[32Wa(r;¢,t)+#(1GW(r,(/J,t)Jr1252W(r,rﬂ,t)ﬂ,
r
=0

ox® o’ r or r op®

2 2 2 2
M'=—D 0 w(x,zy,t) + 0 w(x;y,t) -D l aw(r,(p,t) + LZ 0 w(r,z(p,t) +u 0 w(r,z(p,t) R
oy 0x o roor r op or
M! =M’ = —(l—,u)D 62w(x,y,t) _ (l—,u)D 1 62w(r,¢,t)_i 6w(r,¢,t) . (3.4.26)
’ Ox0y pm0 r  Orog r’ Op

Za slobodnu kruznu plodu pri ¢(r,¢)=0 talasna jedna¢ina kruzne ploce je [238]:

2
Fulrot)_ctssnirp) (3.4.27)

gde je uvedena smena: * = D/ph-redukovane savojne krutosti ploce.

Na ovaj nacin, problem transverzalnih oscilacija ploce se sveo na integraljenje linearne parcijalne
diferencijalne jednacine cetvrtog reda (3.4.27).

Resenje ove jednacine, po Bernoulli-ovoj metodi partikularnih integrala, pretpostavlja se u obliku
proizvoda dve funkcije od kojih jedna zavisi samo od vremena 7(r), vremenska funkcija, a druga od

koordinata ploCe y(r,p), sopstvena amplitudna funkcija plocCe.

w(r,0,1)=W(r,0)-T(1)s (3.4.28)
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pa se jednacina (3.4.27) razdvaja na dve jednacine:

7(0)+ &'T()=03 (3.4.29a)
AN (r, )= kW (r,0) =05 (3.4.29b)
gde su uvedene smene: C =w?; k*=C/c* =’ ph/D

Druga jednacina sistema jednacina (3.4.29b), zbog osobina Laplace-ovog operatora,

AW — W = (AA =K W = (A=W -(A+ 2 W =0

raspada se dalje na dve parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda:

AW (r,p) kW (r,0) =05 (3.4.29¢)
. | D N v .. o
gdesusa: o=k ‘/E oznacene sopstvene kruzne frekvencije ploce.

Imajué¢i u vidu izraz za Laplace-ov operator izrazen preko polarnih koordinata (3.4.24) jednacine
(3.4.29¢) dobijaju oblik:

) 2
g, 50, o
4

Resenje ove parcijalne diferencijalne jednacine prema Bernouli-jevoj metodi partikularnih integrala
pretpostavlja se u obliku:
W(r,0)=R(r)®(p)s (3.4.30)

pa sledi:

ot ror

op*
- {80 LR o)) L0 ol -0

dr? rodr | r de?

SR EERO0) <[ £ 20 LTk R(ole)-

Deljenjem ove jednacine sa R(r)(I)(go) dobija se sledece:

2 7 2
L{d R(r), 1dR()[, 1 1 dq’(j")tkzzo‘

R(r)| ar rodr | ®(p) do
Da bi bilo reSenja u pretpostavljenom obliku (3.4.30) potrebno je da bude zadovoljena sledeca jednakost:
2
1 d ﬂDnz(co):_nz (3.4.31)
®,(p) dp

koja ima resSenje:

®,(p)=C,cos(np+a,)- (3.4.31a)
Sada sledi da je:

L [dR,(), 1aR,()| . (3.4.32)
R"(r) ar? roodr P

k, sada dobija indeks jer se vezuje za funkcije w (r,p)=R ()0 (p), @ isto tako i vremenske funkcije

dobijaju indeks 7 :

AAW, (r,0) = k*W, (r,0) =0
T,(t)+ @}T,(£)=0
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gde je , —p? /E za n sopstvenih kruznih frekvencija ploce, a k, i dalje nepoznata konstanta,
n n ph

sopstveni broj koji se odreduje iz uslova zadovoljenja grani¢nih uslova. Jednacina (3.4.32) svodi se na:

{MQM} +[ikl —z—zJRn(r): 0’

dr’ r dr

odnosno nakon uvodenja smene x, =k, r, na:

d’R,(x,) 1 dR,(x)| (., 7 - (3.4.33)
{ + }(_1 jRn(xn) 0

2 2
dx, x, dx X,

Ovo je diferencijalna jednacina Bessel-ovog tipa. Bessel-ove funkcije II vrste tj. Neumann-ove funkcije

imaju beskrajno velike vrednosti za x =0 te kao reSenja jednaCine (3.4.33) dolaze u obzir samo
Besselove funkcije I vrste, ali se zbog vrednosti + x”moraju uzeti ove funkcije i sa realnim , J (x), i sa
imaginarnim argumentom, /, (x), tj. modificirane Bessel-ove funkcije I vrste, reda 7 .Ona je realna kada je
n ceo broj. ReSenja jednacCine (3.4.33) su: R, (xn)z D, J, (xn )+ E T (xn ), odnosno:

R (k,r)=D,J (k,r)+E,I,(k,r) (3.4.34)

n +7

=()"3,x)= 7(_2 ) J.e"'“‘“ cosntdt
T

-

gde su: | (%)

Ako je n prirodan broj, tada funkcija zadovoljava Bessel-ovu diferencijalnu jednacinu oblika:

I”"(ix)+(,1)lnr(ix)—[1+‘nzjln(ix)—o.

ix (ix)’
Resenje prve diferencijalne jednacine sistema (3.4.29a) po vremenskoj funkciji je:
T,(t)= A, cosw,t+B,sinw,t - (3.4.35)
Imajuéi u vidu partikularna reSenja (3.4.31a), (3.4.34) i (3.4.35) zakonitost pomeranja tacaka elasticne-

neutralne- povrsine kruzne ploce je:
W”(V,¢7,t): Rn(knr)q)n(qo)-rn(t) (3436)

ovo reSenje treba da zadovoljava grani¢ne uslove.

U slucaju potpuno slobodne kruzne ploce Kirhoft-ljevi uslovi su oblika:

— 2 _ 2 v 7 . oy e . sro
{AW+1 4o W} _o> {a L (aaW Wﬂ _ > @ uproséeni granicni uslovi bice:
= r r r=a

u or or 2 op’lor
ugibi u svim tackama konture » = ¢ su jednaki nuli:

w(a, 0, t) =0
iz kog uslova sledi:

w,(r.o.t),_ =R, (kr)_®, (o), ()=0=R,(kr)]_ =0= R, (ka)=0 >
odnosno: D, J,(k,a)+E,I,(k,a)=0 (a*)
A kako se plo¢a moze obrtati oko te ivice to mora i moment savijanja oko nje biti jednak nuli:

M!(a,¢)=0 , odnosno:

ow 1ow 10w s
P I B R, =0
or ror r°op —
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§to posle uno$enja pretpostavljenog reSenja postaje:

LR () LD (o), L L2020

rodr r do

Kako je iz (3.4.31):
d’o,(p) ,toslediza r=a
" ,(p)

2

R1(k,a) R (k)R (k,0) =0 ®

a a

S obzirom na (3.4.34), za prvi i drugi izvod funkcije R, (k,r) po 7, a na konturi za r = a slede izrazi:

)
Rlbr) D, kya) B, 1 )] LR
dr dr

r=a r=a

kXD, J!(k,a)+ E, 1! (k,a)]’

pa se jednacina (b*) svodi na:

2

) i £p,3,(k,a)+ E,1, (k,a)]=

k2[D,3" (k,a)+E,1" (k,,a)]+§kn[DHJ’n(kna)+EnI;(kna)]

a

odnosno:

2
D{k:az@na)ﬂkna,,(k O-"23(k, aﬂ [k,lz;'(k )+ 1 )"
a a a

2

In(kna)} -0 (c*)

a
Iz sistema dve jednacine po nepoznatim FE, i D, a* i c* sledi da bi taj sistem imao reSenja

razli¢ita od trivijalnih da determinanta sistema treba da bude jednaka nuli, tj. sledi frekventna jednacina:

2
{k:az(knaw”kna;(k,,a)—“’z J,,<k,,a)}zn(kna> [k,,z;'(k )11 (h,0) -
a a

I(kna)}J,,(k”a) =0’ odnosno posle

stedivanja: g (yr(k,a)r, (k,a)- 17(k,a)J, (k,a)+ 2 (7, (k, )1, (k,a) - 7, (k,a)], (k,a)) = 0
a
Za k q =2, sledi transcedentna karakteristi¢na jednacina:

A28 () =112, () + (2,01, (4, )= (2,7, (4, )) =0 (3.4.37)

koja ima m korena za svaku vrednost n=0,1,2,... j. A, za n=0,1,2,... i m=123... .

Za slucaj uklestene kruzne ploce po konturi, gde su ugibi jednaki nuli:
w(a,@,1)=0, (3.4.38)

iz kog uslova sledi:

Wn (}", (/% t),.:ﬂ
a takode su i nagibi tangentne ravni u tackama na konturi ploc¢e jednaki nuli:

_o Voulnet)  _o» (3.4.39)

op |,

=R, (k) _ @, (@)T,()=0=R,(k),_ =0=R,(ka)=0, (3.4.38a)

6w(r, o, t)
or

iz kojih uslova sledi:

ow,(ret) _ dR, (k) dR, (k,r) , B (3.4.39a)
P ‘/:uq),((p)T,,(t) 0 yaal 0= R, (k,a)=0

i

A0 [ L AT DA R, (k) _, =0=R,(ka)=0 (3.4.39b)

.
o
Uslovi (3.4.38a) i (3.4.39b) su isti, pa se ova tri uslova svode na dva (3.4.38a) i (3.4.39a). Pomoc¢u

prethodnih uslova dobija se sledece:
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R,(k,a)=D,J, (k,a)+E,| (ka)=

n'n

R [D,31(ka) s EL =0 (34.40)
:

Ovo je sada sistem od dve homogene algebarske jednacine Ciji su koeficijenti specijalne funkcije. Da bi taj
sistem homogenih algebarskih jednaCina imao reSenja razli¢ita od trivijalnih, nultih potrebno je da

determinanta sistema bude jednaka nuli:

_ _, Buka) 1, (ka)_ (3.4.40a)
shal= ka1 ] o

Ova jednacina predstavlja familiju m jednacina za svako izabrano 7. To je frekventna jednacina ili
karakteristi¢na jednaCina. Ta jedna¢ina ima beskona¢no mnogo korena koje ¢e se oznaliti sa k, ,
m=1,2,3,... i predstavlja m -tu familiju sopstvenih brojeva za svako n=0,1,2,3.4,....

Znaci da svi koreni svih jednacina (3.4.40a) predstavljaju sopstvene brojeve K, , n=0,1,234,.....,m=123,....

Jednacina (3.4.40a) se moze napisati i u obliku:

J.(4,) I,,(ﬂni_o. (3.4.40b)
(%) 1,(4)

n

A/l (ﬂiﬂ ) = f;I (}vﬂ ) = k/l

nm

Koreni ove jednadine su A4, n=01234,..,m=123,.. paje PR
a

Odnosi amplituda su: Dnm _£, _; ,odnosno: _ Dy __E, _;
KZ:” ng’”) " - I n (ﬂ'nm ) ‘] n (/lnm ) "
odakle sledi da su:
D, =-L,l,(4,) (3.4.41)
E anJ n (ﬂl” )

Sada su partikularna reSenja:

7, (t)=4,,cosw, t+ B, sinw,,t (3.4.42)
R, (ky,r)= D, 7, (k,,7)+ E,, 1, (k,,r)

nm* n

odnosno imajuéi u vidu reSenja za amplitude (3.4.41) :

i 3.4.43
A e T (449

(I)n(¢) = C” cos(n(p + an). (34433)
Kako je: w,_ (r,0.t)=R,,(k, )0, (p)T, (t) to je opSte reSenje za transverzalne ugibe taCaka srednje ravni

slobodne kruzne ploce oblika:

o)=Y S, ()= SR, (b, )0, ()T, (1) ° (3.4.44)
n=1 m=1 e
odnosno:
wir, ¢,1) lel{ J"((l]:”’“a; (&, r)} cos(np+a, )(Z,,m cosa, f+B,, sin w”mz) (3.4.44a)
gde su konstante vremenske funkcije 7' (t) oblika: 4 =L 4 C i B =L B C,,

koje zavise od zadatih pocetnih uslova, i nm sopstvenih kruznih frekvencija oscilovanja kruzne ploce:
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o -k 3{@)2 D (3.4.45)
" "\ ph a ph

Pocetni uslovi mogu biti zadati u slede¢em obliku:

£ & - transverzalnim ugibom tacaka srednje ravni ploce 1
Wr00)=glr.0)= ¥ T R}, 0) g ! P
=1 m=1
6W(gt(o,t) ~ 33 i ok ()0, (o) brzinama tacaka srednje ravni ploce. Funkcije g(r,¢) i g(r,p)
=0 n=1 m=1

treba da zadovoljavaju grani¢ne uslove, pa se mogu predstaviti u obliku reda po sopstvenim funkcijama:

w(r9.0) izwo,,m{ )= Jelb), (k,m}cos(wm,,)

=l |n(kma)
Bw(r,go,t) J (k a) 5
) o),
20 -3 S {2 et )

pri tome se koriste uslovi ortogonalnosti (3.4.7), pa su:

I J.{Jn (1)~ [”((:”"‘Z)) I, (kmr)}cos(nw +a,)g(r.p)rdpdr

n \"nm

Womn =~ - 2
Ij J, k1)~ ”(k””’a)l (k.7 cos(ng+a, ) rdpdr
00 Irl (knma)
alr k ~
[ [}ttt (k"mr)} cos(np+ @, -
ﬁ)()ﬂm (U(, — 0 Oa = n \""'nm ;
[Tl 2 be) s @ A costng +a, ) ragar
00 I, (kmna)

Kako su pomeranja tacaka ploce i njihove brzine u pocetnom trenutku:

Y3 { i) Jelin), (kmr>}cos<n¢+a,,>

! (k) "

Ms

wr(p,]

n=1 m=1

2le0l) 5350 { ()= F8h ) o s
O

1 (k,a) "

=0 n=l m=1

to nije teSko odrediti nepoznate koeficijente u obliku:

k, a

nm

{20012l (kmr>}cos<w+a,,)g<r,¢>rd¢dr

0

7, (k) ’ .

[ [37.(,, 1,(k,,r)p coslnp+a,) rdpdr
00 I(

,, kma)
alrm )
u{n B REA ) (k,,,,,r)}COS(nwan)g(w)rdwdr

_Woum@ _ 00 1/1(k/rma)

@,, 1% (k,,a) ’ >
R e TR R

Uslovi ortogonalnosti sopstvenih funkcija su:

j[z” {Jn (k. r)- 4, k,) Ik, r)HJY (k,r)- jj(:—/}a) I, (kwr)} cos(np +a, )cos(sp +a, Jrdpdr =0

0 I, (knm a ) s\

2

za nm # sj 1li: ]-J-W W, (-0 )rd g = 0
20
za nm=sj iz jednadina: AAW,,(r.¢)— ki W, (0)=0 ili: AW,,(r.¢)tk,W,,(r.0)=0
AAW; (r, (p) - kay. W, (r, @) =0 AWS/ (r, (p) + ijWH. (r, gp) =0
mnozenjem sa w, (r,p)dpdr druge i W, (r, p)rdgdr PIVE, sumiranjem po indeksima nm,sj 1
integraljenjem po povrsini ploce, i oduzimanjem jednacina i kori§¢enjem parcijalne integracije, i
analizom rezultata vode¢i racuna, koji su sve uslovi zadovoljeni za razne kombinacije grani¢nih

uslova ploc¢e dobijaju se uslovi ortogonalnosti oblika (3.4.7). Karakteristi¢na transcedentna jednacina

je oblika (3.4.40b). Delovi grafika tih jednacina za vrednosti n=0, n=11 n =2 dati su na slici 3.4.4 .
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Na primer sa slike 3.4.4.a) mogu se procitati karakteristicne vrednosti A, =3.196, A4, =6.306,

Ao =9.439 itd, ili sa slike 3.4.4.b) karakteristi¢ne vrednosti A =461, 2, =78,43 =1096, ... Jedan

broj ovako izracunatih sopstvenih vrednosti oscilovanja kruzne ploCe sumiran je u tabeli 1. Kada se te
vrednosti uporede sa onima iz tabele 20.2 iz knjige ,, Teorija oscilacija“ Danila RaSkovica, [238], iz 1974
(slika 3.4.5.) , koja takode daje vrednosti nekoliko prvih karakteristicnih brojeva, mogu se uociti veoma
male razlike rezultata uglavnom u cetvrtoj ili petoj decimali.

Na slici 3.4.6 prikazani su oblici sopstvenih amplitudnih funkcija kruzne ploce uklestene po konturi na

elasti¢noj podlozi, i to za: a) vrednosti karakteristicnih brojeva 4, =3.196, 4,, =6.306, A, =9.439;
b) vrednosti karakteristi¢nih brojeva 4;; = 4.61, 4, =7.8,4;3 =10.96, ... i ¢) vrednosti karakteristi¢nih

brOjeVa 121 = 59, 122 = 92,/’{23 = 124, cee

3004
] 1007

200] 10007 #(9 1wl
" 507
mu: 5007 1
] ] ] N

] N D:IIIII"*{—U‘!IIIIIIIIIIIIIIIII\IIIIII IIIIIIS\IHID””’]“””Q‘D””ZS” I3ID””I5”
1009 f 5 1 15 | 2 25| 30 | 35 B
1 1 -504
2007 -5004 ]
o’ 1000 -100-
a) b) c)

Slika 3.4.4 Delovi grafika karakteristicne jednacine (36) za: (a) n = 0,gde se mogu videti, od

beskonacno mnogo korena samo njih osam A, ,m=1.2,..8; (b) n =1, gde vidimo jedanaest korena 1,,,

m=12,.,111 (c) n=2 gdevidimo jedanaest korena A,,,

A
" 1 2 3 4 5 6

n

0 3.1962 6.3064 9.4394 12.5771) 15.7164] 18.8565
1 4.6108 7.7992 10.958 14.1086) 17.2557 20.401
2 5.9057 9.1968 12.402 15.5794] 18.7439 21.901
3 7.1435 10.5366 13.795 17.0053] 20.1923 23.366
4 8.3466 11.8367) 15.1499 16.475 22.998 26.212

Tabela 1. KarakteristiCni brojevi sopstvenih oscilacija kruzne ploce uklestene po konturi
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Taéauna 20.2.

|
f(nmﬂ |
e 1 2 ! 3 4
W | | |
|
0 3,1961 6,3064 94395 | 12,577
1 46110 77993 | 10,958 ‘ 14,108
2 | 5,056 9.1967 ‘ 12,402 | 15,579 |
|
3 I [

7,1433 10,537 | 13,795 -

Slika 3.4.5 Preuzeta tablica iz knjige ,, Teorija oscilacija‘ Danila Raskovica iz 1974, [238]

Takode, prikazani su i preseci u srednjoj ravni ploce ispod svakog karakteristicnog oblika. Vidi se da je
karakteristicna vrednost A, =3.196 najniza i njoj odgovara najniZa kruzna frekvencija oscilovanja kruzne

ploce uklestene po konturi, kao i osnovni oblik oscilovanja slika 3.4.6.a).

¢)
Slika 3.4.6. Sopstvene amplitudne funkcije W, (r,p) za :a) 3, =3.196, A, =6306, A, =9.439 ;b)

Ay =461, 4, =78,03=1096, ..., ¢) Ay; =59, 1y, =9.2,4y3 =124, ... Prikazani su preseci u srednjoj
ravni ploce ispod svakog karakteristicnog oblika.
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4* Poglavlje

Interakcija nelinearnih dinamika i fenomena — sopstvene i prinudne dinamike

4.1. Fenomen prolaska kroz rezonantno stanje

Prikazana ideja asimptotskih metoda u drugom poglavlju moze biti primenjena za nalazenje
kako za sisteme sa jednim stepenom slobode oscilovanja tako i za sisteme sa viSe stepeni slobode
oscilovanja, a i za sisteme sa beskonacno stepeni slobode oscilovanja. Opsti oblik i proceduru primene ove
metode na klase hibridnih sistema predstavljenih u ovom radu prikazace se u jedanaestom poglavlju.

Kako ¢e kroz ovaj rad biti izuCavani uticaji periodi¢kih prinudnih sila sa promenljivom
frekvencijom na sisteme sa spregnutim podsistemima koji sadrze nelinearnosti to ¢e se ovde objasniti
pojam rezonancije i fenomen prolaska kroz rezonantno stanje.

Pre nego $to se u oscilatornim sistemima uspostavi odredeni stacionarni rezim ¢esto se moze uociti
pojava znatnog povecenja amplitude oscilovanja. Ovo se moze desiti i kao posledica pojave bijenja,
prolaska frekvencije spoljasnje sile kroz rezonantne vrednosti- vrednosti sopstvenih frekvencija sistema i
njima bliskih vrednosti, ili pak pri promeni nekih drugih parametara sistema. Narocito intenzivno se
uveliCava amplituda prilikom prolaska kroz rezonantno stanje, no pre nego Sto se objasni taj fenomen
proanalizirac¢e se opSte usvojen pojam rezonancije kao pojave koja se uocava u oscilatornim sistemima.
Spoljasnje periodicke sile, koje dejstvuju na oscilatorni sistem u taktu sa sopstvenim oscilacijam, izazivaju
velika odstupanja amplituda sopstvenih oscilacija. Za oscilatorne sisteme koji se opisuju nehomogenim
linearnim diferencijalnim jednacinama rezonantnim stanjem se naziva pojava da amplitude oscilovanja
sistema pocinju brzo da rastu i dostizu neki maksimum, kada je frekvencija spoljasnje sile jednaka
frekvenciji slobodnih oscilacija ili pak nekom njenom delu, pri tom ostali parametri sistema- sopstvene i
spoljasnje frekvencije sistema i amplituda poremecajne sile ostaju nepromenjeni. U oscilatornim
sistemima koji se opisuju sloZzenim diferencijalnim jednaCinama, npr. diferencijalnim jednac¢inama sa

93



periodi¢ko promenljivim koeficijentima (parametarska rezonantna stanja) ili nelinearnim diferencijalnim
jednaCinama sustina pojave rezonantnog stanja je sloZenija. Npr., u nelinearnim sistemima sopstvena
frekvencija sistema moze da zavisi od amplitude oscilovanja i u toku uspostavljanja rezonantnog stanja
ona se moze menjati, dok se ne uspostavi takav rezim pri kome ¢e ampituda biti konstantna. U opStem
slucaju u slozenim oscilatornim sistemima rezonancijom mozemo nazivati pojavu, koja se uocava u
neautonomnim oscilatornim sistemima- sistemima izlozenim destvu spoljasnjih periodickih sila koje
eksplicitno zavise od vremena-pri kojoj amplituda oscilovanja intenzivno raste u toku uspostavljanja
oscilacija, posle ¢ega ona ima konstantnu vrednost. Opste svojstvo pojave rezonantnog stanja u linearnim
kao i u nelineranim sistemima je to Sto obicno mala poremecajna sila dovodi do znacajnog uvecanja
amplitude oscilovanja. Pojava prolaska kroz rezonantno stanje se uocava u toku nekog vremenskog
intervala, i u oblasti nekog konacnog intervala oko rezonantnih frekvencija, u kome se sa vremenom
menja i frekvencija spoljaSnje prinudne sile, dok se obi¢no rezonantno stanje linearnih sistema uocava,
takode u odredenom vremenskom intervalu, ali ba$ za konstantnu rezonantnu vrednost frekvencije
spoljasnje periodi¢ke pobude. Pri tome, $to je sistem duze vremena pod dejstvom sile sa rezonantnom
frekvencijom amplituda oscilacija linearnog sistema u rezonantnom stanju se sve vise uvecava. Veli¢ina
maksimalnih ampituda koje se razvijaju u toku pojave prolaska kroz rezonantno stanje zavisi od brzine
premene parametaar sistema- frekvencije spoljasnje sile.

U mnogim inzenjerskim sistemima sa nelinearnostima, viSefrekventne pobude su izvor pojave
viSefrekventnih rezonantnih rezima pri visoko-frekventnim kao i nisko-frekventnim modovima ([123, 124,
135]), §to je pokazano u mnogim eksperimentalnim i teorijskim rezultatima ([129, 136]). Uticaj izmedu
amplituda i faza razli¢itih modova u nelinearnim sistemima sa viSe stepeni slobode oscilovanja kako pri
slobodnim tako i pri prinudnim viSefrekventnim rezimima deformabilnih tela sa beskonatno mnogo
stepeni slobode oscilovanja proucavaju se primenom asimptotske metode usrednjenja Krilov-
Bogoliyubov-Mitropolskiy-kog ([130, 140, 147, 259]).

Sledi razrada metode sastavljanja asimptotskih aproksimacija reSenja za pojedine primere
oscilatornih sistema sa viSe stepeni slobode oscilovanja i sporopromenljivim parametrima, koji su
prikazani u tre¢em poglavlju, kada je poremecajna sila koja dejstvuje na sistem periodicna funkcija
perioda 27, nekoliko sporopromenljivih frekvencija bliskih prvoj sopstvenoj frekvenciji ili njenoj
razlomljenoj vrednosti. Kao osnovu za reSenje postavljenog zadatka koristi se asimptotska metoda

Kpunosa-boronby6oBa-MHUTPOIIOIBCKOT.

4.2. Prinudne oscilacije hibridnih sistema oscilatora sa nelinearnoséu

4.2.1. Prinudne oscilacije nelinearnog i linearnog oscilatora
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4. Interakcija nelinearnih dinamika i fenomena-sopstvene i prinudne dinamike

Nelinearni oscilator razmatran u primeru 3.1.1. neka sada je pod dejstvom harmonijeske prinudne sile,
slika 4.2.1.a):

F(t)=F, cos(Qt+3,,)- (4.2.1)
Za ovakav oscilator iz jednaCine promene energije sledi:

d .
E(Ek(l) + Ep(l)): —Z(D(l) + xlFEJI COS(Qlt + 1901 ) N (422)

Fy cosQ,i

m
1, m > b

2 ’ % % W
/i=i08%% /j"if’:E
L Ifffxll)!lll. 7[;_'21411 i
a) b)

Slika 4.2.1 Nelinearni a) i linearni b) oscillator sa harmonijskom prinudnom silom

S obzirom na izraze za kineti¢ku, potencijalnu energiju i funkciju rasipanja nelinearnog oscilatora date

izrazima (3.1.2), (3.1.3) i (3.1.4), sledi diferencijalna jednacina kretanja oscilatora:

X, +26,%, + @Fx, = =@, + by cos(Q,1 + 9, (4.2.3)
gde je hy, = F,, /m, redukovana amplituda prinudne sile. ReSenje jednacine (4.2.3) pretpostavlja se u
obliku:

x,(t)=R,(t)e™ cos D, (¢) (4.2.4)
gde se za fazu uzima o (1)=Q+ ¢ () -

Prvi izvod po vremenu pretpostavljanog resenja je:

()= —8.R (1)e ™ cos®, (1) + R (1)e ™ cosd, ()= R (£)e ¢ (1)sin @, (1) - R, (1) ', sin ®, (1) (4.2.5)
Ako on ispunjava uslov da je jednak prvom izvodu reSenja u slucaju konstantnih amplitude i faze dobija se

uslov (3.1.17). Drugi izvod po vremenu pretpostavljenog resenja je:

()= (§|2R1 (6)=R(0)2} = 5,R (1)~ R (1), )275'1 cos @, (1) + (§|R| (1), +26,R (1), = R (£) €2, )eidl sin®, (1) - (426)
Uvrstavanjem (4.2.4), (4.2.5) 1 (4.2.6) u (4.2.3) sledi jednacina:

R (¢)sin @, (1)+ R (1), cos @, (1) = 4.2.7)
_ (a)lz - - 512) Dy p3(,) 260 3 by o ’

=R () o+, cos @, () + o+ R (t)e ™ cos® @, (1) o+ e cos(Q+39,,)

koja zajedno sa uslovom (3.1.17) daje sistem algebarskih jednacina po nepoznatim vremenskim izvodima

R(r) i §(t). Resavanjem tog sistema dobija se:

- P-Q) . D 280 h .
R(t)=R, (t)wsm @, (¢)cos D, (¢) + ﬁRﬁ (£)e™ sin @, (r)cos® ®, (1) - ) -(i)—lp, e sin®,(t)cos(Qyt + 9, )

2 2 ~2
4 = LD‘;Q‘)cosz d),(t)+AR,2(t)e'”" cos* (Dl(t)—Aeﬁ" cos @, (t)cos(Qr + &, )’ (4.2.8)
Q, +p Q +p (QI +p )Rl (t)

gde je iskorisc¢ena Cinjenica da je kvadrat sopstvene kruzne frekvencije prigusenog oscilovanja oblika:
pi =0l =5 (4.2.8a)
Nakon usrednjenja sistema (4.2.8) po punoj fazi o (;) od 0do 27 sledi sistem:

hl)l Ot b
—e""smglt
Q, +p o)

Rl(t):_

Kandidat: mr Julijana Simonovi¢ 95



o, (4.2.9)

@ pr@° O

4(0)= (p1 -Q )+8ipl5’.§1Rf(t)e’”" _
Ako se koristi smena promenljivih oblika 4 (r)= g (¢t} , odakle je 4 (r)= (Rl(t)_gl Rl(t))efslf’ sistem jednagina

(4.2.10) moze da se napise u obliku:

) = =0ia(1) - Po—sing (1)

1+ D

¢51(l):(171 -Q, )+Siplaf,lalz(t)—mcos¢,(1)' (4.2.92)

Ovo je sistem diferencijalnih jednaCina prve asimptotske aproksimacije reSenja za amplitudu i fazu
oscilovanja nelinearnog oscilatora pod dejstvom jednofrekventne spoljasSnje periodicke pobudne sile i
predstavlja nehomogeni nelinearni sistem diferencijalnih jednacina koji ¢e se reSavati numericki kako bi
se prikazali svojstveni fenomeni nelinearne dinamike, prisutne ¢ak i u ovom veoma jednostavnom
primeru. Iz ovog analitickog oblika, moze se zakljuciti da su amplitude i faza medusobno zavisne, kao i da
amplitude i faza prinudnog oscilovanja zavise od vremena i od pocetnih uslova.

Za linearni oscilator sa slike 4.2.1.b) sa prinudnom silom oblika:

Fz(t)zFO2 cos(ta+1902)- (4-2-10)

Vazi relacija:

d .

E (Ek(z) + Ep(z)): _2(1)(2) + X, F, COS(ta + ‘902)’ (42 1 1)
a diferencijalna jednacina je oblika:

X, +28,%, + @i x, = hy, cos(Q,t + 9, )- 4.2.12)

Ovo je nehomogena diferencijalna jednac¢ina drugog reda sa konstantnim koeficijentima koja ima poznato
resenje [238] opSteg oblika:

4.2.13
x,(£)= Rye * cos(p,t +a, )+ L cos(Qt+ &, - f,) ( )
(0 - 03] 4010

koje se sastoji iz dela koji odgovara slaboj oscilaciji kruzne frekvencije prigusenog oscilovanja p,
amplitude R e ** eksponencijalno opadajuce sa vremenom, i dela koji odgovara prinudnom oscilovanju

kruzne frekvencije prinudne sile Q, sa konstantnom amplitudom hg,
V(o? -03f + 40202

4.2.2. Prinudne oscilacije nelinearnog i linearnog oscilatora spregnutih linearnom oprugom

Sprega linearnog i nelinearnog oscilatora sa prinudnim silama prikazana na slici 4.2.2 unosi
svojstvenosti spregnutog sistema, a to je da reSenje ima dva spregnuta moda oscilovanja, kao §to je to

pokazano u tre¢em poglavlju.
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Fo cos Q¢ Fo, cosQt
m
2 p,
c
AW ¢

/o s 2
i I# g
XZ

Slika 4.2.2 Sprega nelinearnog i linearnog oscilatora sa harmonijskim prinudnim silama

Diferencijalne jednacine kretanja ovakvog sistema, ili se moze rec¢i matematicki model sistema spregnuta
dva oscilatora jednog nelinearnog i drugog linearnog, su oblika:

£+ 2005+ + @y —aix, = @5 + by cos(Qt + 9,)

X, +20,%, + (a)zz +a; )xz —a2x, = hycos(Qyt+8,)- (4.2.14)

Resenja se pretpostavljaju u obliku (3.2.11), gde su faze ®, =Q¢+¢ frekvencija prinudne sile, a €2,
frekvencijae prinudne sile, §to zna¢i da se posmatraju osnovna rezonantna stanja sistema. Primenom

metode usrednjenja dobijaju se reSenja prve asimptotske aproksimacije po amplitudama i faznim

kasnjenjima harmonika:

2(0)- ke

- hy, sin g (¢)
b+, Ik VK - KDk

¢1 (t) = i)I -9 (7)+
3K ~ ) 2 2 25, 2
* 163 RIKD KUK Jw.;l{e (TR (OF + 22 KK TR, F -
11521 22 289
Kg)eo‘,t
[A&I +Q (T)]Rl (t)lKéll)Kg) - Kélz)Kg)J

hy, cos ¢, (t)

. K(l)e‘yzl
R =— 21 h,, si
o PO () P T cran) et 2

22

¢z(t):ﬁ2*92(r)+ (4215)
3K(l) - - s
*Top,[KIKY -KIK]” e (Y R OF +e 5 kY [ TR, F -
i K
(b, + @, (@R (OK KT - KK

Jhoz cos ¢, (t)

Za homogeni sistem spregnutih oscilatora istih masa, linearnih krutosti opruga i koeficijenata otporne sile,

kada je odnos kofaktora g() - g0 —1, g __g@ _y,sistem (4.2.15) se svodi na oblik:
R(1)= S sing (¢)
C2AQ+p) 1
A 2 2 -25t ho[ ot
¢1(t)—(p1 Q]) 32, le[R +2R ()]e _291+131)R1(t)e COS¢1(t)
o hy (4.2.16)
Rz(t)——me smqﬁz(t)
A 2 —258t hoz St .
()= (Pz Qz)* 25 a)vu[zR (0)+R; (t)]e *mg cosg(¢)
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4.2.3. Prinudne oscilacije kontinualnog  podsistema spregnutog sa diskretnim podsistemom

dinamickom vezom

Koristi se isti model kao i u poglavlju 3.2.2 samo se sada uvede prinudne harmonijeske sile koje
deluju na elemente diskretnog sistema, [97]. ReSenja frekventne jednacine malih longitudinalnih oscilacija
kontinualnog podsistema isto je kao i u tom poglavlju. Ovde se sada definiSe matrica kolona generalisanih

prinudnih sila koje deluju na diskretni sistem u obliku:

F Fo, cosQyr | (4'2.17)
E _ e - :
{ k(t)} an Fﬂ(nfl) COSQrHt

F, Fo, )| cosQ,t

Sada se sistem diferencijalnih jednacina oscilovanja diskretnog podsistema sa grani¢nim uslovom moze

napisati u obliku:

A{X}-J—C{x}:—co(xl—x0)|0{1}+ {Fk(t)} > (4.2.18)

gdesu {x} i |, dateizrazima (3.1.42a), a {1} je: 0 0 (4.2.18a)

0
U slucaju da je sistem slobodan F, =0,i=1,2,3,...,n reSenje sistema (4.2.18) je oblika (3.1.51).
Kao §to je ve¢ pokazano u poglavlju 3.2.2 za spregnuti sistem grede i diskretnog podsistema frekventna

transcedentna jednacina malih oscilacija dinamicki spregnutog sistema data je izrazom (3.2.25) .

Neophodno je sada odrediti izraze za amplitude oscilovanja u obliku:
AV =KW o34 (4.2.19)

Resenja (3.1.51) se mogu pisati u obliku:

u(t,t)= xo(t) Fo(u-1) €08 L, )t

Fo1cosQyt Fy, cos Q,t
U,
RN

(o ¥/ Ve ¢ |2

D

Slika 4.2.3 Dinamicka sprega kontinualnog podsistema i diskretnog podsistema sa harmonijskim

prinudnim silama
5= 3 A= S KO (0= Y KA, cosw,i-+ B, sinw,] (4.2.20)

s=1 s=1 1

Uslov kompatibilnosti pomeranja na kraju gde je sprega podsistema (3.1.52) sada se svodi na:

u(x, t) = g X, (é‘)Tx (t) = g[c}” cos% X+ c§~‘) sin % x} [Ax cosa,t + B, sin a)st] ’ (4.2.2 1)
gde su
() _ fuK'CE (4.2.21a)

1

{pE (&, (tty + g Jsin & —cos &, |- [& (11, + f1y )00 &, +sin & ]}
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Hrdly KCE2 (4.2.21b)

C£S> -
{pE & (g + g Jsin &, —cos & |- [& (1, + fiyy Jeos &, +sin &,

Da bi se re$io nehomogeni sistem (4.2.18) prinudnih oscilacija diskretnog podsistema, koji je spregnut sa
parcijalnom diferencijalnom jednacinom longitudinalnih oscilacija grede (3.1.41) preko grani¢nih uslova

(3.1.43 a,b,c) pretpostavice se generalisane vremenske funkcije u obliku:

X, (t): iAIES)Ts(t): iK E;k)cj-l-s(t) , k=12,...n, (4.2.22)
ili
MeREC =) ), (42220
gdeje R =(K£i))¢§:§f§fj“"‘“ modalna matrica diskretnog podsistema reda n sa beskona¢nim brojem kolona.

U ovom smislu izrazice se i karakteristi¢ni koeficijenti CI(S) i €% u obliku:

dn:&ﬁﬁﬁﬁizgngch

T e

cp - BKICE __ cevie e, 512 (229
Alg)

gde su: ao(s) - s

A(Z)

A(gs ) = UpS, [5; (/uo + /)oo )Sin &, —cosg; ] - [Sgs (/uo + /)oo )COS &, +sing; ] :

Sada su karakteristi¢ne amplitudne funkcije oblika:

X(s)(x) = 51(‘)(55 )A](‘){cos% X = upé, sin%x} = Al("))N((s)(x) =K (,;"I)CS)N((S)(X) (4'2'24)

Xigl0) = CE A oosE, - un sin = 4K () =K EIC X (&) = K IC.X (1) (4.2.242)

a reSenje za longitudinalna pomeranja je:

u(r1)= 3 XG0 = 3 AKX (6T () = DK % g (), Tole) (4.2.25)
s=1 s=1 s=1

paje

u(/f,t) = Z X(s)(()Ts([) = ZAES))N((S)(()TS([) = Z K ﬁxsl);((s)(fx )C.s-Ts(t) (42253)
s=1 s=1 s=1

desu: A _¢ 12,3 (4.2.25b)
u: =C,, s=123,.,0, 2.
g Wjj 5o S

a Kﬁj}c kofaktori determinante sistema & -te kolone za svaki karakteristi¢ni broj &, ,s=1,23,...,o .

Takode, longitudinalna pomeranja mogu se pisati i na slede¢i nacin:
e ) =0T =K R0, O (4.2.26)

gde je (v,) Kkarakteristitni amplitudni vektor sa beskona¢nim brojem kolona oblika:
(vs ) = (K Efl)EI(S)(fs {cos%x = ups, Sin%xD = (K Efl))N((S)(x))ﬁS:LZ ..... " (4227)
—s=1,2,..,0

koji se dobija na sledeci nacin:

()= (X ()= [Cﬁ‘) cos S xcf) sm%xj , odnosno:

Kandidat: mr Julijana Simonovié¢ 99



(V.v): (x(s)(x))%s:lﬂ ,,,,, w0 [51(5)(4 )Al(‘v)[cos%x — HpS Sin%"D

—s=1,2,..,0
Modalna matrica deformabilnog tela kao kontinualnog podsistema moze se sada predstaviti u obliku:

V=K ER g ) b2, (4.2.28)

nl

paje: V. = V;S = (K Ezsk)élgs)(éjs )[COS &, — Hpé, sin é:s])‘l’kzl,z, n_)s b (K( )X(s)(§ )j ‘Lkzl,z ,,,,, n—m:l’z AAAAA -

Resenje je oblika:
ulx, N1} =10V {T(0)} (4.2.29)
Sada se ovo reSenje uvrsti u sisteme diferencijalnih jednacina podsistema diskretnog (4.2.18) i

kontinualnog (3.1.41) dela i dobija se slede¢i sistem, u matricnom obliku:

AR { }+CR =—CO[ZKn1T Z[C cos &, +C sm;“s] j +{Fk(t)}, ili

AR{ }+CR{ L eol ORI = —¢ol VAT + R 0} (4.2.30)
(v '} = 20T} (4.2.31)
Granicni uslovi su:

mp (v, )}~ EAGL(0)T) (4.2.32a)
mo(v, (T} = —EA, (¢ +C0(2Knl z[c cosé, + CVsing, |1, (1) J (4.2.32b)

MnozZeé¢i matri¢nu jednaéinu (4.2.30) sa RT dobija se:
RTAR{T |+ RTCR{T }+ ¢, RTIR{T, } = —¢,R I VAT }+ RT{F, (1)}

ili u razvijenom skalarnom obliku:

IR EOD DRI {%[Z[l Xk i ] f’f=1}§Kg;>Fk<,) (4.2.33)

.. k=1
s=1 i=1 j=1 i=l j=1 l,]¢1

Iz matri¢nih jednaéina (4.2.31), (4.2.32a) i (4.2.32b) u njihovom razvijenom obliku, posle njihovog

monZenja sa K " X ) (x)dx i integraljenja sledi:

SR O R ()R ekt =22 SR K G O K ()R ki (4.2.34)
mPinﬂ)x EAZKMX’ or.(t), (4.2.35)
s=1

odnosno:

mogKffl))N((s)(é) () :—EAZK O (e +c0(z[1 X (KT ()J )

mofi Kk 7 (X () (X (0)= —EMZ KK 9T, (00X (0)X ) (0) + Cof(i [ k K (fi)y((r)(f)Ts (I)J (4.2.36)
s=1 =1

s=1

Sabiranjem jednacina (4.2.33), (4.2.34), (4.2.35) i (4.2.36) dobija se:

Z T(c ){z a0 ek K { PA f X (o) (0)X () () + 10X (0)X (1 (0) = g £X () ()X (,)(e)}} +

=l j=1

Doktorska disertacija: DINAMIKA I STABILNOST HIBRIDNIH DINAMICKIH SISTEMA 100
(Dynamics and Stability of Dynamics Hybrid Systems)



4. Interakcija nelinearnih dinamika i fenomena-sopstvene i prinudne dinamike

+§Tv(t){iich£§)KQ;) bk { j (o) (X + EALX((0)X ) (0)~ EAZ)N([)(Z))N((,)(K)}}+

s=1 i=l j=1 0 (4237)
"’Cof[Z[l_ Il_ k n1 T J ZKnka
s=1
Koriste¢i prosireni uslov ortogonalnosti izveden u radu [84] oblika:
zz WK KK {pA [Xlr )(x)dx+mpf)w((x)(o))w((,.)(o)—moé)?(s)(ﬁ))?(,_)(():l - {0 .
iicUKm 4Kk j () () + EALX [ (0)X ,(0)— EALX () (£)X (¢ )+coz(1 %, )(Z)X 7;((’)(4)) _Jes s=r
in1 ol v 0 s#r
odnosno:
6, =3 ek K Kk { AL K ks el - R () - R )} { (4.2.38)
T 0 SEV
sistem (4.2.37) se redukuje na oblik:
a T (0)+e,T.(t) ZK FOk cos Q¢ . (4.2.39)
k=1
Resenje ovoga sistema diferencijalnih jednacina je oblika:
n (‘)
T.(t)= N, cos(wjt+as)+z%cosﬂkt > (4240)
k=1 Cgg — g3 2
pa su:
© 0 0 n (3)
:ZK”,\ . =ZK N cosa)t+a +ZKnk ﬂcoth, (4-2-41)
s=1 s=1 s=1 i=1 Css assQi
kao i:
) 0 ~ n (3)
Z K (x)T Z ( )(X)N‘S cos(a)lgt +oy )+ z K EISI)X(»Y)(X)Z%COSQ t- (4242)
s=1 s=1 i=l Cos ~ 5523
U slucaju da je spoljasnja pobuda samo jedna harmonijska sila sledi:
(s)
Ty(t):Ns cos(wst+as)+Mcotha (4243)

odakle se zakljucuje da su prinudne oscilacije u s -tom modu oscilovanja dvofrekventne i da postoji
beskonacan broj takvih dvofrekventnih oscilacija, koje su pobudene jednofrekventnom spoljasnjom silom.

Pomeranja diskretnog sistema su onda:
o )

(t) = i K (,,S,()Tv (t) = i K Efk)Ns cos(a)st + as)+ Z K () %cos Q. (4.2.44)
s=1

s=1 s=1 Cys — Ugs22

Longitudinalna pomeranja kontinualnog podsistema su:

o 0 0 - (s)
u(x,t)=ZK ZK N cos(a) t+a; )+ZK(“)X(S)(X)MCOSQIZ (4.2.45)

s=1 s=1 s=1 Css —Uss22)

Takode, zakljuCuje se da se rezonantno stanje oscilacija u odgovaraju¢em s -tom modu oscilovanja

pojavljuju kada je ispunjen odnos parametara:

~ 2
(oY i - j‘; E, odnosno kada je: Vi = /EDWQI’” i
P

lrez ~

o (4.2.46)

v

rez

c VeZuOA +{1 _ALFEZ)(COSV)QZ _luPVrez sn’lvrez)}l
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Stanje dinamicke apsorpcije u odgovaraju¢em modu pojavice se kada su amplitude odgovarajuceg

prinudnog oscilovanja jednake nuli tj. K ¢)(£ )=0, iz kog uslova sledi odnos parametara sistema:

v )
ZKMZN o cothszm cos> K ) KaFo__o, odnosno:

s=1 o1 Cyy — A, Q2 i=1 s=1 Cgs — Ag32;

e KSR, 4.2.47
S ble KEER 42.47)

Ess - EVYQ?
Vidi se da takvih uslova za svaku 7 -tu amplitudu prinudnog oscilovanja ima s tj. onoliko koliko je

modova oscilovanja kontinualnog sistema.

4.3. Prinudne oscilacije sistema dve kruzne ploce spregnute visko-elasticnim nelinearnim slojem.

Pretpostavimo da spolja$nja prinudna sila dejstvuje jednako raspodeljeno po gornjoj povrSini
gornje ploce i da je dvofrekventna sila frekvencija bliskih kruznim frekvencijama sprezanja oblika, a da na

donju plocu ne dejstvuje sila tj. da su :

‘fil)nm (t): ot COS[anmt + B ]+h02nm COS[anmH' ¢2nm] i f(z)mu (t): 0-

Posmatra se prolazak kroz glavna rezonantna stanja (¢, =1 1 ¢,=1) koja odgovaraju frekvencijama
sprezanja Q. =~ p, Visko-elasticnog sloja. Sada je sistem jednacina (3.4.20) oblika:

(2)
Pt K 320m ©OS B

01nm

KK,, (le + Pium )

dlum (t) =" Ziam (l) [K(l) K;Irml ]{5( )Kgum + 5 qan }+

¢Inll1(t): Pram = Qi +

22nm 22nm 21nm

SN(W1,u){ﬂz 21r1m+ﬂ Z"nm}[ (K(l) _KW
g2

2 1 K@ _g@ V(g <
P by - 2nm
(le P )KK 2nm A_Inm) “1n,,z(t)+ 2( Zlnm) (

2 homqu?m sing,,,
N

nm

S }+ hOanKgll)nm COS By, (43 . 1)
M KK Q0+ Do)

. 2um \
Dy (t) = _(;QT() [K27nn1

nm

- Kglnm ]{51 Z2nm + 5

; EN(W ){ﬂ Kzz) +ﬁ 71 }|71 2 53, h, KW sin g,
brn )= ﬁZum -Q,,, + - = = KU?um K“um K(g)ﬂu - K(zr)im 2nm 0)+(KG nm Kizmu 2 G\ } e =2 a
1) ’ (@, + P KK LZ( ’ e F e i O (K5, =K1 g ] KK, (420, + P W2, (0)

Iz izraza (4.3.1) uocava se da oblik reSenja ovih diferencijalnih jednadina zavise od odnosa
kofaktora karakteristiéne determinante osnovnog spregnutog sistema, tacnije od svojstava sprezanja ovog
sistema. Za slucaj da je sistem homogen, a pod time se podrazumeva da su obe ploCe sistema istih

homogenih visina u z pravcu hgy =l i da su od materijala istih: gustina Py = Py Poisson-ovih
koeficijenta Hiy = M) i modula elasti¢nosti Eyp) = Eyy- U tom slu¢aju su za jedan oblik oscilovanja
ispunjeni uslovi:

=k +—
oh " 12p(1- ) ph

ajy=ap=a’s 5, =8, =551 Oy = Oy = kpc* +a* =k,

nm nm

Dy, c 4o BN e
ph

Tada je karakteristi¢ni polinom (3.4.9a) oblika:
(Z+201+ a7, )+ (a® +26 4)=

Sa korenima:
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/11/211711 = m = —gl Fip,
Koo =25 F 48" - — @}, =5, % i, 43.2)

pri ¢emu su:
g‘] :Oa 5:2 = 25 1
D =\/w3m_a2 za wjm >a’
P, =\a’ + @, —45° za a+aw, >45" . (4.3.2a)

Kofaktori suonda: () —a>+261,,, KY), =2, +264,, + @, =+a* +264,,)>

nm Snm 22nm “snm snm
tako da su zadovoljeni uslovi odnosa kofaktora u obliku:

K, =K%, =K%, =-K3), =1 (4.3.2b)

nm

Sistem (4.3.1) svodi se na oblik:

N (4.3.3)

Ay (t) = Z(Q]m +h ) cos gy,

- ; , (4.3.3b)
_ _0 01am

Pram (t) (plnm Lnm )+ Q, +p, Ra. (l‘) sing,,,

. ) (4.3.3¢)
) _ 02nm

Dopm (t) &y, (l) Z(anm e ) COS Py

. R N, Pz . 4.3.3d

Prum ([) = (Pznm -Q,,, )"’ 3 ( ( ) o ([) + . sing,,, ( )

(Qz,wm + Poum pabxm (t)

Odavde se, zapravo, uocavaju neka od svojstava homogenog sistema, a to su da prigusenje i nelinearnost

Q,,, + pZmn)

elasticnog dela u medusloju nema uticaja na amplitudu i fazu prvog harmonika u #m -modu. Tacnije,
amplituda 1 faza prvog harmonika u homogenom sistemu dve ploCe spregnute visko-elasticnim
nelinearnim slojem ponasaju se kao da je sistem samo sa elasticnim slojem. Uticaj priguSenja i
nelinearnosti prisutan je samo kod amplitude i faze drugog harmonika u jednom #/ -modu oscilovanja
homogenog sistema plo¢a. Takode, amplituda i faza jednog harmonika su nezavisne od amplitude i faze
drugog harmonika, ali su medusobno spregnute u okviru jednog harmonika #/7 -moda oscilovanja. U
opstem slucaju to nije tako, kao $to se vidi iz sistema jednacina (4.3.1) i amplitude zavise od faza u istom

harmoniku dok su faze =zavisne i od amplituda drugog harmonika tj-dlnm(t)= ﬁ(alnm(t)’%m(t))’

tun(0)= 131, () s, (1), 4, () k2O 1 1, (6)= £:(a,,(0).6,,,, () 1 8., (0)= 1@, (¢). @5, (£).8,,,,(0))-

4.4. Analiza prinudnih oscilacija dinamickih hibridnih sistema sa nelinearno$cu.

Videlo se da se matematicki model sistema sa nelinearnos¢u svode na sistem diferencijalnih
jednacina po amplitudama i fazama u prvoj aproksimaciji asimptotskog resenja (4.2.9a), (4.2.15) kao i
(4.3.1). Analizirace se sistem (4.3.1) koji je najsloZeniji. Istim postupkom analizirali bi se i ostali izvedeni
sistemi, 1 u stacionarnim 1 u nestacionarnim uslovima tako $to ¢e se, samo radi lakSeg komentarisanja,
napiti u opstijem obliku:

h

. P
Am (t) = =0 m (t) - % cosd,, (t)

anm + plnm
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; R 3a 14 hy, P .
_ —0 )=2%m 2 ()l P 2 01m L 1
Bm (t) (pmn] Lnm ) ~ Qi (t) ~ Do (t) + Q. +p (t) sing,,, (t)

PP
a nm -0, am@2nm MCOS¢ nm (t
’ ( ) e ( ) (anm + Do ’ )
: R 3a 15 Togun P . 4.4.1)
t)= e} _ > %omm 2 t)—— 2nm_ 2 t 02nm™ 2nm t
¢2mn( ) (pan 2nm) 85, . a2nm( ) 4p alnm( )+ Q, +p. 2nm(t) sm ¢2nm( )
.. . . 2
gde se uvode oznake za koeficijente: o, uz amplitude a,,, «,, i B, uz kvadrate amplituda a, i

€P, ~ kao redukovane vrednosti prinudnih amplituda, koji zavisno od sistema imaju drugacije vrednosti.

mm

U sistemu spregnutih ploca sa slojem visko-elasti¢nih nelinearnim kontinualno rapodeljenih elemenata ti

koeficijenti bi bili:
S = [KZIZ)nm _Kgl])nm ]{g(z Zlnm + 5 ZZIzm}
b KKmn
p
" KKmn
0 _ g
a,, =— SN(Wum )(2122»; szm)3 {ﬁz ZInm +ﬂ Zan}
0 _ e ) _ @)
ﬂlnm — €N(VVHM )(KZIan ]Iz:lzgnm XKgnm Kzilm)z {ﬂz Zlnm +ﬂ 22”/"}
() KB KL B K + Gk,
2 KKWH
P — gK£le 9
o KKVI”I
@ ¥
a,, =- &N an )(;i;;;m K2lnm) {ﬁ(l)KZan +ﬁ Z]nm}’
) 0 P(g! @)
ﬂan — EN(VVW )(Kyan — Kzllnm) (KZan Kz?nm ) {ﬂ(l)KZan + ﬂ 21nm}~ (442)

KK,

Radi ispitivanja stacionarnog rezima oscilovanja izjednaCe se desne strane jednacina (4.4.1) sa nulom.
Eliminisanjem faza ¢,,, 1 ¢,,, dobija se sistem od dve algebarske jednadine sa nepoznatim amplitudama

a,,, 1 a,,, oblika:

. 2
A 2 A2 2 pnm] + Q]nm ( 2 2 ) 2
(pnml ]nm) 5lnmalr1m + a]nm(pnml -, - 8p 3 @ium + 2By )| — B =0
nml
2
2 | a2 2 Pumz + Lam ( 2 2 ) 2 (4.4.3)
(pnm2 +9Q,,, 2nma2nm + aan(pan -9, - 8 3@ + 2B )| = B =0
2

Deljenjem druge jednacine sistema (4.4.1) prvom i Cetvrte jednacine istog sistema sa tre¢om, u kojima su
izvodi amplituda i faza po vremenu jednaki nuli, dobijaju se izrazi za faze pri dvofrekventnom prinudnom

oscilovanju u stacionarnom rezimu jednog oblika oscilovanja posmatranog hibridnog sistema:

. 2 2
b, = arctg[ Pt =R 31,1, +2ﬂlnma2nmj

6‘lnm 8pnmlé‘lnm
A 2 2
6 = arctg(p’"”z -Qy, _ 30,0 %m +2ﬁ2nma1nm] (444)
nm = A
2nm 8Dm202m

Resavanjem sistema (4.4.3) i (4.4.4), numerickom metodom Newton-Kantorovica u
matematickom programu Mathematica, dobijaju se stacionarne amplitude i faze dvofrekventnog rezima
oscilovanja u jednom obliku oscilovanja hibridnih sistema sa nelinearno$¢u u zavisnosti od frekvancija

spoljadnje poremecajne sile. Ako se fiksira vrednost druge frekvencije prinudne sile (Q, = const)

dobijaju se krive stacionarnog stanja:

i :fl(anm)’ A :fZ(anm)’ Bom = fz( lnm) Brm :fzt(anm)
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4. Interakcija nelinearnih dinamika i fenomena-sopstvene i prinudne dinamike

Ako se fiksiraju vrednost prve frekvencije prinudne sile (Q, =const) dobijaju se krive stacionarnog

1nm

stanja:

Ay = fs(anm)’ Dym :fs(szn)’ B = ﬁ(QZ;zm) i Brm :fé(Qz»1I;z)'

U desetom poglavlju date su numericke simulacije dinamika i dinamickih stanja hibridnih sistema
zasnovane na prethodnoj analizi. Prikazane su amplitudno-frekventne i fazno-frekventne krive
sracionarnog stanja pri veoma sporoj promeni fiksiranih vrednosti kruzne frekvencije spoljasnje pobude i
u tom smislu se smatra da su sistemi u stacionarnom rezimu. Na tim dijagramima moguce je vizuelno
pratiti nelinearne fenomene prolaska kroz rezonantno stanje, medusobnu zavisnost harmonika u okviru
jednog moda oscilovanja, pojavu novih nestabilnih grana ampitudnog i faznog odgovora sistema, kao i
katrakteristi¢ne skokove amplituda i faze u rezonantnom opseg frekvancija spoljasnih pobuda.

Za nestacionarni slucaj potrebno je za zadatu promenu kruznih frekvencija spoljasnje sile
Q,(l )numeriéki integraliti sistem (4.4.1) diferencijalnih jednacina prve aproksimacije, $to je u desetom
poglavlju ucinjeno primenom numericke metode Runge-Kutta IV reda i racunarskog programa

MathCAD. Kao rezultat na slici 10.2.1 prikazane su amplitudno-frekventne krive harmonika u jednom

modu oscilovanja u funkciji promene, a u smeru porasta ili opadanja, frekvencija spoljasnje sile.
Posmatrace se sluCajevi linearne promene Q,-(t)= Q, +at  pri ¢emu za a >0 kruzne frekvencije rastu, a

za a<O0opadaju. Za male apsolutne vrednosti o dobijaju se krive koje su sasvim bliske krivim
stacionarnog rezonantnog stanja. Vidi se da pri prolasku kroz rezonantno stanje sustinski uticaj na
amplitudno-frekventne krive pokazuje brzina promene frekvencija spoljasnje sile. Pri njenom povecanju
maksimumi amplituda se snizavaju, a ,,0Strina“ prvog maksimuma se umanjuje. Posle postizanja
maksimuma uocava se pojava nekoliko maksimuma manjih veli¢ina pri ¢emu S$to se brze ostvaruje
promena frekvencija spoljasnje sile to se oni izrazenije uocavaju. Prvi maksimumi amplituda su manji po
apsolutnim vrednostima ukoliko je brza promena frekvencija, tj. ukoliko je prolaz kroz rezonantnu oblast
izveden brze.

Kako se pri stacionarnom rezimu u sistemu uocCavaju skokovi amplituda, to se pri prolasku kroz
rezonantno stanje kruznih frekvencija spolja$nje prinude takode uocavaju nagle promene amplituda
narocito za sporiji prolazak kroz rezonantno stanje. Maksimumi amplituda se ne pojavljuju u momentima
poklapanja kruznih frekvencija spoljasnje sile sa sopstvenim frekvencijama sprezanja sistema nego kasnije
ili ranije, Sto opet zavisi od brzina promena kruznih frekvencija prinudne sile, karaktera nelinearnisti u

sistemu, a takode i od smera porasta-opadanja promene kruznih frekvencija spoljasnje sile.

4.4.1. Stabilnost stacionarnog reZima oscilovanja

Stacionarno stanje oscilovanja sistema, samo mu ime kaZe, ispituje se za odgovarajucu
stacionarnu vrednost ponasanja sistema. Ispitivanje stabilnosti stacionarnog rezima zato treba da nam da
informaciju o lokalnoj stabilnosti ba$ tog posmatranog stacionarnog rezima. U narednom poglavlju bice

reci o strukturnoj stabilnosti sistema sa nelinearnostima, koje indukuju haoti¢na kretanja, a odnose se na
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globalnu stabilnost ponaSanja sistema. Analiza stabilnosti stacionarnog rezima oscilovanja odnosi se na
posmatranje lokalne stabilnosti posmatranog stacionarnog rezima unutar jednog nm -moda dvofrekventnih
vremenskih funkcija oscilovanja plo¢a, pa se jednadine sistema prve asimptotske aproksimacije (4.4.1)

zapisuju u obliku:

q(r):—@&z)—ﬁcowo)

40)=(p -0 )24 a2()- LBy B (t)sinqﬁ,(t)

8 ﬁl 44&] : Ql +ﬁl

1) =-0:0(0)~ 1 T seos ) (4.4.5)

i ()= (5. —0.)- 2% () LB 2 &b -

¢2(t)—(p2 Qz) 8, az(t) 4 p, a4 (t)+m51n¢z(t)
Videlo se da se za potrebe ispitivanja stacionarnog stanja resava sisteme jednacina:
dl(t)=—é‘la](t)—(g)gifﬁ)cosﬂ(t)=O'l(al(t),az(l‘),ﬂ(l‘),¢2(l‘),Q]S,st)=0’
30= (5.~ )2 262 0) - a1 sing ()= 6 (a4 (402, 2,) =07
1 pl 1 Slf«)l 1 4[)] 2 Ql+j7| I(t) 1 1\ 2 ch 72 PS50 =2
dz(t):_52a2(t)_izﬂcos¢z(t):O'z(al(t)aaz(t)’¢1(t)’¢2(t)anQzJ):0, (446)

(QZ+P2)

80= (5. -0.)- 32203 L) s )= 2004 0)60.0,.0.)=0°

Ako se fiksira vrednost druge frekvencije prinudne sile (Q, =const) dobijaju se Cetiri krive stacionarnog
stanja: q, = £,(Q,)> a, = £(Q,)> ¢ = £,(Q,) 1 ¢, = £,(Q,) PO frekvenciji prvog moda spoljasnje pobude.

Ako se fiksira vrednost prve frekvencije prinudne sile (Q, =const) dobijaju se, takode, Cetiri krive
stacionarnog stanja: 4 = £.(Q,)s a,,, = £,(Q,)> 4 =1(Q,) 1 4, = £(Q,) po frekvenciji drugog moda spoljasnje
pobude. Da bi se ispitala stabilnost vrednosti stacinarnih krivih amplituda i faza, za odredene fiksirane
vrednosti frekvencija spoljasnje pobude, najpre se izvrSi linearizacija jednacina prve asimptotske
aproksimacije. Razlog zbog kojeg vrSimo linarizaciju jeste teorema Hartman-Grobmana, koja se moze

naci u poglavlju 5.1.3. Formira se karakteristi¢ni polinom i ispita se prirodu njegovih korena, a potom

ispituju¢i znak realnog dela svakog od korena, za svaku vrednost (a,,Q ),i=12 na amplitudnim
karakteristikama odnosno (¢,,Q ),i=12 na faznim karakteristikama, donose se zakljuéci o lokalnoj

stabilnosti stacionarnog rezima na datoj vrednosti frekvencija spoljasnje pobude. Ako je realni deo bar
jednog korena karakteristicnog polinoma linearizacije prve aproksimacije za posmatrane vrednosti sa
pozitivnom vredno$¢u onda je rezim dvofrekventnog stacionarnog oscilovanja tog nm-moda ploca

nestabilan. Sistem:

da, (¢ 0 0 0 0
D)o (000 d0h00,0,)-2  qil0 g2 o 00y
dt 0Oa, a0 0, d0, oa, i, 0, o0,
dg (¢ 0 0 0 0 4.4.7
L():z‘l(al([),az(t),¢l(t),¢2(l),Q”,Qh):i 1'*'j ¢1"’i az"’i #,=0 ( )
dt 6a1 4, 6, Q, a¢1 a By Q, aaZ a,, i, Q (3¢2 a by Q,
da,(t oo oo oo oo za j=1,2
th():O_z(al(t)aaz(t)=¢1(t)a¢2(t)>le=QzJ-): 2 s a+ 2 2 ¢1+672 ‘12"'872 $,=0 ’
& a, 6, Q, ¢1 a,, 6, Q, a4, aj, 4, O, ¢2 a,, 4, Q,
do,\t 0 0 0 0
%()zTz(al(t),az(t),¢](t),¢2(t),Qh,Q23)=a—rz ‘11"'67‘[2 ¢|+67‘[2 2"'67‘[2 ¢ =0
t a 4, 6, Q, ¢1 4, 6, ©Q, a, 4, 6, Q, ¢2 4, 6, ©Q,
se moze zapisati i u matricnom obliku kao:
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[00, 90, 90, Qo]
Oa; O¢ Oa, 0¢,

a| |or, or, o7, or a »i=12 (4.4.7a)
6| _|oa, o4 a, 04, 4l_,

a, do, 0o, 090, do, a,

¢z Oa; O¢ Oa, 04, ?,

L 0a, 04 0a, Of

i i Qs

Pretpostavljajuci reSenja u obliku:

a, =Ce”
¢ =Cye” (4.4.8)
a, =C,e”
¢ = C4e/u
1 zamenjujudi ih u sistem stacionarnih jednacina prve asimptotske aproksimacije dobija se:
(00, , %o 2o, 0o |
da, o9, da, o4, yi=12 (4.4.9)
on  on_, om0 G
Oa, 04, 0a, o¢, G, -0
0o, oo, oo, _i oo, C, B
Oa, o, Oa, o¢, C,
9, O, 0n, O,
| 2a, o4, A

Da bi ovaj sistem algebarskih jednacina imao reSenja razli¢ita od trivijalnih potrebno je da determinanta

sistema bude jednaka nuli iz kog uslova se dobija karakteristi¢ni polinom u ovom slucaju Cetvrtog reda:

o, o dm 0o
da, o, oa, o, »i=1,2 (4.4.10)
ot %—i or, or,
oa, 04, da, 4, o
Jo, oo, %7/1 0o,
0a, o¢ 0a, 0¢,
Oa, od, Oa, 0¢, oo g0

ili A'+42+BP+CAi+D=0
gde su vrednosti koeficijenata A4,B,C i D vrednosti koje se dobiju razvijanjem karakteristicne

determinante, i imaju vrednosti zavisno od oblika jednac¢ina prve asimptotske aproksimacije (4.4.6).

U slucaju oblika (4.4.6) dobija se:

&P sin g,

., Hsing, 0 0 . 4411

] . (Ql\+pl) ,l_l’z ( o )

7;‘?\ a, - &R SH}¢|J _ &R COAS¢|$ iy 71@”23 0
4 py (le +P )afs (le +p )alx 2p -0
&P, sing,
0 0 -6,-4 2T
) Q. +5.)
_lt?z a, 0 _20:'2 a, - ‘EPzSH}¢z\2 &P, CO?¢2\' iy

2p, 4 b, Q. +p ), @+, i O,

Resavaju¢i determinantu sledi:

. 212 - 2
. l( 5 Pcoss, j+ da, Bsind, | CPng.  oPeosds ||
Q,, + D, s, 4 p, (st +pz) (st +p2) a;, (Qm- P, )am

Ap +l[51 &R co§¢15 }_ 3 %, &P, sim;?“ . &P’ sin22¢lx _ ‘sPlcosAqﬁbd1 .
(le + D Els 4 p (le +P1) (Qh. + D, ) al, (le +p )als

+ 1 él’iz ay.a, &’RP SAin #,, sin ¢il.\- -0
4 pp, (QZx +szQu +I71)

te se mogu pisati vrednosti koeficijenata karakteristi¢énog polinoma u obliku:

B cosg, P, cosg,,
A=35 +65. — 1 Is 2 25 ’
1+ ’ g[(915+ﬁ1 )als+(QZS+ﬁ2)a23j
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3o, eRsing,  &R’sin’g, &P cosd (5, +6))
B=——a, T > - -
4 p, (le + p,) (Qh + P ) al (le +D )als
&P, cos, (5,46,) ePcosp, eRcosg,
- A + > >
(st D, )aZS (st +P; )aZS (le + P )a]s
c _{5 __ePcosp, J 3, eBsing,  SRisin'g,  Reos s |
i (sz +D; Ez.x 4 py " (Q].x +[31) (Qh. + D )Zalzj (Qn + Dy )al.x
P cosg, | 3 a, gP,sing,, &P sin’¢, &P, cosd, S,
+ 6 - - Gy T e B 2 - V.
Q, +p Jay, \ 4 D, (QZS + pz) (st +[72) as, (st + P )a2s
p_LBE., . EPRsing,sing,
4 by D, (QZ.v +P; )(Ql.v +P1)
[3 o Bsing, Rsin’g, _ ehcosg }[3 a, hsing, SR’sin’h, o cosd s, ]

. 2 2 .2
a, ehsing,  £Psin’g,

a s A
P * (st + p:) (sz\_ +p, )2 as,

b

3
+7
4

+6,5,

+
4 p, “ (@, + i’1) (Qb_ + P, )2 a; (Qu + Dy }’715 4 p, “ (sz +p,) (QZS + D, )2 aZ, (st +D, )azA-

Za krive dobijene kada se fiksira vrednost druge frekvencije prinudne sile (Q, = consr) dobijaju se Cetiri

krive stacionarnog stanja: 4, = £/(Q,)> a, = £,(Q,)> ¢ = £i(,) 1 ¢, = £,(Q,) po frekvenciji prvog moda spoljasnje
pobude. Potrebno je za svaku vrednost Q, sa dijagrama oditati vrednosti a, i @, , za i=12 i za svaku od

tih vrednosti izracunati vrednost koeficijenata karakteristicnog polinoma te na¢i njegove korene. Ako i
jedan od cetiri korena ima realni deo pozitivan ta tacka na dijagramima se oznacava kao nestabilna tacka.
Budu¢i da broj tacaka i broj dijagrama sa novo pojavljenim granama pri prolascima kroz rezonantne
oblasti za koje treba izvrSiti ispitivanja ima prilicno mnogo to je potrebno napraviti algoritam proracuna
koeficijenata karakteristiénog polinoma za svaku vrednost odgovarajuce serije dijagrama na diskretnoj
vrednosti jedne of frekvencija spoljasnje sile i korena tog polinoma, pa kao izlaz tog algoritma dobiti
potvrdu o vrednostima realnih delova korena.

Ako bilo koja sopstvena vrednost ima realni deo jednak nuli onda informacija o stabilnosti ne
moze da se odredi linearizacijom, a vi$e o tome moze se naci u potpoglavljima petog poglavlja.

Na dijagramima stacionarnih krivih u radovima [115, 124, 130, 135] isprekidanim linijama su
naznacene oblasti tih dijagrama, koje odgovaraju nestabilnim reSenjima stacionarnog rezima oscilovanja,
samo $to u tim radovima nije postojao numericki algoritam za brza izraCunavanja, ve¢ se svaka vrednost
stacionarnih krivih ispitivala ponaosob algebarskim proracunima. Jedan od doprinosa ovoga rada jeste
upravo procedura za pisanje tog algoritma i moguénost da se ispita stabilnost stacionarnog rezima pomocu

racunara daleko brze nego li analitickim prora¢unima.
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5* Poglavlje

Integritet hibridnih sistema i komponentnih dinamika

Jasno je iz prethodnih poglavlja da jedna klasa hibridnih sistemima u ovom radu podrazumeva
spregnute dinamicke sisteme koje u nekoj od podstruktura sadrze svojstva nelinearnosti. Takode, zakljucci
dostupne savremene literature ukazuju na prisustvo nelinearnosti u hibridnim sistemima, ili uopste
projektovanim sistemima, kao negativnost, koja se teSko moze poredvideti proracunom i sa njome kao
takvom manipulisati. Ovde kroz ceo rad pokazace se kako se nelinearnosti mogu fizicki uklopiti u modele
sistema 1 matematic¢ki ih modelirati i reSiti, pa potom i iskoristiti neke od fenomena takvih sistema sa
nelinearnostima u smislu sinhronizacije u takvim sistemima ili optimalnog upravljanja. No, najpre, ovo
poglavlje koristi se za pregled i definicije osnovnih pojmova koji se ticu svojstva dinamickih, kako
linernih, tako i nelinearnih sistema i njihovih matematickih modela i opisa, geometrijskih predstavljanja
(interpretacija), kao i da se definiSu pojmovi strukturne stabilnosti sistema i integriteta klase hibridnih
sistema sa nelinearnostima, koriste¢i se pri tome pretezno monografijom sada ve¢ klasi¢nih osnova
nelinearnih oscilacija ” Nelinearne oscilacije, dinamicki sistemi i bifurkacije vektorskih polja” (Nonlinear
Oscillations, Dynamical Systems and Bifurcations of Vector Fields), autora Guckenheimer J. i Holmes P.

iz 1983. godine.
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5.1. Matematicki model dinamickih sistema i nelinearne oscilacije

5.1.1. Egzistencija i jedinstvenost reSenja diferencijalnih jednacina

Jasno je iz prethodnih poglavlja da se matematicki modeli dinamickih sistema svode na
diferencijalne jednacine kretanja. Zato svojstva tih modela prou¢avamo najpre posmatrajuci diferencijalnu
jednacinu u opstem obliku:

%fx:f(x)’ (5.1.1)
gde je x=x()eR" vektorska funkcija od jedne nezavisne promenljive (obi¢no vremena) i .y > R" je
neprekidna funkcija definisana na istom podskupu v cR". Kaze se da vektorsko polje f generiSe tok
¢,:U—>R", gde je ¢ (x)=g(x,t)neprekidna funkcija definisana za svako x iz U i ¢ iz intervala

I=(a,b)cR 1 ¢ zadovoljava jednacinu (5.1.1) u smislu:

e =S (9(x.1) (5.1.2)

d
E(¢(XJ))

za svako x €U i 7 €. Dinamicki sistemi opisani diferencijalnim jedn¢inama oblika (5.1.1) u kojima
vektorsko polje ne sadrzi explicitno vreme su autonomni.

Ako su dati i pocetni uslovi oblika:

x(0)=x,eU (5.1.3)
u kom slucaju se trazi reSenje ¢(x,,t) , tako da:

¢(X0 :O) =Xp» (5 1 4)
tada  @(x,,): ] > R" definiSe krivu resenja, trajektoriju ili orbitu diferencijalne jednacine (5.1.1)
dobijenu za x,. Za sve tacke x € U dobija se familija takvih krivih, slika 5.1.1, ili fazni portret.

Vektorsko polje autonomnog sistema (5.1.1) invarijantno je u odnosu na translaciju u vremenu, resenje

dobijeno za ¢ =0 uvek se moze translatorno pomeriti u ¢, =0. Jedinstvenost i egzistencija reSenja
jednacine (5.1.1) data je slede¢om teoremom:

Osnovna teorema lokalne jedinstvenosti i egzistencije reSenja, [160]: Neka je U — R" otvoreni
podskup Euklidskog prostora (ili diferencijabilne mnogostrukosti A ), neka je f:U — R" neprekidno
diferencijabilna (C') i neka x,eU. Onda postoji konstanta ¢>0 i jedinstveno reSenje
$(x,,) : (—c,c) = U koje zadovoljava diferencijalnu jednacinu x = f(x) sa poCetnim uslovom x(0) = x, -
Ustvari, samo treba biti zadovoljen uslov da je f ()~ ()| < Klx—» za K <, gde je K Lipshitz-ova

konstanta od f .
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a) b)

Slika 5.1.1. Krive reSenja i tok: a) trajektorija ¢,(x,), b) tok @,

Fiksne tacke, tzv. ravnotezne ili nulte, su bitna klasa reSenja diferencijalne jednacine. Fiksne tacke su

definisane iS¢ezavanjem vektorskog polja f(x): f(x) =0. KaZe se da je fiksna tacka X stabilna ako reSenje
x(¢)u njenoj blizini ostaje blizu x za sve vreme, tj. ako za svaku okolinu V' od ¥ u U postoji okolina
v, cV takva da svako reSenje x(x,,t) sa x, eV, je definisanoileziu V' zasve ¢>0.Ako V;moze biti

tako izabrano da x(r) — x kada  — o onda je X asimptotski stabilna tacka, slika 5.1.2.

b)

Slika 5.1.2.a) Stabilnost; b) asimptotska stabilnost

Na slici 5.1.2. (a) je prikazana tzv. prirodna stabilnost i tipicna je za fiksne tacke tipa centar. Asimptotski
stabilne fiksne tacke nazivaju se ponori. Ako fiksne tacke nisu stabilne one se nazivaju nestabilnim, sedla i
izvori su primeri nestabilnih fiksnih ta¢aka. Predhodno definisana stabilnost je lokalnog karaktera: ona se
tice samo ponasanja reSenja u okolini fiksne tacke. lako takva reSenja ostaju ograni¢ena sve vreme, druga
reSenja ne moraju postojati globalno.

Teorema (Hirsch and Smale, [160]): Neka je x fiksna tacka za jednacinu (5.1.1) i neka
V :W — R bude diferencijabilna funkcija definisana u okolini W c U od x takva da je:
(1) V(x)=01V(x)>0 akoje x#Xx;1i
(i) (x)<0 u W —{x}. Onda je X stabilna. Sta vise, ako
(iii) ¥(x)<0 u W —{x}; onda je X asimptotski stabilna.

Ovde je y = Z”:@l X, :ansl f,(x) izvod od V' duz trajektorije jednacine (5.1.1). Ovim diferenciranjem
=1 O

Oox

= OX;

zapravo se ispituje da li su svi preseci krivih sa V' 'unutrasnji'.

Pozitivno definitna funkcija V' naziva se Lyapunov-ljeva funkcija.

Dakle, stabilnost ravnoteze i ogranicenost reSenja mogu se ispitati, a da se ne raCunaju reSenja
diferencijalne jednacine. Medutim, ne postoji opsti metod za nalazenje odgovaraju¢e Lyapunov-ljeve
funkcije, iako je u maSinskim problemima funkcija energije dobar izbor.

Na primer:

Ako se posmatra kretanje nelinearnog oscilatora bez prigusenja opisanog jednacinom (3.1.5), u kojoj ¢e se

zanemariti linearno priguSenje i oprugu smatrati sa restitucionom silom u obliku F, = c(x+x3), koja se

moze napisati u obliku:
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)'c'+a)12(x+x3)=0 (5.1.5)
gde je @’ =c/m 1 ¢>0. Ako se stavi da je x =y ova diferencijalna jednacina drugog reda se svodi na

sistem diferencijalnih jednacina prvog reda oblika:

xX=y
= (x+x) (5.1.6)
Ukupna energija ovog sistema moze se napisati u obliku:

_myt (X Xt (5.1.7)
E(x,y)— 5 +c[2 + 4J

E(x,y) predstavlja i Lyapunov-ljevu funkciju za sistem (5.1.6). Vidi se da je £(0,0)=0, u tacki jedinstvene
ravnoteze sistema (x,y)=(0,0), kao i E(x,y)>0, za svako (x,y)=(0,0), $ta vise izvod po vremenu
Lyapunov-ljeve funkcije (5.1.7) je oblika:

E:myy+c(x+x3)>‘(=—c(x+x3)7‘(+c(x+x3)>‘c50. (5.1.8)
To sledi da je tacka (x,y)=(0,0) tacka stabilne ravnoteze. Ako se sada doda priguSenje i posmatra onaj isti
nelinearni oscilator sa prigusenjem iz poglavlja 3.1.1 samo, bez gubljenja u opstosti zakljucaka, u slucaju
kada su @] = @,, =c/m iako se sa ¢ =25, oznaci koeficijent prigusenja, pri cemu se posmatra slucaj, kao i

do sada, da je « >0, onda se sistem jednacina kretanja nelinearnog oscilatora sa prigusenjem moze pisati

u obliku:

X=y,

i=-0(x+x)-ay. (5.1.9)
Pri tome se za istu Lyapunov-ljevu funkciju (5.1.7) dobija da je:

E=—-amy’, (5.1.10)

ovaj izraz je negativan za svako (x, y) # (0,0). Zato se modifikuje Lyapunov-ljeva funkcija na oblik:

2 2 4 2
_mny X X x|, (5.1.11)
V(x,y) 5 +c( 5 + 4J+ﬂ(xy+ 5 ]
tako da je:
V = myp + clx+x* Ji + By + xp + axcit) = (5.1.12)

= (mx + ﬂy)(— o} (x + x3)— ay)+ c(x +x° )y + B +apxy =—po! (x2 + x4)— (am - ,B)y2
Ako se izabere S dovoljno malo V' ostaje sve vreme pozitivno definitna funkcija i 14 je striktno

negativno za sve (x,y)=(0,0). To znaci da je (x,y)=(0,0) globalno asimptotski stabilna tatka za & >0.
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5.1.2. Linearni sistem

Linearni sistem se definiSe u obliku:

EY e xeR’ (5.1.13)
dt

gde je A nxn matrica sa konstantnim koeficijentima. Pod reSenjem jednaéine (5.1.13) podrazumeva se

vektorska funkcija x(x,,7) zavisna od vremena ¢ i pocetnog uslova:

x(0)=x,eU (5.1.14)

x(x,,t) je dakle reSenje pocetnog problema (5.1.13)-(5.1.14). Kod toka ¢, je x(x,,7) =4,(x,)-
Teorema,[160]: Neka je U cR" otvoren i pretpostavi se da f:U — R" ima Lipschitz-ovu

konstantu K . Neka y(f), z(f) budu reSenja X = f(x) na zatvorenom intervalu [¢,,7,].Onda za svako

t €lty.t,], sledic |y(e) — z()| <[y(t,) - 2t e ™ -

Ova teorema garantuje da je reSenje linearnog sistema definisano za svako reR i x, eR".

Opste resenje sistema (5.1.13) moze se dobiti linearnom superpozicijom #n nezavisnih reSenja

(@) x" (1)}

x(0)=¢,x (1) (5.1.15)

=

gde se n nepoznatih konstanti ¢; odreduju iz pocetnih uslova.

Ako A ima n linearno nezavisnih sopstvenih vektora v/, j=1,...,n onda kao osnov prostora redenja
mogu se uzeti vektorske funkcije:
X () ="V, (5.1.16)

gde su ﬂj sopstvene vrednosti vektora v/ . Za kompleksne sopstvene vrednosti ﬂ,j ,/Tj =a;tif;, sa

sopstvenim vektorima v* v’ , moZe se uzeti:

x/ () = ™ (v® cos Bt —v' sin fr)

X (t) = e™ (v" sin St +v' cos fr) » (5.1.17)
kao pridruzeni par reSenja linearno nezavisnim resenjima.

Ako se ponovo pogleda skup 7 linearno nezavisnih reSenja i naznaci se da osnovno matri¢no resenje ima

ovih n reSenja kao svoje kolone:

X(0) =[x (@) x" @) (5.1.18)
Onda kolone x(t), j =1,...,n od X(¢) ¢ine bazu prostora resenja sistema (5.1.13).

Lako je pokazati da:

e =X1)X(0)" (5.1.19)

Jednacina (5.1.13) moze se izraCunati ako se prvo pronade inverzna transformacija 7' koja diagonalizuje
matricu A ili na kraju krajeva dovode¢i je u Jordan-ovu normalni oblik (ako ima ponovljenih sopstvenih

vrednosti). Jednacina (5.1.13) postaje:
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y=Jy, (5.1.20)
gdeje J=T'AT i x =Ty . Sa jednaginom (5.1.20) je lako raditi. " se moZe izradunati kao

e =Te'T". (5.1.21)

Tako su na primer za tri 2 x 2 matrice dobijene Jordan-ove matrice oblika:

A0 oM = e’ 0 .
0 /12 ’ - 0 e~ g

qe {a - ﬂ} i em{cos pt —sin ﬂt}

A

f « sin it cos [t
a=* 0 | (5.1.22)
1 Al t 1

Matrica e moze se posmatrati kao preslikavanje R"u R”. Operator e, dakle, sadrzi op$tu informaciju
na skupu svih resenja jednacine (5.1.13), dok formula x(x,,?) = e"x, sadrzi sve tacke x, e R". KaZe se da

e definise tok na R’i da je taj tok generisan vektorskim poljem Ax definisanim na R". Tok

e” :R" - R" moze se shvatiti kao skup svih reSenja jednacine (5.1.13). U tom skupu pojedina reSenja
imaju specijalnu ulogu; ona koja leze u linearnim potprostorima spojenim sopstvenim vektorima. Ako je

v/ realni sopstveni vektor od A, a tako i od e onda reSenje u tacki cv' eR" ostaje u intervalu {vr} sve

vreme.
Potprostori pod razli¢itim sopstvenim vektorima dele se na tri vrste:

- stabilni potprostor g5 = mrefa{vl,,,,,v”~ },

-nestabilni potprostor £V = mrez“a{ul,._.,u”ﬂ' }i

-centralni potprostor £€ = mreza {WI’,,,, whe }, gde su ', ,v* n -sopstvenih vektora, ¢ije sopstvene vrednosti
imaju negativne realne delove, u',...,u " su n, sopstvenih vektora, ¢ije sopstvene vrednosti imaju pozitivne
realne delove i w',..., w", Cije sopstvene vrednosti imaju realne delove jednake nuli. Nazivi odslikavaju
Cinjenicu da reSenja koja leze u E’imaju osobinu eksponencijalnog opadanja (ili monotono ili

oscilatorno), oni iz £” imaju osobinu eksponencijalnog rasta, a iz E° ni jednu ni drugu, slika 5.1.3.

Slika  5.1.3.  Invarijantni  potprostori. (a) Tri ~moguca  potprostora, (b) primer za

. ) . 1 -1 0
A{O 1 } E* =mresa(1,-4), E¢ = mreza(1,0),EY =@, (c) primer za P N = mreza{(1,0,0),(1,1,0)}
0 -4 =1 -
0 0 2
E =3, EY =(0,0,])-
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5.1.3. Nelinearni sistem

Jasno je da teorema o egzistenciji i jedinstvenosti reSenja tvrdi da je za  beskonacno

diferencijabilne (C) funkcije f(x) reSenje za pocetni problem:

x=f(x)s xeR" x(0) = x, (5.1.23)
definisano najmanje u nekoj okolini ¢ e (-c,c)od r=0. Tako je lokalni tok 4 :.R" R’ definisan kao
#,(x,) = x(t,x,) na analogan nacin kao u linearnom slu¢aju mada se ne moze dati opSta formula kao e”.

Dobar pocetak u prou¢avanju nelinearnog sistema x = f(x) mogao bi biti u nalaZenju nula od f ili fiksnih
taCaka od (5.1.23), §to su nulta, ravnotezna ili stacionarna resenja. Pretpostavi se da postoji fiksna tacka
¥, tako da je f(x)=0 1 Zeli se opisati ponaSanje reSenja u okolini X . To se ¢ini linearizujuci jednacinu
(5.1.23) u tacki x, tj. proucava se linearni sistem:

&= Df (X)E, £eR" (5.1.24)

gde je Df =|of, Jox, | Jacobijan-ova  matrica  prvih  parcijalnih  izvoda  funkcije

S = S en ). fo (X, o (3., )T (T 0ZnAC0Va transponovane), i x = % + &,

g<<1.
Pitanje je Sta se moze re¢i o reSenju (5.1.23) pomocu znanja o sistemu (5.1.24)? Odgovor sledi iz dva
fundamentalna rezultata teorije dinamickih sistema koji ¢e biti dati, a mogu biti zaokruzZeni recima

lokalno ponasanje (za |§| male vrednosti).

Teorema (Hartman-Grobman), [55, 56]: Ako Df(X) nema nulte ili ¢isto imaginarne sopstvene
vrednosti onda postoji homeomorfizam® 4  definisan u nekoj okolini U od X u R” koji lokalno
predstavlja orbite nelinearnog toka ¢ od (5.1.23) preko linearnog toka ™ od (5.1.24).
Homeomorfizam odrzava smisao orbita i moze takode biti izabran da odrzava i parametrizaciju preko
vremena.

Kada Df(X) nema sopstvene vrednosti sa nultim realnim delovima, X se naziva hiperbilicka ili
nedegenerativna fiksna tacka i asimptotsko ponasanje reSenja u njenoj okolini (dakle i vrsta stabilnosti)
je odredeno linearizacijom. Ako bilo koja sopstvena vrednost ima realni deo jednak nuli onda stabilnost
ne moze da se odredi linearizacijom, kao u primeru:

F+ta’i+x=0. (5.1.25)

Ako se napiSe kao sistem (sa x, = x,x, = X):

[2] ) [—0 1 (l)j(ij_g[xfoxz) (5.1.26)

s
C* difeomorfizam f:M — N je preslikavanje f koje je 1-1, na, i ima osobinu da su obe f i f*l k -puta diferencijabilne.

Homeomorfizam je C 0 difeomorfizam, tj. neprekidno preslikavanje f: M — N sa neprekidnom inverzijom.
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Nalaze se sopstvene vrednosti 1,1 = +i. Medutim, izuzev za ¢ =0, fiksna tacka (x,,x,)=(0,0) nije centar,

kao u linearnom sistemu, ve¢ nehiperbolicka ili slabo privlaceci ponor zas > 0, i odbijajuéi izvor za & < 0.

DefiniSu se lokalno stabilne i nestabilne mnogostrukosti od x, W, (), W, (x) na sledeci nacin:
W, (x)= {x € U‘¢,(x) —>Xza t—>o,i¢(x)eU za svako t= 0}

Wn

loc

(x)= {x € U‘¢t(x) —>Xzat—>-o,i@(x)eU za svako t < 0} (5.1.27)
gde je U < R"okolina fiksne tacke X . Invarijantne mnogostrukosti w; (x) i W, (x) daju nelinearni
analog ravnim stabilnim i nestabilnim sopstvenim prostorima E° i E" linearnog problema (5.1.24).
Sledec¢i rezultat zapravo nam kaze da su W, (x) i W/ (x) tangentnena E* i E* utacki X .

Teorema stabilne mnogostrukosti za fiksnu tacku: Ako se pretpostavi da x= f(x)ima
hiperbolicku fiksnu tacku, onda postoje lokalno stabilna i nastabilna mnogostrukost W, (x), w; (x) istih
dimenzija n , n, kao i sopstveni prostori E°, E"linernog sistema (5.1.24), i tangentne su na E*, E" u
tacki x. W (¥), W,.(x) su onoliko puta diferencijabilne koliko i funkcija f*. Ova i teorema Hartman-
Grobman-a mogu biti prikazane slikovito kao na slici 5.1.4.

Lokalno invarijantne mnogostrukosti W’ , W/

loc ? loc

imaju uopStenje pustajuci da taCke u ;! teku unazad, a u
W," teku unapred:
W(x) = LJO AUSHED))

W)= U b 7, (3) (5.128)

EY

*®|

o

Slika 5.1.4. Linearizacija i invarijantni podprostori. (a) Hartman-Grobman-ova teorema (b) lokalne
stabilna i nestabilna mnogostrukosti

(b)

Egzistencija i1 jedinstvenost reSenja jednacine (5.1.23) garantuju da se dve stabilne (nestabilne)

2

mnogostrukosti razli¢itih fiksnih taCaka x' 1 x¥*> ne mogu presecati, niti se w*(x)(ili w"(x)) mogu

medusobno presecati. Medutim, medusobni preseci stabilne i nestabilne mnogostrukosti razli¢itih fiksnih
taCaka ili iste fiksne tacke mogu se pojaviti, i, u sustini, izvor su veoma slozenog ponasanja koje se
pojavljuje kod dinamickih sistema.

Na primer:

Sistem nelinearnih diferencijalnih jednacina:

X=x

y=-y+x’, (5.1.29)
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ima jedinstvenu fiksnu tacku u koordinatnom pocetku. Za linearizovani sistem slede slede¢i invarijantni
potprostori:

E' ={x,») e R*x=0}

E" ={x,y) e R¥|y=0}- (5.1.30)
U ovom slucaju moze se direktno integraliti nelinearni sistem, zato iz sistema (5.1.29) eliminacijom
vremena sledi:

b _—y, .. (5.1.31)

dx X

Ovo se moze direktno integraliti i dobijaju se krive reSenja, trajektorije:

2
vy ="+ S, (5.1.32)
3 x

gde je ¢ konstanta, koja se odreduje iz pocetnih uslova. Sada iz Hartman-ove teoreme zajedno sa (5.1.30)

sledi da w;" (0,00 moze biti predstavljena kao grafik y =h(x) sa h(0) = h'(0) =0, dok je w, tangentna na

E" utacki (0,0), paje ¢ =0 u(5.1.32) i sledi:

W"(0,0):{(x.y)eRzy:];j} (5.1.33)

Na kraju, zapaZa se da ako je x(0)=0 onda je x =0, i odatle x(r)=0, vidi se da je W*(0,0)= E*, slika
5.1.5.

S+

N
)r 0

Slika 5.1.5.Stabilna i nestabilna mnogostrukost sistema (5.1.29). (a) linearan sistem; (b) nelinearan
sistem

E N

Pored fiksnih tacaka nelinearni sistemi mogu posedovati i grani¢ne skupove kao na primer
zatvorene ili periodicke orbite. Periodicko reSenje je ono za koje postoji 0<7T <o takvo da

x(t)=x(¢t+T) za sve vreme ¢. Zatvorene ili periodicke orbite Cesto se javljaju u nelinearnim sistemima,
takve orbite imaju stabilane i nestabilne mnogostrukosti isto kao i fiksne tacke. Neka » oznacava
zatvorenu orbitu i neka je U neka okolina od y onda se definise:

W) ={xeU| [p(x) > 7|>0za t >o0,i ¢(x)eU za 120} (5.1.34a)

W () ={xeU||g(x) > y|>0za t >0, i ¢(x)eU za <0} (5.1.34b)
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5.2. Diskretni dinamicki sistemi

5.2.1. Linearne i nelinearne mape

Pokazano je kako linearan sistem (5.1.13) stvara mapu toka ¢ :R" — R", kada je e matrica
nxn.Zafiksno t =7, neka je ¢” = Bonda je B matrica konstantnih koeficijenata i jednacina:
X, = Bx, ili X — Bx (5.2.1)
je diskretan dinamicki sistem dobijen iz toka jednacine (5.1.13). Sli¢no, nelienarni sistem i njegov tok
@, stvara nelinearnu mapu:
x,, =G(x,) ili x — G(x) (5.2.2)
gde je G=¢ nelinearna vektorska funkcija. Ako je tok ¢ gladak (recimor -puta neprekidno
diferencijabilan), onda je G glatka mapa sa glatkom inverznom mapom tj. difeomorfizam. Ovo je jedan
primer kako kontinualni tok stvara diskretnu mapu, kasnije ¢e biti opisane vaznije Poincaré-ove mape.
Difeomorfizmi ili diskretni dinamicki sistemi mogu se proucavati na sebi svojstven nacin i uopste mogu se
posmatrati neinvertne mape oblika:
x> x-x. (5.2.3)
Orbita linearne mape x — Bx je niz tacaka {x,}” definisan sa x,, = Bx,. Bilo koja pocetna tacka
generi$e jedinstvenu orbitu u sluaju da B nema sopstvene vrednosti jednake nuli.
Stabilni, nestabilni i centralni potprostori definiSu se na analogan nacin kao kod vektorskih polja:

E’ = mrez'a{ns (opsti) sopstvenivektoricije sopstvenevrednosti imajumodule< 1 }
E"= mreéa{nn (opsti) sopstvenivektoricije sopstvenevrednosti imaju module> 1 }
E°= mrez“a{nc (opsti) sopstvenivektoricije sopstvenevrednosti imaju module=1 }

gde orbite £° i E"imaju osobine kontrakcije i Sirenja, respektivno.
Ako ne postoje sopstvene vrednosti koje se ponavljaju, onda su kontrakcija i ekspanzija ogranicene

geometrijskim redovima tj. postoji konstnta ¢ >0, o <0 takvadaza n>0,

‘xn‘ <ca”

xo‘ ako x, € E°

‘x_n < ca"‘xo‘ ako X, €E" (5.2.4)

Ako se pojavljuju jednake sopstvene vrednosti, tada mnogo vise no u slucaju tokova, kontrakcije (ili
ekstenzije) ne moraju biti eksponencijalne.

Ako Bnema sopstvene vrednosti jedini¢nih modula, same sopstvene vrednosti sluZze za odredivanje
stabilnosti. U tom sucaju x=0 je hiperbolicka fiksna tacka, i uopsSte, ako je x fiksna tacka za

G (G(x)=Xx)1 DG(x) nema sopstvene vrednosti jedinicnih modula onda se x naziva hiperbolicka fiksna

tacka.
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Postoji teorija difeomorfizama paralelna onoj kod tokova, i u sustini teorema linearizacije Hartman-

Grobman-ova i rezultati invarijantne mnogostrukosti su primenljivi na mape isto kao i na tokove.

Teorema (Hartman-Grobman): Neka G:R" — R"bude (C') difeomorfizam sa hiperbolitkom
fiksnom tackom x . Onda postoji homeomorfizam # definisan u nekoj okolini U od X takav da je

hG(&)=DG(x)h(&) zasve EeU .

Teorema stabilne mnogostrukosti za fiksnu tacku: Neka G:R” — R”bude (C") difeomorfizam

sa hiperbolickom fiksnom tackom x . Onda postoje lokalno stabilna i nastabilna mnogostrukost w; (x),

N
I/Vlnc

(x) i tangentne na sopstvene prostore E’, EY odDG(x) u tacki X i odgovarajucih istih dimenzija.
W:.(x), WY (x) su onoliko puta diferencijabilne koliko i mapa G .

Opste stabilne 1 nestabilne mnogostrukosti su definisane kao i kod tokova:

Wi (®) = UG (1) > % 2a t >0, i G"(x) €U za svako n> 0|

VVI([)Z()?)Z{XEU‘GW(X)—))? za t —>0,i G"(x)eU za svako nZO} i

W)= U G ()

() = UG 07 ()

Mora se imati na umu da se tokovi i mape bitno razlikuju u tome da dok je orbita ili trajektorija ¢,(p)toka
kriva u R", orbita mape {G”( p)} je niz tacaka. Dakle, dok se invarijantne mnogostrukosti toka sastoji od

unija krivih reSenja (trajektorija), dotle su mape unije orbita diskretnih tacaka, slika 5.2.1.

Kada se napiSe G°(p) to je ustvari G(G(p)) i sli€no G"(p) podrazumeva 7 -tu iteraciju od p pod G .
Tako, ako postoji krug od k posebnih tataka p, =G’(p,), j=0...k, 1 G*(p,) = p, imamo periodicku
orbitu perioda k . Stabilnost takve orbite odredena je linearizovanom mapom DG*(p,), ili, ekvivalentno

DG*( p,)zabilokoje j.Prema lan¢anom (rekurentnom) pravilu je:

DG*(p,) =DG(G"(p,))--DG(G(p,))- DG(p,) -

Tip stabilnosti fiksne tacke x =0 odreden je intenzitetom sopstvenih vrednosti od B . Ako je ‘ /11_‘ <1 za
sve sopstvene vrednosti onda postoji ponor; ako je ‘ /II,‘ >1 za sve sopstvene vrednosti onda postoji izvor, a
ako za neke sopstvene vrednosti sledi‘ 1/_‘ >1, a za ostale ‘,1/_‘ < 1javlja se sedlasti ¢vor . Ako je ‘ ﬂf‘ =1 za

bilo koju sopstvenu vrednost onda je norma oluvana u pravcima Vv’ zajedno sa tim sopstvenim
vrednostima. Ako paran broj sopstvenih vrednosti ima negativne realne delove onda je mapa x — Bx
ocuvane orijentacije, dok ako neparan broj sopstvenih vrednosti ima negativne realne delove onda mapa
menja orentaciju.

Ako postoji jedna tacka geW"(p)nW?*(p), sa q# p, onda, kako G"(q) - p kada n— too, i

priblizenje se Cini za linearni sistem kada je |q— p/malo, mora postojati beskonaCan niz takvih

homoklinickih tacaka. Sta viSe, ako je mapa oCuvane orentacije (kakve su Poincaré-ove mape), onda dve

homoklini¢ke tatke g, G(q)moraju biti razdvojene makar jo§ jednim tatkom u W" (p) "W*(p). Orbita
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{G” (q)} tacke g se naziva homoklinic¢ka orbita 1 ima vaznu ulogu u opstoj dinamici mape G . U sustini,
naglo vijuganje globalne mnogostrukosti W*(p) i W"(p)u okolini p vodi u osetljivu zavisnost orbita
{G"(xo)} od pocetnih uslova x,,, dakle prisustvo homoklinickih orbita najavljuje udno ponaSanje. Ako se

stabilna i nestabilna mnogostukost W*(p,) i W"(p,) od dve razliCite fiksne tatke seku rezultat je

heteroklinicka orbita.

wi(T)
W (x)
\\ /—-
/" E‘V
X 62(q)
62 p) *Glqg)
Glp) *a

Slika 5.2.1. Invarijantne mnogostrukosti i orbite mapa G :R> — R?

Neka je G(p)=pi G'(p)>1. Tatka g se naziva homoklinickom tatkom za p ako g e W," (p)i postoji
n>0takvo da G"(q)=p. Tatka ¢ je heteroklinicka ako g e W (p) i postoji n>0 takvo da

G"(g) lezi na razli¢itoj periodickoj orbiti.

5.2.2. Zatvorene orbite, Poincaré-ove mape i prinudne oscilacije

Neka p bude periodicka orbita toka ¢ u R" nastala iz nelinearnog vektorskog polja f(x). Prvo se

posmatra lokalni poprecni presek ¥ < R", dimenzije n—1. Hiperpovr§ X ne mora biti ravna, ali mora biti

tako izabrana da je tok svugde poprecan na nju. To se postize ako f(x)-n(x)=0 za sve xeX, gde je
n(x)jedini¢na normala od ¥ u x. Sa p oznacCava se tatku gde y preseca X, i pusti se da U T bude
neka okolina od p. (Ako y ima viSe preseka sa X, onda se smanjuje X sve dok ne ostane samo jedan
presek). Onda je prvi povratak ili Poincaré-ova mapa P:U — ¥ definisan za tacku g € U kao:

P(q) = 4.()> (52.5)
gde je 7 =17(g) vreme potrebno da orbitu ¢ (g)od g napravi prvi presek sa X, slika 5.2.2 (a). Zapaza se
da 7 generalno zavisi od ¢ 1inije nuzno jednako T =T(p), perioduod y,ipak 7 > T kako g — p.
Jasnije p je fiksna tacka za mapu P, i nije teSko uociti da stabilnost od p za P odrazava stabilnost 7 za

tok ¢, . Narocito, ako je p hiperbolicka, i DP(p), linearizovana mapa, ima n_ sopstvenih vrednosti sa

modulima manjim od jedinice i 7n, sa modulima veéim od jedinice (n, +n, =n—1), onda su
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dimW*(p)=n, i dimW" (p)=n, za mapu. Dok orbite od P lezeu W* i W je sadinjena od preseka orbita

(krivih reSenja) od ¢, sa T, dimenzije od W°(y) i W" (y)su za jedan vece nego za mapu. Slika 5.2.2 b).

Primer:
Posmatra se sistem:
x=x—y—-x(x*+y%)

y=x+y-y(x’+y), (5.2.6)

(@) (b)
Slika 5.2.2. Poincaré-ova mapa. (a) Poprecni presek i mapa; (b) zatvorena orbita.

Kao poprecni presek uzma se:

2 ={x,y) e R?x>0,y =0}

Transformacijom (5.2.6) pomocu polarnih koordinata » = (x* + y?)"?, 0 = arctan(y/x) , dobija se:

i=r(l-r%),

0=1 (5.2.6a)

i presek postaje

£ ={r,6)eR" xS'[r>0,0 =0}

Lako je resiti (5.2.6a) da se dobije opste reSenje sistema i njegov tok:

)2
$,(,,0,) = [[1 + [12 —ljez’J g 90]
o

Vreme 7 za bilo koju tatku g € ¥ lako se odreduje 7 =27, 1 onda je Poincaré-ova mapa oblika:

)2
P(”o):[l"'(lz—l]e”J (5.2.7)
o

P ima fiksnu tacku u 7, =1, predstavljaju¢i kruznu zatvorenu orbitu radijusa 1 od (5.2.6). Ovde je P 1-

dimenzionalna mapa i njena linearizacija je

1 1 P e
e 2]
et 2 7y 7

Dakle, p =1 je stabilna fiksna tacka i y je stabilna ili privlaceca zatvorena orbita.

(5.2.8)

1=l
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5.2.2.a) Oscilacije sa periodickom prinudom

Posmatra se sistem:

X=f(xt);5 (x,f)eR" xR (5.2.9)
gde je 7(,1)= f(t+T) periodi¢ka funkcija vremena ¢ , perioda 7. Sistem (5.2.9) moZe biti prepisan kao
autonomni sistem sa povecanom dimenzijim za jedan, ako vreme posmatramo kao promenljivu stanja:
x=f(x,0),

0=1, gde (x,0)eR"xS". (5.2.10)
Fazni prostor je mnogostrukost R”xS', gde kruzna komponenta S'=R predstavlja periodi¢nost
vektorskog polja s od 6. Za ovaj problem moZe se definisati opSti poprecni presek:
2={x,0eR"xS5'0=6,}, (5.2.11)
Sva reSenja presecaju X popre¢no, s obzirom na komponentu #=1 sistema (5.2.10). Poincaré-ova
mapaP:X — X je oblika:

P(xy) =7 -¢,(x,,6,)> (5.2.12)
gde je ¢, :R"xS' > R"xS' je tok sistema (5.2.10) 1 7 oznaCava projekciju na prvi faktor. Ovde je vreme
obilaska 7' isto za sve tacke x € X

Na primer sistem:

6=1, (5.2.13)

ima reSenje:

¢t(xo,90)={[l—tj ,t+0oj- (5.2.14)
Xo

Ovde se vidi da trajektorije ¢, za vrednosti x, >1/2z teze beskonaCnosti za vreme ¢ <2z, pa sledi

Poincaré-ova mapa u obliku:

P(x,) = (1 - zﬂJ , X, € (—0,1/27). (5.2.15)

Xo

Na slici 5.2.3. su prikazane Poincaré-ove mape za sistem sa oscilatornom prinudom.

(a)

(b)
Slika 5.2.3. Poincaré-ove mape za sistem sa oscilatornom prinudom. (a) Periodicka orbita perioda T i
fiksna tacka p = P(p), (b) subharmonik perioda 2T .
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Lako je videti da fiksna tacka p od Poincaré-ove mape P odgovara periodickoj orbiti perioda 7" toka.
Sta vise, perioditka tadka perioda k>1 (P*(p)=p ali P/(p)#p za 1< j<k—1) odgovara
subharmoniku perioda kT . Ovde P* znaé¢i P ponovljeno k puta, tj. P>(p,) = P(P(p,)) itd.

Sledeéi neka bude primer linearnog oscilatora sa priguSenjem i periodickom prinudom kakav je oscilator

iz poglavlja 4.2.1 Cija je konac¢na jednacina kretanja oblika (4.2.12), samo sada ne gubeci niSta od opStosti
reSavanja primera i nalaZzenja Poincaré-ove mape smatrajmo da je a)22 =1 i da periodi¢ka pobuda nema
fazno kaSnjenje 9,, =0, pa jednacina (4.2.13) moze da se zapiSe u obliku:

¥+28,%+x = hy, cosQ,t; 0<6, <1 (5.2.16)
Ako se uvede smena koordinata u smislu faznih koordinata x, =x, x, =x 1 ako se vreme posmatra kao
promenljiva stanja sledi sistem diferencijalnih jednacina prvog reda:

Y_[o 1w, 0
%) | -1 =26, | x,) \hycosQ,0

o=1. (5.2.17)

Prinudna sila je perioda 7 =27/Q,. Kako je sistem linearan resenje je oblika (4.2.13) samo se ovde
zapisuje u obliku:

x(t) = x, () = e (¢, cos w,t +c, sin w,t) + AcosQ,t + Bsin Q¢ (5.2.18)
gde je sada o, = m sopstevna frekvencija priguSenja ( zapravo p, za @; =1), a A i Bsu
koeficijenti partikularnog resenja oblika:

(1_Q§)h02 , B= 2ﬂzgzl”oz (5.2.19)

T (1-QY) +45202 (1-Q2) + 45202
Konstante ¢, i ¢, se odreduju iz poCetnih uslova. Ako je x=x, =x,, 1 X=x, =x,, za t =0 onda je:

x(0)=x,=c,+4 } ¢ =x,—4 (5.2.20)

. =
x(0) = x5y =—6,¢, + @,¢, +Q,B ¢, = (X5 +6,(x,y — 4) _QzB)/a)d
Dakle, ako je ¢,(x,,, x,,,0) dato za (5.2.18) 1

(O =x)=e* {— 0,(c, cosw,t +c, sinw,t)+ w,(—c, sinw,t +c, cos a)dt)}—Q2 (AsinQ,t —BcosQ,t)

Moze se izraCunati Poincaré-ova mapa eksplicitno kao 7.4, , (x,,x,,0). U sluCaju rezonancije,
Q,=w, :M, dobija se:

P(X,0,%50) = (X, = A)e 7% + 4, (2,0 —Q, B)e ™ +Q,B). (5.2.21)
Kao Sto se i ocekivalo mapa ima jednu privlacecu fiksnu tacku datu kao (x,,x,)=(4,Q,B) ili ¢, =¢, =0.

Naravno mapa je linearna i dok je matrica:

an on

ax, Ory, |_|eT™™ 0 |, (5.2.22)
A IR

Ox;y  Oxy

dijagonalna sa jednakim sopstvenim vrednostima, orbite od P priblizavaju se radijalno u

(x,%,) = (4,Q,B), slika 5.2.4.
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X

Slika 5.2.4. Poincaré-ova mapa za jednacinu linearnog oscilatora (5.2.16).
5.2.2. b) Nelinearni oscilator sa periodic¢kom prinudom

Posmatra se sada onaj isti nelinearni oscilator sa prigusenjem iz poglavlja 4.2.1 sa periodickom
spoljasnjom pobudoma, ¢ije je kretanje opisano diferencijalnom jednacinom oblika (4.2.3), samo bez
gubljenja u opstosti zakljuCaka vezanih za Poincaré-ove mape oscilatora sa periodickom pobudom, uzima
se slucaj kada su w'=c/m=-p, &, =1 1 ako se sa §=25, oznaCi koeficijent priguSenja. Onda
diferencijalnu jednacinu moZemo napisati u obliku modifikovane klasi¢ne Duffing-ove jednacine, koju je
1918 godine koristio Georg Duffing kako bi opisao uticaj tvrde karakteristike opruge « >0. Klasi¢na
Duffing-ova [32] jednacina je oblika:
¥+ +x+ax’ =y cosQt (5.2.23)
ovde se koristi modifikacija u obliku:
¥+ — P +ax’ =ycosQy (5.2.24)
gde se Clan koji odgovara linearnoj krutosti opruge smatra negativnog intenziteta f, takva jednacina
opisuje dinamiku grede ili plo¢e napregnutih na izvijanje, kada se posmatra samo jedan mod oscilovanja
[204].

Najpre se posmatra slucaj bez spoljaSnje pobude uzimajuc¢i da je y =0, pa se diferencijalna jednacina
(5.2.24) drugog reda za « =1moze napisati kao sistem diferencijalnih jednaCina prvog reda koristeci
smenu promenljivih u obliku x =u, x =vkao:

u=v,

v=pu-ud -6 - (5.2.25)
Lako je proveriti da za 8 < 0 postoji jedna ravnotezna tacka u (x,x)=0, dok za g > opostoje tri ravnotezne
tacke x =0, + \/ﬁ . Ako je § >0, ravnoteZne tacke su, respektivno, centar za <0, i dva centra sa jednim
sedlom za £ > 0. U smislu bifurkacija ovde se javlja pitchfork bifurkacija stabilne tatke kako g prolazi

kroz nulu. Da bi dobili opstu informaciju o faznom portretu kako se ima da je za & = 0 sistem Hamilton-ov

sa energijom:
V2 u2 M4
Hu,v)=—-p—+—. (5.2.26)
)= =5+
Kako resenja leZe na krivima nivoa od funkcije H , slika 5.2.5 (a), moZe se odmah nacrtati fazni portret za
& =0kao na slici 5.2.5 (b). Clan —d&vu drugoj jednadini sistema (5.2.25) usmerava vektoprsko polje

unutar zatvorenih krivih nivoa (izuzev za v =0) i dobija se kvalitativno ponaSanje prikazano na slici 5.2.5

(c). Ovakva svojstva globalne stabilnosti ostaju oCuvana i u slucaju postojanja spoljnje pobude. Zato se
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sada posmatra slucaj kada je y 20 1 B =1, pa se jednacina (5.2.24) moZe zapisati kao autonomni sistem
jednacina:

u=v,
v=u—u’—v+ycos(Q6), (,v,0)e R*xS' (5.2.27)
0=1,

gde je S'=R/Tkrug polupre¢nika 7 =27/Q. Sistem jednacina (5.2.27) generiSe trodimenzionalni
autonomni tok. Izabere se poprecni presek 2:{(14,\;,0»9:0} i predpostavi se Poincaré-ova mapa
P:X—>%. Pri tome, P zavisi od parametara y,0,Q), ali u narednom opisu posmatraju se fiksirane

pozitivne vrednosti 6 i €2, a menjaju se 7 iu tom smislu piSe se P=1F,.

6=0

B=0

=0
o=
(a)

—04

Slika 5.2.5. Funkcija energije(5.2.26) (a) i fazni portreti Duffing-ove jednacine bez spoljasnje pobude (b)
zad=0i(c) 0>0 .

Jasno je onda da je p,mapa toka vremena 27/Q za slobodni sistem (5.2.25). Separatrisa kroz sedlo (0,0)
za tok je odgovarajuca sedlasta tatka za p,. Posmatra se $ta se deSava sa p kada y raste od nule. Prvo se

opisuju rezultati numerickih resenja dobijenih u programu Mathematica i Poincaré-ovih mapa generisanih
iz tih reSenja.

Za male vrednosti y dva centra sistema (5.2.25) u tatkama (y.v)=(+1,0) postaju male (0(7)) privlacuce
orbite perioda 27/Q, a tacke tipa sedla postaju orbite tipa sedla. Mapa Py ima tri hiperbolicke fiksne
tacke. Kako y raste amplitude orbita, prakti¢no stabilnih orbita, kontinualno rastu sve dok se, zavisno od
odredenih vrednosti 6 i €2, ne desi bifurkacija. Linearizujuéi sistem (5.2.25) u tacki (+1,0) vidi se da je

sopstvena frekvencija, za §=0, +/2. Orbite koje okruzuju (+1,0) imaju sve vece periode, a period tezi
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beskonacnosti kako se priblizava dvostrukoj homoklini¢koj vezi, slika 5.2.5 (b). Lokalno se zato oscilator
u blizini tacke (+1,0) ponasa kao oscilator sa mekom oprugom, [211],iza Q< V2 javljaju se rezonantni
skokovi u kojima se mali period orbite 1 zamenjuje relativno velikim periodom orbite 1. Kada je Q> V2
i narocito kada se Q~2+/2 javlja se rezonancija perioda 2, u kojoj fiksna tacka P, postaje nestabilna i
pojavljuje se flip bifurkacija, u kojoj postoji stabilna orbita perioda 47/Q, [163]. Takvi skokovi i
pridruzene fold i flip bifurkacije mogu da se proucavaju iz rezultata asimptskih aproksimacija usrednjenja.
Kako ynastavlja da raste javljaju se naredne bifurkacije u kojima takve periodicke tacke i njihove

odgovarajuce periodiocke orbite toka multipliciraju periode.

Na slici 5.2.6 (a) prikazan je fazni dijagram Duffing-ove jednacine (5.2.24) za vrednosti =03, g=1,
6=022 1 Q=1, gde se vidi pojava kretanja koje odgovara jednom od subharmonika, takodese vide i
samopreseci trajektorije. Na slici 5.2.6 (b) prikazana je Poincare-ova mapa ovog sistema gde se, zapravo,
uvida nakoliko usamljenih izolovanih tacaka. Na slici 5.2.6 (c) prikazan je zakon kretanja za sistem opisan

ovom Duffing-ovom jednacinom.
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Slika 5.2.6. Numericka resenja Duffing-ove jednacine (5.2.24) za vrednosti y =03, g=1, §=022 1 Q=1.

Na slici 5.2.7(a) prikazan je fazni dijagram Duffing-ove jednacine (5.2.24) za vrednosti y =0.3, =1,

6=0.15 1 Q=1, gde se vidi pojava stabilne orbite perioda 2 u obliku grani¢nog kruga
(u(0)=0.58,v(0)=1.33) i jednu haoti¢nu trajektoriju (#(0)=0.43,v(0)=0.64), a obe su dobijene za iste
vrednosti parametara samo za drugacije pocetne uslove. Na slici 5.2.7 (b) prikazana je Poincare-ova mapa
ovog sistema gde se, zapravo, uvida nakoliko usamljenih izolovanih tacaka za sistem kod koga se
pojavljuje grani¢ni krug i pojavu ¢udnog atraktora u slucaju drugih pocetnih uslova. Na slici 5.2.7(c)
prikazani su zakoni kretanja za sistem opisan ovom Duffing-ovom jednacinom, a za slucaj dva razlicita
pocetna uslova kojim se prikazuje velika osetljivost ovog sistema na promenu istih.

Ovako numericki generisan cudni atraktor postoji za relativno Sirok opseg parametarskih i pocetnih
vrednosti, i kao Sto se vidi moze koegzistirati sa periodicnim kretanjem, a unutar vrednosti koje

odgovaraju ¢udnom atraktoru postoji jedan uzak region vrednosti koje odgovaraju kretanju subharmonika.
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Slika 5.2.7. Numericka reSenja Duffing-ove jednacine (5.2.24) za vrednosti y=0.3, =1, 6=0.15 1

Q=1.

Klju¢ razumevanja ovakvih krajnje slozenih pojava lezi u analizi invarijantne mnogostrukosti tacke tipa
sedla mape P, u okolini tatke(0,0). Napomena je da upotreba neke druge numericke procedure moze dati
drugacije rezultate, jer je sam sistem jako osetljiv i na broj iteracija numericke procedure. Ova tacka se
ounacava sa p, a njene stabilnu i nestabilnu mnogostrukost sa Ws(p) i w"(p). Kako je ve¢ reCeno
stabilna i nestabilna mnogostrukost w*(p) i W"(p) za y =0 je jednostavno separatrisa sa sedlom, slika
5.2.8 (a) (crvena linija za poCetne uslove u(0)=-1.83,v(0)=0.435, a plava za u(0)=0.11,v(0)=-1.14).
Poincare-ova mapa F, ima tri hiperbolicke fiksne tacke i mnogostrukosti se ne presecaju, i tako se odmah

moze zakljuciti da su P, za male vrednosti y topoloski jednake sa £, s obzirom da je F strukturno

stabilna. Kako ¥ raste, slika 5.2.8 (b) mnogostrukosti mogu i postaju tangentne i kao posledica toga

presecaju se transverzalno, $to je uocljivije na slici 5.2.8 (c). Kada se mnogostrukosti jednom preseku
registruje se postojanje transverzalnih homoklini¢kih orbita i prisustvo takvih orbita implicira postojanje
komplikovanog nelutajuc¢eg Cantor skupa koji poseduje beskonaéno mnogo nestabilnih periodic¢kih orbita

proizvoljno dugog perioda kao i ograni¢eno neperiodicko kretanje [50].

Slika 5.2.8. Numericka resenja Duffing-ove jednacine (5.2.24) za vrednosti g=1, §=0251 Q=1

(@ y=0.0,(b) y=0.1,(c) y=0.2.
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3.3. Asimptotsko ponaSanje

Definicija: Invarijantni skup S toka ¢, ,ili mape G na R" je podskup § cR" takav da
#,(x) e S(ili G(x) e S) kada x € § za sve vreme teR. (5.3.1)
Stabilne 1 nestabilne mnogostrukosti, fiksne tacke ili periodicka orbita su primeri invarijantnih skupova.
Tacka p je nelutajuca za tok g (respektivno mapu G ) ako, za bilo koju okolinu U od p, postoji
proizvoljno veliko ¢ (resp. n>0) tako da je ¢,(U)NU =@ (resp. G"(U)NU # D). Nelutajuci skup €2
je skup svih nelutajuc¢ih tacaka p . Dakle, nelutajuce tacke su na ili u blizini orbita koje se vra¢aju unutar
odredene razdaljine oko njih samih. Fiksne tacke i periodicke orbite su nelutajuce.
Za linearni oscilator sa priguSenjem (3.1.27) (x,,x,)=(0,0) je jedina nelutajuca taCka, ali za slobodni
harmonijski oscilator sa diferencijalnom jednacinom kretanja u obliku:
+x=0 (5.3.2)
Sve tatke p e R” su nelutajuce, dok je (x,x) fazna ravan ispunjena sa neprekidnom familijom periodi¢kih
orbita.

Tatka p je @ -granicna tacka od x ako postoje tacke ¢, (x), @, (x).... na orbiti od x takve da ¢, (x) > p
it —ow.Tatka g je a-granicna tacka ako takav niz postoji za ¢ (x) >q i1, —»—0. @ -1 @- grani¢ni
skupovi a(x), w(x) suskupoviod a,1 @ grani¢nih tacaka od x, slika 5.3.1.

Zatvoreni invarijantni skup 4 c R"naziva se skupom privalcenja ako postoji neka okolina U od A takva
da ¢(x)eU za 120 i ¢(x) > 4 kako t >0, zasve xeU . Skup U_, 4,U) je domen atrakcije od A .
Skup atrakcije obuhvata sve orbite koje poCinju u njegovom domenu atrakcije. Odbijajuci skup je
definisan analogno zamenjujuci ¢ sa —¢. Domeni atrakcije razdvojenih skupova atrakcije se ne presecaju i
odvojeni su stabilnom mnogostrukostima neprivlac¢ec¢ih skupova, slika 5.3.2.

t<0

« graniéni skup
za tacke u disku

@ grani¢ni skup

za tacke u D/{q}

Slika 5.3.1. Primeri o, i @ granicnih skupova. D je otvoreni disk ogranicen spoljasnjom periodickom
orbitom

- rix (=ws(
_ - separatrix (=w*(q))

Slika 5.3.2. Domeni privlacenja: zatvorene orbite y VAZZA i fiksne tacke p RN .

Atraktor je skup atrakcije koji sadrzi gustu orbitu.
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5.4. Relacije jednakosti i strukturna stabilnost

Kada se govori o svojstvu jake osetljivosti nelinernih sistema na promenu pocetnih uslova ili
parametara sistema neophodno je da se razmotri pojam strukturne stabilnosti sistema.
Ako se pretpostavi da je posmatrani dinamicki sistem opisan reSenjem diferencijalne jednacCine ili pak
dolazi iz stvarnog sveta fizickih sistema. Prakticno sam sistem ¢e samo biti model stvarne pojave,
odredene pretportavke ¢e se uvesti, i neke aproksimacije i eksperimentalne greSke ¢e se javiti. Ako
dinamicki sistem nije strukturno stabilan, onda male greske i aproksimacije nacinjene na modelu imaju
moguénost za dramaticno menjanje strukture stvarnog reSenja sistema. Dakle, ,reSenje moze biti
radikalno pogresno i nestabilno. Ako, je sa druge strane, dinamicki sistem, koji se posmatra, strukturno
stabilan, onda male greske uvedene aproksimacijama i eksperimentalnim greSkama ne moraju uopste imati
uticaja i reSenje modela sistema moze biti jednako ili topoloski spregnuto sa stvarnim reSenjem.
U ovom smislu sledi nekoliko definicija koje objasnjavaju pojmove vezane za strukturnu stabilnost i
topoloske ekvivalencije tokova i mapa.
Definicija: Ako FeC'(R"), 1, keZ", k<r i £>0, onda G predstavlja C* poremecaj (perturbaciju)

veli¢ine & ako postoji jedinstven skup K —cR” takav da FF=G na skupu R"—K 1 za sve sa
iy ++o-0, =i <k imamo |(8'/ax} -+ ox) )(F - G)| < £

Definicija : Dve C’ (r -puta diferencijabilne) mape F,G su C* jednake ili C* spregnute (konjugovane)
(k <r) ako postoji C* homeomorfizam /4 takav da ho F =G oh. C°jednakost se naziva topoloska
jednakost.

Definicija: Za dva C” vektorska polja f, g kaze se da su C* jednaka ili C* spregnuta (konjugovana)
(k <r) ako postoji C*difeomorfizam /4 koji preslikava orbite ¢/ (x) od fna orbiteg?(x) od g
zadrzavaju¢i im smisao ali ne i smiso parametrizacije vremena.

Definicija jednakosti tvrdi da za bilo koje x 1 #, postoji #, tako da

(@] (x)) = ¢ (h(x)) (54.1)

Razlog zasto parametrizacija vremena ne moze, uopsSteno, biti oCuvana je i taj da se periodi zatvorenih

orbita na tokovima mogu razlikovati.
Definicija: Mapa F e C"(R")(resp. C" vektorsko polje f) je strukturno stabilna ako postoji takav

&>0 dasve C', ¢ perturbacije od F (resp. od ) su topoloski jednake sa F .

Ako se posmatara dvo-dimenzinalna linearna diferencijalna jednacina:

X = Ax, xeR? 5.4.2)
1 mapa
x — Bx, xeR? . (5.4.3)
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Onda seldi da su ova dva sistema strukturno stabilna ako matrica 4 nema sopstvene vrednosti sa realnim
delovima jednakim nuli, odnosno B nema sopstvene vektore sa jedini¢nim modulima.

Trebalo bi biti jasno da vektorsko polje (ili mapa) koje poseduje nehiperbolicku fiksnu tacku ne mogu biti
strukturno stabilna, dok ih mali poremeéaj moZe odstraniti, ako je linearizovana matrica neinvertna,
imajuci nulte sopstvene vrednosti, ili preokrenuti ih u hiperbolic¢ki ponor, sedlo ili izvor, ako matrica ima
Cisto imaginarne sopstvene vrednosti.

Vazan uslov strukturne stabilnosti je da sve fiksne tacke i zatvorene orbite moraju biti hiperbolicke. Ipak,
ovaj uslov sam nije dovoljan da garantuje strukturnu stabilnost kada i globalni efekti udu u igru.

Ako je sistem strukturno stabilan onda neki dovoljno blizak sistem ima isto kvalitativno ponasanje.

Mapa f je strukturno stabilna ako je svaka ,,0kolna“ mapa topoloski konjugovana (spregnuta) sa f i
zato ima u osnovi istu dinamiku. Ako se bez obzira kako se narusi f ili je neznatno promeni ima
ekvivalentan dinamicki sistem onda je dinamicka struktura od f stabilna. Ovde ekvivalentan znaci
topoloski spregnut.

Definicija: Nekasu f i g dve mape, C" -rastojanje izmedu fig,d,(f, 9ije

dy(f,g)=sup|f(x) - g(x)|- C" -rastojanje
XeR

d.(f.g)ie:

d.(f.8)= SUEQf(X) — 8@ ()~ &' (X))o

FO) g W)

Dakle dve mape (funkcije) su C” bliske ako se njihovih 7 prvih izvoda malo razlikuju po vrednosti.
Definicija C' strukturne stabilnosti: Neka je f:J — J.Kazesedaje f C' strukturno stabilna na J ako
postoji ¢ > 0 tako da kada god d,(f,g)<¢& za g:J — J,sledidaje f topoloSki konjugovanasa g.
Osnovni nacin da se izgubi strukturna stabilnost je manjak hiperboli¢nosti.

Npr:  F,(x)=x-x’, F(0)=0 i Fj0)=1, pa je nula nehiperbolicka fiksna tacka. Neka je
F.(x)=x-x"+¢&,F.(x) je C" —¢gbliska F{. Aliza £ >0 F (x) ima dve fiksne tacke, ali za ¢ <0 F,(x)

nema ni jednu. Dakle, F, (x) nema istu dinamiku kao F, i zato F nije strukturno stabilna.
Hiperboli¢ka fiksna tatka za f je C " lokalno strukturno stabilna. To podrazumeva da postoji okolina

fiksne tacke i jedno & > 0 tako da ako je funkcija g C' — & bliska funkciji £, na ovoj okolini, onda je

f topoloski spregnuta sa g na toj okolini.

5.5. Dvodimenzinalni tokovi

Dat je sistem diferencijalnih jednacina:

x=f(x,y)
y=8(x,y)
gdesu f i g dovoljno puta diferencijabilne funkcije. Proucavajuéi ovaj sistem prvo se traze fiksne tacke,

(x,y)eU cR" (5.5.1)

ukojima f(x,y)=g(x,y) =0, linearizuju¢i (5.5.1) u takvoj tacki (x,y) dobija se:
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(é}: %(’7’” %(’7’” [gJ ili & = DF(F. 7)é (5.5.2)
8\ Een Een|e

Posle lociranja fiksnih tacaka i proucavanja njihove stabilnosti (npr. koriste¢i Lyapunov-ljevu funkciju)
zeli se otkriti ima i sistem (5.5.1) neku peroidicku orbitu. U tome su korisne dve teoreme koje slede:
Teorema (Poincaré-Bendixson-ova): Neprazan jedinstven @ - ili & -ograniceni skup ravnog toka, koji ne
sadrzi fiksne tacke, je zatvorena orbita.

Teorema (Bendixson-ov kriterijum): Ako na jednostruko povezanoj oblasti D ¢ R? izraz df /0Ox + 0g /0y

nije identicki jednak nuli i ne menja znak, onda jednacina (5.5.1) nema zatvorenih orbita u unutrasnjosti
od D.
Svi mogu¢i nelutajuci skupovi kod tokova u ravni su podeljeni u tri klase:

e Fiksne tacke

e Zatvorene orbite i

e Unije fiksnih tacaka i trajektorija koje ih povezuju.
Heteroklinicke orbite povezuju razliCite tacke a homoklinicke povezuju taCku sa samom sobom. Zatvoreni
delovi sacinjeni od heteroklinickih orbita su homoklinicki krugovi. Fiksne tacke sadrzane u takvom krugu
sve moraju biti tacke tipa sedla (ako su hiperbolic¢ke), dok je neophodno da ponori i izvori imaju lutajuce

tacke u svojoj okolini. Neki primeri ovakvih grani¢nih skupova su prikazani na slici 5.5.1.

N A
<0 G0

(el
Slika 5.5.1. Neki ograniceni skupovi za tok u ravni. (a) homoklinicka orbita ili sedlasta petlja; (b)
udvojena sedlasta petlja; (c)homoklinicki krug sacinjen od heteroklinickih orbita,(d) grupe periodickih

orbita

5.6. Metoda usrednjenja sa geometrijskog stanovista

Naredni odeljci do kraja ovog poglavlja posveteni su geometrijskoj interpretaciji metode
usrednjenja i perturbacije, koja se koristi u reSavanju modela klase hibridnih sistema sa nelinearnostima.
Metoda usrednjenja, koja originalno proizilazi iz radova Krylov-a i Bogoliubov-a (1934) posebno je
korisna za male nelinearnosti ili male perturbacije u linearnim sistemima. Pokazace se da pod odredenim

uslovima, globalna informacija, vazeca u polu-beskonacnom intervalu vremena, moze biti dobijena ovom

Kandidat: mr Julijana Simonovi¢ 131



metodom. Uopsteno, u prturbacionoj metodi polazi se od (integrabilnog) sistema ¢ija su resenja poznata u
potpunosti i izuCavaju se male perturbacije tog reSenja. Dok su neprturbovana i perturbovana vektorska
polja zatvorena, za o¢ekivati je da e reSenje takode biti zatvoreno, ali, kako ¢e se videti to nije generalno
slucaj, obi¢no su neperturbovani sistemi strukturno nestabilni. Pokazace se da proizvoljno male
perturbacije takvih sistema mogu izazvati radikalne kvalitativne promene u strukturi resenja. Ipak, ovakve
promene generalno su vezane za ograniCenja, asimptotska ponaSanja i obi¢no se mogu pronaci
neperturbovana i perturbovana resenja koja su jo§ zatvorena za konacno vreme.

Usrednjenje se primenjuje na sistem oblika:

x=¢(x,1); xeR", e<<1 (5.6.1)
gde je f T-periodi¢na u vremenu ¢.

Do sada se, kroz proracun tre¢eg poglavlja, videlo kako slabo nelinearni oscilatori oblika:

¥+ o'x =g (x,%,1), (5.6.2)
mogu biti redukovani na standardni oblik (5.6.1) i primenjeno usrednjavanje. Sve to u generalnoj formi
bi¢e opisano sa stanovista geometrijskog prikaza u faznoj ravni kod mapa i tokova, ili na amplitudno i
fazno frekventnim dijagramima. U toj analizi naroCito ¢e se baviti malim perturbacijama linearnog
oscilatora ¥ + »’x =0, koji je primer integrabilnog Hamilton-ovog sistema.

U nastavku opisace se Melnikov-ljva metoda za perturbacije generalnih Hamilton-ovih sistema. Tu ¢e se
tipi¢no poceti sa nelinearnim sistemom:

x=f(x), xeR™, (5.6.3)
i dodace se slaba perturbacija u vidu prinudne sile:

x=f(x)+egg(x,1). (5.6.4)
Isprva, baviti ¢e se periodickom silom dvodimenzionih sistema, a onda ¢e se primeniti metod usrednjenja
u opstijem smislu na n-dimenzione sisteme. Kod Melnikov-ljeve metode ogranici¢e se na dvodimenzione

probleme, iako su moguce neke n-dimenzione, ¢ak beskona¢no-dimenzione, generalizacije.

5.6.1. Metoda usrednjenja i Poincaré- ove mape

Posmatra se sistem oblika:
x=g(x,t,¢); xeUcR’, 0<e<<l, (5.6.5)
gdeje f:R"xRxR*—»R"je C", r>2, ograni¢ena na ograni¢enom skupu, i perioda 7>0 u ¢. Ogranicice
se na skup U — R”. PridruZeni autonomni usrednjeni sistem je definisan kao:

s=ot [ 00 = G0 (5.6.6)

Teorema 5.6.1 (Teorema usrednjenja), [50] Postoji C” promena koordinata x = y + ew(y,t,) zbog koje

sistem (5.6.5) postaje:
y=g () + f,(3:1,6), (5.6.7)
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gde je f, perioda T u vremenu f. Stavise:

(1)

(i)

(ii1)

Dokaz:

Ako su x(¢) 1 y(¢)reSenja sistema (5.6.5) i (5.6.6) za x,,y, respektivno, u ternutku =0, i
X, = 7,|=0 (&) onda ‘ x() — y(;)‘ =0 (¢) na vremenskoj skali ¢ ~ /e .

Ako je p, hiperbolicka fiksna tacka sistema (5.6.6) tada postoji ¢, >0 takvo da, za sve
0<e<g,, (5.6.5) poseduje jedinstvenu hiperbolicku orbitu , (1)=p, +0 (¢) istog tipa
stabilnosti kao i p, (7, mozZe biti trivijalna periodicka orbita, y_(r)= p,)

Ako je x'(t)eW’(y,) reSenje sistema (5.6.5) koje lezi u centralnoj mnogostrukosti
hiperbolicke periodicke orbite y_(¢)= p, +O (¢),1 y'(t) e W*(p,) reSenje sistema (5.6.6) koje

leZi u centralnoj mnogostrukosti hiperbolicke fiksne tacke p, 1 |x*(0)- y’*(O)‘ =0 (¢)» onda

X (6)— yS(t)‘ =0 (¢) za tel0,0). SliCan je rezultat za reSenja koja leze u nestabilnoj

mnogostukosti u vremenskom intervalu ¢ ¢ (—,0].

Prikaza¢e se prva dva dela dokaza koriste¢i standardne rezultate za diferencijalne jednacine; za

poslednji deo bolje je koristiti ideje Poincaré-ovih mapa i invarijantnu mnogostrukost. Po¢nje se sa

eksplicitnim ra¢unanjem promene koordinata. Neka je:

fxte)=f(x)+ f(x.t,€) (5.6.8)

Podeljena na dva dela 7, i oscilatorni deo 1. Neka je:

x=y+ew(y,t,€), (5.6.9)

jos uvek ne biraju¢i w . Diferenciranjem (5.6.9) i koriste¢i (5.6.5) 1 (5.6.8) sledi:

[I+8Dyw]y:)'c—gaa—v::J(y+gw)+aj7(y+gw,t,8)—g%’

ili
y=eli+ep,wl’ [f'(y+sw)+f<y+ew,z,s)—%] (5.6.10)
Razvijaju¢i (5.6.10) po stepenim od ¢ i biraju¢i w da njen izvod po vremenu bude 7:
%":f(y,z,O)a (5.6.11)
dobija se:
y=g 0+ 8{1?‘,]'()/, 1,00w(y,1,0) = D, w(y,2,0) f () + % (y,f,O)} +0 (%) (5.6.12)

dof _
=g () +& fi(n.t,6)

kao $to je trazeno.

Da bi dokazali (i) koristicemo verziju Gronwell-ove leme:

Lema 5.6.1, [26]: Ako su v i ¢>0 naintervalu [0,¢] , cje diferencijabilno, i

v(t) =c(t) + j(:u(s)v(s)ds , onda v(t) < c(0)exp J;u(s)ds + J;c'(s)[exp j;u(r)dz'}ds .

Sada se posmatraju jednacine (5.6.6) i (5.6.7). Njihovim integraljenjem i oduzimanjem sledi:
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YO =y = v, — 3o +&[[F o) - T )M + £ [ .0, (5).5. £)ds

gde je y,.(?) reSenje jednacine (5.6.7) za y,,. Pustaju¢ida y, —y=¢, L neka je Lipschitz-ova konstanta
od f i C maksimalna vrednost od f, dobija se:

C@)| <|£(0)]+ 6L j(];(s)\ds +82Ct. (5.6.13)
Primenjujuc¢i Gronwell-ovu lemu, sa |c(7)| = |¢(0)|+ £*Cr 1 KoristeCi u(s) = & ima se:

C@)|<|¢0)e™ +&°L jo e ds < [5(0) + gﬂed (5.6.14)

Dakle, ako je

V0~ 2| =0 (&), zakljutuje se da [y (1)—y(t)=0(s) za ref0,l/eL]. Na kraju
transformacijom (5.6.9) sledi:
[x(®) = y, ()] = ew(y,.,1,€) =O (&)

i koriste¢i pravilo trougaone nejednakosti: [x(r) — y(¢)| < |x(t) - y, (1)] +|y, (r) — »(1)| » dobija se Zeljeni rezultat.

Da bi dokazali (ii) posmatraju se Poincaré-ove mape F,, P, pridruzene jednac¢inama (5.6.6) i (5.6.7).
Zapise se poslednji sistem kao:

SETAOE 6=1 (5.6.15)

y=gd W+ fi(0,0.6); f=1 (5.6.16)

gde je (y, e)e R"xS'i §'=R/T krug polupreénika 7. DefiniSe se globalni popre¢ni odsecak
Y= {(y, 0}9 = ()}, i prvi odgovor ili vreme 7' Poincaré-ove mape P,:U — %, P,:U — X su onda definisane
za (5.6.15), (5.6.16) na uobicajen nacin, gde je U < X otvoreni skup. (U F, indeks O ne znaéi da je
£ =0 u (5.6.15) ve¢ da su ¢alnovi O (gz) uklonjeni). Zapaza se da je P, &”- bliska F, dok je T fiksno
zavisna od & . Ako je p, hiperbolicka fiksna tacka za (5.6.6), onda je takode hiperbolicka fiksna tacka za
DP(p,) dok je DP(p,)=e™. Zato je 1im, ,(1/e)e™™ " —1d|=TDf(p,) invertan. Dok je P, &*-
zatvorena za Fj takode sledi lim_ (1/¢)DP.(p,)-Id]=TDf(p,)- 1z teoreme implicitne funkcije sledi da nule
od (l/g)[DPg ( Po)— Id] ¢ine neprekidnu krivu (p,.)eR"xR. P, Su fiksne tacke od P, , i sopstvene vrednosti
od DRg(pg) su & bliske onima od DR)(pO) dok je p =p,+0(s) i
DP, (pg)zexp[gT(Df (p,)+€Df; (pg))]zexp[gTDf (po)]+o(gz). Dakle, (5.6.16) ima periodicku obritu y, & -
blisku p,,1 promenom koordinata (5.6.9), jednacina (5.6.5) ima sli¢nu orbitu.

Da bi dokazali (iii) pretpostavi se da (5.6.6) ima hiperbolicku sedlastu tacku p, i1 posmatraju se reSenja
y(t) e W*(p,) 1odgovarajucareSenja y (t) € W*(y,) celog sistema (5.6.7). Dokaz je podeljen u dva dela:

Spoljni region u kojem je osrednjeno vektorsko polje 6]; (y) vece u poredenju sa preostalim ¢lanovima
g’ N2 (y,t), i unutrdnji region u kojem su ,,perturbacije” &° fi i éf uporedivog reda veliCine. Fiksira se

& -okolina , Uy, od p,, takvo da, izvan Uy, sledi | f(y) >> £|f,(y.t.¢) - Kao Sto je ve¢ re¢eno, standardni
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Gronwell-ov proracun pokazuje da je |y — J’o‘ =0 (¢)za vreme reda 1/¢ izvan Uy. Sa druge strane , u

U ; teorema lokalne stabilne mnogostrukosti garantuje da je stabilna mnogostrukost W, (y,) &,C" bliska
W (po)x[0.T]. Stavise, unutar W:.(y,) 1 W;.(p,)reSenja se sakupljaju oko y, 1 p,, respektivno, ovim
sakupljanjem rukovodi eksponencijalni ¢lan oblika e . Koriste¢i ovu ¢injenicu moze se dokazati da,
akosuy, 1 y, unutar U, bez O (¢), oni ostaju bez O (¢) za sva ostala vremena. Slika 5.6.1 pokazuje dva
prorac¢una zajedno i koriste¢i transformaciju (5.6.9) kao i ranije, dobija se Zeljeni rezultat.

e — ————

Wipe) Yo

W =

yith o~ *o wiy_ I0E

Pe™ T, nx

Slika 5.6.1 Zakonitiost usrednjenja na polubeskonacnim intervalima vremena

5.6.2. Primeri primene metode usrednjenja

Prvi primer

Posmatra se skalarni sistem:

X =é&xsin’ ¢t (5.6.17)
Ovde je f(x,t,&)= f(x)+ f(x.t.6)=x/2—(x/2)cos 2z, pa sledi:

ow =L cos2s, ili
ot 2
w=—§sin2t~ (5.6.18)

Zapaza se da je - nezavisan ¢lan koji se moze pojaviti u anti —izvodu je generalno uzet da bude nula. Iz

(5.6.12), transformisani sistem je:

y=elte? [1 ~Los ZIJ(— 2 sin 2t) - (— Lin 2tj(yj +0 (6‘3)
2 2 2 4 4 2

ili

y=8§+82%sin4t+0 () (5.6.19)

Ovde je autonomna usrednjena jednacina jednostavna:

v, (5.6.20)
2

y=¢&
Resenje jednacine (5.6.17) sa pocetnom vrednoséu x(0) = x,, se lako pronalazi kao:
*() = x, "), (5.6.21)

Uporedujuci ovo resenje sa reSenjem usrednjene jednacine:

W(0) = y,e*. (5.6.22)
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Vidi se da se:

x(1) = y(t) = €|, = yo| - x, sin(26)/4+0 (&%) (5.6.22a)
slaze sa zaklju¢kom (i) teoreme. Ovde hiperbolicki izvor y=0 od (5.6.20) odgovara trivijalnoj
hiperbolickoj orbiti x =0 od (5.6.17), 1, pustajuéi ¢t — —o u (5.6.21)-(5.6.22) vidimo da x(¢), y(r) - 0 onda

1|x(#) - (1) > 0, u saglasnosti sa zaklju¢cima (ii) i (iii).

Drugi primer

Kao drugi primer posmatra se slabo nelinearni oscilator sa prinudnom silom (weakly nonlinear forced
oscillator).

U mnogim nelinearnim oscilatornim problemima, jednac¢ina drugog reda koja se treba prouditi je oblika:
¥+ wpx =g (x,%,1) (5.6.23)
gde je f T-periodi¢na u vremenu #. U sustini, ako je f sinusna funkcija sa frekvencijom o ~ kaw,,
imamo sistem blizak rezonanciji reda k . U tom slu¢aju, o¢ekivanja da se pronade skoro sinusni odgovor
frekvencije a)/ k nalazu da se koristi invertna van der Pol-ovu transformacija, koja pretvara (5.6.23) u

oblik (5.6.5) koji onda moze biti usrednjen. Odredi se:

[ZJ”@ 4= Cos[a;j —wsm[“:j, (5.6.24)

tako da (5.6.23) postaje:

2 72 2 ]
a:—fﬂ“’ k’j % Jx+§f(x,)'c,t) sin(%}

\>=—k[(a)2 ~ ko Jx+éf(x,)'c,t)}cos(a:} (5.6.25)

® IS
U kojima x, X mogu biti napisani kao funkcije od u,vi ¢ pomoéu (5.6.24). Ako o’ —k’w; =O (&), onda
je (5.6.25) u pogodnoj formi za usrednjenje.
Kao specifican primer, posmatra se standardna Duffing-ova jednacina, koja se izucava u skoro svim
tekstovima o nelinearnim oscilacijama, i zapisuje se u obliku:
)'é+a)§x:8[;/coswt—c%'c—wc3], (5.6.26)
gde @ —®® = £Q, na primer ima se moguénost da se odredi jedna rezonantna vrednost. Uzimajuéi k=1 u
(5.6.24) dobija se transformisani sistem:
u= g[Q(u cos @t — vsin ot )— o (usin ot + vcos wt )+ a(u cos ot —vsin ) — y cos a)t]sin wt,

p=2 [Q(u cos ot —vsin wt)— wd(usin wt +vcos )+ a(ucos wt —vsin o)’ —y cos a)t]cos wt. (5.6.27)
®

Usrednjavajuci (5.6.27) unutar jednog perioda 7 = 27/w, dobija se:
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def
u :;{—a)éu—(lv—?(uz +v2)\/} =& (u,v)
\'/:25[Qu—wé‘v+3:x(u2+v2)u—y}d;f¢,fz(u,v) (5.6.28)
®

ili, u polarnim koordinatama; r =u* +v*,¢ = arctg(u/v):

f:i[—wé‘r—ysinqﬁ],
2w

r¢'§:i[§2r+37ar3 —;/cosgzﬁ} (5.6.29)

20
Imajuci u vidu transformaciju (5.6.24):
x =u(t)cos wt —v(t)sin ot = r(t) cos(wt + P(t)) »
vidi se da su promene amplitude 7, i faze, ¢ lagane, reSenja jednacine (5.6.26) su data kao reSenja

usrednjenog sistema (5.6.29). Zato je bitno pronaéi ravnotezna resenja ili fiksne tacke od (5.6.29), koje,

po teoremi o usrednjenju i transformacijom (5.6.24) odgovarju stabilnim, gotovo sinusnim re$enjima
podetne jednaine. Fiksirajuéi @, i yi crtajuci fiksne tacke 7,¢ jednacine (5.6.29) po Q ili o/, ,
dobijaju se amplitudno-frekventne i fazno-frekventne rezonantne krive, slika 5.6.2. Tipovi stabilnosti

grana reSenja, prikazani na toj slici, su dobijeni proucavanjem sopstvenih vrednosti linearizovane

usrednjene jednacine.

[ __ stabilna res.

--- nestabilna

v
I
/
’
i
:
i
_ ]
T sk f
i
'
1 ]
2 3
O\
-

I e 1,

i
3
p

Slika 5.6.2 Amplitudno i fazno frekventna rezonantna kriva za Duffing-ovu jednacinu:
ea=0.05,66 =0.2,5y =2.5.
Na slici 5.6.3 su prikazani tipi¢ni fazni portreti za (5.6.28)-(5.6.29), dobijeni numerickom integracijom za
vrednosti parametara za koje postoje tri hiperbolicke fiksne tacke. Na slici 5.6.4 (a) reprodukovane su
stabilne i nestabilne mnogostrukosti sedlaste tacke, pomoc¢u inverzne transformacije (5.6.24) (za k =1)
primenjene za t=0:x=u,Xx=—-wv. Po teoremi 5.6.1 te mnogostrukosti bi trebalo da aproksimiraju

stabilne i nestabilne mnogostrukosti Poincaré-ove mape celog sistema (5.6.26), $to je prikazano na slici

5.6.4 (b).
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Slika 5.6.3. Fazni portreti jednacine (5.6.28): sa = 0.05, €6 =02, ey =2.5,0,=1. (@) ®=1.5,(b)
w=1.65
ri6
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Slika 5.6.4. Poincare-ova mapa za Duffing-ovu jednacinu uporedena sa vremenskim T tokom usrednjene
Jjednacine: sa =0.05, €6 =0.2, gy =2.5,w, =1,w =1.5. (a) Invarijantne mnogostrukosti sedlaste

tacke za usrednjenu jednacinu (5.6.28); (b) Invarijantne mnogostrukosti sedlaste tacke za Poincaré-ovu
mapu.
Na kraju, napominje se da je u odredenim slucajevima neophodno usrednjavanje drugog ili ¢ak viseg reda

ako je rezultat usrednjavanja prvog reda neresiv.
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5.6.3. Usrednjenje i lokalne bifurkacije

Za jednoparametarsku familiju sistema sli¢nih (5.6.5) oblika:

x=¢,(xt,€); ueR (5.6.30)
sa pridruzenom familijom usrednjenih sistema:

y=¢,0)- (5.6.31)
Pretpostavi se da (5.6.31) podnosi bifurkaciju kako # varira. Zelja je da se sazna da li (5.6.30) podnosi

slicnu bifurkaciju. Za jednostavnije jedno-kodimenzione bifurkacije, odgovor je: da sa odredenim
svojstvima.

Teorema 5.6.2. Ako za y =y, (5.6.31) ima sedlastu tacku ili Hopf bifurkaciju, onda, za 4 u okolini g,

iza & dovoljno malo, Poincaré-ova mapa od (5.6.30) takode ima sedlastu tacku ili Hopf bifurkaciju.
Dokaz:

Fiksira se &>0, neka je malo. Zatim se koristi & -okolina Poincaré-ovih mapa P/ 1 P* od (5.6.31) 1
(5.6.30), respektivno. Za sedlastu tacku posmatra se bifurkaciona jednacina (Teorema 5.6.1)
(feid - Xy)=0 1 (1/e)id-P")x)=0 (5.6.32a,b)
Po hipotezi, osrednjeni sistem ima par fiksnih tacaka y,,y_ koje se sjedinjuju za £, u zaobljen (lokalno
paraboli¢an) ugao u (y,u) prostoru (slika 5.6.5). Postoji lokalna promena koordinata u okolini tatke

(v.(¢, ) 4,)eR"xR pod kojom se tacke na tim granama mogu transformisati u oblik
yi(ﬂ):(ic Ly _y,o)e RxR™ =R". Dok je P* u £ -blizini od P}, sledi da u istim koordinatama, P/

ima par grana ravnoteze x, (u)= (ic [, — 1 +0 (£),0 (g)), i dok su matrice DP*(x,(u)) i DP(y.(u))

takode bliske, linearizovana stabilnost grana je ista za oba sistema.

yo\
ly| ¥ (g

-

. P

Slika 5.6.5 Bifurkacija sedlaste tacke

Ovi rezultati mogu biti primenjeni za Duffing-ov primer. U sustini, sledi da se bifurkacije sedlaste tacke
koje se pojavljuju na prevojnim ili taCkama rezonantnih skokova na slici 5.6.2 u osrednjenoj Duffing-
ovoj jednacini odgovaraju bifurkacionim sedlastim tackama periodic¢kih orbita za ceo sistem. I za multi
parametarske sisteme i komplikovanije bifurkacije moze se reci: npr, za Duffing-ov primer iz odeljka

5.6.2 postoji tacka u €2,y prostoru za koju taj sistem ima degenerativnu fiksnu tacku koja se moze

razdvojiti u jednu, dve ili tri tatke- kao kod perturbovane ra¢vaste bifurkacije. U toj tacki dva prevoja

amplitudno (fazno)-frekventnih rezonantnih funkcija sa slika 5.6.2 sjedinjavaju se u tacku vertikalne
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tangente. Sledi da, u blizini te tacke, polazni sistem ima bifurkaciju u kojoj se sjedinjavaju tri periodicke

orbite.

5.6.4. Metoda usrednjenja, Hamilton-ovi sistemi, i globalno ponaSanje

Teorema 5.6.3. Ako vremenska T' mapa toka F, od usrednjenog sistema (5.6.6), svedena na
ograni¢eni domen D — R", ima ograni¢en skup iskljuéivo hiperboli¢kih fiksnih tacaka i svi preseci
stabilne i nestabilne mnogostrukosti su poprecni, onda je odgovaraju¢a Poincaré-ova mapa P, D od

polaznog sistema (5.6.5) topoloski jednaka PO‘ 5 Za g >0 dovoljno male vrednosti.

Dokaz sledi iz Cinjenice da je ova teorema neposredna posledica glavne teoreme usrednjavanja 5.6.1.
Ako se vrati na Duffing-ovu jednacinu iz primera 5.6.2 moze se upotrebiti Bendixon-ov kriterijum da bi se
proverilo da fazni portret od sistema usrednjenih jednacina (5.6.28) ne sadrzi zatvorene petlje, tj. nema

zatvorenih i1li homoklini¢kih orbita. Potvrdi se da:

traceDf:%+%:—5<Os (5.6.33)

u  Ov

za svako (u,v)eR?. Dakle, fazni portret moZe sadrzati samo fiksne tacke i, dok je u ravni i ne pojavljuju

se homoklinicke petlje, postoji samo jedna sedlasta tacka, stabilna i nestabilna mnogostrukost te tacke se
ne mogu presecati. Dakle, zadovoljena je teorema 5.6.3 1 P, je topoloski jednaka P, za dovoljno malo ¢ .
Teorema 5.6.4. Ako usrednjeni sistem (5.6.6) ima hiperbolicku periodi¢ku orbitu y,, onda tok sistema
(5.6.16) ima invarijantan hiperbolicki torus 7, u okolini y, x §'. Ekvivalntno, Poincaré-ova mapa P. od
polaznog sistema (5.6.5) ima invarijantnu zatvorenu krivu y,_ u okolini y, .

Dok postoji neprekidna invarijantna zatvorena kriva za obe P, i P, , dinamika od P, je generalno

prili¢no slozena zahvaljuju¢i efektu rezonancije. Da bi ovo shvatilo, posmatra se:
v =fly)+ éfl(y,’,ej (5.6.34)
&

gde 7 =&, 1 perturbacija ima novi period &7 . Ako, za ¢ =0, (5.6.34) ima jednu orbitu perioda 7, onda,

kako £ — 0, rezonantna zavisnost:

Fomel L nez, (5.6.35)
n

je zadovoljena za sve vreme.

Ako je polazni sistem (5.6.5) Hamilton-ov sa energijom sH (u,v,t,g) onda transformacija (5.6.9) moze

biti izabrana da bude kanonicka, tako da je transformisani sistem (5.6.7) takode Hamilton-ov. Ako x e R?,

tako da je (5.6.6) dvodimenzionalni autonomni sistem, onda su njegove krive reSenja jednake krivima

usrednjene Hamilton-ove funkcije:
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Hlu,v)= %JOTH(u,v,t,O)dt (5.6.36)

Ako usrednjeni sistem ima kompaktne krive koje sadrze sedlastu tacku onda je neophodno da ta kriva
ima netransverzalni presek stabilne i nestabilne mnogostrukosti za neperturbovanu Poincaré-ovu mapu i

ne moze se ocekivati da se odrze posle vracanja vremensko zavisnih ¢lanova &° f, .

Jo$ jednom posmatra se Duffing-ova jednacina iz odeljka 5.6.2 i neka je §=0. PocCetni sistem je sada

Hamilto-nov , i, direktno iz (5.6.28) moze se videti da je usrednjeni Hamilton-ian:

gH(u,v):—4‘;[(2(112 +v2)+38a(u2+v2)2—27u}. (5.6.37)

Odgovarajuci fazni portret je prikazan na slici 5.6.6. Zapaza se, u nastavku, dupla homoklinicka petlja i tri
kontinulalne familije periodickih orbita. Dok su te krive invarijantne krive za (nepertubovanu) Poincaré-
ovu mapu £, usrednjenog sistema, dotle u opstem slucaju ocekuje se da se homoklinicka petlja raskine,

izazivajuéi transverzalni presek perturbovane stabilne i nestabilne mnogostrukosti.Takode, ocekuje se da

se rezonantna zatvorena kriva raskine na neki komplikovaniji nacin.

T

Slika 5.6.6. Fazni portret za usrednjenu Duffing-ovu jednjacinu:
eax=0.050=0,¢y=250w,=1,0=125.
Ponekad, iako pocetni problem nije Hamilton-ov, homoklini¢ke bifurkacije se mogu pojaviti u usrednjenoj
jednacini. Generalna teorije ovde izloZzena pokazuje da, za & dovoljno malo i zavisno od ostalih
parametara, fazni portreti su sacuvani za ceo sistem, dok su tok i 7 mape za usrednjeni sistem u ovom
slucaju strukturno stabilni. Ipak, kako je predvideno vrednost parametra za koju se pojavljuje
homoklini¢ka bifurkacija, ¢ -okolina za koju je odrziv zakljuak teoreme 5.6.4, odskace. Jasnije, u
bifurkacionoj tacki, ne moze se ocekivati da budu identifikovane stabilne i nestabilne mnogostukosti sedla
za pertubovanu mapu P . U opstem sli¢aju ocekuje se da se pronade transverzalni presek koji se
pojavljuje u okolini bifurkacione tacke za neperturbovani sistem, sa kvadratnom tangenciom

mnogostrukosti u diskretnim tackama koje se pojavljuju na granicama regiona, slika 5.6.7.

ug
(a) (b} {C)

Slika 5.6.7. Opsta perturbacija za degenerativnu homoklinicku bifurkaciju mape p*.
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5.6.5 Poremedaji homoklinickih orbita u ravni, Melnikov-ljeva metoda

Ovde se razvija metoda koja omoguéava da se proucava Poincaré-ova mapa za periodicki sistem

oblika:
i=f(x)+eg(x.0); x:me R (5.6.38)

v

gde je g perioda T u vremenu 7. Sto se moZe zapisati i kao sistem:

)'c=f(x)+ég(x,9)}; (x,0)eR*x "
f=1
gde je f (x) Hamilton-ovo vektorsko polje definisano na R? ili neki njegov podskup, a ag(x,t) mala

perturbacija, koja ne mora biti sama Hamilton-ova. Mnogi fizi¢ki problemi mogu biti izraZzeni u ovakvoj
formi, ali glavni razlog zasto se ovde proucavaju ti sistemi je taj jer oni predstavljaju jedan od slu¢ajeva u
kojima globalna informacija o sistemu moze biti dobijena analiti¢ki.

Osnovna ideja ove metode je da se nacini upotrebljivim globalno izraunato reSenje neporemeéenog
integrabilnog sistema u prora¢unu poremecéenog reSenja. Da bi se to postiglo prvo se mora uveriti da
perturbacioni proracun jedinstveno vazi na dovoljno dugom ili polu-beskona¢nom intrervalu vremena.

Prvo se pojasnjava ova pretpostavka. Posmatra se sistem oblika (5.6.38), gde su:

(i) (2

dovoljno puta intagrabilne (C",r > 2) na ogarni¢enim skupovima, i g je perioda 7' u vremenu ¢. Radi
pojednostavljenja pretpostavlja se da je neporemeceni sistem Hamilton-ov sa f, =0H/ov, f,=—0H/ou.

Uopsteno, ograni¢ava se na ograniéen region D c R’ faznog prostora. Specijalne pretpostavke za
neporemeceni tok su:

Al Za ¢ =0 (5.6.38) poseduje homoklini¢ku orbitu ¢°(¢), kroz hiperbolicku tacku tipa sedla p, .

A2 Neka je = {qo(t)(t c R}u {p,}- Unutra$njost od I"je ispunjena sa neprekidnom familijom
homoklini¢kih orbita ¢“,a € (— 1,0). Pustaju¢i da d(x,l""): infqero‘ x—g| IMamo fim__ sup d(g().r°)=0-
A3 Neka je i, = H(q“(t)) i T, neka je period od ¢“(¢). Onda je 7, diferencijabilna funkcija od 4, i
dT, /dh, >0 unutar "°.

Zapaza se da iz A2 1 A3 sledi da 7, — o monotono kako & — 0. Ovo je ilustrovano na slici 5.6.8.
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Slika 5.6.8. Slobodan (neporemecen) sistem
Mnogi od problema koji slede mogu biti dokazani sa manje restriktivanim pretpostavkama. U sustini u
ovom odeljku zahtevace se samo Al.
Kao u odeljku 5.6.1 definiSe se Poincaré-ova mapa P! :3° -3, gde je 5% ={x,r)r=1,e[0,T]jcR*xS'
globalni poprecni presek u vremenu ; za ograniCeni autonomni tok od (5.6.38). Iz pretpostavke Al

odmah sleduje da neporemecena Poincare-ova mapa peima hiperbolicku sedlastu taku p, 1 da je

zatvorena kriva 1° =+ ( po)m w* ( Po) nacinjena od tacaka nepopre¢nih homoklinickih preseka za PO’0 (ovde
indeks 0 govori da smo uzeli da je ¢ =0 u (5.6.38)). Ocekuje se da se ova veoma degenerativna struktura
raskine pod uticajem poremecaja eg(x,t), 1 mozda da proizvede poprecne homoklinicke orbite ili da

nikako ne postoje  homoklinicke orbite. U sustini, ovaj metod ¢e dokazati postojanje poprecnih
homoklini¢kih orbita i homoklinic¢kih bifurkacija u vaznijim fizickim primerima. Ovo je jedan od nekoliko
analitickih metoda koji omogucava otkrivanje i proucavanje haoti¢nog kretanja.

Pocnje se sa osnovnim perturbacionim rezultatima:

Lema 5.6.2 Pod pomenutim pretpostavkama, za ¢ dovoljno malo, (5.6.38) ima jedinstvenu hiperbolicku
orbitu »°(¢)= p, +O (¢). Time i Poincaré-ova mapa P"ima jedinstvenu hiperbolicku tacku tipa sedla
p1(0)=py 0 (6).

Dokaz ove leme se izvodi strogom primenom teoreme implicitne funkcije.

Lema 5.6.3. Lokalna stabilna i nestabilna mnogostrukost w;* (y.) i ;" (y,) poremecene periodicke orbite
su C" -bliske onima od neporemecene periodicke orbite p, x S'. Stavise, orbite q:(t.t,), q"(t.t,) koje leZe
u wi(y,).w" (75) i koje su osnovane od X" mogu biti izrazene na sledeéi nadin, sa jedinstvenom
vazno$éu u posmatranom intervalu vremena:

a:(t.t,)= q*(t—t,)+ &g} (t,1,)+O (2, telty,®)

g (t.1,)= q* (e —t, )+ g" (t,2,)+O (£7), te(-o,t,]. (5.6.39)
Dokaz. Kao i u dokazu teoreme usrednjenja, fiksira se v -okolina (0 <& <<v<<1) U, od p, unutar koje

su lokalna poremecena mnogostrukost i njen tangentni prostor & - bliske onima od neporemecenog toka
(ili Poincaré-ove mape). Standardni Gronwell-ov proracun pokazuje da poremecéene orbite koje pocinju

unutar O (g) od ¢°(0) postoje i unutar O (¢) od ¢°(¢—¢,) za konaéno vreme i prema tome moze se pratiti

bilo koja takva orbita od neke proizvoljne tacke u okolini ¢°(0) na I'van U, do granice sa U,. U v,

ako je poremecena orbita ¢ izabrana da leZi u #*(y,), njeno ponaSanje se rukovodi eksponencijalnim
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sakupljanjem pridruZenim linearizovanom sistemu. Sta viSe, perturbaciona teorija invarijantnih

mnogostrukosti tvrdi da:

a2tt0)- ¢t - foj =0(¢), dok je poremecena mnogostrukost C" -bliska neporemecéenoj mnogostrukosti.

Stavrni proracun pokazuje da

q;(t,to)— qo(t_toj =O(g), za t € (t,,).

Ova lema tvrdi da su reSenja iz stabilne mnogostrukosti jedinstveno aproksimirana, za 20, reSenjem
% jednagine prvog izvoda.
G, (t.1) = Df (q" (t = 1,))q; (t.1)) + g(q° (1 = 1,). 1) (5.6.40)

[
&

s N, 1t 0
Definise se sada odvajanje mnogostrukosti " (vt) i (vt na preseku Z”° u tacki ¢ (O kao:

d(to):q‘iv(to)_qz(to) (5.6.41)

gde squ’(to)ﬁqiv(to,to), q:j(to)tgqj(to,to) jedinstvene tacke u *(ps ), w*(p>) najblize tacki py i koje
leZe na normali:

£H@°0) = (/2" O, /1" (@) od T"ug"(0).

Iz C” -blizine mnogostrukosti od I'’, iz leme 5.6.3. sledi:

d(e,) = L@ O @)= 4/(0) o (o) (5.6.42)
£ (q°(0))|

Ovde je operator A definisan kao a Ab=ab, —a,b,, a f A(q! —q})je projekcija g —¢q; na f*,
vidi sliku 5.6.9.

Slika 5.6.9. Poremecene mnogostrukosti i funkcija razdvajanja

Konacno, definiSe se Melnikov-ljeva funkcija:
M) = [ 70~ 1) n gla" (- 1), (5.6.43)

Teorema 5.6.5.: Ako M(;,) ima proste nule i zavisna je od &, onda se, za dovoljno malo £<0, w" (p;o) i
WS(pf;) presecaju transverzalno (popre¢no). Ako A/(r,) nema nulu onda p (PZ" )m WA‘(piﬂ ): .

ZapaZanje: Ova teorema je bitna jer omogucava da se proveri postojanje poprecnih homoklinic¢kih orbita
u specijalnim diferencijalnim jednaCinama. Iz prisustva takvih orbita, prema Smale-Birkhoft-ljevoj

teoremi, sledi da neka iteracija (Pg’U }' Poincaré-ove mape ima invarijantni hiperbolicki skup: Smale-ovu

potkovicu. Potkovica sadrzi konacan broj (nestabilnih) periodickih orbita, neogranic¢en skup grani¢nih,
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neperiodickih orbita, i gustu orbitu. Osetljivost od pocetnih uslova koja je izazvana u toku diferencijalne
jednacCine ima veliki prakti¢ni znacaj.
Dokaz teoreme 5.6.5.moze se na¢i u monografiji [50]. Iz dokaza sledi da mora postojati takvo ¢, = 7 da su

T
&

¢.(r)=¢)(r) i ima se homoklinicka tatka qew*(p:)~w"(p:). Ali kako su sve Poincaré-ove mape
P" jednake, w" (P?) i Wf(pf;) se moraju presecati za sve vreme ¢, €[0,7]. Cak, ako su nule proste
(dM/dt, # 0), onda sledi da je presek popreCan. Prakti¢no, ako ne postoje nule, onda ¢;(7) i ¢ (r) ostaju
iste orijentacije i mnogostrukosti se ne presecaju.

ZapaZanja:

1. M(z,) je T-periodicko u vremenu ¢, jer su P° i P**" identi¢ne, dakle d(¢,) = d(t, + T) . Ratunajudi
M(t,) zapravo stoje¢i u fiksnoj tacki ¢°(0) pokre¢e se duz preseka X i posmatra se oscilovanje
poremecenih mnogostrukosti kako se 7, menja. Isto je i ako se fiksira presek X°i pokrece se osnovna
tacka ¢°(0) duz neporemecenog prstena (petlje) T°.

2. Ako je poremetaj g izvod od (vremenski zavisne) Hamilton-ove funkcije

G(u,v): g, =0G/ov, g, = —0G/ou onda sledi:

0

M(t,)= [{H (g ¢ ~1,)).G(q" (t1,).0) i (5.6.44)

-0

gde {H,G} oznacava Poisson-ovu zagradu:

(H,Gy= 219G _0H G (5.6.45)

Ovo je prirodna formula ukoliko se ponovi da se prvi izvod neporemec¢ene Hamiltonian-ove energije H
moze dobiti integracijom njegove razvojne jednacine.

H={H,G} (5.6.46)
duz neporemecene orbite ¢°(t —¢,) .

3. Ako g = g(x) nije eksplicitno zavisna od vremena, onda sledi, koriste¢i Green-ovu teoremu:

[ 1@ =1 A g(q" =)t = [ (fig. - frg))di=

i (5.6.47)
= [(g: " vy — g, VW)t
= [ &, v)du - g, (u,v)dv
= Ier traceDg(x)dx.
4. Zamenom promenljivih 7 — ¢ + ¢, Melnikov-ljev intregral dobija oblik:
M) = [ £(g" ) A g (@)t +1,)dt (5.6.48)

Posmatra se sada slu¢aj kada poremecaj g=g(x,s; ) zavisi od parametra u e R*. Jednostavnosti radi

uzimase kK =1.
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Teorema 5.6.6. : Posmatraj se parametrizovana familija x = f(x)+ gg(x,t; 1), # € R 1 neka vaze hipoteze
Al-A3. Ako se npretpostavi da Melnikov-ljeva funkcija M (to, u)ima  (kvadratnu) nulu
Mz, p,)= @M [ot,)(z, 1) =0, Al (@M/ag)(z,u)#0 1 (@M[ou)z,u,)#0,  onda  je
1, = 1, +O (&) bifurkaciona vrednost za koju se u sistemu pojavljuju kvadratne homoklinicke tangente.

Dokaz teoreme 3. 6.6. moze se nac¢i u monografiji [50].

Primer:

Primenjuju se ovi rezultati na Duffing-ovu jednadinu sa negativnom linearnom kruto$¢u i slabom
sinusnom prinudnom silom i prigu$enjem, pa se jednacina (5.6.26) zapise kao sistem:

u=v

V=u—u’+&(ycoswt —ov), (5.6.49)
gde je yamplituda , @ ferekvencija prinudne sile , 0 promenljivi parametar i & mali parametar. Za

¢ =0 videlo se da sistem ima centre u (u,v) = (£1,0) 1 hiperbolicko sedlo u (0,0) . Ravan skup:

2 2 4

H(u,v):%—u?+u7:0 (5.6.50)

sastavljen je od dve homoklinicke orbite, Ff T i tacke P, =(0,0). Neporemecene homoklinicke orbite
zasnovane na ¢’ (0) = (i\/z ,0) date su kao:
q’(t) = (v/2sech t,—+/2secht tanh ) ,

') =-q.(). (5.6.51)
Izracunace se Melnikov-ljeva funkcija za ¢°(s) (postupak za ¢°(r) je identican). Koriste¢i oblik (5.6.48),

sledi:

©

M(;O):Jwvo(t)[ycos a)(t+t0)—5vo(t)]df (5.6.52)

=2y Isech ttanhtcos o(t +1,)dt — 25 Isech2 ttanh’ tdt

Integrali se mogu izracunati (prvi pomoc¢u metode ostatka), pa sledi:
M(t,;7,0,0) :_?)MJr\/E]/ﬂa)sech(;?jsin wt, - (5.6.53)

Ako se definiSe:

4 cosh(zw/2)
327w ’

onda sledi, iz teoreme 5.6.5., da ako y/5 > R’ (w), Ws(pg) preseca WV (pg) za & dovoljno malo, i ako

R (o) = (5.6.54)

7/6 <R (w), Ws(pg)mWN(pg)zg. Takode, kada M(t,;y,5,w) ima kvadratne nule za y/5=R"(w)
teorema 5.6.6. tvrdi da postoji bifurkaciona kriva u y,§ ravni za svako fiksno @, tangentna na
y=R"(@w)d u y=5=0, u kojoj se pojavljuju homoklini¢ke tangente. Pri kori§¢enju teoreme 5.6.6.
direktno fiksiraln su @ i s na primer, i menja se ¥ . Na slici 5.6.10 prikazane su neke Poincaré-ove mape

jednacine (5.6.49). Njih je dobio numericki Ueda [1981a]. Neporemecena dupla homoklinicka petlja
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r’u {0,0}ul“f je takode prikazana na toj slici 5.6.10(a). Primeéuje se da se prva tangentnost javlja za

ey =0.19, za razliku od teorijske vrednosti 0.188.

Slika 5.6.10 Poincaré-ove mape za Duffing-ovu jednacinu, pokazuju stabulnu i nestabilnu mnogostrukosti

sedlaste tacke u okolini (0,0), @ =1.0, &6 =0.25.(a) gy =0.11; (b) ¢y =0.19; (c) gy =0.30.

5.6.6. Melnikov-ljeva metoda: Perturbacije Hamilton-ovih sistema i subharmonicke orbite

Posmatra se sada sistem (5.6.38) za koji su zadovoljene hipoteze A1-A3 i familija orbita ¢“(¢)
koje leze unutar I'°. Postavlja se pitanje da li ée i jedna od njih ostati ouvana pod dejstvom poremecaja
&g(x,t). Polazi se sa perturbacionom lemom.

Lema 5.6.4 . Neka ¢“(t—t,)bude periodicka orbita slobodnog sistema (neporemecenog sistema) sa
ponavljanjem u X, i periodom 7. Onda postoji poremeéena orbita q%(t,t,)> koja ne mora biti
periodicka, i koja moZe biti izrazena kao:

47 (1) =q° (1= 1)+ 207 (115) +O (&) (5.6.55)

uniformna u intervalu ¢ e [to, ty+T, ], za & dovoljno malo i za svako « e (-1,0). Dokaz se nalazi na 194 str.

monografije [50].
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Subharmonicna Melnikov-ljeva funkcija se definiSe pustajuci da 4(;—;,) bude periodicka orbita perioda

T,=mT/n,sa mi n relativno prostim brojevima, gde je T period poremecaja, sledi:

M) =[" £(q"O) A glq” @)1+ 1)t (5.6.56)
Teorema 5.6.7. Ako M""(t,) ima proste nule i nezavisna je od & i 47T, /dh, =0, onda za 0<&<s(n)

(5.6.38) ima subharmoni¢ku orbitu perioda m7T . Ako jemn =1 onda je rezultat jednako vaZe¢i u

0 < & <g(1). Dokaz se nalazi na 195 str. monografije [50].

Dakle postoji kriva pocetnih uslova koji povezuju ¢”(z,) sa ¢’ (t,) iscrtana iza preseka = posle m
ponavljanja od p, videti sliku 5.6.11 . Dokazuje se ovde da mapa (P")" odesetena u O (g) ima fiksnu
tacku u okolini ¢“(0).

ZapaZanje. Ako M " nema nula, onda se sva reSenja pomeraju ili unutar ili spolja duz neporemecene

orbite i poremecena mapa nema fiksnih tacaka.

Teorema 5.6.8. Posmatra se parametrizovana familija x = f(x)+gg(x,#; ), 1 € R, 1 neka vaze hipoteze Al-
A3. Ako se pretpostavi da  M""(t,,u) ima (kvadratnu) nulu  pzm = @pe ot,)=0;
@M"" o}y, oM"" [ou =0 za p=p,, onda je p = =u +O (¢)bifurkaciona vrednost u kojoj se pojavljuju

¢vorovi tipa sedla periodickih orbita.

f{q%(0n

Slika 5.6.11. Postojanje fiksne tacke u O (s)."'
Slede¢a teorema tvrdi da je homoklinicka bifurkacija granica od konacnog niza subharmonickih
bifurkacija tipa sedla.
Teorema 5.6.9. Neka M ™ (1) = M"(t,) onda lim M " (1) = M (1) - (5.6.57)

Dokaz se nalazi na 197 str. monografije [50].
Da bi se ilistrovala upotreba analize subharmonika, posmatra se Duffing-ova jednacina (5.6.49). Kada je

£ =0, unutar svakog od homoklini¢kih zapleta I'} postoji jednoparametarska familija periodi¢kih orbita

koje mogu biti napisane u obliku:

. NG t —2k* t t
q' () =—4{(). (5.6.58)
gde su sn,cni dn Jacobi-jeve elipticke funkcije i k£ su elipti¢ki moduli. Pri tome su x — Lg* — 2 U{0,0}

1k — 0,4 - (£1,0). Izabru se poCetni uslovi za ¢ =7, da budu:
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2 k}. (5.6.59)
2k

HOE [i
Primecuje se da Hamilton-ian (5.6.50) moze da se napise unutar " (ili I'’) preko modula k kao:

k-1 %
H(q") = m =h- (5.6.60)

Period ovih orbita je:

T, = 2K (k)V2 -k (5.6.61)

gde je K(k) elipticki integral prve vrste. 7, monotono raste sa k kao lim7, =27, lim7, = o 1
k—0 k—1

dr, _dr/dk _, (5.6.62)
dh,  dH/dk
i
lim Tk — . (5.6.63)
k—1 dhk

Pretpostavke A1, A2 i A3 su zadovoljene.

Moze se izaréunati subharmonic¢ka Melnikov-ljeva funkcija za rezonantne periodicke orbite. Posmatrace

se to samo unutar '’ : ¢* (£ —t,) . Uslov rezonancije je, iz (5.6.61):

2K(WN2— K =2, (5.6.64)
wn

1 za bilo koji izbor m,n sa 2zm/wn > V27, (5.6.64) moze biti izraunato jedinstveno da k = k(m,n) i

prema tome jedinstvenu rezonantnu orbitu g+ .

Racunajuci:

M 8,00 = [0 0l cos e+ 1) 540 0 (5.6.65)

0

Koriste¢i Fourier-ove redove za (5.6.58) i zapazenje 3. teoreme 5.6.5. dobija se:
M""(ty;7,8,@) =&, (m,n) — 1J,(m, n, )sin ax, (5.6.66)
gde je:

J,(m,n) = %[(z — K (m, m))2E (k(m, n)) — 4k (m, n)K (k(m, n)] /(2 — K (my )5 1

0; n#l
S (m,n, @) = «/Eﬁwsech7MK,(k(m’l)) ; n=1 ‘
K(k(my))
Ovde je E(k) elipticki integral druge vrste i &' su komplementarni elipticki moduli &' =1-k*. Definiuéi

J,(m.1)
J,(m., ®)

R"(w) = > (5.6.67)

iz teorema 5.6.7 i 5.6.8 zakljucuje se da ako je y/§ > R" (w), onda postoji par subharmonika m -tog reda
(perioda 27/w) koji se pojavljuje na bifurkacionoj krivoj tangentnoj na y = R"(@)d u y =6 =0. Provera
potvrduje da je:

im M ™' (t,;7,8,0) = M(t;7,5,0) (5.6.68)

m—x0
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i da je stepen konvergencije krajnje veliki. Na slici 5.6.12 prikazane su neke od bifurkacionih krivih
RWI (a)) .
Sliéna racunica se moze izvesti za orbite van [ f U{0,0}U I'" i dobijaju se bifurkacione krive

_ J(mDhs
J,(m,1, )

=R" ()6

Iz prethodne teorije o postojanju subharmonijskih orbita jasno je da jedan triger singulariteta [86, 89, 91,
92, 93, 155, 159] sa jednom nestabilnom homoklinickom tackom tipa sedla i sa dve singularne stabilne
tacke pojavljuje se u jedno-frekventnom stacionarnom rezonantnom stanju. To je vidljivo i na krivim
amplitudno 1 fazno-frekventnog dijagrama za stacionarno rezonantno stanje. U slucaju viSefrekventnih
spregnutih rezonantnih stanja i u prisustvu vise spregnutih rezonantnih modova u rezonantnom opsegu
odgovarajucih frekvencija dolazi do pojave jednog ili vise trigera [91]. Maksimalan broj spregnutih trigera
odgovara broju spregnutih modova i broju rezonantnih frekvencija spoljasnje pobude. Broj nestabilnih
homoklinickih tacki tipa sedla u faznom prostoru sa vise trigera jednak je broju rezonantnih frekvencija
spoljasnje pobude. Na primer, za Cetvero-frekventni spregnuti proces u u —Vvravni postojale bi Cetiri
homoklinicke tacke tipa sedla. Pojava ovih nestabilnih homoklinickih tacki zahteva i dodatna ispitivanja

jer ona povlacii elemente nestabilnosti u stacionarnom nelinearnom vise-frekventnom procesu.

P i 2 3 E )

w

3 Ta T

Slika 5.6.12. Bifurkacione krive za homoklinicke orbite i subharmonike Duffing-ove jednacine, (a)

R"(w) (subharmonicke orbite unutar T, ); (b) nagibi R"(w), »=1. Zapaza se velika konvergencija R"(w)

i R"(w) ka R"(w).
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6* Poglavije

Energijska analiza dinamika hibridnih sistema

6.1. Energija sprezanja

U monografiji [208] Nayfeh-a prikazan je jezgrovit i jedinstven postupak analitickih,
kompjuterskih i eksperimentalnih metoda i pristupa nelinernim interakcijama. Te metode su koriS¢ene za
jedinstveno proucavanje i tumacenje fascinantnih sloZenosti nelinearnih dinamickih sistema. U toj
monografiji komentarisano je da energija viSefrekventnih izvora moze da se prenese na niskofrekventne
modove nosecih struktura ili podloga a kao rezultat beleze se razarajuce velike amplitude oscilovanja koje
umanjuju njihov zivotni vek. Sa druge strane taj mehanizam moze da se iskoristi u prenosu energije sa
sistema na ugrozene podsisteme [209] i tako znaCajno smanje oscilacije glavnog sistema i poveéa njegov
zivotni vek.

U radovima [65, 66, 111, 112, 144, 145, 146] autori su predstavili prenos energije izmedu modova
nelinearnih oscilacija deformabilnih tela u spregnutim linearnim i nelinernim oscilatorima Kkoristeci
usrednjenje i1 asimptotsku metodu Krilov-Bogoliyubov-Mitropolskiy-kog za dobijanje sistema

diferencijalnih jednacina po ampitudama i fazama u prvoj aproksimaciji i izraza za energiju pobudenih
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modova koji zavise od amplituda, faza i frekvencija razli¢itih nelinearnih modova. U smislu dobijenih
prvih aproksimacija reSenja, izvrSena je energijska analiza interakcije medu modovima u slucajevima
dobijenih vise frekventnih oscilatornih rezima u nelinernim elasti¢nim sistemima (greda, ploca i ljuski)
pobudenih pocetnim uslovima za slobodne i prinudne oscilacije. Takode, identifikovan je prenos energije
izmedu modova. U slucaju kad je frekvencija prinudne sile u rezonantnom opsegu u okolini jedne od
sopstvenih kruznih frekvencija osnovnog linernog sistema javljaju se dva ili viSe rezonantnih skokova i
moguce ih je identifikovati dobijenim sistemom diferencijalnih jednacina po amplitudama i fazama prve
aproksimacije. Triger spregnutih singulariteta, kao i spregnuti trigeri vrednosti energije su prikazani u
multifrekventnim stacionarnim i nestacionarnim rezonantnim reZzimima nelinearnih sistema za vreme
porasta ili opadanja vrednosti frekvencija spoljasnje pobudne sile kroz rezonantni opseg odgovarajuceg
moda oscilovanja. U radu [38] prikazana je energijska analiza longitudinalnih oscilacija Stapova.
1z zakljucaka tih radova mozZze se izdvojiti sledece uopsSteno razmatranje:

Oscilatorni procesi u dinamickim sistemima zavise od karaktera sistema. U takvim sistemima energija se
transformise iz jedne u drugu formu i ima razlicite tokove unutar dinamickog sistema.

Transformacija kineti¢ke energije u potencijalnu i obratno javlja se u konzervativnim sistemima, ali
kada je linearni sistem u pitanju, energija koju nosi posmatrani harmonik (mod) odgovarajuca frekvencija
ostaje konstantna za sve vreme dinamickog procesa, kao i ukupna energija sistema. Ne postoji uzajamni
uticaj izmedu harmonika i sistem moze da se predstavi parcijalnim oscilatorima, ¢iji broj odgovara broju
stepeni slobode oscilovanja ili broju sopstvenih kruznih frekvencija slobodnih oscilacija. Pri tome, ukupna
energija jednog parcijalnog oscilatora ostaje konstantna i javlja se transformacija kineticke u potencijalnu
energiju. U takvim linearnim sistemima ne javlja se prenos energije izmedu modova [238].

Kada je nelinearni konzervativni sistem u pitanju ovakvi zakljucci bi bili netacni. Teorijske i
eksperimentalne studije pokazuju da postoji interakcija izmedu bliskih modova i da rezultira razliitim
bifurkacijama i haoti¢nim atraktorima. Teorijski reztultati ukazuju takode da prigusenje moze biti
destabiliziraju¢e. Kod nelinearnih sistema javlja se neizohronost harmonika razli¢itih frekvencija koje
zavise od pocetnih uslova i spregnute su sa amplitudama razli¢itih harmonika. Energija, bilo kineticka ili
potencijalna, saopS$tena sistemu u poc¢etnom trenutku odredenom harmoniku sa odredenom frekvencijom
prenosi se nelinernim efektima dinamike sprezanja na harmonike drugih frekvencija. U nelinearnim vise-
frekventnim ocilatornim sistemima pod uticajem spoljasnje vise-frekventne pobude moguce je primetiti i
pojavu prenosa energije sa jednog na drugi harmonik, kao i opadanja ili porast kinetickih parametara
jednog harmonika sa promenom parametara drugog harmonika. Ove pojave se mogu uociti kako pri
slobodnim nelinearnim oscilacijama tako i pri prinudnim stacionalrnim ili nestacionarnim viSe-
frekventnim nelinearnim oscilacijama. Takvi efekti su narocCito vazni prilikom prolaska kroz rezonantno
stanje Sto se deSava kada jedan ili visSe harmonika osciluje frekvencijama iz rezonantnog opsega
nelinearnog sistema.

U radovima [275-277] pokazano je da osnovna nelinearnost dovodi do pojave nepovratnog nelinearnog

transvera energije izmedu podsistema- nazvanog nelinearno pumpanje energije.
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6. Energijska analiza dinamika hibridnih sistema

Vazno je ispitati prenos energije izmedu podsistema hibridnih sistema kao i izmedu razli¢itih
podprocesa u sistemu sa hibridnim procesom u kome su podprocesi spregnuti sa razliitim tipovima
sprezanja. Elementi sprezanja kao $to smo ve¢ videli mogu biti staticki, dinamicki, visko-elasti¢ni, sa
naslednim svojstvima i svaki od njih unosi poseban deo energije sprezanja u celokupni sistem. Zato ¢e se
ovde koristeCi izraze za energije sistema, sprezanja ili podsistema za nejelementarnije oblike hibridnih
sistema prikazene u tre¢em poglavlju izvrsiti analizu transfera energije u takvim sistemima. Sa stanovista
integriteta dinamickog procesa veoma je vazno analizirati energiju razdvojenih podsistema kao posebnih
sistema uporedujuci kineticke parametre i svojstva dinamika razdvojenih podsistema i podprocesa u
njima i sprezanja tih podsitema i njihove interakcije koje unose nove elemente u dinamike samih
podsitema i naravno sasvim nova svojstva energije spregnutog hibridnog sistema.

Kao jedan uvodni primer prenosa energije u hibridnim nelinearnim sistemima biée prikazana

transformacija energije izmedu delova noSenih odredenim generalisanim kordinatama ¢ i p u sistemu sa

dva stepena slobode kretanja poznatog primera klatna sa oprugom. Radi analize ponaSanja energije u

sistemu klatna sa oprugom izrazice se, najpre, kineticka i potencijalna energija sistema u obliku:
m{. . 3 C
Ekzz(p2+(p+l)2¢)2) 1 Ep25p2+mg(p+l)(l—cos¢)

gde su m masa klatna, / duzina opruge klatna u stati¢ki nenapregnutom stanju ¢ija se masa zanemaruje,

cje aksijalna krutost opruge, a ¢ 1 p su respektivno ugaoni otklon i istezanje opruge u odnosu na njenu

stati¢ki ravnoteznu duzinu /, posmatrane kao generalisane koordinate sistema. U slucaju linearizovanog

sistema zanemaruju¢i male ¢lanove (deo kineticke energije koju nosi koordinata ¢) dobijaju se sledeci
izrazi za kineticku energiju:

Deo izraza E, = % (p+1f¢* s€ aproksimira kao Ekzz%(l¢)2' Samo za male oscilacije (mala

odstupanja od ravnoteznog polozaja) oblici kineticke i potencijalne energije bili bi:

p) !
E, ~%(p2 +py) 1 E, z%/)”%coz

U ovom linearizovanom slucaju, generalisane koordinate su normalne koordinate malih oscilacija

klatna sa oprugom oko ravnoteznog polozaja =0 i p=0 i medusobno su nespregnute tj. nezavisne.

Takode, energija noSena ovim normalnim kordinatama je nespregnuta, prenos ukupne energije se ne
pojavljuje medu odgovaraju¢im delovima razdvojenih normalnih koordinata, i razdvojeni procesi odredeni
normalnim koordinatama su konzervativni sistemi svaki sa jednim stepenom slobode oscilovanja. U ovom
slucaju javlja se prelazenje iz kineticke u potencijalnu energiju i obrnuto ali ukupna energija je konstantna

za jednu normalnu koordinatu:

my, . i mgl
Eszf(l(p)z ! Ensz(Dz

Ovo je takode jasno i iz sistema diferencijalnih jednacina kretanja, za linearizovan slucaj:
mp+cp =0, 0dnosno pralp=0, gdeje o) =c/m.
ml*¢+mglp=0 ilivobliku:  G+wlp=0,gdeje o =g/l.
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U nelinearnom sluc¢aju pak interakcija izmedu koordinata postoji, a pojavljuje se i prenos energije:
E, = %(p2 L1267 + PP +2pl¢p? )

C
E, = Ep +mgl(l—cos¢)+ mgp(l—cos1p)-
U ovim izrazima mogu se razdvojiti slede¢i oblici:
e Kineticka 1 potencijalna energija duz koordinate p u obliku:

E, =%p2 i Epp=§p2+mgp
Analiziraju¢i ove izraze ponaosob za oscilator sa koordinatom p vidi se da je to slu€aj Cisto
linearnog oscilatora ili harmonijskog oscilatora sa koordinatom p i frekvencijom @; =c/m kao i da je
ovaj izdvojeni proces izohron.

e Kineticka i potencijalna energija u zavicnosti od koordinate ¢ imaju oblik:
E,, :%(lgj))z i E,, :mgl(l—cosq))
Analiziraju¢i ove izraze za razdvojeni oscilator sa koordinatom ¢ vidi se da je to slucaj Cisto
nelinearnog oscilatora sa koordinatom ¢ kao i da je ovaj izdvojeni proces neizohron. U linearizovanom

slucaju ovaj potproces ima frekvenciju o = g/I .

Dakle, moguce je zakljuciti da ovde formalno postoje dva spregnuta oscilatora od kojih je jedan
Cisto linearan sa jednim stepenom slobode kretanja, a drugi je nelinearan takode sa jednim stepenom
slobode kretanja. U hibridnom sistemu, ovi oscilatori su spregnuti i postoji energija sprezanja koja sadrzi
dva dela koji odgovaraju kinetickim i potencijalnim energijama. Dakle, hibridni odnos sa statickim ili
dinamickim svojstvima moze da se predstavi kroz analizu sprezanja.

e Kineticka i potencijalna energija interakcije izmedu koordinata ¢ i p u nelinearnom

hibridnom modelu su:

?.p)

Eyopy = (p+20)pp* 1 Eypy, =—mgpeose (6.1.1)
U nelinearnom slucaju sistem diferencijalnih jednacina kretanja je:

mp+cp+mg(l—cosp)=0

mi*j+ % m(p+21)pg+mglsingp=0 1li 1 obliku:

praoip+g(l—cosp)=0

P+ 2(p+1)pe+(p+20)pp+ @l sinp=0 , 0dnosno:
p+o;p=-g(l-cosp) (6.1.2)
¢+ oo =] (p-sin qﬂ)—l%(p + Z)pgb—liz(p +20)pip (6.1.3)
Za male oscilacije oko poloZaja ¢=0 1 p=0 tj. oko pozicije stabilne ravnoteze klatna sa oprugom,

nelinearna aproksimacija ovih jednacina je oblika:
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6. Energijska analiza dinamika hibridnih sistema

2 4 6 8

2 A A (6.1.4)
+ gl =4
prop g(z 246 8 ]
L (0 ¢ ¢ 2 1 ) (6.1.5)
Propr—o ?—§+7—-~- —17(/9+1)P(P—Z7(P+21)P(/7

Ako se uvedu fazne koordinate v = p i u = ¢ dobija se sistem jednacina u obliku:
v=p

v =—w; p-g(l-cosp)

u=¢

i =0+ & (p=sing)-(p+ Dpg - (p+ 2o

ili u istoj aproksimaciji u obliku:

v=p
2 4 6 8
v=-alp-g L -2 P P .
2P g{z 24 6 8
u=¢@
3 5 7 2 1
i=-ap-a| L -C+C |- Z(p+iu——(p+20)pi
O RN p o= (p+2)pi

Iz sistema jednacina (6.1.2) i (6.1.3) kao i njegovih aproksimacija (6.1.4) i (6.1.5) vidi se da su desne
strane jednacina nelinearne funkcije generalisanih koordinata i njihovih prvih i drugih vremenskih izvoda.

Moze se zakljuciti da metoda asimptotskog usrednjenja, koja se koristi za dobijanje prve
asimptotske aproksimacije reSenja, moze da se iskoristi i za analizu prenosa energije izmedu energija koje

nose generalisane koordinate ¢ i p u ovom nelinearnom sistemu sa dva stepena slobode kretanja. Ovaj

sistem formalno se moze posmatrati kao hibridni sistem spregnuta dva oscilatora linearnog i nelinearnog,
svakog sa po jednim stepenom slobode kretanja, kao podsistema jednog spregnutog hibridnog sistema sa
dva stepena slobode kretanja, sa hibridnim vezama u obliku statickih ili dinamickih sprega. Ovaj odnos
ima dva Clana energije interakcije izmedu podsistema izradenih u obliku kineticke i potencijalne energije
datih relacijama (6.1.1). S obzirom na karakteristike analiziranog sistema klatna sa oprugom zakljucuje se
da bi se mogli analizirati hibridni fenomeni spregnutih podsistema neophodno je razmotriti i najprostije
slu¢ajeve sprezanja linearnog i nelinearnog oscilatora sa po jednom stepenom slobode kretanja koji su
spregnuti statickim ili dinami¢kim elementima. To ¢e se izvr$iti na osnovu vec datih izraza za energije

sistema i podsistema, kao i energije sprezanja za hibridne sisteme iz tre¢eg poglavlja.
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6.2. Prenos energije u hibridnom sistemu

6.2.1. Prenos energije u hibridnom sistemu sprege linearnog i nelinearnog oscilatora statickim

i dinamickim vezama

Iz analize prethodnog jednostavnog modela klatna sa oprugom kao nelinearnog konzervativnog
sistema vidi se da zakljucci koji vaze za linearni ili linearizaovani sistem u osnovi ne mogu da se primene
na nelinearni model. Teorijska i eksperimentalna istrazivanja potvrduju da interakcije izmedu razli¢itih
modova rezultiraju razli¢itim tipovima bifurkacija, postojanju vise atraktora i haoti¢nih atraktora.
Teorijski rezultati takode pokazuju da prigusenje moze izazvati destabilizaciju sistema. Ekspertimentalno
otkrivanje i teorijska demonastracija interakcije izmedu visoko-frekventnih i nisko-frekventnih modova je
od velikog prakti¢nog znacaja. U brojnim inzenjerskim sistemima visoko-frekventne pobude mogu biti
izazvane velikim brzinama rotacije u sistemu ili pak nekim debalansima masa.

Za kineticku i1 potencijalnu energiju nelinearnih modova nelinernog konzervativnog sistema u
prvoj asimptotskoj aproksimaciji preko normalnih koordinata odgovaraju¢eg nepobudenog linearnog

sistema mogu se pisati izrazi [87, 111, 112]:

Ek = ZE/Q = 2(53 )Z + ég(é:l ’62 ""éfs H fr 9""6,,71 b fn b é:,l b 6.2 ""g.s s f-r ""g.nfl H én ) (62 1)
s=1 s=1

E, =Y & + f(6.6,.8,.8 8, LE,) (6.2.2)
s=1

gde su s=1,.n prve asimptotske aproksimacije normalnih koordinata, q (z) su ampitude, a

& =a,cos(6,+y,) 1 @ (1)=06,+y (t) su faze koje se smatraju funkcijama vremena, a pronalaze se iz

diferencijalnih jednadina prve aproksimacije reSenja, kao §to smo to ve¢ videli iz reSavanja primera
poglavlja 3.

Svojstva uticaja nelinearnosti opruge kod prostog nelinearnog oscilatora videla su se i iz samog izvedenog
zakona kretanja u prvoj asimptotskoj aproksimaciji (3.1.25). Ovde se samo podvlaéi nekoliko zakljucaka
vezanih za energije nelinearnog oscilatora. Izrazi (3.1.2) za kineticku i (3.1.3) za potencijalnu energiju i

funkciju rasipanja (3.1.4) kada uvrstimo reSenje u prvoj asimptotskoj aproksimaciji (3.1.25) postaju:

) 2
R2 20 _ ) N 2.
Eyqy= % 6, cos plt_%wél&)zle?mt +Q, |+ psin plt_%mf/llegleimr +ay (6 3)
11 171
RZ 26t 3 - - ~R4 —46, 3 - s 2.
E,u :%COSZ Plt*W@fnRgle 20 +ay, Jr%cosé‘ plt*Wwi’lele 2 + (6 2 4)
lpl lpl
bR & 3 . 3 o, (6.2.5)
CD(l) = 2 0, cos plt_16§p 0y Rye™" +ay, |+ p,sin| plt_16é‘p Oy Rye™" +ay,
Py Py
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6. Energijska analiza dinamika hibridnih sistema

Odavde se lako zakljucuje da su kineticka i potencijalna energija, kao i funkcija rasipanja periodicke
jedno-frekventne funkcije vremena sa frekvencijama (3.1.25a) nelinearnog oscilatora koje su funkcije
vremena i zavise od amplituda i faza oscilovanja u pocetnom trenutku.

Pokazano je u petom poglavlju da su svojstva uticaja nelinearnosti u sistemu pored ostalog i
moguca jaka osetljivost na male promene pocetnih uslova ili parametara sistema, $to se u faznom prostoru
lako vidi ukoliko se za npr. malu promenu pocetnih uslova dobijaju velika odstupanja faznih trajektorija, u
tom smislu kao meru uticaja nelinearnosti u sistemu moze se definisati Lyapunov-ljev eksponent.

Lyapunov-ljev eksponent je mera razdvajanja dveju trajektorija u faznom prostoru koje krecu iz
bliskih pocetnih tadaka. Ukoliko se pocetno rastojanje & menja po zakonu g™, gde je N broj

primenjenih iteracija onda je po definiciji Lyapunov-ljev eksponent ili A eksponent, slika 6.2.2,:

(6.2.6)

dx

A(ry) = timlim Lin o+ )=o)y L )

t—wo e>0 N P oo N

Ni(xy)
N -iteracija_ &

o ° o °

X, X, + & V(%) FV(x, +¢)

Slika 6.2.2 Definicija Lyapunov-ljevog eksponenta

Ukoliko je A >0 onda je razdvajanje eksponencijalno, postoji velika osetljivost sistema na malu promenu
pocetnih uslova, §to u ponasanju sistema detektuje pojavu haosa.
U vise dimenzionalnom slucaju istu proceduru potrebno je sprovesti za svaki od nezavisnih (ortogonalnih)

pravaca.

/1i(x0)=1im%1nai(x(’,,] i=l.m

gde su q,(x,,) sopstvene vrednosti matrice 4(x,)=D,F (x,) koja definiSe prostorne izvode.

Ako je x, fiksna taCka Lyapunov-ljevi eksponenti su logaritmi modula sopostvenih vrednosti matrice

D,F (x,) [50]. Na primer: DF (xo){ﬂl } sa u, > u, sledi da su Lyapunov-ljevi eksponenti:

Hy
4 :hl‘;ul‘ 14 zln‘:uz"
Pri tome se A, izrazavaju u silaznom nizu: 2 >4, >..> 4, , i ima ih onoliko koliko ima dimenzija u

faznom prostoru i sac¢injavaju Lyapunov-ljev spektar dinamickog sistema.
Brzinu povecanja infinitenzimalno malog rastojanja izmedu dve bliske trajektorije kontorliSe najveci

Lyapunov-ljev eksponent 2, . Kod disipativnih dinamickih sistema mora biti zadovoljen uslov:

A+ +.+4,<0
mada neki od A, mogu biti pozitivni. Ukoliko je makar jedan od A, eksponenata pozitivan sistem je

haoti¢an.

Lyapunov-ljev eksponent je mera gubitka informacije o sistemu tokom iteracije i tako je direktno povezan
sa entropijom sistema.

Kod prostog nelinearnog oscilatora Lyapunov-ljevi eksponent s obzirom na izvedeni zakon kretanja u

prvoj asimptotskoj aproksimaciji (3.1.17) su:
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2

A= limlln{xf(t)+15cf(t)} =-6,<0
,

t>w Dt )
~ 1 o 1 1 E,
7y = lim—In| x2(1)+ 220 xt (1) + — 22(¢) | = lim — In| 2 | = 5, < 0 (6.2.7)
1 f—>°°2t |:l() 12 l() a)lz l() l—>°°2t zmla)lz 1

Kako je 1 <0 onda ne postoji eksponencijalno razdvajanje faznih krivih, Sto daje mogucnost za

zakljucak da se u ponasanju sistema ne ocekuje pojava haosa, da je sistem strukturno stabilan.

U hibridnom sistemu sastavljenom od linearnog i nelinearnog oscilatora spregnutih statickom vezom sa
slike 3.1 izvedene su prve aproksimacije reSenja u obliku (3.1.39), kako prvi izvodi po vremenu reSenja
imaju oblik:

%,(2)= =67 (R, (t)cos @, (¢)+ R, (t)cos @, (¢))— e ™ (R, (¢) p, sin ®, (¢)+ R, (¢) p, sin @, (¢))

%, (t)=—ce (R, (t)cos @, (1)~ R, (t)cos D, (1)) —e ¥ (R, (1) p, sin®, (t)- R, (¢) p, sin®D, (¢))

to izrazi za kineticku (3.1.29a), potencijalnu energiju (3.1.29b) i energiju sprezanja (3.1.29¢c), kao i

funkcija rasipanja takvog homogenog sistema (3.1.29d) dobijaju oblik:

E, =me™* [R(f, (6cos(1>l(t)+ p, sin (IDI(t))2 + R[f2(5coscl)z(t)+ P, sin (Dz(t))zl (6.2.8)

E, =ce™ [R(f] (£)cos® @, (¢)+ R2 (¢)cos> CI)Z(t)]+ 2ce™' RE (t)cos® @, (¢)+ (629)
2GR ()eos®, 1)+ Ry(0)eos @, (1)

E, 5= 2ce™'(R,, ) cos> @,(¢) (6.2.10)

®=he” [R(f] (5 cos®, (¢)+ p, sin CI)](t))2 +R, (5 cos D, (¢)+ p, sin (Dz(t))zJ (6.2.11)

gde su faze ¢ (1), i =12 date izrazima:

3 L ~
q)l(t):plt_%win[]eoz] +2R($2]€ 25{4‘“01 (6212&)
) 3 ) —2ot . .
o, ()= pzt—%wfn[Zle TR +ay, (6.2.12b)
Lyapunov-ljevi eksponenti podsistema nelinearnog ﬂ: i linearnog A, su:
7 —tim-Linl 220+ 20 4 (0)4 L 52(0) | = tim L | Bt | _ _ (6.2.13a)
A= %LI’E Ey lr{x1 (6)+ p xt(e)+ - X (t)} = }EE 5 ln{ e }— 5<0
4 =limlln|:x22(t)+lzy'c;(t)j|=—é'<0 (6.2.13b)
1> Dt a)z

Dok potencijalna energija sistema i podsistema kao i funkcija rasipanja sistema ostaju istih vrednosti za
ekvivalentan hibridni sistem sprege linearnog i nelinearnog oscilatora samo sa dinami¢kom spregom
dotle, kao sto se vidi, kineticka energija menja vrednost, i to kako kineticka energija sprezanja (3.2.2)
usled prisustva kotrljajnog elementa sprezanja, tako i kineticka energija celog sistema (3.2.5), Sto je i
razumljivo. S obzirom na izvedene zakone oscilovanja (3.2.14) i oblik pretpostavljenog reSenja (3.2.11)
prvi izvodi po vremenu zakona kretanja bice:

5(6)==5,KVe R, cos®, (1) - KVe ¥R, Q, sin®,(t) - 5,K Ve R, cos @, (1) - K\Pe ™ R ,Q, sin®, (¢)

%,(6)= ~0,K e Ry cos®, (1) - KWe 'Ry Q, sin®, (1)~ 5,K e Ry, cosd, (1) - KZe ™ R ,Q, sind, (1)

gde su @ (¢), i=1,2 pune faze oscilovanja u obliku:
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R (KD 4 g @ - -8t 28,1
0.0 pu- 8K fe S e, o TR

1 2

. 3 K(|)+ K(I) B 24,1 25,1
®2(t)=p2t— ( 1226]322221 = )a’f/l{eg (Kgll))ng)[Rm]z +28[K§?)]3[R02]2}+a02

1 2

Kineticka energija Ciste interakcije oscilatora, data izrazom (3.2.2a), sada ima oblik:

Eyua =y, (511<§‘l>e'5*'120l cos®,(t)+ KVe ¥R, Q, sin®, (1) + 5,K Ve Ry, cos ®, (t)+ KPe ™ R, Q, sin®, (z)) (6.2.14a)

. (&K;;)e’j"ROI cos @, (t)+ Kg)e";"RmQ, sin®, (¢)+ §A21(g)e"§2’R<,2 cos D, (¢)+ Kg)e"?:’Rsz sin (Dz(t))

a kineticke energije interakcije dinamicke veze sa levim odnosno desnim oscilatorom (3.2.5b) sada je

oblika:

Ey = %(a“ +a, )(&Kél)e’é"Rm cos®,(1)+ K\)e 2R, Q, sin®, (£)+ 5,K Ve Ry, cos®, (t)+ K Pe ™ R ,Q, sin D, (t))z

1

E) = % (azz +dy, )(&K;'Z)e’&‘tRm cos®, (t)+ KZ('Z)e"§"ROIQ] sin®, (t)+ Sng)e"%’Roz cos®, (t)+ Kz(g)e"iltROZQ2 sin®, (z))2 (6'2 1 4b)

Ovi izrazi mogli bi posluZiti za prikaz energijske analize na dijagramima kineticke i potencijalne energije

hibridnih sistema i podsistema spregnutih dinamickim vezama.

6.2.2. Prenos energije u hibridnom sistemu sprege linearnog i nelinearnog oscilatora

naslednom vezom

Izrazi za energije podsistema i podprocesa hibridnog sistema sa naslednom spregom imajuéi u
vidu resenja za amplitude i fazna kasnjenja u prvoj aproksimaciji (3.3.13), mogu da se podele na sledeci
nacin:

e Energije podsistema u linearizovanom hibridnom sistemu:

E0) =3 pie VR o (pi-+a )+ e 2R3 [5 cos(pe+ g V4 prsinpe-+ )] (6.2.153)
E(0)= % e R cost (Bot + )+ ¢ RE3, cos( ot +a )+ pysin(pyt + ) (6.2.15b)
e Energije podsistema:

Kineticka, potencijalna energija i funkcija rasipanja za linearni oscilator imaju oblik:

Euy(0)= 3 15 € 3 KUR, cos(pi+ a6, KER conlpat-+ ) (6.2.16a)
- [ﬁle";"Kglz)Rm sin([vlt +a,, )+ ﬁze"§3‘Kg)R02 sin(ﬁzt +ay, )]}2

Ep(z)(t) = %cz [K§‘2>e*5"1201 cos(pyt +ap )+ 1{£§).e"§2‘R02 cos(pyt +ay, )]Z (6.2.16b)

(I)(z)(t) = %bz {7 [5‘1 e,"é"'l{élz)R01 cos(pyt+ay )+ 32 e";'“Kg)RO2 cos( pyt +ay, )]— (6.2.16¢)
- [ﬁle"i‘Kg)Rm sin([ylt +ay, )+ ﬁze";z’K£§)Roz sin(ﬁzt +ay, )]}2

a za nelinearni oscilator oblik:

Eole) =5 m 15 € 3 KUR, cos(p+ )+ 8¢ KGRy cos(par+ )] (6.2.17a)

5 N 2
- [f’lei(s‘tKyl)Rm Sin(f’lt + )+ Iazei{)ﬂKg)Roz Sin(ﬁzt +ay )]}
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1 _§ N 5 R
Ep(l)(t) = 761 [Kéll)e 5]!R01 COS(plt Ty )+ Kg)e §ZIR02 COS(pzt Ty, )]Z + (62 1 7b)

+74 [K Ve 0 R, cos(pyt +ay, )+ KPe ™ Ry, cos(pyt +aty, )]4

®(1)= b Hal e KR, cos(pt+ay, )+ 6, e KPR, cos(p,t+ay, )]7 (6.2.17¢)
- [13187;‘ rKéll)Rm Sin(ﬁlt +ay, )+ lazeisﬂKg)Roz Sin(f’zt +a, )]}2

e Energija svakog od harmonika (3.3.14) u prvoj aproksimaciji reSenja:

E ()= %i)z s 'R2 cos” @, (t)+e Aéd )'le [5‘1 cos®,(¢)+ p, sin(l)l(t)]z (6.2.18a)
E()= % ple 20 R2 cos? @, (1) + ¢ 20 R2[S, cosd, 1)+ p, sind, ()] (6.2.18b)

Energije linearnog oscilatora u prvoj aproksimaciji resenja:

1 5 +a ) ) 5 (505 ) )
Ek(z)(t)— 2m2 S e K5 Ry, Cosq)l(t)+5ze Ky'Ry, COS‘DZ(t) - (62193.)
- [plei(& A )lKélz)Rm sin®, (t) + [326—(5'2+53 )rKg)Roz Sinq)z(t)]}z

E,00)= %czxj - %cz [ KR, cos®,(0)+ ¢ KEIR,, cos, () (6.2.19b)

D, ()= %bz {— [5"1 BV OR cos® (1)+ 8, e KPR cos (I)z(t)]— (6.2.19¢)
- [j)le’(é‘ 4 )’K Sz)Rm sin®, (t)+ ﬁze’(‘%@ )’Kg)ROZ sin®, (t):l}2

Energije nelinearnog oscilatora u prvoj aproksimaciji reSenja:

Ey = %m, {7 [51 e BV OR cos®,(1)+ 8, e 2N K IR, cos q)z(,)], (6.2.20a)

s 5L 2
- [i’lébm}1 )rKSl)Rm sin®, (t)"' ﬁzei(ézmz )ZKS)ROZ sin®, (t)]}

Ep(l)(t)= Ec' [e’(é‘*g‘)’l(é‘])Rol cos®d, (t)+ e’(‘§2+§Z)’K£f)R02 cosdDZ(z‘)]Z + (6.2.20b)

| o 5,40, —(8,+4,
+76 [e G 5‘)’K£1|)Rm cos®,(¢)+e 6. 52)’K£f)R02 cos(I)z(zf)]4

®(t) b L8 e KUR, cos @, (0)+ 6, e KR , cos, (0)]- (6.2.20¢)
[pe 5+5) Kil)R01 sin®, (¢)+ ﬁze’("“‘”)’Kél)Roz sin (l)z(t)]}2
gde su faze @ ,(¢), i=12 date izrazima (3.3.13a) i (3.3.13b)

S obzirom na izvedene izraze za zakone kretanja masa hibridnog sistema sprege linearnog i nelinearnog
oscilatora naslednim elementom (3.3.13) i (3.3.14) izrazi za Lyapunov-ljeve eksponente podsistema bili

bi:

. 1 1 . . 1 E odsist(1),linear S S [V %
ﬂ’l :}LIEZI‘IH|:X]2(t)+’\llez(t):|:}grilzl‘ln|:p{;}n(’;)lz]:|:_( | + l)<0 (6 2 21a)
. 1 1. . 1 E odsist inear 3 N 6221b
A :152211{@2@) 52 2(1) :ggmln{ ”‘12’;;221 }— ( +9 ) ( )
1 52 1 . 1 0dsist nelinear 6.2.21
= 1m2t1{ S i ﬂ =lim—- 1“[ S } (02219

gde su 5i realni delovi karakteristiCnih brojeva 4 ,14,,0blika (3.2.10), a 5‘1 su date izrazima (3.3.12a) i

(3.3.12b). Kako su oscilacije ovog hibridnog sistema dvofrekventni procesi sa po dva razli¢ita moda
(3.3.14) cije faze su medusobno spregnute i zavise od amplitude oscilovanja oba harmonika to ovde moze
da se govori i o0 Lyapunov-ljevim eksponentima podprocesa:
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2 ~2

Ay —hmln{Tz() }T‘lz(z)}:limlln[a““‘“‘”} 5+5)<0 (6.2.22a)
D 2m

t>w Dt | 10 Qf i
E
a = hmllr{ (4L 72 )} _ hmlln[muq (5.45.)<0 (6.2.22b)
>0 Df D, 10 Df 2 m,p;

koji imaju iste vrednosti kao i Lyapunov-ljevi eksponenti podsistema i mogu se smatrati merom integriteta

hibridnog sistema.

6.2.3. Prenos energije u hibridnom sistemu ploca spregnutih visko-elasticnim nelinearnim

slojem

Model sistema dve kruzne ploce je svrsishodno koristiti pri razmatranju prenosa energije izmedu
ploc¢a spregnutih slojem visko-elasticnih nelinearnih kontinualno raspodeljenih elemenata. Koristeci
izvedene parcijalne diferencijalne jednaCine u opStem obliku, najpre je potrebno ispisati izraze za
kineticku i potencijalnu energiju ploCa, energiju sprezanja ploCa, potencijalnu energiju nelinearnog
elasti¢nog medusloja, kao i funkciju rasipanja visko-elasti¢nog sloja.

Kineticku energiju kruzne plo¢e moze da se napiSe u obliku, [238]:

m (2l jdsz,,’

S obzirom na (3.4.5) izraz za Wi(r,go,t) oblik transverzalnog pomeranje tacaka srednje ravni i-te

ploce sistema ploca, bice:

(”[ZZWm r.o)l; ()J rdpdr = 24 p’ ZZZZT( J‘J‘W (12 0) Wi, (1 @ Y (6.2.23a)
)

n=1 m=1 n=l m=l s=1 r=1

odnosno moze se napisati da je:

Eg p”ZZ[T,m V(i) 1=12 (6.2.23b)

n=1 m=1
gde se uvodi oznaka Vi > koriste¢i ¢injenicu da sopstvene amplitudne funkcije zadovoljavaju uslove
ortogonalnosti (3.4.7), u obliku:
Vo (12 9) = f (Wi (r.0)] rrdp =12 - (6.2.24)

Kineticka energija ploce moze se predstaviti kao linearnu kombinaciju kinetickih energija svakog od nm -

modova E 4(i)um » PO 1dej1 iz rada [66] o transferu energije u sistemu pravougaonih plo¢a:

0

iz k(l i ” (6225)

n=1 m=1

=1,2 koje pripadaju odgovaraju¢em nm -modu za svako

nm’l

gde su komponentne Kineticke energije £ k(i)
n=0,1,2,...00m=1,234,..0, izrazene preko prvih izvoda po vremenu vremenskih funkcija T (¢) istog
nm -moda:

h ~ .
Ek(i)nm - p’ : [TL nm ]2 (i)nm(r7 (p): Vi Ek([)nm ’ L= 1’2 (6226)

(i)nm
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gdesusa F k(i)wm - 1=1,2 0znacene redukovane komponentne kineticke energije plo¢a odgovarajuceg nm -

nm

moda:

- E i)nm T j=1,2 (6.2.263)
By = —m___Pfg (f o1k
k(i)am V(,-)nm (V,(D) ) [ (:)nm( )]Z

Potencijalna energija ploCe je jednaka energiji deformacije elasticne ploCe pri izvodenju iz
nedeformisanog stanja pri oscilovanju i moze se napisati kao, [238]:

E,=4,= ;Iﬂ[“"’ FEO, O YT YT+, AV (6.2.27)

gde su ¢.¢,6.,7,,.7,...7,. komponente matrice tenzora specifiéne deformacije dilatacije i klizanja u

R

odgovaraju¢im pravcima i 010,07, 0T, T, komponente matrice tenzora napona: normalni i

z2 " xy? Xz

tangencijalni naponi u odgovaraju¢im pravcima. Tangencijalne komponenete napona 7 1 7, su male,

kao i komponente klizanja 7 1 7, i mogu biti zanemarene u poredenju sa ostalim ¢lanovima u izrazu za
deforamcioni rad tanke elasticne ploc¢e. Deformacioni rad elasti¢ne ploce moze da se izrazi kao:

1

E, = Ad ~ EJ-’J;J.[EXGX + gyay + gzdz + 7/xyz-xy V- (6228)
Kako se dilatacije ¢ u pravcu ose x i &,u pravcu ose y, normalni naponi ¢, u praveu x ose i o, u
praveu y ose i Klizanje y,, 1 tangencijalni napon z =7 mogu izraziti u funkciji transverzalnih
pomeranja taaka srednje ravni ploe w(x, y,¢) za Descartes-ov koordinatni sistem u obliku, [238]:

_, 62w(x,y,t) e -2 62w(x,y,t)

= ox’ 7 oy?
oo B2 (L, 1) -E 6ZW(x,y,t)+ﬂ82w(x,y,t) ’
C1-g\ROTR)) 1-4° ox’ oy’
o = Ez LJF#L _ k2 azw(x,y,t)+ﬂ52w(x,y,t) . o =0
Y 1-ut R, R ) 1-4° o’ o’ > 1 )
yo—y = au(x,y,t) N 6v(x,y,t) _ 62w(x,y,t) ,
2
r =1 =-2Gz 0w , gde je veza modula klizanja i modula elasti¢nosti oblika:  _ £
T oy 20+ 1)

to izraz za promenu potencijelne energije elasticne ploce pri transverzalnim oscilacijama [66, 238] moze

da se napise u obliku:

52 {VW(W)T . szg;y,t)}z . 2ﬂ{azw<x,y,t>}{awx;y,tq - ﬂ{aw(y)HdA (62.29)

ox’ ox’ oy Oxdy
U polarno cilnidriénom koordinatnom sistemu r, ¢,z gde su pomeranja tacaka srednje ravni ploce funkcija
polarnih koordinata i vremenaw(r,¢,z), koje je pogodno koristiti ako je re¢ o kruznim pol¢ama. Veza

polarnih koordinata sa Descates-ovim koordinatama data je izrazima (3.4.21). Pomoc¢u ovih izraza dobija

se nagib elasticne povrSine ploce u x 1 y pravcu (3.4.22), dok su potrebni izvodi drugog reda dati sa
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(3.4.23a,b,c), tako da izraz za deformacioni rad elasti¢ne plocCe, izrazen u polarno cilindricnom sistemu

koordinata, moze da se napise u obliku:

2 2 2 2
- J (1-p)| Qo Lo O 1f 0w Lowl L, 0 (6.2.30)
) or roe )ror r\orop rop

Ako se u izraz (6.2.30) ubaci pretpostavljeno reSenje (3.4.5) sledi:

&5 O Wi (150) 100 Wi, (. 0) 1807 W, (.0)
{(ZZ 1)/1m (t)+;zz(a)7’r([)nm (l) 722#’1—‘0»1”1 (t)7

2
2=l m=1 ¥l m=1 or

2
2 &0 W, 1 & & OW,,
[ (r (D)T_ (t)rzzﬂ(r“’)T(i)nm(t)J }rdrd(o

po (W(o (e

Posle parcijalne integracije po 7, 1 operacije kvadriranja i mnoZenja dobija se sledeCe:
:?EEZZM(tm»r(z)ﬁ(w(,)m,,<r,¢>><AwwS,‘<r,¢)>A_
oW, )o> W,
WX X T (i ”1 L) (2 W r9)

nom s r

2
=)D Y 3 T (T, (6) ”1 oW, nr;(’,‘/’)a Wg;;(r’w)dA+

nom s " op

19° Wiy, (r0) 2 Wiy, (r0) B
R ﬂ)r orog arop

nom s r

A2 o
LTI 353535 3 NG O T L

PR nr ordp op
1 6W,m r.9) W, (r.p)
W EE T ] T

Sada izraz za promenu potencijalne energije elasticne kruzne ploce, po ideji iz rada [66] primenjenoj na

pravougaone plocCe, moze da se napise u obliku:

. D 0 o0 0 0 .
Eg) ~ jz z z z Cnm vr i) 1 nm t)ni),vr (t)’ b= 1’2 (623 1)
n=l m=1 s=1 r=1
gde S€ sa Cmn’sy(l_) Ooznacava:
W
Corr= /Wil Wi (gt 21 LNV V0],
) i) " r
10 W ) 0 Wiy, 10° Wiy, (1. 9) 0 Wiy,
J- : () ) ()2( (p)dA+2(l—,u)” (i) ( W) (i). ( (p)dA—
A)r or inr  orop orogp
W W

P 1 0> W, (r.0) OW,, (r’(ﬂ)dA+2(l—y)'[I 13 oW, (r.p) 0 (,)ﬂ,(r,ga)dA
A)r orogp op wnr op op

ili drugacije napisano u obliku:

L[ 0Win(rp) 10> W, (r0) )0 W, (r.0)
Conr() = j{(A Worm (r,(P)XA Wiiger (r,(/’))— 2(1- #)FH 4 +— 0 0 -

o) or r op? or?

orop r Oop orog r op

B [32 Wi (750) 1 OW, (r, ¢7)][52 W, (r.0) 1 0W, (V,ﬂﬂ)ﬂ}dA

S obzirom na svojstva dvostrukog Laplace-ovog operatora u polarno cilindricnom koordinatnom sistemu i

na to da sopstvene amplitudne funkcije zadovoljavaju date granicne uslove to se moze pisati da je:

Conrts j j Wi, (r, @)ANW,,, (o 0)dA = KL, j j Wi (1o W (> 0)dA (6.2.32)

1 ako se uzmu u obzir uslovi ortogonalnosti sopstvenih amplitudnih funkcija (3.4.7), dobija se:
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0 Sr# nm

Consrti =K Vi =[] Wi, (r.0) sr=nm (6.2.33)
(4)
Potencijalne energije razdvojenih ploca mogu da se izraze u obliku:
£ Vo Ty OF (6.2.34)
pgee
ili u obliku:
£}~ %Z}Z Gy gon L OF (6.2.35)
gde su kvadrati sopstvenih kruznih frekvencija pojedinih plo¢a oblika: . _ D, .+, ;-1

) o
P

i

Dakle, potencijalna energija ploce moZze se izraziti u obliku linearne kombinacije promena potencijalnih
energija svakog od mn modova ESLm za svako n=0,1,2,...00,m =1,2,3,4,...c0u obliku:
Zi g0 Li=12 (6.2.36)
pnm

n=l m=1

gde su komponentne potencijalne energije Ei}’n)m ,i=12, koje pripadaju odgovaraju¢em nm -modu za svako

n=01.2,...00,m=1234,..00 izraZzene preko vremenskih funkcija T(,-)nm (t) istog nm -moda u obliku:

W o PN _ () 2.
Epnm 2 w(l)nm v(l)nm [Tii)mn (t):l2 - V(i)nm E]mm (6 2’ 37)
gde su sa Eg)m .i=12 oznacene redukovane komponentne potencijalne energije ploca odgovarajuéeg nm -

moda:

(0)
=0 _ Pl Epm . 6.2.38
ELn)m - ) )nm [T )nm ] == ( )

V(i
Energija sprezanja ploca sadrzi potencijalnu energiju visko-elasticnog nelinearnog sloja.
Pretpostavka je da je sloj elasticnih opruga krutosti ¢, prednapregnut naprezanjem u statiCkom poloZaju
ravnoteze. Ako se elasticni deo visko-elasticnog nelinearnog sloja smatra jednoliko raspodeljenim
elasticnim slojem izmedu ploca sa zanemarljivom masom i svojstvima inercije moze se smatrati da je
njegova kineticka energija zanemarljiva i promenu potencijalne energije u tom sloju moze se napisati u
obliku deformacione energije tog elasti¢nog sloja pri transverzalnim oscilacijama ploca, pa sledi izraz za

promenu potencijalne energije visko-elasticnog nelinearnog sloja u obliku:

cﬂ( -w) dA+'BH —w, ) dA+— c]jj w Jdd (6.2.39)

Epnm(],Z)sI(y'a = 2
Sa tri dela, dva koji se odnose na elasti¢ni deo sloja, i to jedan na linearni deo elasti¢nosti opruge krutosti
ci drugi koji se odnosi na nelinearni deo krutosti £, kao i tre¢i ¢lan koji se odnosi na potencijalnu
energiju opruga krutosti ¢,. Ako se u izraz (6.2.39) ubaci pretpostavljeno reSenje (3.4.5), izvrsi

integraljanje po srednjoj povrsi ploce, uzmu u obzir uslovi ortogonalnosti sopstvenih amplitudnih funkcija

i razdvoje tri dela potencijalne energije medusloja dobice se sledece:

Epnm(l 2)»[(1]11 linear — C —;Cl z Z}V 1 nm [ nm T(l)nm (t)]z (6.2.40)
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pum(1,2)sloja,nelinear —

s
EMS

i (i) [ nm _T(I)nm(l‘)]4 ? (6241)

(#)nmsr

gdeje g oSS Wiy ()] rdgudr

Potencijalna energija sprezanja ploc¢a, dakle, moze se izraziti u obliku linearne kombinacije promena

potencijalnih energija svakog od mn modova E i 2)st07a

o o
D IIENEES 3 Y (6242
l 2)sloja — pnm 1,2 :Io/a linear pnm 1,2 :Io/a nelmem

n=1 m=1 n=1 m=1

za svako n=0,1,2,...00,m =1,2,3,4,....0ou obliku:

gde su komponentne potencijalne energije E, koje pripadaju odgovarajuéem nm -modu za svako

m(1,2)sloja

n=012,...00m=1,234,..00 1zrazene preko vremenskih funkcija T (1) istog nm -moda. Takode, mogu se i

ovde definisati redukovane komponentne potencijalne energije lakog elasticnog sloja

~ ~

odgovarajuc¢eg nm -moda u obliku:

pnm(1,2)sloja linear Epnm(l,Z)Sloja,nonflinear

=~ 1 E nm sloja linear
Epnm(],2).v10/'a,linear = E(C + cl )[T(Z)nm (t)_ T(l)nm (l)]z = % (6243 a)
i)nm
~ 1 E onm sloja,nelinear
Epnm(l,2)squa,nelinear = Z IB[T(Z)"W (t)_ T(])”m (t)]4 = ](l’é()% ' (6243b)
Tada je:
p(l 2 Alo]a = ZZV(, nm pnm(l 2 Alo[a linear + ZZV )nm Pmﬂ 1 2 5101” nelinear ’ (6244)

n=1 m=1 n=l m=1
Rayleigh-eva funkcija rasipanja sloja visko-elasti¢nih nelinearnih elemenata, koja ima osobinu da je
parcijalni izvod te funkcije po generalisanoj relativnoj brzini jednak negativnoj vrednosti generalisane
nekonzervativne sile, je funkcija brzina deforamcija krajeva visko-elasticnog sloja zanemarljive mase i

inercionih svojstava u obliku:

popas = It s Faa- (6.2.45)

. 2
odnosno: . ”(f’wz EN)) 5%(;;%’)) da’

Kada se ubaci pretpostavljeno resenje (3.4.5) , uzmu u obzir uslovi ortogonalnosti sopstvenih amplitudnih

funkcija i izvrsi integraljenje po celoj povrsini ploca dobija se:

=§sz i ()= T (O »7=12 (6.2.46)

n=1 m=1

0

Sto se mozZe pisati u obliku: ¢ (2 = ziv
sloja

n=l m=1

(6.2.46a)

nm 1 2 sla/a ’

gde je uvedena redukovana komponentna funkcija rasipanja lakog viskoznog sloja @

nm(1,2)sloja °

odgovarajué¢eg nm -moda u obliku:
()

= b r r nm(1,2)sloja
(Dnm(l,Z)slaja = E [T(Z)nm (t)_ T(l)nm (t)]2 = v:%)l/ > (6'2'46b )

ia- 0 S¥ # nm
gde Je' b(i)nm = bJ‘J‘ W(i)rmz ('x’ y)W(z)w (X, y)dA = {bv )
A

(ym ST =1M
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6.2.4.  Analiza prenosa energije u hibridnom sistemu dve kruzZne ploce spregnute slojem visko-

elasti¢nih nelinearnih elemenata

Izrazi (6.2.26a) za redukovanu komponentnu kineticku energiju plo¢a odgovaraju¢eg nm -moda

E! ,i=12; zatim (6.2.38) za redukovanu komponentnu potencijalnu energiju plo¢a odgovarajuéeg nm -

moda Efm)m ,i=1,2; kao 1 izrazi (6.2.43 a i b) za redukovane komponentne potencijalne energije elastinog

nelinearnog sloja £ , odgovaraju¢eg nm -moda, i (6.2.46b) za redukovanu komponentnu funkciju

prm(1,2)sloja

rasipanja lakog viskoznog sloja @ ukazuju na moguénost energijske analize sistema dve ploce po

nm(1,2)sloja ?
odgovaraju¢im nm -modovima koristeci te redukovane komponente energija za taj nm -mod. Zato ¢e se
koristiti odgovaraju¢i beskonacan nm broj sistema obi¢nih diferencijalnih jednacina oblika (3.4.8) i
energijska analiza izvrSiti kao u sistemu sa dva stepena slobode oscilovanja. Videlo se da se sistem

diferencijalnih jednacina (3.4.8) formalno moze formirati preko inercione matrice A matrice

nm >

kvazielasti¢nih koeficijenata C,, 1 matrice koeficijenata priguSenja B, ~oblika (3.4.8a), koje odgovaraju

dinamickom sistemu sa dva stepena slobode oscilovanja za odgovaraju¢i nm mod, pa izrazi za
redukovane vrednosti kineticke i potencijalne energije odgovaraju¢eg nm moda takvog sistema mogu se
pisati u obliku:

A* redukovana kineticka energija £

k,nm
= 1 NG A ek 0T,
Elmm = 7(7{1)nm TiZ)nm )Anm (1) = 7(7-('1}nm EZ}AM( o h J (1} } ’ (6247)
2 T(’Z}nm 2 0 pZ 2 T(2)nm
odnosno:
= 1 . . E,
Elmm = 5 [plhl (Til)nm (t))z + thZ (YEZ)PXWI (t))z]: V(,\% ’

odavde se mogu izdvojiti ¢lanovi koji se odnose na redukovane vrednosti kinetickih energija ploca u

jednom modu (6.2.26a):

E

knm

~ E +F
+Ek(2) :( k(D)nm k(Z)nm) . (6.2.47a)

=E
k(l) " V(i)nm (l”, w)

nm

B* redukovana potencijalna energija £,,, , spregnutih ploca:

= 1 = | T 1 plhlw(zl)nm - plhla(zl) Tym 6.2.48
Epnm =5 (Tzl)nm 7;2);1”1 nm {TZZ) = E (T(l)nm T(Z Ynm > ( o )

2 m - pzhza(zz) thZwé)nm T(2)m
odnosno:
= 1 E nm
Epnm = 5 I:plhla)(zl)nm (Til)mn (t))z + thZw(ZZ)nm (Til)nm (t))z - (plhla(zl) + pzhza(zz) )Til)””’ (I)Tiz)”’” (t)] = p ) (6248a)

S22

C* redukovana Rayleigh-eva funkcija rasipanja ® . (1.2)st0a , 7,m =1,2,3,4,...00 visko-elasti¢nog sloja:

~ 1/- ) T 1/ . 26,ph  —28,ph | T,
o P 7 o 2 (7 7 P DA L @
ml.2bis = ( O A @)am )Bm {T( } > ( W L 2)am {_ 26,0, 28,,h, 7 , (6.2.49)

2)nm
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6. Energijska analiza dinamika hibridnih sistema

odnosno:

_ 1 (T T 25(l)plhl [Tl)nm - TEZ)nm ] 5
nm(1,2)sloja — E (1)nm (2)nm -25 h fT _ T
)P L (1um — L (2)nm

(S

ili posle mnozenja:

= . . . . 1 . . @ nm(1,2)sloja

®nm(l,2)s/uja = (Til)mn - EZ)nm Xé‘(l)plth(l)nm - 5(2)p2h2]-22)nm ): Eb(z—zl)nm - Tiz)nm)Z = T . (62493)
Sada se mogu razdvojiti ¢lanovi iz izraza za kineticku 1 potencijalnu energiju koji odgovaraju prvoj i
drugoj ploci posebno:

A.1* Kineticka energija ploca iz spregnutog sistema.

Kineticka energija prve ploce:

1 A E inm
Eknm(l) =5 plhl (nl)nm (t))z = & . (62503)
2 V(l)n

m

Kineticka energija druge ploce:

I 1 2 E nm
Eknm(Z) = Epzhz(nz)nm(t))z = Koo (6.2.50b)

V(Z)nm

B.1* Potencijalna energija ploca i redukovani deo potencijalne energije visko-elasticnog sloja koji

odgovara pojedinim plo¢ama:

= 1 E inm
Epnm(l) = E plhla)(zl)nm (Til)nm (t))2 = VPL ’ (625 1 a)
(1)am
= 1 E nm
E, .= 5 P, (T(z)nm (f))z = 7;()(?) . (6.2.51b)
2)nm

B.2* Potencijalna energija interakcije izmedu ploca usled prisustva (izazvana) visko-elasti¢nog sloja:

~ E nm(1,

Epnm(l,Z) = _(plhla(zl) + IOZhZa(ZZ) )Til)nm (t)T(Z)nm (t) = :(7)(12) ’ (625 lc)
1)nm

Takode, moZe se analizirati potencijalna energija sistema i razdvojiti ¢lanovi:

B.3 * Potencijalna energija ploa bez redukovanog dela potencijalne energije clasticnog sloja koja

odgovara pojedinim plo¢ama:

E ! E nm(ls 5
E’”""(lf) :7plhla)§nm (71(1)mn (t))z :pi(l) ’ (6 2 52a)
2 V()
E ! E nm(2s) . 6252b
Epnm(Zx) = E p2h2w02nm (TEZ)nm (t))z = :(7)(2) ( )
1)nm

B.4* Redukovana vrednost potencijalne energije elasticnog sloja:

1 E nm sloja
= 2l () Ty (O == (6.2.52¢)

pnm(1,2)sloja
v(l)nm

gde su sopstvene kruzne frekvencija spregnutih ploca:

Dl = €iokGm + ) = G + )
ayon = Cofeyon ) = O + ) (6.2.52d)
Odakle se vidi da se razdvajanje ¢lanova potencijalne energije vrsi razdvajajuci delove koji odgovaraju

potencijalnoj energiji dve plo¢e na elasticnoj podlozi Wincler-ovog tipa i delovima potencijalne energije
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sprezuceg sloja koji odgovaraju pojedinim plo¢ama i jedan deo koji odgovara interakciji izmedu ploca a
zavisi samo od krutosti elasti¢nog sloja i vremenskih funkcija obe ploce.

C.1* Rayleigh-eva funkcija rasipanja-redukovani deo od visko-elasti¢nog sloja koji odgovara pojedinim

plo¢ama:
= L P2, 6.2.53a
(Dnm(l,z).vluju(l) = 5(I)plhl (Til)nm) = ‘(}1 2bloed) 5 ( )
(i)nm
= o 2 (Dnm ,2)sloja (2 6 2 53b
q)nnz(l,Z)sIQfa(Z) =5(2)p2h2(T(2)m) = ‘()l ploie2) - ( o )
(i)nm

C.2* deo Rayleigh-eve funkcije rasipanja— Cista interakcija izmedu ploCa izazvana visko-elasticnim

slojem:

- - q)nm ,2)sloja
nm(1,2)sloja = _(5(l)plhl + 5(2)p2h2 )711)71»1]1(2)"»1 = & ’ (6253C)

v(i )nm

S0

Iz prethodno izvedene analize energija sistema kruznih ploc¢a spregnutih slojem visko-elasticnim
nelinearnim elemenata vidi se da svi izrazi za redukovane vrednosti potencijalnih energija ploca, kao i

medusloja, zavise od vremenskih funkcija T(,-)nm(t)’ i=12 transverzalnih oscilacija sistema ploca, koji

mogu, s obzirom na smenu promenljivih oblika (3.4.20e), da se napiSu u obliku:

Tvyum (t): Kgll) (Z)coscblum (t)+ Kg;)mxazl,m (Z)cosq)zum (t) (62543)

@ inm

T(z)nm (t) = Kyz)nmalnm (t)cosq)lnm (t)+ Kglmazlnn (t)COScDan (t) (6254b)
gde su amplitude 4, (¢) i faze @, (1)=0,,+4,,() Nepoznate funkcije vremena koje su odredene u prvoj

aproksimaciji koriste¢i asimptotsku metodu Kpunopa-boromsy6oBa-Murpomonsckor i dobijen sistem
diferencijalnih jednac¢ina prvog reda oblika (3.4.20 a-d), koji nema reSenje u zatvorenom obliku, pa se
reSava numericki s obzirom na oblik spoljasnje pobudne funkcije i nac¢ina promene njene frekvencije u
stacionarnom ili nestacionarnom rezimu oscilovanja sistema. Izrazi za redukovane vrednosti kinetickih

energija ploca zavise od izvoda vremenskih funkcija T(;),,m (t), i=12 transverzalnih oscilacija sistema plo¢a

koji se mogu, s obzirom na smenu promenljivih oblika (3.4.20¢), za osnovno rezonantno stanje napisati u
obliku:
T[])nm (t) = Kéll)nmalnm (t) cos®,,, (t) - Kéll)nmalnm (t)(anm + ¢1nm )Sin P, (t) + Kg,),m Ay, (t)COS D,,, (t) - Kg,);maznm (t)(Qan + ¢Zmn )Sin D,,, (t)

()= Ky (N + 16, Jsin,, () (6:2.54€)

T(z)nm (t) = Kg)nmdlnm (I)COS D, (t) - Kg‘Z)nmalnm (t)(anm + +¢]um )Sin D, (t) + Kg?mdzlun (Z)COS D,,, 22mm

Jasno je da sve promene koje se deSavaju sa amplitudama ag (t) harmonika dvofrekventnih procesa

i)nm
vremenskih funkcija, kao i fazama D, (1) pri stacionarnom ili nestacionarnom prolasku kroz

rezonanatno stanje, jedne ili druge frekvencije spoljaSnje pobudne sile u smislu karakteristi¢nih
amplitudnih ili faznih skokova u smeru porasta ili opadanja brzine spoljasnje frekvencija, to ¢e se desavati
i sa oblicima kineti¢kih i potencijalnih energija, kao i sa funkcijom rasipanja sistema. Sta vie iz oblika
amplitudnih i faznih odgovora tj. iz oblika amplitudno- i fazno- frekventnih dijagrama moci ¢e se doneti
zakljucci o uticaju harmonika za pojedine odnose parametara sistema ovako spregnutih ploca, o ¢emu ¢e
biti govora pri analizi numerickih rezultata ovakve klase hibridnih sistema u okviru desetog poglavlja.
Tako ¢e se, dakle, koriste¢i sistem diferencijalnih jednacina prve aproksimacije (3.4.20 a-d) za viSe-

frekventne modove stacionarnog i nestacionarnog rezonantnog stanja analizirati energija pobudenih
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modova 1 prenos energije izmedu modova kao i u radovima [112, 122, 141]. Kako izrazi za energije
sistema imaju izvestan stepen opstosti jasno je da se ovakva analiza prenosa i raspodele energije u sistemu
plo¢a moze iskoristiti i za hibridne sisteme spregnutih struktura ploc¢a, greda ili pojaseva vezama tipa
elasti¢nih, visko elasti¢nih, naslednih ili puzecih svojstava. O tome ¢e vise biti re¢i kada budemo govorili
o analogijama u ovim klasama hibridnih sistema u okviru dvanaestog poglavlja.

Za svaku od sopstvenih vremenskih funkcija ploca T(l)nm(t) i Ty 2) i procesa vremena u nm - modu

oscilovanja moze se definisati Lyapunov-ljeve eksponente u obliku [6]:

A

nm(i Sw Ot

.1 : P - —
) = }lmzln{[ni)mn (t)]z + 2 [th')nm (t)]z} = 1’2 = 0’1’2’ w0 M = 1’2’3’4’“”00 ’ (6255)

(i Ym

Vidi se da izraz u zagradi predstavlja ukupnu energiju jedne ploce tj.:

nm

1 1 [ 1 2B . 6.2.55a
4 ()—hmln{[T(l)nm(t)]z+ P [T(i)nm(t)]z}=hmln2()=—5,,m(1) ( )

i t—o Dt t>® Dt a)(’)

a)(i)nm
Takode, koriste¢i analogiju moze se definisati Lyapunov-ljev eksponent energijske interakcije ploca u

obliku:

Doy = lim i 2502 _ (5 L5 ) gon =012, e m 123400 (6.2.56)
nm(1,2) 1> Dt a)(l)nmw(z)nm nm(1) nm(2)

U slucaju slobodnih oscilacija sistema dve ploce samo spregnute elasticnim slojem bez prigu$nica
Lyapunov-ljevi eksponenti su jednaki nuli. Dok u slu¢aju disipativnog sistema, sistema ploca spregnutih
prigus$nicama, vidi se da su Lyapunov-ljevi eksponenti negativni, pa se zakljuCuje da je proces
oscilovanja kao i podproces interakcije medu ploama strukturno stabilan.

Takode, ovakav energijski pristup i predstavljene Lyapunov-ljeve eksponente moguce je koristiti
i za druge nacine sprezanja u hibridne sisteme sa razli¢itim tipovima svojstava materijala, visko-elasti¢nih
ili puzecih, i proucavanje stabilnosti procesa oscilovanja. Vidi se da su Lyapunov-ljevi eksponenti mera

integriteta sistema ili integriteta dinamike-kretanja sistema.
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7% Poglavlje

Sinhronizacije u hibridnim sistemima

7.1. Pojam sinhronizacije

U opstem slucaju pod sinhronizacijom se misli na uskladene varijacije stanja dva ili vise sistema, ili
preciznije uskladene varijacije nekih njihovih karakteristika kao Sto su frekvencije oscilovanja [12]. Ako
ovaj kriterijum treba biti zadovoljen asimptotski onda se kaze da je sinhronizacija asimptotska. Ako bez
upravljanja sinhronizacija ne moze da se uspostavi u sistemu onda se moze postaviti problem odredivanja
zakona upravljanja pod kojim ¢e sistem sa zatvorenom petljom postati sinhronizovan.Tako sinhronizacija
moze da se koristi kao cilj upravljanja.

Termin upravljanje haosom uglavnom je koriS¢en da opiSe podrucje istrazivanja koje se nalazi
izmedu teorije upravljanja i teorije dinamickih sistema koje proucava upravljanje deterministiCkim
sistemima sa neregularnim i haoti¢nim ponasanjem. U drevnoj mitologiji i filozofiji re¢ “ yawo  (haos)
znacCila je neuredeno stanje jednoli¢ne materije koje je, pretpostavlja se, postojalo pre uredenog
univerzuma. Tako kombinacija “upravljanje haosom” zapravo ima paradoksalan smisao koji izaziva
dodatni interes za samu temu. Problem kontorle haosa privlaci paznju istrazivaca i inZenjera od 1990.
godine. Nekoliko hiljada publikacija se pojavilo na tu temu poslednjih dvadesetak godina. Statistika

objavljivanja preko Science Citation Index-a pokazuje da je, u periodu 1997-2001, u referentnim
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Casopisima objavljivano oko Cetiri stotine radova godisSnje. Poredenja radi, pretraga pomocu kljuéne reci
»adaptivno upravljanje” pokazuje da je u okviru te oblasti, koja je takode veoma aktuelna, godiSnje
objavljivano oko tri stotine radova.

Najpopularnji matematicki model koji se upotrebljava u toj brojnoj literaturi za kontrolu haosa
opisan je obi¢nom diferencijalnom jednac¢inom (jednac¢inom stanja) oblika:

(1) = Flx,u), (7.1.1)
gde su : x=x(s) n-dimenzionalni vektor promenljivih stanja; u =u(t) m-dimenzionalni vektor ulaza
(upravljackih velic¢ina) i1 vektorska funkcija F (x,u)obiéno je kontinualna. U prisustvu spoljasnje pobude
koristi se nestacionarni model:

x(2)=F(x,u,t), (7.1.2)
a u mnogim slucajevima jednostavniji, model afinog upravljanja:

(1) = f(x)+glxu (7.1.3)

Napominje se ovde da neki istrazivaci podrazumevaju upravljanje koordinata, gde spoljasnja dejstva
(sile, momenti, intenziteti elektri¢nih ili magnetnih polja, i dr.) imaju ulogu dela ulaznih promenljivih, i
upravljanje parametara, gde su ulazne promenljive varijacije parametara fizickog sistema (npr.

u(t) =p-p,,gdeje p, nominalna vrednost fizickog parametra p ) kao dva u osnovi razli¢ita problema.

Ako je razmatranje dato za procese koji se odnose na nelinearne modele koji podrazumevaju obe klase to
onda zapravo i nije fundamentalna razlika. U radu [24] navedeno je da u mnogim haoti¢nim sistemima
postoji ekvivalencija problema upravljanja koordinata sa linearnom povratnom spregom, kao i da se
upravljanje parametrima moze izvesti samo nelinearnom smenom koordinata.

Mereni izlaz sistema oznaden je sa y(¢)i izrazava se u funkeiji od postojeceg kineti¢kog stanja
sistema:

w(t) = h(x(2))- (7.1.4)

Ako izlazne promenljive nisu ta¢no date, onda se moze pretpostaviti da je ceo vektor stanja odreden
odnosno da je y(r)=x(z)-
Za diskretne modele definiSu se jednacine razlika stanja:

Xperl =Fd(xk’uk) (7.1.5)
gde x, eR",u, eR" iy, R' predstavljaju vrednosti vektora stanja, ulaza i izlaza, respektivno, u k -

tom koraku. Ovakav model je odreden mapom F,. Pretpostavlja se da za sve vreme ¢>¢, svi prethodni
modeli imaju reSenja za date poCetne uslove, obi¢no je ¢, =0.

Jedan od problema upravljanja haosom je problem stabilizacije nestabilnih periodickih reSenja
(orbita) koje se pojavljuju u suzbijanju buke i vibracija razli¢itih konstrukcija, elimimnacija harmonika u
sistemima komunikacije, elektricnim uredajima i tako dalje. Ovaj problem ima svojstvo da je sistem
strogo oscilatoran, §to znaCi da su mu sopstvene vrednosti matrice linearizovanog sistema blizu

imaginarne ose. Stetne vibracije mogu biti ili regularne (kvaziperiodicke) ili haoti¢ne. Problem suzbijanja
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haoti¢nih oscilacija redukovanjem na regularne oscilacije ili potpunim suzbijanjem moZe da se formulise

na sledeci naéin:
Ako se posmatra slobodno (neupravljano, u(r)=0) kretanje x*(t) sistema (7.1.1) sa pocetnim
uslovom x.(0)= x.,, i neka je ovo kretanje perioda T', odnosno x,(¢+7)=x.(¢), za sve vreme ¢>0.

Potrebno je da stabiliziramo taj sistem tj. da redukijemo reSenje x(t) sistema (7.1.1) na x. (z‘):

lim(x(1)—x.(:)) = 0 (7.1.6)

t—>x©

Sto moze da se formulise i drukéije, kao voditi izlaz sistema y(¢) ka datoj funkciji y.(¢):
(15,0, .17

za svako reSenje x(t) sistema (7.1.1), pri po¢etnim uslovima x(0)=x, € Q, gde je Q dati skup pocetnih
uslova.
Problem je u odredivanju funkcije upravljanja, bilo da je u pitanju otvorena sprega upravljanja (open-

loop control action)

u(t)=U(t,x,)- (7.1.8)
ili povratna sprega stanja sistema:

u(t) = U(x(0)) (7.19)
ili povratna sprega izlaza sistema:

) =UG(0) (7110

koji zadovaoljava uslove upravljanja (7.1.6) 1 (7.1.7).

Ovakva formulacija problema stabilizacije periodickog kretanja je nerazdvojiva od
konvencionalnog problema pracenja u teoriji upravljanja. Ipak, postoji kljucna razlika, a lezi u ¢injenici da
je za upravljanje haoti¢nog procesa potrebno da se dostigne cilj sa dovoljno-teorijski govoreci
proizvoljno-malim nivoom upravljackog dejstva [216]. ReSivost ovog problema nije dokazana zbog

nestabilnosti haoti¢ne trajektorije x, (t)

Stabilizacija nestabilnog polozaja ravnoteze je jedan poseban slucaj. Neka desna strana sistema

(7.1.1) zadovoljava uslov F(x,,,0)=0, onda za u(t)=0sistem (7.1.1) ima ravnoteZno stanje x,, koje bi

trebalo stabilizirati u datom smislu izborom odgovaraju¢eg upravljanja. Problem je okarakterisan i
dodatnim zahtevom ,,malosti” upravljanja.

Druga klasa problema upravljanja haosom jeste pobudivanje ili generisanje haoti¢nih oscilacija.
Ovaj problem se Cesto naziva antiupravljanje ili uspostavljanje haosa (haotizacija). Pojavljuje se u onim
sistemima gde je haoti¢no kretanje Zeljeno ponaSanje sistema. Klasi¢ni primeri su izvori haoti¢nih signala
u komunikacijonim i radar sistemima. Savremena istrazivanja ukazuju da haotizacija procesa moze igrati
znacajnu ulogu hemijskim i bioloskim tehnologijama. Ovde je problem vezan i za Cinjenicu da trajektorija
faznog vektora sistema nije unapred odredena, nepoznata je ili je bez posledica na postizanje krajnjeg

cilja. Ovde se formalno cilj upravljanja moze predstaviti ralacijom (7.1.7), ali ovde krajnja trajektorija

X (t) nije vi$e periodicka. Sta vise moze se zahtevati da umesto kretanja po datoj trajektoriji proces
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upravljanja zadovoljava neki formalni kriterijum haoti¢nosti. Na primer, skalarna funkcija krajnjeg cilja

G(x) moze biti data, i svrha upravljanja mozZe biti formulisana kao dostizanje grani¢ne jednakosti
limG(x(¢))= G. (7.1.11)

ili nejednakosti za gornje ogranicenu G(x(t))

lim G(x(2)) > G. (7.1.12)

Za problem haotizacije, najvisi Lyapunov-ljev indeks G = ¢, Cesto se uzima kao krajnja ciljna funkcija , i
G. >0 je definisano. Ukupna energija mehanickih ili elektri¢nih oscilacija ponekad se uzima kao G(x).

Dakle, u teoriji haosa, upravljanje haosom je zasnovano na ¢injenici da svaki haoti¢ni atraktor
sadrzi beskonacan broj nestabilnih periodi¢kih orbita [50]. Haoti¢no kretanje, dakle, sadrzi kretanje u
kome se stanje sistema pomera u okolinu jedne od tih orbita na neko vreme, a zatim prelazi u blizinu neke
druge nestabilne periodicke orbite, gde opet ostaje neko ograni¢eno vreme 1 tako stalno. Ovo za rezultat
daje komplikovano i lutaju¢e ponasanje u duzem periodu vremena. Kontrola haosa je stabilizacija, u
smislu malih poremecaja sistema, jedne od tih nestabilnih periodickih orbita. Rezultat je obezbediti
drukcije haoti¢no kretanje stabilnije i predvidljivije §to je Cesto prednost ovakvih sistema. Poremecaj
mora biti jako slab da bi se izbegle znacajnije modifikacije prirodne dinamike sistema [35, 253]. Postoji
nekoliko metoda za upravljanje haosom, ali vecina je zasnovana na dva osnovna prilaza: OGY (Ott,
Grebogi i Yorke) metoda i Pyragas kontinualno upravljanje. Obe metode zahtevaju prethodno odredivanje
nestabilnih periodickih orbita haoti¢nog sistema pre dizajniranja algoritma upravljanja. Kod OGY metode
male umesno izabrane brze promene primenjuju se na sistem po jednom ciklusu, da bi ga zadrzele u
blizini Zeljene nestabilne periodicke orbite. Kod Pyragas metoda odgovarajué¢i kontinualni upravljacki
signal se primenjuje na sistem, Ciji je intenzitet prakticno jednak nuli kada se sistem priblizi Zeljenoj
periodickoj orbiti, ali raste kako se sistem udaljava od orbite. Eksperimentalno upravljanje haosom i
jednom i drugom metodom je postignuto na raznim sistemima kao $to su: turbulentni fluidi, oscilujuée
hemijske reakcije, magnetno-mehanicki oscilatori, i sréana tkiva.

Tre¢a vazna klasa ciljeva upravljana haosom odgovara problemu sinhronizacije ili preciznije
upravljive sinhronizacije kao suprotnosti od samosinhronizacije. Oblast sinhronizacije ima vaznu primenu
u vibracionoj tehnologiji (sinhronizacija vibracionih pobuda) [13], komunikacijama (sinhronizacija
signala odasiljaca i prijemnika) [188, 254], biologiji i biotehnologiji i drugim granama savremene nauke.
Brojne su publikacije posvecene temi sinhronizacije haosa i njene primene u sistemima prenosa podataka
[13,27,30,57,221].

Jedan vazan problem upravljanja haoti¢nim procesima predstavlja modifikovanje atraktora, npr.,
transformacija haoti¢nih oscilacija u periodicke i obrnuto. Razvoj prilaza toj vrsti problema stalno se
podsti¢e novim primenama u tehnologijama lasera i hemijskoj, u telekomunikacijama, biologiji i medicini
[25, 35]. Na primer, uvode¢i slabu povratnu spregu u opticki kanal moze se uspostaviti rad lasera koji
pokazuje haoti¢no (sa vise modova) ponasanje. Kao rezultat postaje moguée da se poveca radiaciona
snaga dok se odrzava povezanost. U hemijskoj tehnologiji, haoti¢nost u reaktorima za meSanje suspenzija

je korisna jer ubrzava reakcije i poboljSava kvalitet proizvoda. Na kraju u medicini se predlaze da se neki
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7. Sinhronizacije u hibridnim sistemima

slucajevi aritmije tretiraju u smislu povratne sprege meraca brzine koji menjaju stepen neregularnosti
sr¢anog ritma [15, 39] generiSuci stimulativne pulseve u odgovaraju¢im vremenskim trenucima. Kako se
aritmija moze manifestovati i porastom i smanjenjem haotiCnosti sr€anog ritma, Sto zavisi od
individualnih normi pacijenta, cilj upravljanja u ovom sluaju je podrzevanje datog stepena
neregularnosti.

U hibridnim sistemima sprege nelinearnih oscilatora pokazano je da zbog nelinearnosti svojstva
takvih sistema mogu biti eksponencijalno razilaZenje trajektorija, za dva identi¢na sistema koji polaze iz
veoma bliskih pocetnih uslova, ali i u takvim sistemima moze do¢i do sinhronizacije §to na prvi pogled
moze da zacudi. Sinhronizacija haosa dakle javlja se u hibridnim sistemima sprege dva ili viSe nelinearnih
haoti¢nih oscilatora ili pak u sistemima kada jedan haoti¢ni oscilator vodi (nosi) drugi haoti¢ni oscilator.
Prisustvo sinhronizacije u hibridnim sistemima eksperimentalno je potvrdeno i teorijski do nekle
istrazeno, pri ¢emu je potvrdeno da je sinhronizacija prili¢no raznovrstan fenomen koji moze da se pojavi
u razli¢itim oblicima.

A pored toga eksperti iz razli¢itih oblasti razumevaju sinhronizaciju na razlicite nacine, a to iziskuje
i dodatne napore da se primene konvencionalne metode upravljanja. U tom smislu u radu [12] data je
sveobuhvatna definicija sinhronizacije, koja obuhvata i pojam samostabilizacije i pojam upravljane
stabilizacije. U najopstijem smislu sinhronizacija podrazumeva uzajamni odnos ili uzajamni odgovor
ponasanja dva ili viSe procesa u vremenu. Prema [295] sinhronizovati znac¢i poklopiti se ili sloziti se u
vremenu, da bi podsistemi nastavili ili radili na potpuno isti nacin u istom trenutku.

Posmatra se k dinami¢kih sistema:
> ={T U, XY, $.h}> i=1...k
gde su T poznati skup vremena; U, X, Y, su respektivno skupovi ulaza, stanja i izlaza;
¢, :TxX,xU, — X, Je mapa prolaska, a j :Tx X,xU, — Y, j¢ mapa izlaza.
Prvo se posmatra slucaj kada ulazi nisu prisutni i kada se mogu zanemariti u sistemu.
Pretpostavi se da je dato / funkcionala g Y} XY xT —R' j=1,.,1, gde su % skupovi

svih funkcija iz 7 u ¥, tj. % ={y:T —Y,}. Za skup vremena 7 moze se uzeti ili 7 =R > 0(kontinualno

vreme) ili 7 =Z > 0(diskretno vreme). Za bilo koje 7 €T definiSe se onda & kao operator promene, tj.

o, 4 -1 datojekao (o, y)t)=y(t+7) zasve yeY isve teT.

Definicija [12]: ReSenja x, (-),...,xk () sistema X,,...,X, sa poCetnim uslovima x,(0),...,x, (0) nazivaju
se sinhronizovana u odnosu na funkcionale g, ,..., g, ako

g0 y(o, v (ht)=0. j=1.0 (7.1.13)
vazi za sve teT ineke 7,,.7, €T, gde y,(-) oznatavaju izlazne funkcije sistema 3. : y,(¢)= h(x,(¢).7).
teT,i=1...k.

Kaze se da su reSenja x()..,x,() sistema ¥ ,.%, sa poletnim uslovima x,(0)...., x, (0)

k

aproksimativno sinhronizovana u odnosu na funkcionale g ..., g, ako postoji £ >0 1i z,,..7, € T tako da:
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2,0, 7,000,y (L] <20 j=1,l zasve teT . (7.1.14)
Resenja  x,()...,x,() sistema X,.,%, sa podetnim uslovima x(0)...,x,(0) su asimptotski
sinhronizovana u odnosu na na funkcionale g,...,g, ako zaneke 7,,..7, €T

limgj(a,lyl(-),...,onyk(-),t):0, Jj=L..,1. (7.1.15)

t—w

Kada je sinhronizacija uspostavljena za sve poCetne uslove x (0)...,x, (0) kaze se da su sistemi X,,..%,

sinhronizovani (u odgovaraju¢em smislu s obzirom na date funkcionale). U sluc¢aju asimptotske
sinhronizacije, takode, je moguc¢e definisati bazen pocetnih uslova koji vode sinhronizaciji.

lako je ova definicija sinhronizacije prilicno opSta moguca su jo$ neka uopstenja. U mnogim
prakti¢nim slu€ajevima vremenske promene 7,, i=1...,k nisu konstantne nego teZe nekoj konstantnoj
vrednosti, takozvane asimptotske faze. U ovom slu¢aju umesto operatora promene za svaku izlaznu

funkciju y, () prihvatljivije je posmatrati vremenski promenljiv operator definisan na sledeé¢i nacin:

o, y(1)=¥(r. (1))
gde je t:T —>T, i=1,.k homeomorfizam (neprekidna funkcija sa neprekidnom inverznom

funkcijom) takav da hm(f; (t)— t) =7.

i
t—w©

U mnogim prakti¢nim problemima sinhronizacije prostori % su identi¢ni % =%, a funkcionali
{g o } su izabrani da porede sli¢ne osobine razlicitih sistema tj.

8, (0. 0y, () =distl7 o, v, 0} (o 3,())

gde rs=1,.,k, j=1..,[ 1 Jj (Y xYy — yj je odredeno preslikavanje (sinhronizacioni indeksi) koje
preslikava (izlaz) trajektoriju y, () svakog sistema X ,...,X, u isti metricki prostor Q Iy

Umesto skupa funkcionala uvek je mogucée uzeti jedan funkcional koji izrazava isti sinhronizacioni
fenomen.

U mnogim prakti¢nim slu¢ajevima skupovi U,, X,,Y, su vektori kona¢nih dimenzija i sistemi ¥, mogu
biti opisani obi¢nim diferencijalnim jednacinama.

Za najjednostavniji sluc¢aj razdvojenih sistema bez ulaza sledi:

dxl
Tt

=E(xnt)’

gde je F;,i=1,...,k odredeno vremenski zavisno vektorsko polje. Ponekada se sinhronizacija moze javiti i

u razdvojenim sistemima, 1 ovo ¢e se nazvati prirodnom sinhronizacijom. Mnogo je prakticno vazniji
slucaj sinhronizacije u vezanim sistemima. U ovom sluc¢aju model sistema je uvecan za date veze u

obliku:

dx, ~ .
dtl :F;(xf’t)+F;(x09x17"'9xkat)’ l=1,...,k
dx, (7.1.16)
—:F(x,x,...,x ,t)’ -l
dt 0\"*0>""1 k
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7. Sinhronizacije u hibridnim sistemima

gde je F, vektorsko polje koje opisuje dinamiku sistema veze, a 131 vektorsko polje koje opisuje veze.

Saglasno sa prethodnom definicijom pretpostavlja se da su ulazi svih sistema zanemareni. Da bi se opisale

veze sada pretpostavlja se da ulaz u svaki sistem X, , i=1,..,k moZe da se naCini od izlaza vezanog
sistema %, ={T,U,, X,.,Y,.4,,h,}, gde su prelazna i mapa izlaza date kao ¢, :7xX,xU, > X, i
hy:TxX,xU,—>Y, sa Uy =Y, xY,x---xY, i Y, =U xU,x---xU,, tako da je moguce definisati
sinhronizaciju u spregnutim hibridnim sistemima:

Definicija, [12.]: Resenja xo(-),...,xk(-) sistema X ,...,X, i sistema veze X,sa pocetnim uslovima
%,(0)....,x,(0) nazivaju se sinhronizovana u odnosu na funkcionale g ..., g, ako:

g.i(o_r(,)’o(')ao_r,yl(‘)a---’o_rkJ’k(')’t)E 0, j=1..1 (7.1.17)
vazi zasve reT ineke z,,.7, €T, gde y () oznadavaju izlazne funkcije sistema X, : y,(t) = h(x,(¢),2),
teT,i=0,1,..,k.

Kaze se da su reSenja x,(),...,x() sistema X,..%,i sistema veze X,sa potetnim uslovima

X, (0),...,xk (O) aproksimativno sinhronizovana u odnosu na na funkcionale g ... g ako postoji £>0 i

!

Ty,...T, € T tako da:

g, 70020, 31O, 7 (M| S5 j=losl ZasVE LET. (7.1.18)
Resenja x,()...,x, () sistema % ..,%, i sistema veze X, sa pocetnim uslovima x,(0)...,x,(0) su
asimptotski sinhronizovana u odnosu na na funkcionale g,,...,g, ako za neke 7,,...r, € T postoji:

}i_{ggj(aroyo(-),...,O'Tkyk(-),t)z 0, j=1..1. (7.1.19)

Jasna je Cinjenica iz definicije sinhronizacije spregnutih sistema da sinhronizacija u ovakvim sistemima
moze da se javi i bez dejstva bilo kakvog spoljasnjeg efekta. U tom smislu za spregnuti sistem kaze se da

je samosinhronizovan u odnosu na funkcionale Qo &)

Interesantan slucaj u praksi je kada je veza u hibridnom sistemu slaba, na primer, kada se sistem

moze predstaviti kao:

OZ" = F(x,t)+ ttF(xy, Xy X t)s =Lk

d.
% = F’()(xo,xl,...,xk,t)a

gde je x mali parametar.
Ipak u mnogim sluc¢ajevima samosinhronizacija nije mogu¢a i namece se pitanje da li je moguce
izazvati odnosno kontrolisati sisteme na takav nacin da se oni sinhronizuju. U prethodnim definicijam ta

moguénost nije uzeta u obzir. Zato se sada pretpostavlja da su svi ¥, i =0,1,...,k glatki sistemi kona¢nih

dimenzija, opisani diferencijalnim jedna¢inama sa ulazom kona¢nih dimenzija:

LZ" = E(x,,0)+ E(xy, X500 xs1058)5 1= 1ok
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%:a(xo,xl,...,xk,u,z), (7.1.20)

gde je u = u(r) e R" ulazna promenljiva (promenljiva upravljanja).

Definicija [12]: Problem upravljanja sinhronizacijom u odnosu na funkcionale g j=lul
(respektivno upravljanja asimptotskom sinhronizacijom u odnosu na funkcionale g5 j=l 1) je problem
pronalaZenja upravljanja u kao funkcije povratne sprege stanja x,(0),...,x,(0) i vremena, koji obezbeduje

da (7.1.17) (respektivno (7.1.18) 1 (7.1.19)) vazi za sistem povratne sprege.

Ponekada ovaj zahtev moze biti obezbeden bez merenja bilo koje promenljive sistema, npr.
periodickim silama. U ovom slucaju funkcija upravljanja # ne zavisi od stanja sistema i problem
pronalazenja takvog upravljanja naziva se problem upravljanja (asimptotskom) sinhronizacijom sa
otvorenom spregom. Ipak, korisniji prilaz pretpostavlja moguénost merenja stanja ili nekih funkcija
promenljivih sistema, a u tom sluCaju pronalazenje upravljanja naziva se problem upravljanja
(asimptotskom) sinhronizacijom sa zatvorenom petljom ili povratnom spregom.

Sve do sada uopsteno rec¢eno o sinhronizaciji i upravljanju sinhronizacijom moZze da se pojednostavi
u hibridnom sistemi sa dva podsistema, svaki sa po jednim stepenom slobode kretanja. Videli smo da je
kod problema sinhronizacije osnovni zahtev ¢esto formulisan kao poklapanje ili usaglasavanje oscilacija
svih podsistema, dok osobine svakog od podsistema mogu da se menjaju u okviru Sirokog opsega.

Kada su dva nelinearna oscilatora u haoticnom rezimu nelinearne dinamike spregnuta
sinhronizacija moze biti:

o Identi¢na sinhronizacija. Ovo je najjednostavniji oblik sinhronizacije, koji se javlja kada su dva
identi¢na nelinearna haoti¢na oscilatora medusobno spregnuti, ili kada jedan od njih vodi drugi. Ako sa
(x,,X,,.0x,) 1 (%,,%,.....x, ) 0znac¢imo skupove dinamickih promenljivih, koje opisuju stanja prvog i drugog
oscilatora, respektivno, kaze se da se identi¢na sinhronizacija javlja kada za skup pocetnih uslova

(x,(0).x,(0)...x,(0)) 1 (%(0)%,(0)...%,(0) razlika promenljivih stanja |z (¢)-x,()—>0[, za i=12,.,n kada

vreme ¢ — oo ili druk¢ije zapisano:
}Eg(xi(t)_)?i(t)): 0zai=12,..,n. (7.1.21)
To prakti¢no znaci da se posle dovoljno dugog vremena dinamike oscilatora izjednacavaju x(r)=x,(¢) za
i=12,...,n u dobroj aproksimaciji. Ovo stanje se naziva sinhronizovano stanje u smislu identi¢ne
sinhronizacije. Jednakost x,(¢)= x,(¢) u jedinstvenom prostoru stanja predstavlja podprostor (dijagonalu),
a (7.1.21) zapravo opisuje konvergencije vektora stanja x(t) tom dijagonalnom skupu {x X, =X, }
o Generalisana (opsta) sinhronizacija. Ovaj oblik sinhronizacije javlja se uglavnom kada su

spregnuti haoti¢ni oscilatori razliciti, iako se moze javiti i u sluc¢aju identicnih oscilatora. Za date

promenljive stanja (xl,xz,...,xn) i (yl, Vg seens ym), koje odreduju dinamiku oscilatora, opsta

sinronizacija se javlja kada postoji funkcional @, takav da nakon uspostavljanja stanja iz datih
pocetnih uslova, vazi (yl(t), ¥, (t),...,ym (t)):CD(xl (t),x2 (t),...,xn (t)) To znadi da je dinamicko
stanje jednog oscilatora potpuno odredeno stanjem drugog. Kada su oscilatori medusobno
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7. Sinhronizacije u hibridnim sistemima

spregnuti ovaj funkcional mora biti invertan, a ako postoji konfiguracija vodenje-odgovor onda
vodeéi odreduje razvoj odgovora, i funkcional @ ne mora biti invertan. Identi¢na sinhronizacija
je poseban slu¢aj opste sinhronizacije kada je funkcional @ funkcija jednakosti.

e Fazna sinhronizacija. Ovaj vid sinhronizacije, koji se javlja kada oscilatori nisu identi¢ni, je
delimi¢an u smislu da u sinhronizovanom stanju amplitude oscilatora ostaju nesinhronizovane, a
sinhronizuju se samo faze oscilatora. Konstatovanje fazne sinhronizacije zahteva prethodno definisanje
faze haoti¢nog oscilatora. U mnogim posebnim sluc¢ajevima, moguce je pronaci ravan u faznom prostoru
u kojoj projekcije trajektorija oscilatora rotiraju oko definisanog centra. U tom slu¢aju faza je definisana
uglom, ¢(t), izmedu segmenta koji spaja centar rotacije i tatku projekcije trajektorije na ravan. U tom
slucaju ako su ¢, (t) 1 @, (t) faze dva spregnuta oscilatora sinhronizacija faza data je relacijom
ng,(1)=me,(t) gde su ni m celi brojevi.

o Sinhronizacija zaostajanja i pracenja. U ovim sluCajevima sinhronizovano stanje je

okarakterisano intervalom vremena 7 tako da su dinamicke promenljive oscilatora (xl,xz,...,xn) i
(il,)?z,...,)?n)odnosa J?i(t):xl.(t+z'), Sto znaci da dinamika jednog oscilatora prati, ili joj prethodi,
dinamiku drugog. Sinhronizacija pracenja javlja se izmedu haoti¢nih oscilatora spregnutih u konfiguraciji
vodenje-odgovor, ¢ija je dinamika opisana diferencijalnim jedna¢inama sa kasnjenjem, tj. diferencijalnom
jednacinom u kojoj je izvod nepoznate funkcije u odredenom trenutku dat u zavisnosti od vrednosti te

funkcije u prethodnom trenutku. Opsti oblik diferencijalne jednacine sa kasnjenejm za x(t) eR" je:

(0)=s(.x(0)x,),

gde x, ={x(r):z<¢} predstavlja trajektoriju reSenja iz proslosti, a fje funkcionalni operator iz

—X
dt

RxR"xC"u R".

U ovom slucaju odgovor prateceg oscilatora prati dinamiku vodeceg oscilatora. Sinhronizacija
zaostajanja moZze da se javi kada jacina veze izmedu fazno sinhronizovanih oscilatora raste.

o Sinhronizacija envelope ampitude. Ovo je prelazni oblik sinhronizacije koji moze da se javi
izmedu dva slabo spregnuta haoti¢na oscilatora. U ovom sluc¢aju ne postoji veza izmedu faza ili amplituda
veC se oscilacije oba oscilatora razvijaju u periodi¢ne koje imaju iste frekvencije u oba sistema. Ovo je
istog reda veli¢ine kao i razlike izmedu proseénih frekvencija oscilovanja dva haoti¢na oscilatora.
Najcesce sinhronizacija envelope ampitude prethodi faznoj sinhronizaciji u smislu da se, kada ja¢ina veze
izmedu dva oscilatora sa sinhronizacijom envelope amplituda raste, razvija sinhronizacija faza.

Svi ovi oblici sinhronizacije imaju svojstva asimptotske stabilnosti. Ovo znaci da kada se jednom
dostigne sinhronizovano stanje efekat male perturbacije koja uniStava sinhronizaciju se brzo priguSuju i
sinhronizacija se uspostavlja ponovo. Matematicki je poznato da je svojstvo asimptotske stabilnosti
pozitivan Lyapunov-ljev eksponet sistema od dva oscilatora koji postaje negativan kada se dostigne
sinhronizacija haosa. U sinhronizacij haosa Cesto se koristi termin uslovni Lyapunov-ljev eksponet, i ako
su dva sistema spregnuta tako da je jedan vodeci (glavni) sistem, a drugi sistem odgovora (pratec¢i), onda
su uslovni eksponenti oni eksponenti od sistema odgovora kada se vodeci sistem tretira samo kao izvor
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(haoti¢nog) ulaznog signala. Sinhronizacija se dakle javlja kada su svi uslovni Lyapunov-ljevi eksponenti

negativni. [220].

7.2 Sinhronizacija u hibridnim sistemima

7.2.1. Sinhronizacija spregnutih harmonijskih oscilatora —normalni modovi

Iz predstavljenih vrsta hibridnih sistema u treCem poglavlju ovde se posmatra jedan slucaj koji ¢e
nam pomo¢i u definisanju i tumacenju pojmova sinhronizacije u hibridnim sistemima. Posmatraju se,

naime, dva linearna oscilatora predstavljana na slici 7.2.1 vezana oprugom krutosti c.

/
7
v
v
7
7

Slika 7.2.1 Staticko sprezanje dva linearna oscilatora sa linearnom krutoscéu

Za slucaj kada je taj sistem homogen tj. kada su spregnuta dva identicna oscilatora, dinamiku
takvog sistema moze se opisati sistemom spregnutih diferencijalnih jednacina oblika:

¥ +oix, +a*(x, —x,)=0

%, +oix, +a*(x, —x,)=0> (7.2.1)
gde su @l =c/m,, i=1,2 sopstvene kruzne frekvencije podsistema, a a’ =c/m, je mera jaline
sprezanja. Za slucaj kada je a < @, sprezanje ¢e se nazvati slabim.

Koriste¢i standardne i dobro poznate tehnike reSavanja sistema diferencijalnih jednacina, a imajuci
u vidu i sve do sada receno o homogenim hibridnim sistemima resSenje sistema (7.2.1), mogu se napisati u
obliku:
x,(£)= Ry, cos(at + ay, )+ Ry, cos(a,t +atyy )
X, (t) =-R,, cos(a)lt +a, )+ Ry, cos(wzt + aoz) (7.2.2)
gde su @;, i =1,2 kruzne frekvencije oscilovanja modova takve da je o’ = @? +24*> i @, =@, $to moze
da se zapiSe i u opStem sluCaju u simetricnom obliku kao @ =@} +a*, gde su @ = @?+4*> kruzne
frekvencije harmoniskih oscilacija bilo kojeg od oscilatora kada se drugi fiksira. Ampitude R, i=12 i
fazna kaSnjenja ¢, i=1,2 harmonika oscilovanja odreduju se iz poCetnih uslova pomeranja masa

podsistema x,(0), i =1,2 1 po€etnih brzina masa podsistema x, (O), i =1,2. Osnovna svojstva dinamike dva

identi¢na spregnuta harmoniska oscilatora prikazana su na slikama 7.2.2 a) i b). Ti dijagrami odgovaraju
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partikularnim reSenjima dobijenim za pogetne uslove ,(0)=x,(0)=0 i x,(0)=x,(0)= R, na slici 7.2.2 a) i
x,(0)=—x,(0)= R, naslici 7.2.2 b).
U prvom slucaju slika 7.2.2 a) modovi osciluju istim frekvencijama a)22 i to u fazi tacnije ne postoji fazna

razlika te se dve krive poklapaju, u drugom sluc¢aju modovi osciluju frekvencijom a)l2 sa faznom razlikom

Aa = 7 . Ova dva oblika oscilovanja poznata su kao dva normalna moda oscilovanja spregnutog sistema
dva linearna oscilatora, i to prvi je nisko frekvantni mod, a drugi je visoko frekventni mod. Oni su
interesantni jer su to zapravo dve jednostavne harmonijske oscilacije i svi ostali oblici kretanja ovako
spregnutog sistema su zapravo superpozicija (slaganje) ta dva kretanja. Na primer, na slici 7.2.3
prikazani su oblici oscilovanja masa sistema dva spregnuta linearna oscilatora za pocetne uslove oblika
%(0)=%,(0)=0, x(0)=R, i x,(0)=0. Oscilacije sistema su kao $to vidimo komplikovane, ali se mogu
posmatrati kao slaganje oscilacija dva jednostavna harmonijska oscilovanja koji odgovaraju normalnim

modovima kao $to se to vidi iz zakon kratanja (7.2.2).

a0 '

xl/RO

xz/Ro or B

) |
0 5 ot 10

Slika 7.2.2 Zakoni oscilovanja modova sistema dva spregnuta linearna oscilatora a) nisko

frekventni mod, b) visoko frekventni mod

Dekompozicija oscilovanja spregnutih linearnih oscilatora na slaganje oscilovanja normalnih modova koji
su jednostavni linearni harmonijski oscilatori, je osnovni rezultat fizike spregnutih linearnih sistema.
Videce se u poglavlju s analogijama da dekopozicija nije ograni¢ena samo na oscilacije dva oscilatora
ve¢ je mogéa i u sistemima sa beskrajno mnogo spregnutih oscilatora sa brojem odgovarajuéih
frekvencija spregnutog oscilovanja koje odgovaraju frekvencijama modova jednakim broju spregnutih
elemenata sistema.

Normalni modovi igraju znacajnu ulogu u razumevanju dinami¢kog ponasanja sistema koji su
nacinjeni od mreza oscilatora niskih amplituda, ¢ija se dinamika moze redukovati na slaganje
jednostavnih harmonijskih oscilacija, [43]. Ovo se deSava, na primer, u teoriji materijala gde se relevantna
svojstva Cvrstih tela mogu prouciti iz dinamike atoma od kojih su nacinjeni 1 koji osciluju oko svojih
ravnoteznih polozaja u kristalnim reSetkama. Isti zakljucci vaze i u hemiji i biologiji gde se dinamika
atoma, koji ¢ine molekule, teorijski moze shvatiti kao dinamika skupa spregnutih oscilatora.

Upotreba normalnih modova oscilovanja za razumevanje i upravljanje fenomena u nauci i
tehnologiji ide od slucajeva skupova sa kona¢nim brojem spregnutih oscilatora do skupova sa

beskonacnim brojem oscilatora kada govorimo o predstavi kontinuuma razlicitih svojstava [60, 90, 99].
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Slika 7.2.3 Zakoni oscilovanja modova sistema dva spregnuta linearna oscilatora za pocetne uslove

oblika 1,(0)=1,(0)=0, xl(O):RO I x,(0)=0

7.2.2. Sinhronizacija spregnutih nelinearnih oscilatora

Sve do sada receno o oscilacijama spregnutih linearnih oscilatora moze da se sumira u nekoliko
vaznih osobina ove vrste sistema: oni opisuju kretanje oko stabilnog polozaja ravnoteze, prigusenje u
ovakvim sistemima izaziva umirenje sistema u polozaju ravnoteze i takozvano gubljenje memorije
pocetnih uslova, spoljasnje prinude u kombinaciji sa prigusenjem izazivaju odrzive oscilacije koje su
nezavisne od pocetnih uslova, §to se naziva granicnim krugom oscilacija. Pokazano je, a i u praksi je
potvrdeno, da je nelinearnost veoma znacajna i da se svakako treba uzeti u obzir. Opsti oblik nelinearne
diferencijalne jednacine kojom se mogu opisati neke vrste nelinernosti u sistemu nelinearnog oscilatora

pod dejstvom harmonijske prinude moze se napisati u slede¢em obliku:

d—zf+ f(x,@j LAV A, sin(C) (7.2.3)
dt )’ dx

gde su 7/(x) funkcija potencijala koja ima makar jednu stabilnu ravnoteZznu poziciju, i f (xx) je ¢lan koji
odgovara prigusenju i ne mora biti linearan. Kod nelinearnog oscilatora (3.1.5) funkcija potencijala
V(x)=ax*2+a2x* /4 , videlo se, dovoljna je da ucini sistem nelinearnim i da linearna kombinacija
reSenja podsistema nije viSe reSenje celokupnog hibridnog sistema. Pored onog reenog za linearne
sisteme, §to vazi i ovde u nelinearnim sistemima, videlo se da nelinearni sistemi imaju jo$ jednu vaznu
osobinu ili vrstu kretanja, a to su kao oscilatorna kretanja oko ravnoteznog polozaja ili stacionarnog —
ustaljenog rezima koja se nazivaju aperiodickim reSenjima. Na primer na slici 5.2.7 d) vidi sr da zakon
kretanja, kada se pojave aperiodi¢ka reSenja, osciluje oko ravnotezne pozicije ali nema kona¢nog oblika

x(¢) zakona kretanja ograni¢enog u kona¢nom vremenu da se ponavlja, a vidi se i da fazna trajektorija

ovakvog sistema, slika 5.2.7 a) plava linija, ne konvergiraju ni jednoj zatvorenoj krivoj liniji, niti se
slivaju u polozaj ravnoteze, ve¢ odslikava krivu liniju koja se nikada ne ponavlja. Ne postoje opste

metode za reSavanje diferencijelne jednaCine (7.2.3), postoje analiticka priblizenja koja zavisno od
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stepena aproksimacije daju reSenja sa odredenim stepenom tacnosti. Takode, konstatovano je da
numeric¢ko reSavanje ovakvih jednacina daje mogucnost da se otkriju neka reSenja koja analiticki ne mogu

da se predvide. Na primer, nelinearni oscilator sa prinudom (4.2.3), za vrednost parametara 25, =0.1,
-w} =w,,=0.5, ¢ija je funkcija potencijala predstavljena na slici 7.2.4 a), i Q, =1, 9,=0 sa
promenljivim parametrom A, , moze razviti kretanje koje 1i¢i na periodicko oko centra, koji odgovara
jednom od minimuma funkcije potencijala za manje vrednosti parametra 4, (A, =0.12) slika 7.2.4 b) ,
povecenjem amplitude prinudne sile 4, =0.18 kretanje postaje kompleksnije ali i dalje ima neki oblik

periodi¢nosti sa periodom cetiri puta ve¢im od perioda u prethodnom slucaju slika 7.2.4 ¢), a za iste

pocetne uslove x(0)=u(0)=-1.259 i %(0)=v(0)=0.129.

o T :i /h
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Slika 7.2.4 Nelinearni oscilator sa prinudom (4.2.3) za vrednost parametara 26, =0.1,
-w} =y, =05 , a) funkcija potencijala, Q =1, 9, =0; i trajektorije u faznoj ravni
u,v odnosno (x,x) za vrednosti: b) h, =0.12; ¢) h, =0.18, d) hy, = 0.24;a za iste pocetne uslove

x(0)=u(0)=-1.259 i x(0)=v(0)=0.129.

Daljim povecanjem amplitude /,, kretanje postaje jo§ slozenije i prakti¢no postoje sada dva centra

oscilovanja koji odgovaraju minimumima funkcije potencijala, ali ih oscilator posec¢uje sasvim slu¢ajno i

kretanje postaje aperiodicko slika 7.2.4 d), za h, =0.24. Ovakvu strukturu faznog prostora vec je

predstavljena u petom poglavlju. Moze se zakljuciti da, uprkos aperiodicnosti struktura, kretanje ima
jedan oblik invarijantnog skupa, pa fazni dijagrami za razliCite pocetne uslove ostaju slicnih struktura.
Medutim aperiodi¢nost je samo jedno svojstvo specijalnog slucaja dinamike svojstvene nelinearnim
sistemima zvane dinamika haosa. Drugo bitno svojstvo je pojava grani¢nog ciklusa ili vise takvih ciklusa
zavisno od izabranih skupova pocetnih uslova, takozvanih bazena atrakcije. Ako hibridni sistem sa
nelinearno$¢u poseduje vise od jednog atraktora sa stanoviSta sinhronizacije interesantno je prouciti
prirodu bazena atrakcije koja nudi informacije o stabilnosti orbite kao funkcije pocetnih uslova.

U sinhronizaciji dva haoti¢na sistema sistemi mogu imati identicnu strukturu ili mogu biti
potpuno razliciti, 1 obi¢no je jedan sistem glavni sistem, a drugi je prate¢i. Ideja o sinhronizaciji u

ovakvim sistemima je zapravo upotreba izlaza glavnog podsistema za upravljanje podsistema pratioca i to
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tako da izlaz podsistema pratioca asimptotski prati izlaz glavnog podsistema. U radu [9] je posmatran
malo opstiji slucaj i to kada je dat nelinearni sistema u kome je registrovano haoti¢no kretanje sa
proizvoljno datim ulaznim signalom. Pitanje je da li se moZze dizajnirati kontroler na bazi ulaznog signala
tako da izlaz haoticnog sistema asimptotski prati dati referentni signal? U sustini sinhronizacija dva
identi¢na ili razli¢ita haoti¢na sistema jeste problem u kome bi se izlaz jednog od podsistema smatrao
refenentnim signalom. UopSteno posmatrano referentni signal moze biti izlaz i nekog linearnog i nekog

nelinearnog sistema. Zato se posmatra opsti oblik nelinearnog sistema u dvodimenzionom toku oblika:

) )

dt

900 0 0)1) ) 724

gde je f(x(t)x,(c).) nelinearna funkcija, a u(t) signal upravljanja koji treba da se odredi. Neka je y(r)
proizvoljno dat referentni signal sa definisanim prvim i drugim izvodima. Cilj upravljanja je odredivanje

u(¢) nabazi y(¢) i njegovih izvoda tako da (7.1.21) ovde zapisano u obliku:

lx,(¢)- »(t) — 0 kada £ —> oo bude zadovoljeno.

Neka su ¢, i a, dve pozitivne konstante, definiSe se u(¢) u obliku:

)=~ 50 0h) - 00+ 2, 20 ) (.23)

Kada se zameni (7.2.5) u sistem (7.2.4) sledi:
b))

dt
dx;t(t) =—ayx,(t) - a,x, 1)+ (d;fz([) +a, dJ;—E[) + aly(t)] (7.2.6)

Neka e(r)=x,(r)- y(¢) odreduje gresku ili razliku x,(¢) i y(r) tako da sledi:

d’e(t) _d’x(t) d’y(e) _dx,(c) d’y(e) _
ar ~ ar ar  dt ar

= _alxl(t)_azxz(t)‘*'(dzyt)*'a dy(t)-kaly(t)j—dzy(t):

dr > dr dr®
dx, (¢ dylt delt
— e ) B0, DO ()= rele) e, O
odnosno:
2
Lelt) 4, 0 g ofr)=0 (7.2.7)
dt dt

Jednacina (7.2.7) je linearna diferencijalna jednacina drugog reda. Resenje ove diferencijalne jednacine,

e(t), eksponencijalno konvergira nuli za bilo koje pocetne uslove ¢(; =0), sve dok su konstante ¢, i a,
obe vece od nule, Sto zapravo daje zakljucak:

‘ew - ‘ X, (t)— y(t] — 0 kada r - w0, a to je i bio cilj zadatka upravljanja. Dakle, nije neophodna informacija
strukture sistema koja stvara referentni signal y(s) da bi se odredio signal u(¢) upravljnja. Kao primere

posmatraju se tri slucaja.
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7.2.2.1. Linearni sistem upravljan signalom sinusnog oblika.

Neka je linearni oscilatorni sistem (3.1.27) opisan sistemom jednacina u obliku:

)

dt
) 50 0)- 0 ) ul) (728)
Onda je saglasno sa (7.2.5) signal upravljanja:
(7.2.9)

=265 0250 0 05 S, D)

Birajuse ¢, =11 a, =1 1nakon =100 slobodni linearan sistem upravljamo signalom sinusnog oblika:

y(t)=sin(0.2¢). Slika 7.2.5 a) pokazuje referentni signal punom linijom, a isprekidanom izlaz sistema koji

se signalom u(t) upravlja posle vremena ¢ =100 i sinhronizuje sa referentnim sinusnim signalom.

7.2.2.2. Nelinearni sistem upravljan signalom sinusnog oblika.

Neka je nelinearni oscilatorni sistem (4.2.3) opisan sistemom jednacina u obliku:

dac;t(f) =-28,%,(t)— @}x,(t)~ @, x; (t)+ hy, cos(Qt + &y, ) +ult) (7.2.10)

Onda je saglasno sa (7.2.5) signal upravljanja:

0)=26,50) 05028,y coslnr + )= )- om0+ 2w 0y ) e

Neka su ¢, =11 a, =1 inakon ¢ =100 slobodni nelinearan sistem upravljamo signalom sinusnog oblika:

y(t)= sin(0.2t). Slika 7.2.5 b) pokazuje referentni signal punom linijom, a iscrtanom izlaz sistema koji se
signalom u(t) upravlja posle vremena ¢=100 i sinhronizuje sa referentnim signalom oblika sinusne

funkcije, za vrednosti 25, =0.1, @;, =1, w; =-1.8, hy, =1.1, Q, =041 ), =0.

7.2.2.3. Nelinearni sistem upravljan drugim nelinearnim sistemom.

Neka je nelinearni oscilatorni sistem (4.2.3) opisan sistemom jednacina u obliku:

00)_ ()
dt :
d%fl) = —0.1x2(t)+1.8x1 (t)—xf(t)+ 1.lcos(0.4t)+ u(t) (7.2.12)

Prateé¢i sistem, ¢iji izlazni signal mora da se posle kona¢nog vremena poklopi sa signalom glavnog

sistema datog takode izrazom nelinearnog oscilatora u obliku:

dyTEﬁ = yz(t)
dyz(t)
dt

=—0.1y,(c)+1.8,(t)— y(£)+1.1cos(r): (7.2.13)
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pri cemu se menja samo frekvenciju prinude u prate¢em sistemu.

Onda je, saglasno sa (7.2.5), signal upravljanja:

u(t):O.Ixz(t)—1.8xl(t)+xf(t)—l.lcos(0.4t)—alxl(t)—azxz(t)+[dz;;z(t)+a2d);t(t)+alyl(t)] (7.2.14)

Neka su @, =11 @, =1 i nakon =100 slobodni nelinearan sistem upravljamo kontrolnim nelinearnim
sistemom (7.2.13) Slika 7.2.5 c¢) pokazuje referentni signal punom linijom, a iscrtanom izlaz sistema koji
se signalom u(t) upravlja posle vremena ¢ =100 i sinhronizuje sa referentnim izlaznim signalom glavnog

nelinearnog sistema, za vrednosti 26, =0.1, @2, =1, w> =1.8, h, =1.1, Q, =041 9, =0.
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Slika 7.2.5 Sinhronizacija linearnog i nelinearnog sistema. Referentni signal je prikazan punom linijom,
izlaz sistema koji se upravlja do sinhronizacije sa referentnim signalom dat je isprekidanom linijom
funkcija upravljanja se dodaje posle vremena t=100. a) Linearni sistem sinhronizovan sa Sinusnim
signalom; b) nelinearni sistem sinhronizovan sa sinusnim signalom,; c) Nelinearni prateCi sistem sa
izlazom prikazanim isprekidanom linijom sinhronizovan sa izlazom nelinearnog glavnog sistema Sto je u
ovom slucaju referentni signal.

7.2.2.4. Sinhronizacija upravljanjem dva spregnuta nelinearna oscilatora

1z dosada recenog jasno je da se fenomen sinhronizacije moze manifestovati na razli¢ite nacine pa
tako postoje 1 razliCiti koncepti opisa sinhronizovanih sistema. Najjednostavniji slucaj potpune
sinhronizacije moze da se postigne kada su dva identi¢na sistema spregnuta dovljno jakom vezom tako da
njihova stanja nakon prelaznih promena podudaraju [228]. Fazna sinhronizacija opisana na primer u radu
[242], kao globalno poklapanje faza, dok stvarne fazne razlike i amplitude ostaju haoti¢ne i u osnovi slabo

uskledene. Koncept generalizovane sinhronizacije za jednosmerno spregnute sisteme znaCi prisustvo
funkcionalnog odnosa u(t)=F [x(t)] izmedu vektora stanja glavnog x(t)sistema i vektora stanja prateceg
sistema u(t) [244]. Ovaj odnos moze biti prili¢cno komplikovan i njegovo odredivanje nije jednostavno.
U zavisnosti od oblika tog odnosa F' [] - da li je bez ili sa prekidima- generalizovana sinhronizacija moze
biti jaka ili slaba, respektivno, pri ¢emu glavni i prateci sistemi mogu biti razliCiti pa ¢ak mogu biti
razmatrani sistemi i sa razli¢itim dimenzijama faznog prostora. I kako funkcional ne mora biti jednakost
kriterijum generalizovane sinhronizacije je prilicno slab, ali ipak zahteva ispunjenost uslova
meduzavisnosti preslikavanja lokalnih okolina u prvom sistemu i lokalnih okolina faznog prostora u
drugom sistemu kao kvantitativni kriterijum. Postoje razliCite metode za otkrivanje razlicitih tipova

sinhronizacije. Potpuna sinhronizacija moze da se prepozna iscrtavanjem komponenti vektora stanja
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prateceg sistema naspram odgovaraju¢ih komponenata vektora stanja glavnog sistema, koja je prava linija
pod uglom od 45°, slika 7.2.6 a) ili b), dok se fazna sinhronizacija moZze identifikovati nestajanjem razlike
sopstvenih frekvencija. Da bi se otkrila generalizovana sinhronizacija postoje razliciti pristupi. Na primer,

postoji pristup pomocnog sistema, [1], u kom slu¢aju se ponasanje pomocnog sistema v(t) razmatra
zajedno sa ponasanjem sistema odgovora u(t), ali pocetni uslovi moraju biti razli¢iti v(z,)#u(z,) 1 ako

oba pocetna uslova treba da pripadaju istom bazenu privlacenja haoti¢nog atraktora (ako postoji vise
stabilnih atraktora u sistemu). Ako se generalizovana sinhronizacija deSava u jednosmerno spregnutim
nelinearnim haotiénim oscilatorima stanja sistema v(t) i u(t) postaju ekvivalentna posle prelaznih
trenutaka i to zbog postojanja odnosa u(r)= F[x(¢)] i v(r)= F[x(¢)], tako da se poklapanje vektora stanja
prateeg sistema i pomoénog sistema u(¢)=v(¢) uzima kao kriterijum koji potvrduje prisustvo
generalizovane sinhronizacije. Rezim generaziovane sinhronizacije takode moze da se utvrdi u smislu
proracuna uslovnih Lyapunov-ljevih eksponenata [232] , gde je ve¢ napomenuto da je uslov
sinhronizacije da najvec¢i Lyapunov-ljev eksponent sistema pratioca bude negativan, [220].

U literature komentarisan jo§ jedan vid sinhronizacije, a to je sinhronizacija izazvana Sumom [34], a

podrazumeva dva identi¢na ne spregnuta nelinearna haoti¢na oscilatora u(t) i v(t) koji su izlozeni dejstvu
spoljas$njeg Suma (f(t). Spoljasni pobudni Sum moze izazvati usaglasavanje vektora stanja razmatranih

sistema posle prelaznog reZzima. Sinhronizacija izazvana Sumom kao i generalizovan sinhronizacija moze
da se realizuje samo ako su svi uslovni Lyapunov-ljevi eksponenti negativni [190, 227, 288]. U radu
[164] pokazano je da su generalizovana sinhronizacija i sinhronizacija Sumom dva tipa sinhronizacije
izazvana sliénim mehanizmom i mogle bi se posmatrati kao jedan opsti oblik sinhronizacije. Taj
mehanizam je zapravo suzbijanje sopstvene haoti¢ne dinamike sistema pratioca u smislu dodavanja
prigusenja. Dodatno priguSenje moze u sistem biti uvedeno ili u smislu nenulte srednje vrednosti Suma ili
uz pomo¢ dodatnog ¢lana sa priguSenjem ili pomeranjem stanja sistema u oblast faznog prostora sa jakom
konvergencijom faznih trajektorija. Takode i drugi uzroci pomeranja stanja sistema u region faznog
prostora sa jakim prigusenjem mogu da se razmatraju kao $to su spoljnji signal velike amplitude ili Sum
sa velikom srednjom vrednoscu.

Kljuéna cinjenica u izucavanju i moguénostima primene nelinearnih sistema sa haoti¢nim
atraktorima jeste u prirodi samog haoticnog atraktora koji se sastoji od neograni¢enog broja nestabilnih
periodickih orbita. Ako se u sistemu Zele naciniti samo male perturbacije i kako bi za kreiranje nove
orbite iziskivalo veoma razlicite osobine sistema od onih koje sistem ve¢ ima, to se trebaju iskoristiti ve¢
postojece nestabilne periodic¢ke orbite. Upravljanje haosom po metodi OGY [216] predlaze da se najpre
odrede neke od nestabilnih periodic¢kih orbita malog perioda u okviru haoti¢nog atraktora, te da se one
izuce 1 izabere se jedna koja bi doprinela poboljSanju performansi sistema. Zatim se uvedi u sistem mala
vremenski zavisna perturbacija parametra sistema da se na¢ini ova ve¢ postojeca orbita stabilnom. Ako je
tako onda prisustvo haosa u sistmima moze da se nazove prednosc¢u. Jasno je da bilo koja od orbita moze
da se stabilizuje i moze se izabrati ona koja omogucava da sistem dostigne Zeljene osobine. Sa druge

strane ako atraktor nije haoti¢an, ve¢ je recimo periodi¢an onda male perturbacije parametara mogu da
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izazovu male promene orbite. Prakticno ograni¢enje su svojstva sistema koje daje ta stabilna orbita i
nema se moguénosti za sustinsko poboljSanje, osim da se naprave vece izmene u sistemu.

Takode, ako se zeli koristiti sistem za razliCite svrhe ili pod razli¢itim uslovima u razli¢itim vremenskim
periodima, onda se zavisno od upotrebe zahtevaju razlicita svojstva istog sistema. Ako je sisteme haoti¢an
ovakve promene dinamike sistema mogu da se naCine, a da se ne Cine velike promene u opstoj
konfiguraciji sistema. U suStini, zavisno od Zeljene upotrebe ponaSanje sistema moze da se promeni
ukljucivanjem kratkotrajnog programa za male pertubacije parametra i da se stabilizuje kretanje po
razli¢itim orbitama. Nasuprot tome, u odsustvu haoti¢nog kretanja potpuno odvojeni sistemi moraju da
se koriste za svaku zeljenu opciju. Pa tako, kada se dizajnira viSenamenski sistem, svrsishodno je
dizajnirati sistem sa haoti¢nom dinamikom, jer to omogucéava potrebnu fleksibilnost.

U radu [216] dat je prikaz metode za ostvarivanje ovakvih malih perturbacija parametara sistema

koriste¢i unosenje koordinate sa kasSnjenjem u dinamiku sistema, tako da je zapravo eksperimentalno jako
pogodna, jer nije potrebno apriori poznavanje analitiCkog reSenja dinamike sistema. Takode,
komentarisana je i bitna karakteristika haoti¢noh kretanja, a to je vreme uspostavljanja ili prelazni rezim
koji prethodi uspostavljanju periodickog kretanja kao i uticaj Suma na sisteme sa haoti¢nim kretanjem.
lako ideja OGY metode moze da se primeni na probleme sinhronizacije ona ne moze biti opSta u tom
podrucju, osim toga ona zahteva neprestani kompjuterski monitoring sistema i rad sa Poincaré-ovim
mapama da bi se pratile i odredile promene parametara. Kako je tacnost merenih kontrolnih pareametara u
ovakvim sistemima jako tesko posti€i, a i zbog prisustva Suma koji ¢esto vodi sistem daleko od Zeljenih
orbita to se postignuta sinhronizacija gubi, a frekvencija i trajanje gubitka sinhronizacije zavise od
intenziteta Suma, tako da se ovom metodom sinhronizacija generalno ne moze postici.
Metoda kontinualnog upravljanja haosom [232] daje rezultate u hibridnim sistemima spregnutih
podsistema, a postoje njene generalizacije na bazi metode upravljanja zavisnosti sistema od pocetnih
uslova, [171]. Po metodi kontinualnog upravljanja haosom za dva spregnuta sistema data diferencijalnim
jednac¢inama kretanja u kanonskom obliku:

i=f(x), (7.2.15a)
b= 1), (7.2.15b)
pretpostavlja se da neke promenljive stanja oba sistema 4 i B mogu da se izmere, i to neka su x,(¢)

mereni signali sistema 4 iy, (t) , i=12..n sistema B. Sinhronizacija ova dva sistema postze se
upravljanjem datim blok dijagramom na slici 7.2.6. Neke dinamicke promenljive oba sistema (x,(¢) i
y,(¢)) se mere i dva spregnuta sistema se povezuju negativnom povratnom spregom. Veza je jednosmerna
tako da se razlika signala x (¢) i y,(r) koristi kao kontrolni signal:

F(t)= KD(t)= K(x,()~ »,(2)) (7.2.16)
koji se u sistem uvodi preko jednog od podsistema ( na slici 7.2.6 podsistema A ) kao negativna povratna

sprega, [171]. K >0 je eksperimenatlno dodata tezina perturbacije, ¢iji ¢e se izbor komentarisati u

narednom tekstu. Poremecajni signal (7.2.16) modifikuje reSenja jednaCine (7.2.15a) 1 izaziva
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7. Sinhronizacije u hibridnim sistemima

sinhronizaciju. Kada se rezim sinhronizacije postigne tj. kada je x,.(t): yl.(t), F (t) postaje nula i

podsistemi 4 i B postaju prakti¢no nespregnuti.

X

Podsistem A4

Vi

Podsistem B

y

Slika 7.2.6 Blok dijagram upraviljanja sinhronizovanjem podsistema A i B negativiom povratnom
spregom

Ova metoda se primenjuje na dva identi¢na nelinearna oscilatora Cije se jednacine kretanja zapisuju u
obliku:

¥+ax+ax+x = fcost, (7.2.17a)
P+ap+a,y+y’ = fcost, (7.2.17b)
Za vrednosti a=0.1, o, =0, f=10 sistem (7.2.17) pokazuje haoti¢no kretanje, slika 7.2.7, i ako se

pocetni uslovi x(0) i y(O) malo razlikuju trajektorije podsistema (7.2.17a) i (7.2.17b) eksponencijalno

divergiraju jedne od drugih. Da bi postigli sinhronizacioni rezim u sistem se ubacuje signal (7.2.16) u
jednacinu (7.2.17a) i dobija se sistem oblika:
X¥+ax+ax+x =K(y—x)+ fcost, (7.2.18a)

V+ap+ay+y = fcost, (7.2.18b)
Pri tome tezina sprege K se bira tako da vreme sinhronizacije bude manje, a jasno je da veca tezina

sprezanja izaziva brzu sinhronizaciju, §to je u radu [171] numeri¢kim proracunima i pokazano za interval
vrednosti K e {0.01,0.1}. Ovde su pokazani na slici 7.2.7 rezultati numerickog eksperimenta sa
sinhronizacijom kontinualnom metodom upravljanja na sistemu jednacina (7.2.18), gde su takode
potvrdeni rezultati sinhronizacije samo za druge vrednosti tezine sprezanja, kao i ¢injenica da je vreme
sinhronizacije manje ukoliko je tezina sprezanja vecéa slika 7.2.7 ¢) i d). Na slici 7.2.7 a) date su fazne
trajektorije dva nespregnuta sistema (7.2.17a) i (7.2.17b) koji polaze iz neznatno razliitih pocetnih
uslova x(0)=1.0, 1(0)=1.1 i (0)=3(0)=0.2, te se x(¢) i ¥(¢) znatno razlikuju. Na slici 7.2.7 b), ¢) i d)
date su fazne trajektorije dva spregnuta podsistema (7.2.17a) i (7.2.17b) povratnom spregom koji polaze

iz neznatno razliGitih poGetnih uslova x(0)=1.0, y(0)=1.1 i %(0)=»(0)=0.2, i vidi se da shodno teZini
sprezanja K x(t) i y(t) imaju gustiji oblak oko prave x(z)=y(r) za manje vrednosti K =1, dok sa
povecanjem K >2.5 posle odredenog vremena postaju x(f)=y(¢) i u sistemu je postignuta
sinhronizacija i to za K =2.9 vreme uspostavljanja sinhronizacije je ¢, =180, slika 7.2.7 ¢), za K =3
vreme uspostavljanja sinhronizacije je ¢ =90, slika 7.2.7 d) . Ipak ova metoda ne moze se uvek primeniti

za postizanje sinhronizacije, a dokazano je u radu [171] da je efikasna samo kada je broj pozitivnih
Lyapunov-ljevih eksponenata sistema jednak broju pozitivnih eksponenata jednog podsistema, ako pak to
nije slucaj menja se tezina sprezanja ili se u podsistemima uzimaju povratne sprege vise promenljivih

stanja istovremeno. Zbog kontinualnosti samog upravljanja ova metoda je pogodna za uspostavljanje
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sinhronizacije ¢ak i u slucaju prisustva Suma, [171], takode prednost joj je jer ne zahteva pracenje
trajektorija podsistema.

Posmatraju se sada numericka reSenja dva spregnuta Duffing-ova oscilatora, [233], gde jedan
pradstavlja podsistem A sa promenljivim stanja (x,jc), a drugi podsistem B sa promenljivim stanja

(y, )'/) date jednacinama:

¥=—dx—a,x—Bx’ -y’ + f cost
V=—dy—a,y— B,y —dx’ + fcost (7.2.19)
Za slucaj kada su ovo identi¢na dva sistema tj. kada su @, =a, =a i f, =, = i izabrani skup

pocetnih uslova x(0)e(-1.2,12), (0)e(-0.6,0.6) sa x(0)=y(0)=0.2 sistem (7.2.19) ima Sest
koegzistiraju¢ih haoti¢nih atraktora za skup vrednosti parametara sistema [234]. Fiksirajmo parametre

d=04, a=-025, p£=05, 6=0.05 1 f =028 i za  vrednosti  pocetnih
uslova: X, (0)=(x(0),#(0), (0), (0)) = (0.4,0.2,0.4,0.2), X,(0)=(~0.8,0.2,-0.8,0.2), X,(0)=(0.4,0.2,-0.8,.2),
X,(0)=(~0.8,0.2,04,0.2), X,(0)=(0.4,0.2,0.41,02) i X,(0)=(~0.8,0.2,-0.81,0.2) postoje koegzistirajuci

atraktori od kojih su Cetiri prikazana na slici 7.2.8.

Za pocetne uslove X,(0) fazni portreti (x,%) i (y,y), slika 7.2.8 a), su identi¢ni, te su sistemi potpuno
sinhronizovani tj. x(r)=y(t) i *(t)=j(¢), ista svojstva sistem su pronadena za atraktore dobijene za
pogetne uslove X,(0). Ovo je zato $to kada su x(0)=y(0) i #(0)=3(0) sprezuéi ¢lanovi &’y i oy’ mogu
da se zamene sa O’ i @/3 i sistem (7.2.19) postaje sistem razdvojenih nelinearnih jednacina. Kao

rezultat imaju se dva identi¢na oscilatora sa identilnim pocetnim uslovima i to omogucava potpunu

sinhronizaciju. Veliki deo atraktora za pocetne uslove X,(0), se nalazi u prvom kvadrantu, 7.2.6 a),
(x>0,y>0), pasenaziva a,, , adrugi, 7.2.8 b), u treCem kvadrantu (x <0,y <0), pa se naziva a__. Za
pocetne uslove x,(0) pronadeni su atraktori, slika 7.2.8. c), ali oni nisu istovetni i nema sinhronizacije,
isto je pronadeno i za x,(0). Na slici 7.2.8. d) prikazan je atraktor za poCetne uslove
X.(0)=(0.4,0.2,0.41,0.2) i oznacen je sa b, . Geometrija faznih portreta je identiéna (+ =100-300s), ali
postoji razlika izmedu atraktora a,, i ovog b,,. Za atraktor a,, promenljive stanja podsistema su
potpuno sinhronizovane dok su kod atraktora b,, asinhronizovane. Prave linije na dijagramima x—y i
X—J, slika 7.2.6 a), ukazuje na ¢injenicu da su x(¢)=y(¢) i x(¢)=(t), dok sa druge strane sa slike
7.2.8 d) jasno se vidi da su x(t)#qy(c) i x(z)#qp(t), $to zna&i da su podsistemi asinhronizovani.
Cinjenica je i da za sprezanje — 0y (odnosno —@/3) u prvoj jednacini sistema (7.2.19), i —dx (odnosno
— &) u drugoj jednacini sistema (7.2.19) za & = 0.05 sistem ima period 2T (T = 27/ @), a trajektorije
podsistema imaju faznu razliku 7 .

Na sistem (7.2.19) se primenjuje ista metoda kontinualne povratne sprege, [232], i posmatra se taj sistem

koji ozna¢imo sa S i njegovu identi¢nu kopiju oznadenu sa S'. Pretpostavka je da su S i S’ u

haoti¢nom stanju atraktora b, . . Spregnimo sisteme S i S’ jednosmerno sa signalom razlike g(x'—x) i
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g(x'— y) koji se dodaje podsistemima A i B, tako da su sa dodavanjem signala upravljanja jednacine
kretanja sistema S oblika:

¥ =—di—ax—fx’ =&y’ + f cost +&(x' —x)

y=—dy—a,y— B,y —ox’ + f cost +&(x'—y) (7.2.20)
gde je x"komponenta x sistema S’, tj. istog ovog sistema samo bez upravljackog signala £=0, a &je

jacina upravljanja. Upravljanje se ukljuCuje u sistem posle ¢ =300s. Za jedan opseg vrednosti & (
&>¢,=8.0209, [235] ) korekcioni signal modifikuje sistem S i stabilno ga sinhronizuje . Za vrednosti

£=10 dijagrami x—y i x—x" su prave linije pod uglom 45° §to ukazuje da su x(¢)= y(¢)= x'(¢).

d)

9)
Slika 7.2.7 Fazni portreti haoticnih atraktora podsistema Ai B a) za sistem (7.2.17) i vrednosti a =0.1,
a,=0, f=10 i za vrednosti pocetnih uslova x(0)=1.0,%(0)=02 i y(0)=1.1,7(0)=0.2, b) za sistem
(7.2.18) i vrednosti a=0.1, a,=0, f=10 sa tezinom sprezanja K =1 i za vrednosti pocetnih uslova
x(O)zl.O,X(O)zO.Z i y(0)=1.01,5(0)=0.2, ¢) za sistem (7.2.18) i vrednosti a=0.1, o, =0, [ =10 sa
tezinom sprezanja K = 2.9 i za iste vrednosti pocetnih uslova vreme pocetka sinhronizacije je t, =180s,

d) za sistem (7.2.18) svih istih vrednosti osim tezine sprezanja K =3 gde je vreme pocetka
sinhronizacije je t =90s.

Istom metodom su ispitivana i upravljanja atraktorima koji odgovaraju poetnim uslovima X, (0) 1X, (O)

1 nije postignuta sinhronizacija metodom kontinualnog upravljanja sa povratnom spregom, ali je

pronadena za jedan opseg vrednosti & migracija faznih trajektorija ka atraktoru b, , . Takode, se sli¢no
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desava i kada se u sistem (7.2.19) uvede jednosmerno upravljanje oblika g(x—y) u drugu jednacinu

sistema te se dobije sistem:

N/
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w i
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;‘i‘ : l‘ | e}:’)} . 02
\\ \ \‘2'22%"., U
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Slika 7.2.8 Fazni portreti koegzistirajucih atraktora sistema (7.2.15) za d=04, a=-0.25, =05,
5=005 i =028 i za vrednosti pocetnih uslova: a) X,(0)=(x(0),x(0),»(0).5(0))=(0.4,0.2,0.4,0.2), b)

X,(0)=(~0.8,0.2,-0.8,0.2), ¢) X,(0)=(0.4,0.2,-0.8,0.2), @) X,(0)=(0.4,0.2,0.41,0.2)-

¥=—dit—a,x—Bx’ —&y’ + fcost
j}=—d)'/—a2y—ﬂ2y3—@/x2+fcost+g(x—y) (7.2.21)
U odsustvu signala g(x— y) kretanje sistema je dato u faznoj ravni asinhronim atraktorom b, , i nije

++

moguée posti¢i sinhronizaciju u sistemu ni za koje vrednosti &. Umesto toga moguce je aktuelnu

dinamiku atraktora b,, usmeriti na atraktor a,,, za vrednosti £>g ~0.11116. Kada se upravljanje

++

ukljuci sistem prelazi u stanje za koje su x(0)=(0) i (0)=(0) zadovoljne za duzi period vremena.

Videlo se ranije da je atraktor a,, dobijen za tatno odredene pocetne vrednosti, ali ovakav vid migracije
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atraktor b,, ka atraktoru a,, pokazuje da atraktor a,, moze da se dobije za proizvoljne pocetne uslove

odgovaraju¢im izborom upravljanja sa povratnom spregom.

Pored ve¢ izlozenih rezultata radova dostupnih iz literature i ovde proverenih primera
uspostavljanja sinhronizacije upravljenjem navode se rezultati jos nekoliko skorasnjih radova na istu
temu.

U radu [224], opisana je potpuna sinhronizacija izmedu dva spregnuta Duffing-ova oscilatora vodena sa
harmonijskim signalom. Pokazana su pri tome tipi¢na ponaSanja mehanickih sistema spregnutih oprugom
i uporedene su razliCite metode otkrivanja potpune sinhronizacije. U narednom radu istih autora [223]
teorija je razvijena i pokazano je postojanje isprekidane (ragged) sinhronizabilnosti tj. postojanje
isprekidanih oblasti potpune sinhronizacije u prostoru parametara sistema, $to je svojstven fenomen
sistemima spregnutim sa oprugom, takode je odreden odnos izmedu maksimalnog Lyapunov-ljevog
eksponenta spregnutog sistema i koeficijenta sprezanja. U radu [263] prikazan je postupak za otkrivanje
potpune sinhronizacije u sistemima pobudenim haoti¢nim ili isprekidanim signalom. U radu [223] opisan
je odnos izmedu potpune, fazne i generalizovane sinhronizacije mehanickih oscilatora (koji su sistem
odgovora) vodenih haoti¢nim signalom koji stvara vodeci sistem. Sve to je prikazano na primeru dva
Duffing-ova oscilatora medusobno spregnuta sa prigus$nicom i preko opruga istih ili malo razlicitih
svojstava podvrgnutih vode¢em signalu, koji je u ovom slucaju izlaz Rdssler-ovog haoti¢nog oscilatora.
Potvrdena je bliska zavisnosta izmedu promena u spektru Lyapunov-ljevih eksponenata i prelaza izmedu

razlicitih tipova sinhronizacije.

7.2.3. Sinhronizacija u sistemu dva oscilatora spregnuta statickim ili dinamic¢kim vezama

U ovom delu bi¢e prikazani rezultati ispitivanja sinhronizacije u hibridnim sistemima linearnog i
nelinearnog oscilatora medusobno spregnutih statickim ili dinamic¢kim vezama razmatranim u poglavlju

3.114.1, kao i medusobno spregnuta dva identicna ili dva veoma malo razli¢ita nelinearna oscilatora.
7.2.3.1. Linearni i nelinearni oscilator medusobno spregnuti statickim vezama

Posmatraju se rezultati numericke analize statickog sprezanja dva spregnuta podsistema u hibridni
sistem metodom Runge Kutta 4 reda u programu Matematica iz poglavlja 3.1, gde su izvedenaanaliticka
reSenja u prvoj asimptotskoj aproksimaciji staticki spregnutih linearnog i nelinearnog sistema, kao i
primer iz poglavlja 4.2.2, gde je posmatran taj isti hibridni sistem samo sa prinudnim harmonijskim
silama. Pre svage ovde se podvlace rezultati koji se odnose na mogucnost potpune sinhronizacije
podsistema kada se menja koeficijent staticke sprege. Najpre se posmatra sistem (3.1.22) i njegova

numericka reSenja za vrednosti parametara sistema 25, =25, =0.1, a)lz = a)22 =0.11 @ry =0.1, pri ¢emu se

vrednosti  koeficijenta statickog sprezanja menjaju u intervalu o =a; 6{0.1,15}. Za vrednost
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al =a; =0.1 pri jako slabom statickom sprezanju sinhronizacija sistema je moguca ali u jako uskom
intervalu pocetnih uslova x, (O)z 0, x (O)E {O,iO.S},a pri tome posle vremena f= 140[5] greska

sinhronizacije biva manja od 0.001. Sa dijagrama greske sinhronizacije, slika 7.2.9, koju racunamo po

izrazu [223]:

2 ()= #(xl —x P4k -5, ) (12.22)

gde je koeficijent g[s] uveden radi dimenzionog usaglaSavanja ovog izraza, i daje mu se formalna
vrednost @ =1[s]. Vidi se da za malo veéi opseg poCetnih pomeranja oba sistema smanjenje vremena

sinhronizacije uzrokovano je porastom koeficijenta krutosti statiCke sprege, takode je jasno da sve jace
sprezanje uslovljava da su x,(f) i x,(/) sve bliskiji. Za vrednosti a} =a; =14.56, imamo skoro
dijagonalnu liniju na dijagramu Xx,,Xx, a potpuna sinhronizacija nastupa ve¢ posle r=160[s]. Dakle,
povecanjem jacine sprezanja povecava se i moguénost sinhronizacije za veéi opseg pocetnih uslova, a
takode se smanjuje i vreme potrebno da sinhronizacija nastupi, slika 7.2.9. Za slu¢aj hibridnog sistema sa
statickom spregom sa spoljasnjom harmonijskom prinudom na podsisteme koristi¢e se primer sitema iz
poglavlja 4.2.2, pri cemu ¢e se menjati pored jacine sprege i amplitudu spoljasnje pobude. Za sistem
(4.2.15) sa vrednoS¢u parametara 25, =268, =0.1, @ =w, =0.1 i @2, =0.1, parametri prinudnih sila
isprva jednake amplitude A, =h, =2.7, i faze Q¢+ 3, =t¢, pri ¢emu vrednosti koeficijenta statiCkog
sprezanja menjamo u intervalu o] =a? €{5,35}. Poveéanjem ampitude spoljasnje pobude generalno
potreban je veci koeficijent sprezanja da bi se uspostavila sinhronizacija. Medutim, za iste vrednosti
ampitude postoji jedan uski interval koeficijenta sprezanja koji ne omogucéava potpunu sinhronizaciju, ve¢
postoji jedan atraktor bliskosti pomeranja oba sistema za sve vrednosti poCetnih uslova sistema, a greska
sinhronizacije ostaje relativno velika. Takav jedan atraktor asinhronizacije koji zapravo i ne ocekujemo u
datoj oblasti koeficijenta sprezanja, jer u podru¢ju neposredno ispred postoji atraktor sinhronizacije sa
manjom greSkom sinhronizacije, pojavljuje se za jako uzak interval koeficijenta sprezanja i egzistira i za
druge vrednosti amplituda prinudne sile, pa ak iako one nisu jednake kod oba sistema, slika 7.2.10 c).

Karakteristi¢no je za ovaj sistem jednacina sa koeficijentom staticke sprege u intervalu 2 =42 =10.5-11

da oba podsistema poseduju koegzistirajuce atraktore, slika 7.2.10 a), sa kvaziperiodickim kretanjem
perioda T, ali da se ti atraktori razlikuju i zapravo jedan prati drugi.

Lepote prikaza radi, a pre svega potkrepljanja Cinjenica radi, posmatraju se ista ova dva sistema
samo neka su oba podsistema nelinearni 1 neka je hibridni sistem homogen tj. Posmatra se mogucnost
sinhronizacije dva nelinearna podsistema statiCkom spregom spregnuta i to u slu¢aju da postoji identi¢na
spoljasnja pobuda na oba podistema. Dva nelinearna sistema sa haoti¢nim atraktorima spregnuta
statickom spregom mnogo je lakSe sinhronizovati tj. potrebnan je mnogo manji koeficijent statickog
sprezanja i deset puta manji nego li u prikazanom sluc¢aju ista takva dva podsistema od kojih je jedan
linearan. Na slici 7.2.11 prikazani su fazni dijagrami podsistema i dijagrami funkcija x, —x, i X, —X, za

dva nelinearna podsistema oblika:
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X (t)+ 0.1x, (t)+ 0.1x, (t)+ 0.1x; (t)+ alx, (t)— alx, (t) =27 cos(t)
%, (£)+0.1%, (£)+0.1x, (£)+ 0.1x3 () + a?x, (£) - af x, () = 2.7 cos(¢) (7.2.23)
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Slika 7.2.9 Funkcija greske sinhronizacije zS(t) i zavisnost X, (t)i xz(t) hibridnih slobodnih sistema
spregnutih statickim vezama. a) koeficijent krutosti staticke sprege je a? =a?=0.1; b)a’ =a2 =3.56 i ¢)
a’ =a; =9.56 a u sva tri slucaja pocetni uslovi su isti x,(0)=2.49,%(0)=-0.2 i x,(0)=2.5,%,(0)=-0.2,

d)a’ = a; =14.56 pocetni uslovi su x,(0)=1.49,% (0)=-0.2 i x,(0)=1.5,%,(0)=-0.2

sa pocetnim uslovima x, (O): 2.49,x, (O)= -0.2 i x, (0)= 2.5,%, (0)= —0.2 i to za dva slucaja koeficijenta
statitkog sprezanja @ =0.8, slika 7.2.11 a), i 42 =0.87, slika 7.2.11 b). Vidimo da je potpuna
sinhronizacija postignuta ve¢ sa koeficijentom stati¢kog sprezanja a; = .87, dok za vrednosti koeficijenta
al =0.6—-0.87 postoji skup koegzistiraju¢ih atraktora asinhronizacije za ovaj sistem, slinih onome

prikazanom na slici 7.2.11 a), §to su vrednosti koeficijenta staticke sprege nizZe atraktori sinhronizacije su

uZzi i, zavisno od bazena atrakcije pocetnih uslova, okrenuti su za 180° oko prave x, (r)= x, (¢)-

7.2.3.2. Linearni i nelinearni oscilator medusobno spregnuti dinamickim vezama

Da bi se podvukla razlika sprezanja podsistema razli¢itim tipovima veza posmatra se sada, u ovom
poglavlju, moguénosti sinhronizacije u sistemima sa dinamic¢kom spregom i kao primer za prikaz
numerickih rezultat i izvodenje zakljucaka posmatrajmo sistem (3.2.7) dinamicke sprege linearnog i

nelinearnog oscilatora. Kao i u slu¢aju staticke sprege neka su 25, =25, =0.1, o’ = > =0.1 i @2, =0.1,
amplituda spoljaSnjih pobudnih sila k4, =h, =2.7, 1 faza Q¢+, =¢, a koeficijente dinamiCkog

sprezanja posmatramo u intervali x, =x, =0.1-0.99. Na slici 7.2.12 dati su fazni portreti podsistema
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linearnog i nelinearnog dinamicki spregnuti sa dve razli¢ite vrednosti koeficijenta dinamic¢kog sprezanja,
kao i funkcije X, —x, i X, —X,, sa ovih dijagrama uocava se da sinhronizacija u ovakvim sistemima
ovakvom medusobnom spregom nije moguca, postoji atraktor sinhronizacije koji daje prilicno veliku
gresku sinhronizacije ali je posle izvesnog vremena drZi ogranicenom periodi¢nom funkcijom u uskom
intervalu. Zbog toga ovakav vid sprezanja sistema bi mogao da se iskoristi u sistemima pracenja i
uspostavljanja sinhronizacije u njima. Medutim, ako su oba podsistema nelinearni i spregnuti dinamicki
pojavljuje se zanimljiv fenomen kratkotrajne pocCetne sinhronizacije koja prelazi u asinhronizaciju ili se
brzo potpuno naruSava pri manjim vrednostima koeficijenta dinamickog sprezanja «, = «, < 0.425, slike
7.2.13 a) i b), ali ve¢ pri x, =k, =0.43 dolazi do potpune sinhronizacije, slika 7.2.13 c). Za vrednosti
koeficijenta dinamickog sprezanja «, =k, <0.1podsistemi su potpuno sinhronizovani $to objaSnjavamo

malim uticajem dinamickog sprezanja na podsisteme.

¢)

Slika 7.2.10 Fazni dijagrami hibridnih podsistema spregnutih statickim vezama sa spoljasnjom pobudom:
a) koeficijent krutosti staticke sprege je a =a; =10.7, b) a} =a} =13.7 i ¢) al =a; =35i h,=2.7a
hy, =3.9 a u sva tri slucaja pocetni uslovi su isti x,(0)=2.49,%,(0)=-0.2 i x,(0)=2.5,%,(0)=-0.2.
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t>350

X,

b)
Slika 7.2.11 Fazni dijagrami hibridnih nelinearnih podsistema (7.3.23) spregnutih statickim vezama sa
spoljasnjom pobudom: a) koeficijent krutosti staticke sprege je a’ =0.8 i b) a’ =0.87 a u oba slucaja
pocetni uslovi su isti x,(0)=2.49,%,(0)=-0.2 i x,(0)=2.5,%,(0)=-0.2
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Slika 7.2.12 Fazni dijagrami, dijagrami funkcija x, —x, i X, —X,, kao i funkcije greske sinhronizacije

(7.3.22) hibridnih podsistema spregnutih dinamickim vezama sa spoljasnjom pobudom: a) koeficijent
krutosti dinamicke sprege je a) x, =x,=0.19 i b)x, =x, =099 a u oba slucaja pocetni uslovi su isti

x,(0)=2.49,%,(0)=-0.2 i x,(0)=2.5,%,(0)=-0.2
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¢)
Slika 7.2.13 Fazni dijagrami, dijagrami funkcija x, —x, i X, —X,, kao i funkcije greske sinhronizacije
(7.3.22) hibridnih nelinearnih podsistema spregnutih dinamickim vezama sa spoljasnjom pobudom sa
koeficijentom krutosti dinamicke sprege : a) k, =k, =0.19; b)x, =k, =039 ic) x, =k, =0.425 a u sva
tri slucaja pocetni uslovi su isti x,(0)=2.49,%(0)=-0.2 i x,(0)=2.5,%,(0)=-0.2.
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8* Poglavlje

Optimalno upravljanje i upravljivost oscilacijama u dinamikama

hibridnih sistema

8.1. Optimalno upravljanju u nelinearnim sistemima

U prethodnom poglavlju ve¢ se govorilo da je upravljanje nelinearnih sistema na nestabilnim
periodi¢kim orbitama koje su u sastavu haoticnog atraktora predmet istrazivanja poslednjih dvadesetak
godina pocev od radova iz 1990 godine. [216]. Kako su te periodicke orbite reSenja ve¢ postojecih
jednaCina dinamike nelinearnog sistema moguée je sistem stabilisati na tim orbitama sa malim
upravljackim signalima. Mnogi algoritmi ovakvog upravljanja su zasnovani na idejama iz radova Ott-a,
Grebogi-a i Yorke-a [216, 242]. Njihove tehnike (OGY) omogucavaju efikasno upravljanje nestabilnih
periodickih orbita kada se radi na Poincaré-ovom preseku. Medutim, vreme potrebno da se dostigne
zeljena periodicka orbita iz neke proizvoljne pocetne pozicije moze biti veoma dugo, i to vreme
eksponencijalno raste kako maksimalne dozvoljene amplitude upravljanja opadaju. Za bi se smanjilo
vreme potrebno za dostizanje zeljenog periodickog kretanja u radu [176] predloZena je tehnika “ciljanja”,

medutim ta tehnika je zasnovana na prac¢enjima pomocu racunara i moze biti teSko upotrebiti je u
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prakti¢nim situacijama, kao i u viSe dimenzionalnim faznim prostorima gde se zahtevaju precenja stabilnih
1 nestabilnih mnogostrukosti sistema u okviru faznog prostora.

Optimalno upravljanje ima jako dugacku istoriju, ali se retko koristilo za upravljanje haoti¢nih
sistema [23, 262]. U radu [2] razmatran je jedan alternativni nacin skracenja vremena zasnovan na teoriji
optimalnog upravljanja gde se koristi metoda lokalne primene Pontryagin-ovog principa maksimuma
[250]. Razvijena je jedna jednostavana formula upravljanja u jednom koraku za usmeravanje faznog
portreta sistema u izabrani skup tacaka faznog prostora, a potom i zadrzavnja istih u Zeljenom podrucju.
Taj niz ciljanih tacaka obi¢no lezi na nestabilnoj periodickoj orbiti neupravljanog sistema. Pravilo
upravljanja zahteva da mogu biti primenjene samo male vrednosti kontolera u okolini nominalnog
neupravljanog stanja. To znaci da male perturbacije u sistemu mogu biti iskori§¢ene za tacno i efikasno
upravljanje. Pri tome, tehnika se razlikuje od tradicionalnog problema pracenja signala jer ovde ne postoji
unapred odredeni referentni signal ve¢ kada je dostignut ciljani skup on se prati u konvencionalnom
smislu, jer je on zapravo i jedna orbita sistema. Princip Pontryagin-ovog minimuma kori$¢en u radovima
[72, 85], minimizira vremenski interval procesa. Pri tome se sistem iz jednog “poremecenog” zadatog
stanja za minimalno vreme prevodi u “neporemec¢eno” ili ravnotezno (stacionarno) stanje.

U praksi se koristi i metoda rekonstrukcije faznog prostora sistema razmatranjem jedne skalarne
promenljive [1, 266], a potom modeliranje dinamike u tom prostoru koriste¢i se svojstvima atraktora
sistema, tako je moguce predvideti razvoj orbite i potom primeniti upravljanje da bi se dobio Zeljeni izlaz i
to sve bez poznavanja jednaCina kretanja sistema. U radu [2] podvucena je i razlika izmedu
pretpostavljene “rekonstrukcije” sa njenim poreklom iz teorije dinamickih sistema Sto se razlikuje od
pretpostavke formiranja koja je uobiCajenija u teoriji upravljanja [206], gde su jednacine sistema
pretpostavkom poznate, izuzev mozda za neke parametre, i stanje i moguci parametri trebaju da se
formiraju. Metoda upravljanja, za poznati ili rekonstrisani sistem, koristi kratke kontrolne pulseve male
amplitude, i zato ima prednost kod osetljivosti haoti¢nih sistema na perturbacije. Nestabilnost sistema se
koristi da bi se dobila ciljana orbita. U uZem smislu ova metoda li¢i na OGY metodu, ali se razlikuje od
nje na dva vazna nacina potencijalno dugacko vreme pre upravljanja nije potrebno niti je potrebno
detaljno proracunavanje stabilne i nestabilne mnogostrukosti za obrazac upravljanja ili za ciljanje. U radu
je data tacna formula za upravljanje u ,jednom koraku”, kada upravljanje ostaje blisko nominalnoj
operativnoj vrednosti. ,,Jedan korak” moze biti razvijanje dinamickog sistema kroz jedan posmatrani
korak vremena ili kompozicija od mnogo mapa vremena 1 koje prevode sistem iz datog stanja u stanje
mnogo koraka duz atraktora. Pri tome je napomenuto da je ogranicenje na upravljanje jednim korakom
ustvari ograni¢enje koje ne dozvoljava upravljanje svim sistemima, ¢ak ni svim upravljivim linearnim
sistemima. U osnovi ova metoda moze da se primeni i kod upravljanja u vise koraka. To znaci da, na
primer, proSirena verzija ove metode bi stabilizirala bilo koji upravljivi linearan sistem, a ova metoda je
efikasna u skoro svim slucajevima od interesa gde je dinamika dvodimenzionalna. Dakle, u radu [2]
koris¢ene su tehnike optimalnog upravljanja i razvijena je metoda upravljanja koja u jednom koraku
usmerava nelinearni sistem ka Zeljenoj orbiti zadrzavajuéi ga na njoj. Zeljena lokacija na izabranoj
trajektoriji na svakom nivou upravljanja odreduje se dinamicki pocetnim uslovima i dinamikom sistema, a
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zeljena trajektorija je aproksimacija nestabilne periodicke orbite neupravljanog sistema. Linearna analiza
stabilnosti u radu pokazuje da je prigusenje u dinamickom sistemu osnov za postizanje upravljivog stanja.
Duffing-ova jednacina je jedna od najvise istrazivanih jednacina u oblasti primenjene nelinearne
dinamike, izmedu ostalog njome se opisuje nelinearna dinamika jednog moda greda opterecenih na
izvijanje [270], zatim nelinearna dinamika magnetnoelektricnog klatna [204] i mnogih drugih mehanickih
sistema 1 struktura. Zapravo je to jednanacina arhetip oscilatora u dvostrukoj simetri¢noj potencijalnoj
dolini koja poseduje veoma zanimljivu i bogatu nelinearnu dinamiku. Pored ostalih fenomena vec
spomenutih ovde se navodi i sledece:
e Postojanje i mogucéa promena uzanog (u dolini) i Sirokog ( kroz dolinu) atraktora
e Postojanje i moguéa promena periodickih i haoti¢nih atraktora
e Pojava fraktalnih granica bazena atrakcije odgovornih za haoti¢ne prelaze i jaku osetljivost na
male promene pocetnih uslova
Rasprostranjena haoti¢na dinamika i fraktalne granice basena atrakcije su obi¢no nezeljene dinamicke
pojave, a izbegavanje tih pojava je pozeljno, ali i veoma zahtevan cilj. Sve pobrojane osobine su u vezi
sa presecanjem stabilnih i1 nestabilnih mnogostrukosti tacke tipa sedla, i spregnute su sa njihovom
homoklinickom bifurkacijom. U tom smislu metodu opsteg upravljanja Duffing-ovim oscilatorom autori
Rega i Lenci posmatraju u smislu eliminacije homoklini¢kih bifurkacija tacke tipa sedla, kao u radovima
[180-184] Metoda je prvenstveno formulisana za optimalno upravljanje haosom u diskontinualnim
mehanic¢kim sistemima [183], a potom uopStena na kontinualne nelinearne oscilatore i sistemati¢no
primenjena za upravljanje neregulatornom dinamikom Helmholtz-ovog oscilatora [182]. Sto se tiée
Duffing-ovog oscilatora metoda primenjena u ovim radovima treba samo da se doda drugim metodama za
upravljanje haosom razvijenim i primenjenim u slede¢im radovima. U radu [205] posle uvodnog
predstavljanja razli¢itih metoda upravljanja, predstavili su eksperimentalno upravljanje (regulisanja)
nelinearne dinamike magnetnoelektricnog klatna (model izvijene grede) upotrebljavaju¢i minimalnu
promenu uobiCajenog upravljanja sa proporcionalnom povratnom spregom, metoda koju je razvio Hunt
[166] je zapravo polu empirijska verzija poznate OGY metode [216]. U radovima [229, 230] autori
takode izucavaju oscilacije izvijene grede i upravljanje njene nelinearne dinamike menjanjem aksijalnog
opterecenje u smislu klasinog optimiziranja stanja upravljanja sa povratnom spregom, kao i
primenjivanjem koncentrisanog momenta u odgovaraju¢im tackama na osi grede. Osipov i njegovi
saradnici [215] primenjuju metodu suzbijanja haosa pobudenom povratnom spregom kod Duffing-ovog
oscilaotra sa pozitivnom umesto sa negativnom linarnom krutoscu.
Uporedivanje razli¢itih metoda upravljanja primenjenih na Duffing-ovoj jednacini dat je u radovima [4,
256], pri ¢emu Sifakis i Elliott pretpostavljaju postojanje Cetiri razliite tehnike upravljanja:
e Metoda otvorene petlje periodicke perturbacije, koja podrazumeva dodavanje periodicke
perturbacije u pobudu sistema. U radu [256] ova perturbacija je izabrana empirijski procedurom
probanja — greske, dok je u radu [181] ona optimalno odredena na osnovu Siroke teorijske analize

dinamickih svojstava sistema.
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e Metoda povratne sprege sa kontinualnim kasnjenjem, koju je razvio Pyragas [232] koja se sastoji
u primeni sile proporcionalne razlici trenutnog stanja sistema i stanja u nekom ranijem trenutku.

e Metoda OGY [216].

e Metoda Hunt-a [165] je zapravo polu empirijska verzija OGY metode.
Sa druge strane, Agrawal i njegovi saradnici u radu [4] koriste klasi¢nije tehnike upravljanja. Za razliku od
ostalih metoda koje se odnose mahom na stabilizaciju (ili formiranje) jedne, date, orbite metoda koju
koriste autori Rega i Lenci ima za cilja da obezbedi opSte upravljanje dinamikom, jer je zasnovana na
eliminaciji jednog od gore podvucenih slucajeva koji izaziva sloZzeno i nezeljeno ponasanje sistema.
Dakle, neophodno je znati koji oblik upravljanja je zaista potreban pri stvarnoj upotrebi sistema, $to
takode moze zavisiti i od stvarnih troskova ugradnje te na osnovu toga prikladno izabrati strategiju
upravljanja.
Metoda iz rada autora Rega i Lenci sastoji se u identifikovanju oblika periodicke pobude koji omogucéava
da se izbegne, na optimalan nacin, transverzalni presek stabilne i nestabilne mnogostrukosti tacke tipa

sedla. Metoda je razijena u nekoliko koraka:

Detekcija homoklinicke bifurkacije, koja se ostvaruje Melnikov-ljevom metodom;

e Proucavanje zavisnosti homoklinicke bifurkacije od oblika pobude;

e Formulisanje i rasclanjivanje matematickog problema optimizacije koje se sastoji u odredivanju
(optimalne) teorijske pobude koja maksimizuje udaljenost izmedu stabilne i nestabilne
mnogodtrukosti pri stalnoj amplitude pobude, ili, ekvivalentno, odredivanje kriticne amplitude
odgovorne za pojavu homoklinic¢ke bifurkacije;

e Numeric¢ko ugradivanje optimalne pobude koje je neophodno da potvrdi teorijska predvidanja i da
proveri prakti¢nost i stvarne osobine predlozene tehnike.

Prva tri koraka su Cisto teorijska i imaju istu vodilju kao i u radovima [180, 182, 183] ovde su samo
posebno razmatrani sledeci koraci:

e Numericko potvrdivanje Melnikov-ljevog predvidanja homoklinicke bifurkacije;

e Analiza regularizacije fraktalnih granica bazena atrakcije, koji je prvi efekat predvidanje
eliminacije homoklinicke bifurkacije;

e Redukcija fraktalne erozije bazena atrakcije ogranicenog atraktora;

o Efekat upravljanja dinamikom haosa je prouen pomocéu analize relevantnih bifurkacionih
dijagrama.

Stavise, izuéavanje tehnike upravljanja haosom nelinearne dinamike sistema dovelo je autore Regu i
Lencija na nekoliko konstatacija o dinamickom integritetu sistema [239]. Jos iz rada [270] bilo je jasno i
pokazano da se atraktor mora javljati paralelno sa bazenom atrakcije koji nema nepravilnosti da bi
prakti¢na upotreba sistema sa nelinearnos¢u bila bezbedna. Zaista bazeni sa erozijom sadrze kriti¢na stanja
strukture koja prethode lomovima. Sa druge strane, upotreba struktura kod kojih je erozija potpuno
izbegnuta moze biti prilicno nazadno, jer stuktura zapravo moze prilicno bezbedno funkcionisati i kod
postojanja erozije samo da ona nije sa karakteristicnim oblikom. Ovakvo shvatanje zahteva detaljno

istrazivanje erozije bazena atrakcije i njeno mogucée upravljanje. Prva stvar koja se pri tome treba
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razmotriti je definicija “bezbednog bazena” koja nije uopsteno prihva¢ena. Na primer, to zavisi da li: 1)

smo zainteresovani za stacionarnu ili nestacionarnu dinamiku, 2) fraktalnost bazena moze biti prihva¢ena

il mora biti iskljucena, i1 tako dalje. Zajedno sa konceptom “sigurnog bazena” je i pitanje kako izmeriti

njegov topoloski integritet, Sto je od najbitnije vaznosti za kvantitativno obelezavanje dinamickog

integriteta struktura. Drugi korak je izuCavanje razvoja bazena pri promeni parametara sistema. Obicno je

amplituda pobude najbitniji parametar, i ona odslikava meru integriteta, tacnije amplituda odreduje

takozvani ,,profil erozije”. Profili erozije osvetljavaju gubitak sigurnosti strukture zbog prodiranja

erozionih fraktalnih trouglova (tongues) u sigurni bazen §to je od velikog prakti¢nog interesa. Dakle,

izuCavanje dinamickog integriteta struktura sa nelinearnostima po misljenju autora vezano je za detaljno

izucavanje erozija sigurnih bazena atrakcije §to se u osnovi sprovodi u Cetiri koraka:

Izborom pavilne definicije ,,sigurnog bazena” i mere integriteta. Videlo se da to moze da bude
drugacije tumaceno zavisno od specificnosti problema, a takode dostupnost brzih algoritama za
izraCunavanje mere integriteta ima vaznu ulogu, ¢esto bas to moze biti faktor koji najvise oduzima
vremena za ispitivanje;

Ispitivanje razvoja bazena, §to moze da se ucini samo sa intenzivnim i sistemati¢nim numerickim
simulacijama. Ipak, klju¢na informacijea, tacna ili aproksimativna, treba da se dobije iz izu¢avanja
globalnih bifurkacija odgovornih za glavne promene granica bazena, koje ponekad otkrivaju i
objasnjavaju skrivene i slozene mehanizme dinamike;

Formiranje profila erozije za razli¢ite parametre sistema, na primer amplitudu pobude. Ovaj korak
je najbitniji, jer omogucava da se potvrdi kako dinamicki integritet zavisi od posmatranog
parametra. Takode, veoma je bitan u prakti¢noj upotrebi, jer on moze omoguciti optimalan izbor
parametar, ako erozioni profil ima maksimum, ili sugerisati da se ostane podalje od opasnog
oblika pada u profilu. Dokazano je da su erozioni profili obi¢no sa pikovima u okolini rezonantnih
vrednosti frekvencija, dok su monotoni na drugim frekvencijama;

Proucavanje propadanja sigurnog bazena. U stvari, ishod erozije je navala negativnih fenomena,
kao Sto je pojava rasutog atraktora, za oscilatore sa tvrdom nelinearnoscu, ili beg za oscilatore sa
mekom nelinearno$¢u. Za razlicite slucajeve struktura moze doziveti kolaps ili preziveti (na

zeljeni ili neZeljeni nacin) posle ovih dogadaja.
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8.2. Optimalno upravljanje mehanickih sistema sa jednim stepenom slobode

oscilovanja

U radu [180] autori pokazuju tehniku upravljanja na primerima mehanickih sistema sa jednim stepenom
slobode oscilovanja opsteg oblika:
X+t + F(x)=gy(or) (8.2.1)
;/(s):iyf sin(js-t—‘{’/)’

=
gde F (x) predstavlja nelinearnu restitucionu silu koja odreduje razli¢ita mehanicka svojstva sistema,
ey(ot) je opsta T -periodicka (T =27/w) spoljasnja pobudna sila, bezdimenzoni mali parameter € ovde je
uveden da predstavi male vrednosti prigusenja & i spoljasnje pobude. U radu se pokazuje da je za takve
sisteme sa restitucionom silom mekih ili tvrdih karakteristika upravljanje opSteg karaktera, kao i da je
zapravo nezavisno od svojstvene mehanicke prirode sistema.
Odredene su Melnikov-ljeve funkcije sledec¢ih sistema sa razli¢itim fizickim svojstvima, a zavisno od
oblika restitucione sile: Helmholtz-ov oscilator, Helmholtz-Duffing-ovoscilator i Duffing-ove oscilatore sa

mekom i tvrdom karakteristikom.
8.2.1. Optimalno upravljanje kod mekih oscilatora

8.2.1.1. Helmholtz-ov oscilator (sa potencijalom koji poseduje jednu dolinu i jedan pravc bega, slika

8.1.a) sa restitucionom silom oblika F(x)=—x+x*, €iji je potencijal ¥(x)=—x?/2+x’/3 prikazan na slici

8.1.a) gore. Na slici 8.1.a) dole prikazan je i fazni portret takvog oscilatora u slucaju da ne postoji spoljnja

pobuda. Ovde se vidi da ovaj oscilator poseduje dve ravnotezne taCke jednu x, =0, koja je jedinstvena
tacka tipa sedla, i x, =1, koja je ravnotezna tacka tipa centra. Homoklini¢ka orbita je prikazana crvenom
bojom na faznom portretu, desni deo te orbite je oblika x,_ (£)=3/2cosh?(z/2) i on prakti¢no okruzuje

taCku minimuma potencijalne krive, leve mnogostrukosti, stabilna donja i nestabilna gornja divergiraju u
beskonacnost. Ovaj mehanicki oscilator je arhetip za proucavanje kontinualnih nelinearnih oscilatora sa
samo jednim pravcem bega, i opisuje dinamiku razli¢itih mehanickih sistema (npr. prednapregnutih
membrana, valjanje asimetriénog broda, asimetriénih kranova, i sli¢no). lako naizgled jednostavnog
matematickog zapisa ova jednacina otkriva sloZzenu dinamiku sa nekoliko karakteristicnih fenomena
nelinearnosti (rezonantni rezim, multistabilnost, haoti¢na i regularna dinamika, razliite vrste lokalnih i
globalnih bifurkacija). Sa prakti¢ne tacke glediSta najinteresantniji je fenomen bega iz potencijalne doline,
to je pojava koja vodi ovakve sisteme u nemoguénost daljeg rada ili lom strukture. Homoklini¢ka orbita
razdvaja ograni¢ene periodi¢ke oscilacije od neograni¢enih trajektorija, i kada se u ovaj sistem unese i

pobuda ona se moZe razdvojiti u dve mnogostrukosti koje se mogu ili ne moraju presecati zavisno od
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ralativne vrednosti amplitude prinude i priguSenja. Preciznije, za male vrednosti amplituda prinude
prigusenje odrzava mnogostrukosti razdvojene, dok pri ve¢im vrednostima amplitude prinude dolazi do
presecanja mnogostrukosti.

U poglavlju 5.6.5 videlo se da je jedna analiticka tehnika da se odredi kriticna vrednost amplitude
perturbacione sile koja dovodi do presecanja stabilnih i nestabilnih mnogostrukosti primena Melnikov-
ljeve metode. Odredivanje Melnikov-ljeve funkcije daje u aproksimaciji prvog reda vrednost rastojanja
izmedu stabilne i nestabilne mnogostrukosti u opstem obliku (5.6.48). Posmatraju¢i oblik (5.6.52)
Melnikov-ljeve funkcije kod Duffing-ove jednacine (5.6.49) moZe se zapisati opstiji oblik Melnikov-ljeve
funkcije koji moze da se primeni i kod Helmholz-ove jednacine na sledeci nacin:

M(awty) = Txhoxn (t)[}/ COS (1 +1y) = Oy (t)]dt (822)

-

IzraCunavanje integrala ove funkcije metodom ostatka u sluc¢aju pomenute Helmholz-ove jednacine daje

rezultat oblika:

__6 S’ (8.2.3)
Mlan)=- {5+ o o, )}
gde su:
h(wtﬂ)=ihjcos(ja)to+‘{’j)i h, :&Lh(am) (8.2.4)

7, sinh(or)
Vidise daje 4, =1 idaje h(a)to) perioda 27 .
Odavde se lako uocava da rastojanje izmedu mnogostrukosti ima jedan konstantan deo koji zavisi od

prigusenja i jedan oscilatorni deo h(to) umnozen svojom amplitudom y, 570’ /sinh(wr).

Izraz (8.2.3) je napisan na takav nacin [180] da je lako uociti da y, ima ulogu ukupne amplitude. Preostali
bezdimenzioni parametar / 7, samo odreduje oblik pobude, tacnije daje meru superharmoni¢ne
korekcije osnovne harmonijeske pobude. U smislu Melnikov-ljeve funkcije efekat te korekcije dat je
parametrom /A +» j>1koji je sadrzan u oscilatornom delu j(wr,) rastojanja izmedu mnogostrukosti. Kako
Melnikov-ljeva funkcija daje rastojanje izmedu mnogostrukosti moze se zakljuciti da ukoliko su @ 1 ¥,
konstantne vrednosti, onda minimum rastojanja izmedu mnogostrukosti (dostignut kada je h(a;to) u
minimumu) raste porastom minimuma j(ewt, ). Sto je veéi taj minimum to je veée i rastojanje, takode za
fiksne vrednosti @ vec¢i minimum od (e, ) veci je i mnozilac y,, potreban da se ostvari nulto rastojanje,

tj. amplituda prinude za homoklinicku bifurkaciju koja se javlja kada se mnogostrukosti tangiraju.

Opsta teorija tvrdi da, za & dovoljno malo, postoji homoklinicki presek ako i samo ako M (a)zo) ima proste

nule za neko ¢,. U slucaju Helmholtz-ovog oscilatora dobija se vrednost:

W, = —f“;l;(;’”) za neko 1, e[0,27].
1

Kako je desna strana negativan broj ovo je moguce ako i samo ako:

sinh(wz) 1 4
hor) L2 o)

>0

gde se sa M oznacava:
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M =— min {h(wt,)}= max {~h(wr,)}

ty e[O,Z/r] ty e[o 27r]
pozitivan broj koji zavisi od oblika, ali ne i od amplitude y, spoljasnje pobude.
U specijalnom slu¢aju harmomnijske pobude sledi da je A(z, )= cos(t, +¥,), M =1 i odgovarajuca kriti¢na

kriva ! =&sinh(wr)/570 , P2 S€ Melnikov-ljeva funkcija moze zapisati u obliku:

lon) =S 14— sifon)

Vikr (a))

Dok je kriti¢na kriva za opstu pobudu data u obliku:

(o) L)

Vi \@)= M

U prostoru parametara (a), 7/1) krivay,, (a)) , koja odgovara opstoj pobudi razdvaja zone u kojima dolazi do
homoklinickih preseka (iznad kriticne krive) od zona u kojima se homoklinicki preseci ne pojavljuju
(ispod kriti¢ne krive). Isto vazi i za y/ (@) u slu¢aju harmonijske pobude.

Centralna ideja metode upravljanja jeste upravo smanjenje regiona homoklinickih preseka menjanjem

oblika pobude. Kako y, (@) uti¢e na oblik preko broja M pomenuti region se smanjuje kada M opada,

§to je M manje to je manji i gornji region u parametarskom prostoru. Kvantitativna mera pobolj$anja u
odnosu na referentnu harmonijsku pobudu predstavlja cilj upravljanja, a definisan je kao odnos kriti¢ne

amplitude neharmonijske i harmonijske pobude:

w1 (8.2.4)

7/lhkr M
Oblast gde postoje homoklini¢ki preseci sa harmonijskom pobudom (iznad krive ! (w)) i ne postoje
preseci sa neharmonijskom pobudom (ispod krive y,,.(w)) je oblast gde se teorijski oéekuje da upravljanje

bude efikasno i zove se sigurna oblast.
Jasno je dakle da bi se povecao sigurni region koliko je mogucée viSe potrebno je da se resi sledeci
optimizacioni problem:

Maksimizirati G menjajuci koeficijente Fourier-ovog reda

h iV, j=23,.., funkcije h(ar,) (8.2.5)
Kada se odrede najbolji A ;1 ¥, Fourier-ovi koeficijenti y; mogu da se odrede iz relacije (8.2.4), pa je

optimalna pobuda data izrazom:

Do e )

8.2.1.2. Helmholtz-Duffing-ova jednacina (sa potencijalom koji poseduje jednu dolinu i dva nesimetricna
pravca bega, sa restitucionom silom oblika F(x)=ox+(c—-1)x*-x*, Cija je funkcija potencijala
V(x)=0x2/2+(0'—1)x3/3—x4/4 prikazan na slici 8.1.b), gore, za vrednost o =1.5. Na slici 8.1.b), dole,
prikazan je i fazni portret slobodnog oscilatora. Parametar o je parametar koji odreduje asimetriju
sistema u odnosu na jedinstvenu tacku stabilne ravnoteze x=0. Za ¢ —1 ima se simetriCan slucaj

standardnog mekog Duffing-ovog oscilatora. Sa slike funkcije potencijala zakljuCuje se da se beg Cesce
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desava u negativnom smeru, ali je dozvoljen i u drugom smeru. Kao i u slu¢aju Helmholtz-ovog oscilatora
levi beg iz potencijalne doline spregnut sa homoklini¢kom bifurkacijom manjeg po vrednosti sedla, je
osnovni mada ne i jedina neZeljena pojava koja treba da se kontroliSe predlozenom metodom. Pored

ravnotezne taCke tipa centra x, =0, postoje i dve ravnotezne taCke tipa sedla x =11 x, =o, ali samo
1

levo, energetski nize, tipa sedla x =—1 ima sa svoje desne strane homoklinicku petlju koja okruzuje

jedinstvenu potencijalnu dolinu 2 ()= -1+ 3W2(o +1) , dok ostale invarijantne

\/(O‘ - 1)(20' + l)cosh(t\/ﬁ)+ (0' + 2)\/5

mnogostrukosti divergiraju u beskonacnost, slika 8.1 b). Za razliku od Helmholtz-ovog primera u

prethodnom poglavlju u radu [180] pokazano je da oscilatorni deo Melnikov-ljeve funkcije h(to) nije uvek

pozitivan nego osciluje sa vrednostima @ 1 ima intervale i u kojima je negativan, ali u odnosu na

optimizacioni problem zadatak ostaje u sustini isti.

-10

Slika 8.1. Funkcije potencijala V(x) i fazni portreti: a) Helmholtz-ove jednacine; b) Helmholtz-Duffing-

ove jednacine i c) Duffing-ove jednacine.

8.2.1.3. Duffing-ova jednacina (sa potencijalom koji poseduje jednu dolinu i dva simetricna pravca bega,
slika 8.1 ¢) gore). Za razliku od prethodna dva primera oscilatora sa mekim karakteristikama beg se kod
ovog modela deSava u oba smera, a potencijalna dolina ima simetri¢ne barijere, jer dve ravnotezne tacke
tipa sedla x,, = +1 imaju isti nivo energije. Ovo svojstvo implicira da umesto homoklinicke petlje postoji
heteroklinicka petlja sa dve heteroklinicke orbite x, (1)= itanh([/ J2 ) Tako da se Melnikov-ljeva funkcija

svodi na oblik:

M(a)to):—ém{li 2l h(a)to)} (8.2.7)
3 7lhkr(a))
sinh(%] ) ) 'sinh(ﬂ)
0)=02 20 ) S sinljan, ) T, T ) (8.2.7a,b,c)
. "7 ginn[ £9%
%)
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Hetereklinicka bifurkacija pod dejstvom opste pobude javlja se za y,, =y /M, gde je M =max{h(wt,)} za
orbitu iz -1 do 1 (znak — u jednacini (8.2.7)) i M =—min{h(wr,)} za drugu orbitu (znak + u jednacini
(8.2.7)).

Ako kriti¢na amplituda jedne od heteroklinicke bifurkacije poraste, bez obzira Sta se desSava sa drugom,

optimizacioni problem (8.2.5) sa odgovaraju¢im izborom G=1/M mora da se reSi. U osnovi to je

matematicki isti problem kao i u prethodna dva slucaja. 1 to tako Sto ova tehnika dozvoljava da se
poremecena heteroklinicka petlja koja je odgovorna za pojavu haoti¢ne dinamike prekine i tako doprinese
regulisanju nelinearne dinamike sistema, takode da eliminiSe fraktalne granice bazena atrakcije i da smanji
nepredvidivost dinamike. Treba imati na umu da heteroklinicki presek nekontrolisane orbite dozvoljava
prodor klinova (tongues) bazena atrakcije iz beskonacnosti u bazen atrakcije kona¢nog atraktora (obi¢no
definisanog kao sigurni bazen), a to dovodi do brze erozije bazena atrakcije i do ranijeg oSteCenja
strukture, pa prema tome razliite strategije za povecanje zivotnog veka struktura mogu biti usmerene na
istovremeno izbegavanje i gornjih i donjih heteroklinickih bifurkacija sistema. Istovremeno izbegavanje

dve bifurkacije zahteva istovremeno smanjenje —min{i(wr,)} i max{h(wr,)}- U radu [180] dokazano je i
numericki provereno da je optimalno resenje odredeno uslovom — min{A(wr, )} = max{i(ex, )}, tako da je u

ovom slucaju optimizacioni problem definisan na slede¢i nacin:

Maksimizirati G menjajuci koeficijente Fourier-ovog reda

h.i ‘Pj , J =2,3,..., funkcije h(a)to) sa ograni¢enjem da —min{h(a)[o)}: max{h(a)to)} (8.2.8)

J
gde zahvaljujuéi ograni¢enju nema neodredenosti u definisanju cilja upravljanja G . Problem je zapravo
isti onaj problem definisan uslovom (8.2.5) sa dodatkom ograni¢enja koje omogucava istovremeno

kontrolisanje obe heteroklinicke bifurkacije.

8.2.2. Optimalno upravijanje kod tvrdih oscilatora

8.2.2.1. Duffing-ova jednacina ( sa potencijalom koji poseduje dve simetricne doline, slika 7.2.4 a) ), isto
je dato i na slici 8.1 d) gore, radi preglednosti i uporedenja sa sistemima prethodnih poglavlja. Na slici 8.1

d) gore, prikazan je potencijal V(x)=-x?/2+x*/2 odakle se vidi da je Duffing-ova jednacina arhetip

sistema sa dve simetricne potencijalne doline koji poseduje vrlo zanimljivu nelinearnu dinamiku. Na
primer, za velike vrednosti spoljnje pobude pojavljuje se spoljasnji (razvuceni) haoticni atraktor koji
zapravo zamenjuje beg u beskonacnost koji ima meka Duffing-ova jednacina i podrezumeva jednu od
neZeljenih dinamickih dogadaja ¢ija eliminacija (zamena) predstavlja veoma poZeljnu prakti¢nu predstavu
upravljanja. Na slici 5.6.8. prikazan je fazni portret slobodnog neporemecenog sistema ¢ija se dinamika

opisuje Duffing-ovom jednacinom, koji je samo radi preglednosti prikazan i na slici 8.1.d) dole. Sa slike

se vidi da je neporemecena dinamika okarakterisana sa dva stabilna centra (x; 1 Xx;) 1 jedinstvenom

nestabilnom ravnoteznom taCkom tipa sedla x, = 0koja odgovara maksimumu potencijalne funkcije. Dve
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homoklinicke orbite, okruzuju centre i susrecu se u tacki tipa sedla. Jedna je sa leve, a potpuno simetri¢na

druga je sa desne strane fazne ravni (slika 8.1 d) dole, crvena linija), i one su oblika x¢' (t)z isech(z).

hom
Melnikov-ljeva funkcija izradunata je u poglavlju 5.6.5 za homoklini¢ke orbite x! (¢)=+v/2sech(r), pa

koriste¢i taj rezultat i rezultat rada [180] moze se napisati Melnikov-ljeve funkcije, jednu za desnu, a

drugu za levu homoklinic¢ku petlju, u obliku:

M (wt,)= —52{11 / L (e, )} (8.2.9)
3 ylkr(a))
d . 2 o * : jcosh(ﬂj b
gae su. 7{2,(a)):5—cosh[—)>0’ h(a)to):Zh.cos(ja)t0+‘l’.) Ly 2 (8.2.9a,b)
3z 2 ri =
! 71 cosh[—jam)
2

Kriva }/Ihkr (a)), u referentnom slucaju harmonijske pobude, je ista i za levu i za desnu homoklinicku

orbitu. Moze se govoriti o specificnosti ovog oscilatora sa stanovista strategije upravljanja, jer prisustvo
dve homoklinicke orbite omogucava da se izaberu razliCite strategije upravljanja. Stvarno moze se
kontrolisati samo jedna (leva ili desna) bifurkacija zanemarujuci $ta se deSava oko druge potencijalne
doline, ili se moZze pokusati upravljati istovremeno i levom i desnom homoklini¢kom orbitom. Ovo su dva
topoloski razliCita zadatka upravljanja, jer je jedno topoloski lokalizovano upravljanje, dok se drugi
pristup odnosi na upravljanje celom faznom ravni. Ova dva pristupa su detaljno proucena na primeru
obrnutog klatna u radu [184], gde je pokazano da upravljanje jedna strana daje veée vrednosti cilja G dok
opste upravljanje daje nize vrednosti G, a takode je numericki potvrdeno da te dve strategije upravljanja
nisu razlicite ve¢ se nadopunjuju.

Ovde se trebaju razmatrati razdvojeno tri slucaja:

1) Jednostrano upravljanje na desnom minimumu potencijala (desno upravljanje). Uslov M ¢(at,)=0
zaneko wt, € [0,27;] garntuje homoklinicki presek stabilne i nestabilne mnogostrukosti na desnoj

starni, i deSava se u oblasti parametarskog prostora definisanoj sa:
d h 1
N2 Vi :7lkrW
tovdeje M¢=— min {h(wr,)}= max {-h(ar,)} Pozitivni broj koji je odgovoran za oblik pobude. Da bi se
tOE[O,Zﬂ] 0 t"E[O,ZII] 0

izbeglo desno homoklini¢ko tangiranje mnogostrukosti odgovaraju¢im oblikom pobude cilj ¢ :%

mora da se ima maksimum. Kada taj uslov zadovoljimo i reSimo zadatak optimizacije onda se optimalni
oblik pobude odreduje iz jednacine (8.2.9b)

2) Jednostrano upravljanje na levom minimumu potencijala (levo upravljanje). Uslov M'(wt,)=0 za
neko ¢, e [0_2;;] grantuje homoklini¢ki presek stabilne i nestabilne mnogostrukosti na levoj starni,

i deSava se u oblasti parametarskog prostora definisanoj sa:
I _h 1
N>V = }/lkrﬁ
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gde je M'= max {h(wr,)} pozitivni broj koji je odgovoran za oblik pobude. Da bi se izbeglo levo

tOE[O,Z/r]

homoklinicko tangiranje mnogostrukosti odgovaraju¢im oblikom pobude cilj G/'—-_1 mora da ima

1
1
maksimum. Kada taj uslov zadovoljimo i reSimo zadatak optimizacije onda se optimalni oblik pobude
odreduje iz jednacine (8.2.9b). Tako da su stvarno optimalni ciljevi dobijeni za dva jednostrana
upravljanja jednaki.

3) Globalno upravljanje: da bi se upravljalo istovremeno i levim i desnim tangiranjem mnogostrukosti

levig/ = _L i desni g« :% cilj, gde  p¢ :_,Om',rzlﬂ]{h(m")} 1M = max {h(c,)}> moraju da rastu

Ve <[o ]
istovremeno. Matematicki istovremeni rast G' 1 GY ima za posledicu porast njihovih minimalnih
vrednosti, odnosno:

Maksimizirati G = min{Gl , Gd} menjajuci koeficijente

h i¥,, j=23,.., funkcije h(at,) (8.2.10)

J
U radu [180] pokazano je da sva numericka reSenja ove jednacine zadovoljavaju uslov G' =G* = G kako se

i otekivalo tj. —min{h(er,)}=max{h(ewr,)}. U tom smislu problem (8.2.10) moze da se zapiSe u

jednostavnijem obliku (8.2.8). Ono S$to ide zajedno sa ovim skracenjem jeste mogucnost upravljanja celim
faznim prostorom.

Ovde su razliciti oscilatori klasifikovani prema njihovim osnovnim mehanickim osobinama, u stvarnosti
vrsta krutosti (meka ili tvrda) daje jasnu razliku izmedu fizickih pojava koje su nepozeljne, a ¢iju pojavu
treba da kontorliSemo. Dok je kod mekih oscilatora smetnja erozija sigurnog bazena atrakcije i beg iz
potencijalne doline, to je kod sistema sa tvrdom kruto$c¢u pojava haosa u smislu stalnog prelaza iz doline u
dolinu minimuma potencijala. Takode, je mogucée naciniti klasifikaciju ovih sistema i prema simetriji ili
asimetriji njihove prirode, a to bi zahtevalo paznju sa dinamicke tacke gledista jer, pored nekih kriticnih
situacija, simetri¢ni oscilatori su strukturno nestabilni i posebni su slucajevi asimetri¢nih oscilatora, i
zaista nisu uvek ograniceni.

Predlozenom metodom optimalnog upravljanja zapravo vrSi se izbor najpogodnijeg oblika
spoljasnje pobude da bi se izbegli transverzalni preseci stabilnih i nestabilnih mnogostrukosti. U radu
[181] autori su metodu primenili na primer bezdiomenzione Duffing-ove jednacine oblika:
5é+g5x—§+%3=gy(a)t)zeyliﬁsin(ja)t+‘l’j) (8.2.11)

=1 N

Za vrednost =1, g;/(a)t)zgyl sinwt je prosta harmonijska pobuda, za j>1, y,sin(jeot) su

superharmonijske pobude. Jednacina (8.2.11) se posle reskaliranja svodi na jedna¢inu o kojoj se govorilo

u poglavlju 8.2.1, pa se njena Melnikov-ljeva funkcija moze napisati u ekvivalentnom obliku kao i (8.2.9):

242 _
Md’/(wto):—§({1+ i h(a)to)} (8.2.12)
3 7/””,(60)

22 (on : i j cosh[ﬂ] (8.2.12 a,b)

yl”k,(w):éﬂj—cosh(ﬁ)>0’ h(t0)=2h/cos(ja)t0+‘lf/.) P V2 2. >
o /=1 ! 7 COSh[ ]wﬂ'j
V2
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8. Optimalno upravljanje i upravljivost oscilacijama u dinamikama hibridnih sistema

Prema optimizacionom zadatku (8.2.10), osnovni cilj G je odrediti kvantitativnu vrednost porasta
kritinog praga amplitude neharmonijske pobude u odnosu na amplitudu referentne harmonijske pobude.
U radu je pokazano da se teorijska razmatranja dobro slazu sa simuliranim rezultatima §to je i potvrdeno
brojnim numerickim proracunima. Zakljucak radova autora Rega-e i Lenci-ja [181-184] moze da se
uokviri u dva pravila:

1) Jednacina (8.2.11) je promenljiva sa x—-x, t —>t+7/w Sto zna¢i da je asimetricna u odnosu na
promenljive (x,z), odakle sledi da za j=1 imaju se dve razli¢ite Melnikov-ljeve funkcije sa leve i desne

strane faznog prostora M‘ #M', pa je potrebno primeniti obe strategije upravljanja i jednostranu
(lokalnu) i globalnu.

ii) Prema ovim strategijama upravljanja matemati¢ko reSenje optimalnog problema (8.2.10), ako se za

h(a)to) izabere pozitivna Dirac-ova funkcija amplitude zza ¢ =0 sa dodatkom konstante —1/2, onda su
Fourierovi koeficijenti 4 =1, ¥, = =0, a optimalan cilj je G*' =2, kriticna amplituda je zapravo

udvostrucena. To prakticno daje hipoteticku ili teorijski optimalnu vrednost, jer ovo reSenje nije
proihvatljivo sa fizicke tacke gledista, jer bi u tom slucaju odgovaraju¢a optimalna pobuda bila
divergentni razvoj. Ovaj nedostatak se u posebnim slucajevima otklanja dodavanjem dodatnih uslova ili
ogranicenja optimalnog problema. U svakom slucaju, Sto je optimalni cilj bliZi toj teorijskoj vrednosti to je
pridruzena optimalna upravljacka pobuda efikasnija u reSavanju otklanjanja transverzalnih preseka

mnogostrukosti sistema. U slucaju globalnog upravljanja funkcija a(er,) Ciji Fourier-ov red ima samo

neparne superharmonike je oblika h(wt0)=ilsin(j” jcos( joot, ) gde su y —¢, a optimalni cilj je
. . 2 J

j=1J
G=4/r.
Teorijski za prvi superharmonik i numericki rezultati za viSe superharmonike u radovima [180-184]

potvrdili su se rezultati teorijskih pretpostavki, a na bazi njihovog metoda u radu [21] pokazana je

efikasnost metode globalnog upravljanja sa kontrolorem oblika }/(a)l):ZN:COS( ij\y_) na opStem
J

J=1

nelinearnom oscilatoru sa jednim stepenom slobode oblika:

$+ eoh(x)x + g(x) = ey(@t) = ky, cos(wt )+ gi v, cos((2j +1)wr) (8.2.13)

Jj=1
Novina u ovom radu je dodavanje parametra |k| <1 uz amplitudu harmonijskog dela kontrolera i pokazuje

se da on ima odlu¢ujuéu ulogu u upravljanju homoklinickim presecima stabilnih i nestabilnih

mnogostrukosti. Ovde je odreden cilj G =2+/3/(3k) upravljanja strogo matematic¢kim izvodenjem za slucaj

superharmonijske pobude (N =1) gde je 377 =— min {h(ewt,)t=M" = max {h(wr, )= k3 /2. Jasno je da

toel0,27] tyel0,27]
G > okada k-0 odakle sledi da predlozena metoda optimalnog upravljanja moze povecati region u
kojem se ne javljaju homoklinicki preseci koliko je to god moguce vise dok kontroler sadrzi samo dva

Clana ky, cos(art) 1 y, cos(3t). Prema ovoj uproS¢enoj metodi optimalnog upravljanja koeficijenti amplituda

7, mogu biti usaglaSeni sa promenom parametra ki to tako da su svi dovoljno malih vrednosti $to je
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pogodno i sa matematicke i sa prakti¢ne tacke gledista. Takode, vazno je napomenuti da ovde optimalno
upravljani sistem ima istu strukturu u razli¢itim vrednostima homoklini¢kih preseka zahvaljujuéi

razli¢itim vrednostima parametra & .

8.3. Optimalno upravlajnje u sistemima sa dva stepena slobode kretanja

Rukovode¢i se idejom optimiziranja problem upravljanja u sistemima sa nelinearnostima iz
prethodnog poglavlja koriste¢i Melnikov-ljevu funkciju i kriterijume postojanja homoklinickih ili
hetreroklinickih preseka u ovom poglavlju pokazace se nekoliko sistema sa dva stepena slobode kretanja i
nekoliko kriterijuma koji formiraju Melnikov-ljevu funkciju i pokazuju postojanje periodickih i
homoklinickih orbita. Kako minimizacija Melnikov-ljeve funkcije moze da da kriterijum izbegavanja
transverzalnih preseka stabilne i nestabilne mnogostrukosti i homoklinicke bifurkacije, u posrednom
znacenju izbegavanja pojave nepredvidivih haoti¢nih kretanja to ¢e se ovde pokusati formirati Melnikov-
ljeve funkcije i usvojiti neke opste kriterijume vezane za sistem s obzirom na vrednosti te funkcije, i to u
sistemima sa dva stepena slobode oscilovanja sa nelinearnostima. Razlog zasSto se posmatraju ba$ sistemi
sa dva stepena jeste $to opisani hibridni sistemi u poglavlju 3. generalisanim koordinatama mogu da se
svedu na sisteme sa dve stepena slobode oscilovanja, ili pak ,u prvom priblizenju, njhovo oscilovanje
moze da se aproksimira oscilovanjem jednog analognog sistema sa dva stepena slobode kretanja. Tako, na
primer, pokazano je u poglavlju 3.4 da se u jednom nm -modu oblika oscilovanja sistema dve ploce
pojavljuju dva harmonika vremenske funkcije tog nm -moda i da postoji medusobna interakcija tih
harmonika, kao svojstvo nelinearnosti tog sistema. Diferencijalne jednaline vremenskih funkcija
oscilovanja u jednom nm obliku sopstvene amplitudne funkcije sistema ploca su oblika (3.4.16).
Formiranje Melnikov-ljeve funkcije ovakvog sistema dovelo bi do zaklju¢aka koji bi dali kriterijume o
optimalnom upravljanju spoljasnjom pobudnom silom u ovakvom sistemu, §to otvara nekoliko pitanja u
okviru teorije Melnikov-ljve metode sistema sa vise stepeni slobode oscilovanja i moglo bi samo po sebi
predstavljati istrazivanje jedne subdoktorske disertacije. Zato se ovde u daljem tekstu prikazuju rezultati iz
savremenih radova vezanih za slicnu problematiku, otvarajuci tako potencijalno polje novih istrazivanja.
U radu [293] autor proucava periodicko 1 homoklinicko kretanje slabo spregnutih oscilatora sa
spoljasnjom periodickom pobudom oblika:

i, =JDH (x, )+ ag (x,.x,, 00 1), x, €R?, j=12 (8.3.1)

gde su: 0< ¢ <<1, mali parameter, yeR je parameter sistema, a J je matrica oblika:
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8. Optimalno upravljanje i upravljivost oscilacijama u dinamikama hibridnih sistema

J{O 1] Takode, H :R*—>R i g, :R*xR’xRxR—R’ su dovoljno puta diferencijabilne, a
-1 0 '

g j(xl.xz,a)t; ,u) je 1 2 periodi¢na po 6=wt, za j=12. Posebno proucavan slucaj je sistem slabo
spregnutih Duffing-ovih oscilatora oblika:

4 =pis =4, +&(-, - Ba,q3 +y cosan)

§s = par B2 =4 =43 + -, ~ f.a7) (83.2)
gde su 0, [,y i @ pozitivne konstante. Poslednja jedna¢ina predstavlja model sa dva stepena slobode
oscilovanja prostornih oscilacija grede napregnute na izvijanje. Analiziran je, do sada, Duffing-ov
oscilator oblika (5.6.49) Melnikov-ljevom metodom, i njegovo periodi¢ko i homoklinicko kretanje je
dovoljno prouceno. U slucaju sistema (8.3.2) mnogo bogatija dinamika se pojavljuje zahvaljujuci
¢lanovima sprezanja 84,9 i £64,q; .

Kada je £=0 sistem (8.3.1) se redukuje na sistem dva nezavisna Hamilton-ova sistema sa po jednim
stepenom slobode kretanja:

%, =JDH,(x,), j=12 (8.3.3)

Svaka jednacina sistema (8.3.3) poseduje hiperbolicku tacku tipa sedla, homoklini¢ku orbitu kroz njega i
jednoparametarsku familiju periodickih orbita unutar homoklinicke orbite. To znac¢i da sistem poseduje
hiperbolicku  periodicku  orbitu, homoklinicku = mnogostrukost, = dvoparametarsku  familiju
trodimenzionalnog invarijantnog torusa i dve trodimenzionalne ortogonalne hiperbolicke invarijantne
mnogostrukosti u proSirenom petodimenzionalnom faznom prostoru. Standardna Melnikov-ljeva metoda
ne moze da se primeni na ovakav sistem, ali u radu je pokazano i dokazano da pojedina proSirenja
homoklinicke Melnikov-ljeve metode mogu da se prihvate. Najpre je proSirena subharmonijska Melnikov-
ljeva metoda, dat je dokaz teorema postojanja, stabilnosti i bifurkacije periodickih orbita u blizini
nepobudenog invarijantnog torusa sa rezonantnom vrednos¢u. Potom je primenjena modifikovana verzija
homoklini¢cke Melnikov-ljeve metode koju je predstavio Wiggins [296] za homoklini¢u orbitu na dva tipa
periodickih orbita. Prvi tip periodicke orbite je rezultat postojanja nepobudene hiperbolicke periodicke
orbite, a drugi tip nastaje izvan rezonantnog regiona u nepobudenim invarijantnim mnogostrukostima.
Tako je pokazano da se u sistemu (8.3.1) pojavljuju neki novi oblici homoklini¢kog kretanja. U radu je
opisana geometrijska struktura nepobudenog faznog prostora, potom je razvijena Melnikov-ljeva metoda
za periodicko kretanje 1 posebno za homoklinicko kretanje. Takode, napravljena je veza izmedu
Melnikov-ljeve teorije za subharmonijske i homoklinicke orbite, a potom je cela teorija primenjena na
sistem (8.3.2). Ipak, mnoga zanimljiva svojstva ovakvih sistema nisu razmatrana u ovom radu. Navedimo
neke od njih. Jedna od uvedenih pretpostavki u radu je da je period 7", periodickih orbita x” (¢) unutar

separatrise diferencijabilan u odnosu na a2 takode da je ar;” 0> @ ako to nije slucaj potrebna je

daj

drugacdija analiza periodi¢kog i homoklini¢kog kretanja. Takva analiza je izvrSena za sisteme sa jednim
stepenom slobode u radu [293]. Jedan od problema se takode javlja i u slucaju kada postoji rezonancija.

Naime, iako prisustvo homoklinic¢kih orbita potvrduje haoti¢nu dinamiku, ona moze biti prekinuta kada je
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invarijantni torus podvrgnut rezonanciji ili faznom usaglaSavanju (sinhronizaciji). Takode, neporemecene
trodimenzionalne invarijantne mnogostrukosti mogu da ostanu iste i posle poremecaja i njihove stabilne i
nestabilne mnogostrukosti mogu da se presecaju transverzalno, $to takode usloznjava dinamiku sistema.

U radu [283] na primeru prosto oslonjene pravougaone piezokeramicke kompozitne ploce pokazana je
primena proSirene Melnikov-ljeve metode u izucavanju globalnih bifurkacija i multipulsne haoti¢ne
dinamike takve ploce. Ploca je prosto oslonjena na Cetiri kraja i nacinjena je od regularnih simetricnih
ortogonalno ukrStenih 7 slojeva. Neki od tih slojeva su od piezokeramickih meterijala, koji sluze kao
aktuatori, a ostali su od prednapregnutog fibera kompozitnog materijala. Ploca je napregnuta spoljasnjim
transverzalnim raspodeljenim optere¢enjem i optereCenjem u ravni ploce u dva ortogonalna pravca. Za
matematicko modeliranje ovakvog modela u radu su kori§¢ene von-Karman-ova jednacina, Reddy-eva
teorija smicajnih deformacija ploCe treceg reda i Galerkin-ov pristup, te su izvedene jednacine kretanja
kompozitne piezoelektricne pravougaone ploce, kao aktivne strukture, u obliku:

W, + a4, + ot w, + (£, cos Q1+ f, cos Qut + f, cos Q1 )w, + aywh + a,wiw, + a,wiw, +a,wi = F, cos Q,t

W, + W,y + 03w, +(f, cosQt + f; cosQut + £, cos Qe hw, + Bow? + Bwiw, + Sywiw, + Bow? = F, cos Qt (8.3.4)
gde periodicke funkcije frekvencija Q1 Q, odgovaraju aksijalnim spolja$njim naprazanjima, frekvencija
Q, transverzalnom periodickom spoljaSnjem optere¢enju, a frekvencija ¢, odgovara rezultanti

piezoelektricnog napona. Svi koeficijenti jednacina (8.3.4) mogu da se pronadu u radovima [285 i 286].
Sistem jednacina (8.3.4) sa dva stepena slobode kretanja koji ima ¢lanove tre¢eg stepena, parametarsku i
transverzalnu spoljasnju pobudu opisuje nelinearne transverzalne oscilacije kompozitne laminatne
piezokeramicke pravougaone ploce izlozene spoljasnjim naprezanjima u ravni ploce i transverzalno na
ravan plo¢e u prva dva moda oscilovanja. Na ove jednadine je primenjena proSirena Melnikov-ljeva
metoda za neautonomne nelinearne sisteme i pokazano je postojanje multipulsnog haoti¢nog kretanja
ovakve ploce. Prikazana je i numericka simulacija radi uporedenja i potvrde rezultata.

Uvode¢i transformaciju koordinata oblika:

W=X, W =Xy, wy = Wy =@,x, 1 g=Qut

i koriste¢i Cinjenicu da se frekvencije ¢, (i=123,4) sila racionalno odnose dobija se sledeca relacija:
Zp=Qt, Z,=0t, Z;p=Q,t, ¢§=Q,t=Q¢, gde su Z,, Z, i Z, svi nenegativni brojevi, pa se
sistem (8.3.4) svodi na oblik:

X, =X,

3
L 2 2 2 3 3
Xy =m0 X X Xy T O Xy Xy — OGNy — Xy [, _xlzgi +F cos¢

i=1

‘o, (8.3.5)
3
. X F
Xy = 0% _ﬂxsle _&xlzxs _&)%3 —&xf —&x4 _7329#:”3 +—cosg
@, @, W, W, ) @, =1 @,
$=0Q

gde su §i = fz Coszi¢ i ‘§i+3 = fi+3 COSZI¢, i=123
Da bi izvrsili analizu multipulsne haoticne dinamike laminatne kompozitne piezoelektrine pravougaone

plo¢e potrebno je formirati normalni oblik sistema jednacina (8.3.5), pa koeficijente prigusenja i sile

posmatramo kao perturbacione parametre. Sistem bez poremecajnih parametara je oblika:
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X, =X,

Xy = 00X, — O X Xy — O, X, ~ QLX) —0X;

% =y, (8.3.6)
] b B s B

. 2 2 3
Xy = —@,Xy — =Xy X — ==X Xy ——X; ———X; -
2 a)Z 2 wZ

On poseduje trivijalno reSenje (xl ,X%,,%5,%,)=(0,0,0,0) za koje je Jacobi-jeva matrica oblika:

01 0 0
00 0 0]
A=

00 0 o
00 -, 0

poseduje jednu dvostruku nulu i par ¢isto imaginarnih sopstvenih vrednosti: 4, =01 4, , = +iw, -

Primenjujuc¢i Maple program dat u radu [287], dobija se normalna forma tre¢eg reda sistema (8.3.6), bez

perturbacionih parametara u obliku:

X =X

.1 2, 2 3

¥ == el +x)-am

. 1~ ~

X3 = 0y X +Eﬂ2x12x4 +B5x, (x32 +xf) (8.3.7)

- 1 ~
. 2, 2 2
X, =—0,%, = fiX, (x3 +X; )_Eﬂle X3

gde su Ez :ﬁz/a)z i 53 =3ﬂ3/(8a)2)‘

Nekoliko narednih transformacija ovoga sistema odnosi se na transformaciju koordinata u obliku:

a| x,=Icosy 1 x,=Isiny,1transformaciju razmere u obliku:

U =&l [y > Ely s >y fis > & =123, F —>eF 1 F, - ¢F, i dodavanje perturbacija, pa se
sistem (8.3.7) svodi na oblik:

U =u,
1 3 ~
: ) )~
i, = - x, —Eazull =y} — g, —au, Y & +&F, cos >
i=1

. 3
I =—gu,Isin’ y — &l cosysin 7251.” +é&F, sinycosg> (8.3.8)

i=1

~ 3
Iy =-o,l - I’ —%uf]—guzlsin}/cosy-i—ng cos y cos ¢ — &l cos’ 7Z§[+3 >

i=1
$=Q.
Analiza se nadalje zasniva na posmatranju sistema na preseku 3% = {(ul,uz, 1y, ¢]¢ = ¢0}. Zanemarujuci &

u sistemu (8.3.8) sledi neporemeceni sistem oblika:

u =u,,
U, = -0 x, ——aul* —du; >
i=o0, (8.3.9)
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Iy =—aw,] - B,I° —7 ull-

Ovaj sistem je zapravo sistem dva nespregnuta nelinearna oscilatora sa dva stepena slobode kretanja.

Promenljiva I se pojavljuje u komponentama (x,,u,) kao parametar, jer je /=0. Prve dve jednaline
sistema (8.3.9) imaju odgovarju¢i Hamilton-ian:

P LY (8.3.10)
2 2 4
gde je R :laz I’ +w?- Kao §to je ve¢ poznato kada su R<0, @, >0 1 a, <0 sistem prve dve jednacina
2
sistem (8.3.9) posedovao bi homoklinicku bifurkaciju. Iz uslova laz I’ +@? <0 imali bismo [ >/2/a, o,
2

ili 7<-\2/a,» . Medutim, jasno je da promenljive / i y mogu predstavljati amplitudu i fazu
nelinearnih oscilacija, te je moguce da postoji samo 7>0 tako da je domen za [ >,/2/a,®,. Trivijalana

reSenja sistema prve dve jednacine sistema (8.3.9) su:
(,,u,)=(0,0), Sto je tacka tipa sedla,

() = (i IR/, ,0), Sto su dva centra. Homoklinicka orbita koja prolazi kroz tacku tipa sedla je oblika:

(l,uz) (+,/2R/a3 sechft,iJZ/?Rsech(ttanhft)

Pretpostavka 1. Pretpostavi se da za neko 7=y gde je I, <, <, postoji sledeci uslov:

20 (8.3.11)

I=I,

Qx,(7,)1,)=01 dQx,(1).1)

dl

Sto znaci da se pojavljuje rezonancija. Ovde je [, rezonantna vrednost, a fazna razlika Ay nelinearnih
oscilacija je definisana kao: Ay = y(+o0,1,)-y(~o0,1,). Iz geometrijske analize mnogostrukosti sistema sa

Cetiri stepena slobode u radu [283] izveden je izraza za Melnikov-ljevu funkciju pomocu integrala:

M1, 70, 12)= j <( ),g( a)t+¢0,,u,0)>dt (8.3.12)

gde je vektor nnormalan na homoklini¢ku mnogostrukost i oblika je:
=(D,H(x,1).D,H(x,1)-D,H(x(1, }1)0).

9=(¢" (e 17,6, .0) &' (5, 1, 7.6, 110} &7 (x,1, 7,6, 1,0)) i

p'0)= (L1 y 1)+ )

k -pulsna Melnikov-ljeva funkcija je oblika:

Mk(fy,yo,¢o,u)=ZM(ly,7o+jA7(17),¢0,u) (8.3.13)
gde je A)’(],)Z_[:[Q( (T I ) ) ( ( ))1 )]df, a iz jednacine (8.3.11) sledi da je:

a()=[" alw'(e.1,)1, = (8.3.13a)

Izraz Ay predstavlja rastojanje izmedu dve ravnotezne tacke na mnogostrukosti M sastavljenoj od

ravnoteZnih tacaka, slika 8.2. Mnogostrukost M je spora mnogostrukost, dok je vektor x lociran na brzoj

mnogostrukosti.
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X
V4
M
I=1,
b)
I=1,
I=1,
0 V4 2z

Slika 8.2. Geometrijska struktura mnogostrukosti M , w*(M) i w" (M) u Cetverodimenzionalnom faznom

prostoru. a) homoklinicka mnogostrukost 1 ;b) deo invarijantne mnogostrukosti M

U radu [283] dokazana je i sledec¢a teorema:

Neka su za celobrojnu vrednosti broja &, y =7, ¢ = 50 1 u = zadovoljeni slede¢i uslovi:

1. k -pulsna Melnikov-ljeva funkcija ima tacku proste nule u 7 iliu g, odnosno:

M1, 70,60, 11)=0> D, M, (1,.7,.6,7)=0 li

M (1,70, 5)=0, D M,(1,.7,.6,. )% 0

2. M1, 7000 1) %0 i =Lk —1, k> 1.

Onda za sve y - 7,, ¢ > ¢, i u—> jz postoji dvodimenzionalna povrs preseka 25(70) duz koje se stabilna
i nestabilna mnogostrukost (M f‘)) iw" (M f") prstena M* presecaju pod uglom reda veli¢ine O(g).
Takode, izvan male okoline prstena M f" , povrSina 2;’(70) glatko se uliva u uniju 26’(70) povrsi
nacinjene od homoklini¢kih orbita na homoklinickoj mnogostrukosti I' sa 7=7, 1 y, =7, + jAy(1,)s
J=L....,k—1,gde ¥, odgovara tacki proste nule k -pulsne Melnikov-ljeve funkcije a7, (7 ,y,, ¢, u)-

Na osnovu pretpostavke 1. dobijamo _, ;7 3 —%uf[ _o kada je 4, =0.Nekaje g, <0 i g, =-p,, onda

sledi rezonantna vrednost 7 =./w,/f, . Uslov \Ja,/B, >/2/a,®,, odnosno w,/p, >2/a, o} treba da je

zadovoljen. Zamenjujuéi vrednost " =+,2R/a, sechyRt u poslednju jednadinu sistema (8.3.9) i

integrale¢i sledi:

A= -0 B - Yot == 2 R o,
3

S obzirom na (8.3.13), fazna razlika moze da se izrazi kao:

Ay = Jm —%ufdt = —?\/ﬁrsechzﬁtdt __ 22 JR
. g, »

a,

Na osnovu jednacine (8.3.12) jednopulsna Melnikov-ljeva funkcija je oblika:
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M= J.j; [_ uu, (fl COS(Qlt + Z1¢o)+ /i COS(QZZ +Z,4, )+ fs 005(94t +Z,4, ))]dt +
+ f {— ul + uzﬁl cos(Qt +4¢, )+%a2u12]0 (,uzl sin” y — F, sin ;/cos(Qt +¢, ))}dt +
+I ~a,u} 0{ sin 2)/(]4 cos(Q t+7,8,)+ fs cos(Q t+Zz¢0)+ Is cos(Q t+7,9, ))}

Nakon integraljenja (videti izraze (76-78) u radu [287]) sledi izraz za jednopulsnu Melnikov-ljevu
funkciju, a na osnovu izraza (8.3.13) u radu je dobijen i izraz za k -pulsnu Melnikov-ljevu funkciju.
Nadalje se ispituje priroda nula k -pulsne Melnikov-ljeve funkcije i na osnovu date teoreme dobijaju se
dva skupa koji se zadovoljavaju:

E = {10700 60 5)M, =0,D, M, #0,M, #0,..00.i=12,.....k -1

E, ={(Iy,70:,6)\M, =0,D, M, #0,M, #0,.....i =12,.....k~1}- (8.3.14)
Ovi uslovi su zadovoljeni ako:

sech 2 coa]> A0 Je QT (5 41)~ 08814 ONdAJE oo 2L <1, aako je

R WR R

i Qr
0< 7 C1g(T 1)~ 0.8814 ONdBIE e 27
2R 2V R

(8.3.15)

>1-

Dakle, postoji odnos parametara da skupovi (8.3.14) nisu prazni skupovi pod uslovom (8.3.15), te na
osnovu teoreme stabilna i nestabilna mnogostrukosti se presecaju transverzalno $to potvrduje postojanje
multipulsnog haoti¢nog kretanja kod laminatne kompozitne piezoelektri¢ne pravougaone ploce.

U radu [284] analizirano je rezonantno haoticno kretanje prosto oslonjene pravougaone tanke ploce sa
parametarskom i spoljnjom prinudom. U analizi su koriScene eksponencijalne dihotomije i procedura
usrednjenja, jednacine transverzalnih oscilacija ploce dobijene su u obliku von Karman-ovih jednacina, pa
je za dalju analizu kori$¢ena Galerkin-ova metoda. Kriti¢ni uslov koji predvida haoti¢no kretanje dobijen
je razvijanjem Melnikov-ljeve funkcije, koja sadrzi ¢lanove iz nehiperbolickog moda oscilovanja.
Pokazano je da nehiperbolicki mod ploce ne utice na kriti¢ni uslov za pojavu haoti¢nog kretanja u slucaju
rezonancije. Pod rezonancijom se ovde podrazumeva pojava do koje dolazi usled poklapanja frekvencije
spoljasnje pobude sa jednom od sopstvenih vrednosti nehiperbolickog moda u ravnotezi. Simulacija,
takode, potvrduje da je haoti¢no kretanje hiperbolickih podsistema u senci haoti¢nog kretanja celog

sistema. Model pravougaone ploCe, kori§¢en u radu, napregnut je pritisnim silama u ravni ploce

p=p,—p cosQ,, staticki sa p,, na izvijanje, kao i kontinualno raspodeljenim transverzalnim

periodickim optereCenjem. Pri tome se posmatra slucaj kada je staticko optre¢enje vece nego li
opterecenje na izvijanje, Sto uzrokuje negativhu krutost u prvoj jednacini narednog sistema.
Bezdimenzione jednacine oscilovanja ploce u prva dva moda izvedene su u obliku:

¥+ o, — kx, + 2, f, cosQut + ayx; + Prax, = F cosQt

¥, + i, + @l x, +2x, f, cosQut + B3 + Pxix, = F, cosQt - (8.3.16)
U ovom slucaju zna se da je prvi mod hiperbolicki, a drugi je nehiperbolicki.

Nadalje su koris¢ene eksponencijalne dihotomije i metoda usrednjenja da se dobije Melnikov-ljeva
funkcija, te su pronadeni uslovi koje treba da zadovolje parametri sistema da bi Melnikov-ljeva funkcija
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imala proste nule iz kojih uslova se zakljucilo da nehiperboicki mod tanke ploce ne utice na kriti¢ni uslov
za pojavu rezonantnog haoti¢nog kretanja.

U radu [174] proucavana je dinamika spregnutih nelinearnih mehanickih rezonatora parametarski
pobudenih. Takvi modeli su tipi¢ni modeli mikroelektromehanickih i nanoelektromehanickih sistema. U
radu su izvedene amplitudne jednacine, koje opisuju sporu dinamiku sistema gde je iskoriS¢ena prednost
ovakvih sistema a to je slabo priguSenje i primenjena metoda analize viSe-skala (multiple-scale analysis).
Takav izvedeni sistem omogucio je da se pokaze postojanje homoklinickih orbita u dinamici integrabilnog
dela jednacina sporog kretanja. IskoriS¢ena je verzija Melnikov-ljeve metode za vise-dimenzionalne
sisteme, koju su razvili Kovaci¢ i Wiggins [177], da bi se dobile tacne vrednosti parametara za koje
homoklinicke orbite postoje u celom sistemu i za Hamilton-ove i za nehamiltonove poremecaje, i
formiraju takozvane Silnikov-ljeve orbite indikujuéi gubitak integriteta sistema i postojanje haoti¢nog
kretanja. Analiti¢ki proradun Silnikov-ljevih orbita potvden je i numeri¢kom simulacijom.
Mikroelektromehani¢ki (MEM) i nanoelektromehanicki (NEM) rezonatori su sistemi sa svojstvima jako
male mase i slabog prigusenja sa radom na visokim frekvencijama i kao takvi imaju primenu u otkrivanju
jedinstvene ta¢nosti (u senzorima) i za proucavanje fizike sistema jako malih razmera, a ¢ak i za opisivaje
kvantnog ponasanja. Cesto se u takvim sistemima primec¢uju posledice rezonantnog nelinearnog odgovora
kao Sto su pomeranje frekvencija, multistabilnost, histerezis, kao i pojava prosirenog i lokalizovanog
zajednickog stanja niza spregnutih nelinearnih rezonatora i pojava haoti¢ne dinamike. Kao Sto se zna
nelinearnost je obi¢no Stetna u sistemima, ali poznato je i da se moze iskoristiti kao, na primer, u
senzorima masa, u postizanju samosinhronizacije u velikim nizovima, ¢ak i u proucavanju kvantnih
ponasanja.

MEM i NEM sistemi daju dobru podlogu za eksperimentalno testiranja haoti¢ne dinamike. Numericka
analiza jednog broja modela MEM i NEM rezonatora pokazala je prisustvo prelaska udvojenog perioda u
haos, ali tu nema mnogo analitickih rezultata. Videlo se da je jedan od najjednostavnijih modela haoti¢nog
kretanja Duffing-ov rezonator sa dvostrukom simetricnom potencijalnom dolinom opisan Hamilton-
jjanom datim u poglavlju 8.2.2.1 u obliku potencijala, ovde predstavljenim u opstijem obliku:

H(x,,,):ﬁpugxu%f (8.3.17)

Videli smo da za k<0 i >0 ovaj sistem poseduje homoklinicku orbitu za H =0. Dodavanjem
prigusenja i spoljasnjeg poremecaja ovaj sistem razvija jednu vrstu haoti¢nog kretanja zvanog haos u vidu
potkovice [50], koji se moze analiti¢ki prouciti primenom Melnikov-ljeve metode. Stabilna mnogostrukost
se uliva u tacku tipa sedla, a nestabilna iz nje izlazi. Pod dejstvom spoljasnje pobude struktura separatrise
se narusava i dolazi do medusobnog presecanja mnogostrukosti §to je put u haoti¢no kretanje, ali sama
Melnikov-ljeva funkcija, koja meri rastojanje izmedu stabilne i nestabilne mnogostrukosti pomaze da se
odredi kriterijum pojave haoti¢nog kretanja. Ono §to se prakticno uocava kod rezonatora je zapravo
prekidanje slucajnog karaktera, pri prelazu iz jedne potencijalne doline u drugu. Tako ako se poseduje
analiticki kriterijum pojave haoti¢nog kretanja moguce je izbeci tu pojavu, koja moze da potice i od
prisustva Suma u takvim mikro strukturama. U ovom radu proucen je primer Hamiton-ijana oblika (8.3.17)

samo su oba koeficijenta k>0 i a >0, Sto znaci da se posmatrala pozitivna krutost. Jedan rezonator sa
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takvim Hamilton-ijanom ne poseduje homoklini¢ku orbitu ni za jednu vrednost H , i zato reklo bi se ne
ocekuje se pojava haoticnog kretanja nalik potkovici, pod dejstvom jednostavne periodi¢ke pobude. Ipak,
par ovakvih spregnutih rezonatora, pokazace se u ovom radu poseduju homoklinicke orbite u njihovoj
spregnutoj dinamici. To je i eksperimentalno potvrdeno i izlozeno u radu Karabalina i njegovih saradnika
[172]. Primenjena metoda daje odnos parametara rezonatora, koji su potreban uslov za egzistenciju orbite
u cetverodimenzionalnom faznom prostoru, koja je homoklinicka za fiksnu tacku tipa sedlastog fokusa,

slika 8.3.. Takva orbita je tipa Silnikov-ljeve [255].

Slika 8.3. Silnikov-ljeva orbita

U radu je posmatran slucaj parametarske pobude, a ne direktne spoljasnje vodece sile, ali to za analizu nije
od znacaja, najuticajnija osobenost je mali koeficijent priguSenja koji karakteriSe sistem. To zapravo
dovodi do jasnog razdvajanja razmera (skala)- brze razmere odredene visokim frekvencijama oscilovanja
rezonatora, i spore razmere odredene niskom merom prigusenja. Primenjena je analiza viSe-razmera
(multiple-scales analysis) i dobijene su amplitudne jednacine koje opisuju sporu dinamiku spregnutih
rezonatora. U toj sporoj dinamici potvrdeno je prisustvo homoklinickih orbita. Prisustvo slabog
prigusenja, takode, je pogodno i sa strane poremecaja, jer slabo prigusenje daje odgovor samo pri slaboj
pobudi i u tom smislu 1 prigusenje i pobuda mogu da se posmatraju kao poremecaji, ¢ak i u odnosu na
sporu dinamiku. Zato je i moguée u sistemu jednac¢ina za amplitudu zanemariti prigusenje i pobudu, pa se
dobija integrabilan sistem jednacina. To, nadalje, omogucava dobijanje uslova za postojanje
homoklinickih orbita i izvodenje analitickog izraza za iste. Te orbite leZze u Cetverodimenzionalnom
prostoru i homoklinicke su ne za tacku ve¢ za celu dvodimenzionalnu invarijantnu mnogostrukost u obliku
polu beskonacnog cilindra. U radu je identifikovan podskup tih orbita koji zadovoljava rezonantni uslov,
koje su skoro heteroklini¢ke i povezuju par tataka u ¢etverodimenzionalnom faznom prostoru. Kada se u
sistem vrate priguSenje i vodece sile, kao mali poremecaju, i iskoristi Melnikov-ljeva metoda za viSe
dimenzione sisteme, moguce je da se odredi koja od heteroklinickih orbita, odredenih za rezonantni uslov
u neporemecenom sistemu, zapravo ostaje nepromenjena i posle poremecaja. Tako je prakti¢no otvorena
mogucénost da se istrazi uticaj poremecaja na dinamiku u okviru invarijantnog polubeskonacnog cilindra u
rezonantnoj oblasti. Takode, dobijena je i vrednost parametra za koju se krajnja tacka neporemecenih
heteroklini¢kih orbita pomera u poremec¢enom sistemu na takav nacin da se u svojoj dinamici povezuje sa
polubeskonaénim cilindrom stvarajuéi Silnikovljeve orbite, homoklini¢ke za fiksnu tacku tipa sedlastog
fokusa, slika 8.3. Ovi rezultati upuéuju na cinjenicu da u spregnutim sistemima rezonatora postoji
mogucnost haoticnog kretanja.
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9* poglavije

Aktivne strukture i hibridni sistemi

9.1. Aktivne strukture

Aktivne strukture mogu biti odredene kao strukture koje osecaju spoljaSnje poremecaje i
odgovaraju na njih aktivnim upravljanjem u stvarnom vremenu da bi zadovoljile zahteve upotrebe. U
literaturi mogu da se nadu i nazivi pametne (smart) strukture $to u neku ruku moze i da potkrepi ¢injenicu
jer takve strukture zaista reaguju na podsticaje iz okoline kao da su inteligentne. Realna je Cinjenica da
suzbijanje nepozeljnih oscilacija i njihova kontrola u savremenim strukturama moze da zastiti od zamora
materijala, nefunkcionalnosti pojedinih delova struktura, nezeljenih zracenja ili velikog nivoa buke. Kako
je upotreba pasivnih materijala sa priguSenjem dostigla maksimum u prigusivanju oscilacija, jer takvi
materijali nisu mnogo efikasni na visokim frekvencijama i zahtevaju viSe prostora i dodavanje mase, to su
savremena resenja u upotrebi aktuatorskih i senzorskih sistema. Ovi takozvani pametni materijali mogu da
suzbiju oscilacije na efikasan i inteligentan nacin, bez dodavanja velikih masa ili iziskivanja vecih
troSkova. Osnovna svrha istrazivanja aktivnih materijala je u pravcu upravljanja strukturama od
kompozitnih materijala sa ugradenim ili pri¢vrS¢enim piezoelektricnim pretvara¢ima koji imaju veoma

dobre elektromehanicke karakteristike sprezanja. Odgovor piezokeramickih materijala na mehanicku silu
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je u stvaranju elektri¢nog signala koji moze da se meri i u tom smislu direktnog piezoelektricnog efekta
upotrebljavaju se kao senzori, a sa druge strane kada se primeni elektricno polje u tim materijalima se
stvara mehanicki napon ili dilatacija i ovaj efekat inverznog piezoelektriciteta se koristi u aktuatorima.

Aktivne strukture se sastoje od gusto raspodeljenih aktivnih uredaja najceS¢e senzora i aktuatora ili
ugradenih ili prikaenih na ve¢ postoje¢u pasivnu strukturu sa integrisanim mreZama procesora. U
zavisnosti od potrebnih karakteristika aktivne strukture i ocekivanih uslova rada, izbor sensora i aktuatora
veoma je raznolik. Tipi¢ni sensor aktivne strukture, koji se koristi na diskretnim ili raspodeljenim mestima
za merenje peformansi sistema, sastoji se od optickih vlakana, piezoelektirénih keramika i piezoelekti¢nih
polimera. Aktuatori, koji se koriste u aktivnim strukturama, obuhvataju upotrebu piezoelektricnih
keramika i polimera, elektrostrikcionih (elektrostrikcija je pojava deformacije dielektrika u elektricnom
polju) i magnetostrikcionih materijala 1 piezovlakana. Razvoj piezoelektricnih materijala motivisao je
brojne naucnike da istrazuju na polju aktivnih (pametnih) struktura. Od svih piezoelektiréni materijali
olovo-cirkon-titanate (PZT) pokazuju se kao najpouzdaniji, imaju skoro linearan odgovor na primenjeni
napon, pokazuju izvrsne odgovore u primenjenom elektricnom polju sa Sirokim opsegom frekvencija, a
imaju i relativno nisku cenu te su najrasprostranjeniji u upotrebi za sensorske i aktuatorske parove. U tom
smislu deo ovog uvoda posvecuje se izvodima iz osnovnih svojstava piezoelektricnog efekta i svojstava

piezokeramickih materijala.

9.1.1 Piezoelektricni efekat

Piezoelektricitet je osobina odredene grupe materijala, ¢iju su pojavu prvi put demonstrirali, u
direktnom piezoelektricnom efektu, jo§ 1880. godine Pierre i Jacques Curie, proucavajuci uticaj pritiska
na generisanje naelektrisanja u pojedinim kristalima. Ispoljava se kroz dva osnovna efekta: direktni i
obrnuti piezoefekat. Direktni efekat se identifikuje sa fenomenom generisanja naelektrisanja
(polarizacijom) usled dejstva mehanicke sile, dok se obrnuti efekat ispoljava pojavom mehanicke sile
usled dejstva elektricnog polja. Oba efekta nasla su Siroku primenu u savremenim mehani¢kim,
elektronskim i optickim uredajima.

Najizrazeniji pizoelektri¢ni efekat javlja se kod nekih monokristala i kod pizoelektricnih keramika, tako da
se ovi materijali primenjuju u nauci i tehnici za generisanje ili prijem ultrazvuénih talasa, zatim kao

aktuatorski i senzorski elementi itd..

9.1.2. Piezokeramika i njena svojstva

Keramicki materijali predstavljaju jednu od najstarijih vrsta materijala koji se primenjuju za
piezoelektricni efekat. Medutim, pravi razvoj ove oblasti moZze se smestiti u poslednjih 50 godina.
Keramicki materijali su sloZeni po svom sastavu i strukturi. Po strukturi to su materijali smesteni izmedu
kristalnih i amorfnih ¢vrstih materijala. Poseduju mnoge osobine i jedne i druge grupe materijala, ali i

neke znacajne specifi¢ne osobine koje ih svrstavaju u posebnu grupu. Keramika se odlikuje zrnastom
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(domenskom) strukturom, koju ¢ine skupovi sluc¢ajno orijentisanih kristalita (mali kristali veli¢ine do 100
pum u pre¢niku), medusobno spojenih, tako da ¢ine ¢vrsto telo. U osnovi keramicki materijali su izotropni,
ali se ova karakteristika moze promeniti posebnim tehnikama (orijentisanjem kristalita mehanickim,
elektricnim ili toplotnim postupcima). Pojedine osobine keramickih materijala odredene su pre svega
osobinama kristalita i njihovom medusobnom orijentacijom i vezom.

Od posebnog interesa za primenu su tzv. elektronske keramike. To su specijalno razvijene
kompozicije, koje se ne mogu nac¢i u prirodi i koje su proizvedene pod posebnim uslovima, a sa
specificnim su elektricnim osobinama. U ovu vrstu keramike, pored niza razli¢itih izolatorskih keramika,
ferita, kondenzatorskih keramika, supstrata, varistora, feroelektri¢nih, piroelektri¢nih i elektrooptickih
keramika, spada i piezoelektri¢na keramika.

Piezokeramicki materijali odlikuju se indukovanom piezoelektricnom aktivno$éu. S obzirom da se
standardna keramika (polikristalni materijali) odlikuje izotropnim osobinama (jednakim u svim pravcima),
piezoelektriéna aktivnost se indukuje posebnim tehnoloSkim postupkom, polarizacijom u snaznom
elektricnom polju pri poviSenoj temperaturi. Time je omogucéeno proizvoljno definisanje stepena
anizotropije, odnosno definisanje materijala sa unapred zadatim piezoelektricnim osobinama. Na taj na¢in
je razvijen veliki broj razli¢itih elektromehanic¢kih komponenti.

U posebnu grupu savremenih piezoelektricnih materijala spadaju i polimerni piezoelektrici, kao i
kompozitni piezoelektri¢ni materijali, odnosno materijali napravljeni na bazi keramike i polimera.

Primena piezoelektri¢ne keramike u piezoelektricnim pretvaracima uslovljena je njenom velikom
piezoelektricnom aktivno$¢u i lakom izradom elemenata razliitih geometrijskih oblika i dimenzija.
Piezokeramicki elementi, koji sluze kao izvori ultrazvu¢nih oscilacija kada se pobude promenljivim
elektricnim poljem dovedenim preko odgovarajucih elektroda, izraduju se u velikom broju geometrijskih
formi, zavisno od tipa proizvedenih akusti¢kih oscilacija i strukture formiranog vibracionog polja. Na slici
9.1. prikazani su neki najcesci karakteristicni oblici piezokeramickih plocica za industrijsku primenu. Pri
tome, za konstruisanje snaznih piezoelektri¢nih pretvaraca najcesce se koriste plocice u obliku diska ili

diska sa kruznom rupom u sredini, koje vrse oscilovanje po debljini.

VG

.....

Poznato je viSe od 1500 kristala pizokeramika koji se razlikuju po hemijskom sastavu i osobinama.
Njihova Kklasifikacija izvrSena je na osnovu pripadnosti odredenoj klasi simetrije kojom se definiSu
pizoelektri¢ne, dielekri¢ne i elasti¢ne osobine kristala.

Pizoelektricne keramike su polikristalni materijali koji su polarizovani. Nacin na koji se dobija
piezokeramika analogan je dobijanju obi¢ne keramike. Strukturno gledano nepolarizovana piezokeramika
predstavlja skup kristala odnosno zrna sa sluajnom orjentacijom kristalografskih osa, pri ¢emu se svaki
kristalit odlikuje slozenom domenskom strukturom pa je i spontana polarizacija jednaka nuli. Dakle,
dobijeni polikristalni uzorci, tehnologijom sinterovanja, imaju iste osobine u razliitim pravcima, tj.

izotropni su. Kada ne postoji polarizacija tada keramika nema osobine piezokeramike, jer predstavlja
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sistem koji poseduje centar simetrije. Medutim, ovo svojstvo izotropije vazi samo do trenutka dok
keramika nije podvrgnuta dejstvu elektri¢nog polja.

U procesu polarizacije elektricni momenti domena svih vrsta zrna usmeravaju se u smeru polja. Nakon
prestanka dejstva spoljasnjeg elektricnog polja veliki broj domena ostaje u ovim novim polozajima i sada
ovi materijali nemaju viSe izotropne osobine. To znaci da polarizacija u kristalima zauzima isti pravac i ne
menja se Cak i kad se napon iskljuci, a keramika pokazuje piezoelektricne osobine zahvaljujuci histerezisu
i time keramika dobija polarnu anizotropiju, tj. prelazi u klasu piezoelektronika.

Piezoelektricna svojstva piezoelektronike mogu prestati ako se keramika izlozi visokim invierznim
elekricnim naponima, visokim naprezanjima i udarima, ako se zagreje iznad Kirijeve temperature ili ako
se izloZi bilo kojoj kombinaciji ovih veli¢ina. Taj proces naziva se depolarizacija.

Dimenzije zrna piezokeramike (3+100um) imaju uticaj na njene osobine, uglavnom se Koriste
piezokeramike sa sitnijom zrnastom strukturom. Vrlo Cesto se koristi keramika PbtiO3-PbZrO3, koja se
popularno naziva PZT-keramika, a i niz jedinjenja koja se oblikuju visokom Kirijevom temperaturom-
570°C sto omogucava da se dobijaju piezoelementi za rad na visokim temperaturama.

Proizvodnja piezokeramike zahteva slozen i1 komplikovan tehnoloski proces. Osobine materijala
piezokeramike mogu da se menjaju promenom hemijskog sastava smese i promenom procesa proizvodnje,
Sto daje Siroku lepezu razlicitih vrsta piezokeramickih materijala.

Piezokeramici je svojstveno starenje tj. promena njenih parametara (dielektricna propustljivost,
piezomodul, itd.) sa vremenom. To je vrlo izraZzeno u prvih nekoliko dana posle izrade i polarizacije
uzorka. Posle nekoliko dana promene u osobinama piezokeramike su veoma male i opadaju kao
logaritamska funkcija vremena. Proces starenja moZze se obajsniti relaksacijom dipola u materijalu.

S obzirom da je piezokeramika polarizovana, razlikuje se “pozitivana” i1 “negativna” elektroda. Kod
nenapregnute plocice napon izmedu elektroda je jednak nuli, medutim, kada se plo¢ica mehanicki pritisne
izmedu plocCica se javlja pozitivan (direktan) napon, dok istezanje iste uzrokuje negativan (inverzan)
napon. S druge strane, dovodenje inverznog napona plocica se sakuplja, a pod uticajem direktnog ista se
izduzuje. Dakle, ako se elektrode plocice od piezokeramike prikljuce na naizmenicni napon onda ¢e se
javiti naizmenic¢no sakupljanje i istezanje (oscilovanje) piezokeramike. Maksimalini pomeraj nastupa kada
je ucestalost pobudnog napona jednaka rezonantnoj ucestanosti piezokeramickog elementa.

Uz piezoelektricni efekat piezoelektircni materijali poseduju osobine i piroelektricnog efekta, zbog kojih
dolazi do elektricnih promena kada je materijal pod dejstvom temperature. Ovaj efekat se koristi za

proizvodnju detektora toplote, ali ovde se nece baviti takvim fenomenima.

Tenzor piezomodula

Intenzitet polarizacije piezoelektri¢nog kristala linearno zavisi od dejstva mehani¢kog napona (N ) na
kristal, odnosno:

D,=b,N

iV s (i, j,k=1,2,3) ili u razvijenom obliku:

Doktorska disertacija: DINAMIKA I STABILNOST HIBRIDNIH DINAMICKIH SISTEMA 224
(Dynamics and Stability of Dynamics Hybrid Systems)



9. Aktivne strukture i hibridni sistemi

Nll
NZZ
N, 9.1.1)
Dl blll b122 b133 b123 b132 b131 bll} b]lZ b121 N23
DZ = b211 b222 b233 b223 b232 b231 b2]3 bZlZ b221 N32
D3 b]ll b322 b333 b323 b332 b33l b3l3 b312 b]Zl N“
N13
N]2
NZI
gde je:
D

(C/m2)- intenzitet polarizacije piezoelektri¢nog kristala

b (m/V ili C/N) - tenzor piezomodula

Obrnuto, ako se piezoelekricni kristal postavi u elekricno polje javice se dilatacija kriltala s, odnosno:
S =bu Ly

gde je : E (V/m)- elektri¢no polje.

Izraz (9. 1.1) slikovito moZe da se objasni na slede¢em primru:

Pretpostavimo da je ploCica preseCena upravno na proizvoljni pravac oznacen sa Ox; i izloZena
normalnom naponu /V,; na toj povrsini. Polarizacija ¢e se javiti sa komponentama u sva tri pravca Ox;,
Ox», 1 Ox3, D, =b,,N,,, auposmatranom D, =b,,,N,,, zato b,;, meri ‘longitudinalni’ piezoelektriéni
efekat, slika 9.2.. Prakticno daje vrednost naelektrisanja po jedinici povrSine stvorenog na povrsini ploce
podeljenog sa dejstvuju¢om normalnom silom po jedinici povrsine plocice.

X1
Daje ~— Daje
vrednosti j ++++ *ﬂlbr + vrednosti

by X2 - b
+ -

Slika 9.2. Polarizacioni efekat pod dejstvom napona N,
Zbog simetrije tenzora mehanickog napona (osnovno pravilo analize napona [237]) proizilazi da i tenzor
piezoelektri¢nih modula b, mora biti simetrican u odnosu na drug i tre¢i indeks (b, =b,; ). Ovaj uslov
simetri¢nosti daje 9 veza, te se broj nezavisnih koordinata tenzora piezoelektricnog modula od 27
smanjuje na 18, $to daje mogucnost da koristimo kraé¢i nacin pisanja poznat kao matri¢na notacija. To se

¢ini definiSu¢i nove simbole b,,, b, i tako dalje. Tko, na primer, definiSu se veze b, =b,,,, ili
b,, =2b,,,. Uocava se da su prvi indeksi isti u obe notacije, ali drug i tre¢i indeks iz tenzorske notacije su

zamenjeni sa jednim indeksom koji ide od 1 do 6, $to znaci:
Tenzorska notacija 11 |22 332332 |31,13 | 12,21
Matri¢na notacija 1 |2 |3 4 5 6

S obzirom na gore pomenuto tenzor napona sada dobija drugacije oznacene komponente:
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Slika 9.3 Komponente tenzora napona u materijalnom

koordinatnom sistemu x,x,X,

gde su na slici 9.3 prikazane komponente tenzora napona u materijalnom koordinatnom sistemu x,x,x;, tj.

u koordinatnom sistemu vezanom za posmatrano telo.

Sada se vektor intenziteta polarizacije piezo-elektrénog kristala zapisuje u obliku:

D, =b,N,, (9.1.2)
gde sada indeksi primaju vrednosti: ;e {1,2,3} 1 Ae{l,2,3..6}
Da bi se razmotrilo uticaj svake komponente tenzora piezomodula 5, treba utvrditi fizi¢ki smisao svake

komponente. Na primer, koordinata piezomodula 25, =b,;, +b,,;, za nju je odgovarajuca koordinata
intenzteta polarizacije: D, =5,,T, :l(b123 +b,)N,,- Ako se pokaze da je bh,20 pod dejstvom
2

tangencijalnog napona N,, u ravni upravnoj na osu tri (ili pod dejstvom tangencijalnog napona N,, u ravni
upravnoj na osu dva), javlja se elektriCna polarizacija, ¢ija je komponenta D, duZ ose 1.

Analiziraju¢i ovim postupkom svih 18 konstanti piezomodula pokazuje se da postoji samo 4
nezavisna tipa piezomodula.

N, N, N; Ny Ns N

D, « B B Y ) )
D, B o B ) Y 8
D; B B o ) 5 Y

Fizi¢ki smisao svake komponente piezomodula objasni¢emo posmatrajuci sledecu sliku.

Slika 9.4. Fizicki smisao komponenti piezomodula

Piezomoduli a (b,,,b,,,b;;) daju vezu izmedu normalnih napona (N;, N,, N3) i polarizacije u istom
smeru. Piezomoduli B (b,,,b,;,b,;,b,,,b;,,b;,) daju vezu izmedu normalnih napona (N;, N,, N3) i

polarizacije upravne na smer naprezanja. Piezomoduli y (b,,,b,s,b;) daju vezu izmedu tangencijalnih
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napona (N4, Ns, Ni) i polarizacije paralelne osi uvijanja. Piezomoduli (b, ,b,, b, ,b,, ,b;,,b;5) daju

vezu izmedu tangencijalnih napona (Ng4, N5, Ng) 1 polarizacije upravne na osu uvijanja.

Fizicki smisao i brojne vrednosti komponenata tenzora piezomodula zavise od simetrije kristala i
promene orentacije osa simetrije. Uticaj simetrije kristala definiSe se Nojmanovim (Neumann) pravilom:
“Nijednom simetri¢cnom rotacijom, svojstvenom kristalu, ne mogu se promeniti fizicke osobine kristala”.
Kao krajnji slucaj prokomentariSimo kristale sa centralnom simetrijom, neka je takav kristal izlozen
glavnom naponu i postao polarizovan. Sada zamislimo da je ceo sistem, i kristal i napon, zasokrenut oko
centra simetrije. Napon se nece promeniti posto je centralno simetrian, takode ni kristal, ali ce
polarizacija biti negativna. Dakle, ostali smo na istom kristalu i sa istim naponom, ali je polarizacija
promenila znak. Ovakva situacija je moguca jedino ako je polarizacija jednaka nuli. Dakle, centralno
simetricni kristali ne mogu biti piezoelektrici.

Na sli¢an nacin moze se izvesti zakljucak o pojavi nultih i medusobno jednakih piezomodula u
razli¢itim klasama kristala. Na primer:

Ako se posmatra piezomodul b3s kristalne klase 4 tetragonalne kristalne reSetke. On prakti¢no
meri komponentu polarizacije D3 izazvanu smicajnim naponom oko ose Ox;. Na slici 9.5.a) osa Ox; je
upravna na ravan crteza. Pretpostavi se da tangencijalni napon sa smerom naznaCenim na slici 9.5. a)
proizvodi dipol paralelan osi Ox; sa pozitivnim smerom navise. Menjajuci smer napona mora se promeniti
i smer dipola, kao $to je to prikazano na slici 9.5.b). Ali kako kristal ima 4 ose preslikavanja kristal na
slici 9.5.b) je napregnut na isti nacin kao i kristal sa slike 9.5. a) , jedino je zaokrenut za 90°. Polarizacija

mora, dakle biti ista u oba slucaja, a to je jedino moguce ako je jednaka nuli. Dakle b ;,=0.

 — D —

o) .- 1[O]

X3

~ a) —b)
Slika 9.5. Polarizacije D; izazvanu smicajnim naponom oko ose Ox; kristalne klase 4
tetragonalne kristalne resetke
Ispitiju¢i svaki od 18 piezomodula mogu se naci oblici matrice tenzora piezomodula za svaku klasu
simetrije. Ukoliko se pri analizi, posle transformacije simetrije kristala, znak piezomodula promeni,
vrednost tog piezomodula je jednaka nuli. A ukoliko znak ostane isti taj piezomodul ostaje u matrici.
Za analizirani slucaj dobija se da su 11 piezomodula jednaki nuli, a oblik matrice zavisi od

kristalografske orijentacije, tako kod tetragonalne kristalne resetke klase 4 matricu piezomodula je oblika:

0 0 0 b, b, O
b= 0 0 0 by, by 0
by b, b, 0 0 0

, S tim §to su by, =by,, b, =—-by, bs=b,

Dakle, koriS¢enje pravila simetrije tenzora mehanickog napona (osnovno pravilo analize napona) i
ispituju¢i simetriju kristala i promene orentacije osa sistema moze se zakljuciti da simetrija bitno
uproséava matricu piezomodula, pri cemu su neki koeficijenti jednaki nuli, drugi su medusobno jednaki ili

su sa suprotnim znakom, a neki su i dvostruko veci.
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Tenzor piezokonstanti

Analogno postupku iz prethodne tacke moze se naci veza izmedu intanziteta elektri¢ne polarizacije (D) i

dilatacije. Za anizotropna tela ta veza je:

D =e,s, . .. . .
i 7k (1=1,2,3 a k= 1,...6) ili u matriénom obliku:
Sy
Sy
D, € € €3 €y €5 €5
53
D,r=|e, ey ey ey €5 ey
Sy
D, € €3n €3 6y 5 ey
Ss
s
6 (9.1.3)

gde su Cik (N/Vm ili C/m2) - koordinate tenzora piezokonstanti.

Sli¢na je veza izmedu koordinata tenzora mehani¢kog napona i koordinata tenzora elektri¢nog polja:

N, =—e,E;
Postupak svodenja tenzora piezokonstanti na minimalan broj nezavisnih koordinata je slican postupku iz
prethodnog odeljka.

Kod nekih klasa kristalnih sistema su sve koordinate matrice tenzora piezokonstanti jednake nuli, a to

znaci da materijali sa ovim klasama simetrije kristala nisu piezoelektrici i nemaju nikakva piezoelektri¢na

svojstva.
Tenzor dielektricénih konstanti

Izotropni dielektrik ima ista svojstva u svim pravcima i u svim tackama, i kod njega je intenzitet elektricne

polarizacije (D) paralelan sa vektorom elektricnog polja (E ), odnosno kolinearni su.
Linearni dielektrici su dielektrici kod kojih su fizicka svojstva linearna funkcija od jaCine spoljasnjeg

elektricnig polja. U linearnim izotropnim dielektricima vektor intenziteta elektriCne polarizacije je

linearno zavistan od vektora elektri¢nog polja (E ) 1 oni su medusobno paralelni (D= dE ).

Anizotropni dielektrici su oni dielektrici Cija su fizicka svojstva razli¢ita u razli¢itim pravcima. Pravac
vektora intenziteta elektri¢ne polarizacije (ﬁ) se ne poklapa sa pravcem vektora spoljasnjeg elektricnog
polja (E ). U anizotropnim linearnim dielektricima je:

D=e,F+P

gde su:

P -m vektor polarizacije, a

o dielektriéna konstanta vakuuma.

Kod linearnih dielektrika je :
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P =P(E) = Xg,E
gde je X- elektri¢na susceptibilnost.

D=¢,E+Xe,E=¢,(1+ X)E =g,6,E

gde je €/ - relativna dielektri¢na konstanta dielektrika

D=¢FE

b

€=%¢ _ diclektriéna konstanta.

gde je
Dielektri¢na konstanta anizotropnih linearnih dielektrika je tenzor drugor reda i ne zavisi od izbora
koordinatnog sistema, zato:

D, =&, E,

1

gde je

i tenzor dielektriénih konstanti.

:gki.

. . . . . i . E
Tenzor dielektri¢nih konstanti u stanju ravnoteZe je simetrian tenzor, pa je: ~*
Osnovne relacije matematickog opisa piezoelektricne keramike

Jednacine stanja koje opisuju piezoelektricnu keramiku preko njenih elektriénih i elasti¢nih
osobina u opstem obliku su:
S=s""N+b-E (9.1.4)
D=b-N+&"-E, 9.1.5)
pri ¢emu su: D tenzor dielektriénog pomeraja, N tenzor mehani¢kog napon, E vektor elektricnog polja,
S tenzor mehaniCke specifiéne deformacije, b matrica piezoelektri¢nih koeficijenta, koji karakteri$u
odnose deformacije i elektri¢nog polja E, pri odsustvu mehani¢kog napona, s” elasti¢na deformacija,
kada je elektri¢no polje konstantno i &’ matrica dielektri¢nih konstanata, pri konstantnom mehani¢kom
naponu. Prva jednacina (9.1.4) opisuje direktni piezoelektri¢ni efekat, a druga (9.1.5) obrnuti piezoefekat.
Jednacine (9.1.4) 1 (9.1.5) mogu da se napisu i u obliku:
N=c’-S—-e-E (9.1.6)
D=e-S+&"(1-K*)-E, (9.1.7)
gde su ¢* =1/s" Young-ovi moduli u konstantnom elektrinom polju, e=5/s* je konstanta koja daje
odnos elektritnog pomeraja i deformacije, a k*>=5"/s"s" koeficijent sprezanja piezoelektri¢nog
materijala. To ime zapravo potice iz Cinjenice da na frekvencijama bliskim mehanickim rezonantnim
frekvencijama piezo elementa k* moZe da se izrazi kao odnos konvertovane energije i energije na ulazu.
Jasno je da su velike vrednosti koeficijenta k uslov dobrog pretvaraca. Iz jednacine (9.1.7) vidi se da je

odnos dielektricna konstanta pod konstantnom deformacijom i one pod konstantnim mehanickim
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naponom 55257(1_1(2) JednaCina (9.1.6) je pocetna tacka u formulisanju jednaCine ravanskog

piezoelektri¢nog aktuatora, a jednacina (9.1.7) ravanskog senzora.
Sistemi jednacina (9.1.4-9.1.7) imaju matri¢nu formu, odnosno radi se o sistemu jednacina koje opisuju
materijal duz razli¢itih pravaca. Naime, piezokeramic¢ki materijali su anizotropni i zato njihovi
piezoelektricni koeficijenti zavise od pravca polarizacije, odnosno od pravca delovanja mehanicke sile, a
to uslovljava vrednosti i pojavu pojedinih konstanti u konstitutivnim relacijama. Materijali mogu biti tako
napravljeni da odredeni koeficijenti budu dominantni u odnosu na druge.

Usvojena je metoda koji omogucava jedinstveno oznaCavanje pojedinih pravaca u

piezoelektricnom materijalu (slika 9.6). Pravac polarizacije u pravouglom koordinatnom xyz sistemu, za

koji je usvojeno da se poklapa sa z osom, predstavlja referentni pravac u odnosu na koji se postavljaju

kristalografske ose x,y1 z . Pored toga, svaka od osa se umesto slovom x,y1i z, oznacava brojem 1, 2 i

3, respektivno. Pomocu bilo koje dve ose ovog sistema moze se postaviti jedna povrSina (znaci postoje
ukupno tri takve medusobno upravne povrsine). Delovanje mehani¢kog pritiska tangencijalno na te
povrsine (odnosno pojava efekta smicanja) oznaCeno je brojevima 4, 5 i 6. Rezultuju¢a deformacija se

oznacava na isti nacin i moze se pregledno prikazati kao rotacija oko ose (slika 9. 6).

Slika 9. 6. Oznacavanje osa kod piezoelektricnog materijala
Koeficijenti koji daju odnos dveju veli¢ina oznaéeni su sa dva indeksa (tabela 1), od kojih se prvi odnosi

na pravac elektri¢ne veli¢ine (elektri¢no polje ili dielektri¢ni pomeraj), a drugi indeks se odnosi na pravac

mehanicke veli¢ine (napon ili deformacija). Npr. piezoelektri¢ni koeficijenti naelektrisanja b;, i by,

predstavljaju odnose izmedu naelektrisanja generisanog na jedini¢noj povrsini i sile koja deluje na tu

povrsinu. Pri tome piezoelektri¢ni koeficijent b;, se odnosi na dielektri¢ni pomeraj (D;) u pravcu ose
polarizacije 3 i mehanicki napon (N,i N, ) u pravcu normalnom na pravac ose polarizacije. Koeficijent
by, se koristi onda kada je mehani¢ki napon N, paralelan sa osom polarizacije i dielektrinim pomerajem

D, (D, i N, suistog pravca).

Karakteristicni parametri piezokeramike

Parametri piezokeramiCkih materijala odreduju se na osnovu mehanickih i elektri¢nih grani¢nih uslova.
Mehanicki grani¢ni uslovi definisani su konstantnim mehani¢kim naponom A ili konstantnim istezanjem
S'. Elektriéni grani¢ni uslovi su definisani konstantnim elektricnim poljem jacine E ili konstantnim
dielektriénim pomerajem D . Kod primene piezokeramike od posebnog je znacaja klasifikacija raznih

tipova piezokeramike po osobinama, nameni i veli¢ini odgovarajucih konstanti.
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Na osnovu sistematizacije odgovaraju¢ih teorijskih 1 eksperimentalnih saznanja o

piezokeramikama moze se dati pregled njihovih najvaznijih parametara (tabela 1).
Piezoelektri¢ni koeficijenti naelektrisanja (b;,,b;; 1 b)5) i naponski koeficijenti (g;,,g;5; 1 g5) opisuju

elektromehanicke parametre piezokeramickog materijala. Koeficijenti elektromehanicke sprege pokazuju
veli¢inu elektromehanickih efekata. U fizickom smislu, koeficijent elektromehanicke sprege definise
odnos elektriéne energije koja se pretvara u mehanicku (obrnuti piezoefekat) ili mehanicke u elektricnu
(direktni piezoefekat). Iz tabele 1 je ocigledno da pored elektromehanickih postoje i elektricne i

mehanicke osobine koje odreduju kvalitet piezokeramike.

Osobine piezokeramickih pretvaraca

Piezokeramicki pretvarac je elektromehanicki ili elektroakusticni pretvarac Ciji se rad zasniva na
piezoelektricnom efektu. Osnovni deo piezoelektrinog pretvaraca je piezoelement (piezoplocica) ili grupa
piezoelemenata medusobno povezanih elektricno i mehanicki. Pri tom, direktni piezoelektricni efekat
(generisanje elektriciteta pod dejstvom mehanickog opterec¢enja) koristi se za detekciju pomocu senzora, a
inverzni (stvaranje deformacije pod dejstvom elektricnog polja) za generisanje ultrazvuc¢nih talasa kod
aktuatora. U zavisnosti od namene piezoelementi mogu biti konstruktivno povezani sa pasivnim
mehani¢kim elementima kao $to su: koncentratori, membrane, itd.
U skaldu sa veoma Sirokom i raznovrsnom primenom piezoelektricnih pretvaraca i opseg njihovih
frekvencija je veoma §irok. S jedne strane piezopretvarac se moze koristiti za seizmicka ispitivanja Cije su
frekvencije nekoliko Hz a sa druge, za generisanje elasti¢nih oscilacija reda veli¢ine nekoliko GHz.
Piezoelektri¢ni pretvaraci, kada se koriste kao izvor zracenja, koriste se u uskom opsegu frekvencjia, u
blizini rezonantne frekvencje njihovih mehanickih sistema, da bi se postiglo maksimalno iskoris¢enje
elektriéne energije. Piezoelektri¢ni pretvaraci kao premnici, odnosno senzori, rade u Sirokom opsegu
frekvencija i to van rezonantne, jer sada nije od presudne vaznosti iskoriS¢enje energije.
Izbor piezoelektricnog materijala zavisi od specificne primene pretvaraca koji se projektuje. Na primer
maksimalna efikasnost emitera ultrazvuka je osnovna karakteristika dobrog, snaznog ultrazvucnog
pretvaraca. Ova karakteristika je u direktnoj vezi sa elektromehanickim faktorom sprege k , koji treba da
ima $to vecu vrednost. S druge strane, za pojedine nacine vibriranja je Cesto potrebna mala vrednost
faktora k , da bi se eliminisale neZeljene vibracije prouzrokovane vrstom sprege. Elektri¢ne karakteristike
i dimenzije piezoelektricnih pretvarata zavise od dielektri¢nih, piezoelektri¢nih i elasti¢nih konstanti
materijala. Tako za donji i srednji opseg ultrazvuénih frekvencija izmedu 20 kHz i nekoliko stotina kHz,
velika vrednost relativne dielektrine konstante (permitivnosti) i elasticne deformacije je znacajna za
dobijanje odgovarajucih prakti¢nih vrednosti elektricne impedanse i linearnog dimenzionog upravljanja
rezonantnom frekvencijom piezoelektricnog elementa. Medutim, za viSe frekvencije su manje poZeljne
ovakve velike vrednosti. Ustvari, za pretvara¢ koji radi u debljinskom modu (thickness-mode) na vrlo
visokim frekvencijama od 10+100 MHz, piezoelektricni materijali sa malom deformacijom omogucavaju
da pretvarac ne bude suvise tanak. U isto vreme je niza permitivnost protivteza porastu frekvencije i
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Tabela 1: Karakteristicni parametri piezokeramike

ELEKTRICNE KARAKTERISTIKE

NAZIV OZNAKA DEFINICIJA
odnos dielektricne konstante datog materijala i dielektricne
&l / &y, £ / & , konstante vakuuma (meren pri konstantnom mehanickom
relativna T s pritisku na f=1 kHz i pri U, <1V za 8T/ g, , odnosno
. .y & / E E / P eff 0
dielektricna 11/ %0> €11/ %o ) ) ) o
meren pri konstantnom istezanju za frekvencije iznad
konstanta i ) p
najvise rezonantne frekvencije za & / &)
faktor odnos reaktivne i aktivne snage meren na f=1 kHz i pri
gubitaka 1go Uy <1V
specificna r,
otpornost
Kirijeva T, temperatura na kojoj prestaju piezoelektri¢na svojstva
temperatura

ELEKTROMEHANICKE KARAKTERISTIKE

mera konverzije elektricne energije u mehanic¢ku i obrnuto
gde su: kp -faktor sprege osnovnih ravanskih vibracija,

clektromehanicki kys Ksys fes k; - faktor sprege osnovnih vibracija transverzalno
faktor sprege ks, ki pobudenog dugog Stapa, kj,-faktor sprege osnovnih

vibracija longitudinalno pobudenog dugog S$tapa, k-

faktor sprege osnovnih vibracija smicanja po debljini, £, -

faktor sprege osnovnih vibracija po debljini kod tanke

ploce

odnos izmedu dielektricnog pomeraja D i mehanickog
piezoelektricni by, by, bys pritiska N pri konstantnoj jaCini polja E, ili odnos
koeficijent izmedu istezanja S 1 jacine elektriénog polja E pri
naclektrisanja konstantnom mehani¢kom pritisku N

odnos izmedu jacine elektri¢nog polja £ i mehanickog
piezoelelftriéni 515 &43-815 pritiska N pri konstantnom dielektricnom pomeraju D ili
napong-kl odnos izmedu istezanja S i dielektriénog pomeraja D pri
koeficijent konstantnom mehani¢kom pritisku N

proizvod osnovne rezonantne frekvencije f, i dimenzije

elementa u pravcu oscilovanja: N, =2Rf, -frekventna

N N konstanta ravanskih vibracija tankog diska pre¢nika 2R,

frekventna P N, =tf -frekventna konstanta vibracija po debljini kod
konstanta Ny, N;

tanke plocice debljine?, N, =If. -frekventna konstanta
longitudinalnih vibracija kod transverzalno polarizovanog
Stapa  duzine [, N, =If -frekventna
longitudinalnih vibracija kod longitudinalno polarizovanog
Stapa duzine /.

konstanta

MEHANICKE KARAKTERISTIKE

gustina P odnos mase i zapremine uzorka

odnos istezanja S 1 mehani¢kog pritiska N, pri
elastiCna lel, S3E3 , SSES , konstantnoj jacini elektri¢nog polja E, ili pri konstantnom
deformacija D D D dielektriénom pomeraju D

Si15 8335 Sss
Poasson-ov
koeficijent H odnos transverzalnog i longitudinalnog Sirenja
mehanicki 0, odnos ukupne energije koja se dovodi oscilatornom
faktor dobrote sistemu i energije koja se trosi na savladivanje gubitaka
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obezbeduje da elektri¢na impedansa ne bude suvise niska. To je zato Sto je deformacija obrnuto srazmerna
kvadratu frekvencije 1 kvadratu debljine, a elektricna impedansa je obrnuto srazmerna frekvenciji i
permitivnosti (IEEE Standard on Piezoelectricity 1984, Mattiat 1971).

Mehanicki i elektriéni faktori dobrote, Q,, i O, odnose se na gubitke i odreduju efikasnost i propusni
opseg. Generalno, u keramickim materijalima elektricni gubici nisu od velikog znacaja. U prakti¢nim

pretvara¢ima (J,, je generalno odreduju¢i parametar njihovog kvaliteta. Npr. u impulsnim eho
pretvara¢ima koriS¢enje kratkih ultrazvuénih impulsa zahteva da (),, ima $to manju vrednost, da bi se

dobio Sirok propusni opseg i dobar impulsni odgovor. Nizak Q,, faktor nije uvek uslovljen gubicima, ako

je ostvaren dobar prenos akusticke energije do potrosaca. To implicira da se moraju prilagoditi akusticke
impedanse pretvaraca i potroSaca. Stoga sledi da je akusticka impedansa piezoelektricnog materijala drugi
odredujuci parametar njegovog kvaliteta.

Za primene u pretvara¢ima znacajno je da karakteristicne konstante materijala moraju biti stabilne u
odnosu na vreme, temperaturu, mehaniCka naprezanja i elektricno polje. To znali da prethodna
ograniCenja upotrebljivosti materijala moraju biti takva da obezbede optimalnu snagu pretvaraca.
Piezoelektricni materijali koji se najcesce koriste za pretvarace mogu biti klasifikovani u 7 grupa: kvarcni
kristali, kristali rastvorljivi u vodi, jedini¢ni kristali sa visokom taCkom topljenja, piezoelektri¢ni
poluprovodnici, piezoelektricne keramike, piezoelektricni polimeri i piezoelektri¢ni keramicki kompoziti.
Moze se pokazati da piezoelektricne keramike u odnosu na druge materijale poseduju najsiri opseg
elasti¢nih, elektri¢nih i piezoelektricnih konstanti i generalno gledano imaju najbolje karakteristike za
ultrazvuéne pretvarace. S druge strane, keramicki materijali mogu biti napravljeni u Sirokom opsegu
veli¢ina i oblika i njihova osa polarizacije se moZze izvesti zavisno od geometrije i na¢ina vibriranja.
Keramicki kompoziti poseduju slicne osobine kao keramike i esto se koriste za specificne primene.
Najvise kori§éeni i najpopularniji keramicki materijal je olovo-cirkonat-titanat (PZT) koji se pravi u vise
komercijalnih verzija. Takode su vrlo komercijalni kompoziti bazirani na barijum-titanatu, olovo-
metaniobatu i sodijum-niobatu. U novije vreme posebna paznja je posveéena razvoju novih keramika na
bazi PbTiO;, koje poseduju interesantne karakteristike za pojedine primene (pretvarac¢i za NDT,
medicinsku dijagnostiku i hidrofone). Konacno, piezoelektricni kompoziti keramika i polimernik
materijalai predstavljaju podrucje intenzivnog istrazivanja i razvoja.

Vodeca uloga olovo-cirkonat-titanata poti¢e od njegovog jakog piezoelektricnog efekta i visoke Kirijeve
temperature, uz Sirok opseg osobina koje se lako menjaju malim promenama u kompoziciji. Promene u
osobinama mogu biti izazvane zamenom dela konstituenata sa drugim elementima, kao §to su kalcijum,
stroncijum, barijum, niobijum itd.

Mada se u praksi sre¢e Citav spektar varijanti piezokeramiCkih materijala, prethodna klasifikacija
piezokeramike dovoljna je da odredi najblize usmerenje pri projektovanju pretvaraca. Konacne
karakteristike piezokeramicCkih pretvaraca zavise iskljuc¢ivo od komponenti, koje ulaze u sastav keramike i
od tehnologije formiranja i sinterovanja keramike, tako da postoji mnogo novih tipova piezokeramika sa

veoma raznovrsnim sastavom 1 razli¢itim elektromehani¢kim osobinama.
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Mehanicki faktor dobrote @, definiSe kvalitet piezokeramike kao izvora oscilacija, pri ¢emu je pozeljna

njegova Sto veca vrednost. Da bi se za pretvarace upotrebile Sto tanje piezoplocice, njihova odgovarajuca
frekventna konstanta N treba da bude Sto veca. Kako je sendviC struktura piezopretvaraca napregnuta i
piezokeramika poseduje utisnutu dipolnu polarizaciju, vrlo je vazno da u toku rada amplituda napona
napajanja ne izazove elektri¢ni proboj i razaranje piezokeramike. To se postize izborom piezokeramike sa
§to ve¢im naponom depolarizacije, tj. sa §to sporijim starenjem. Znaci da je potrebno izabrati keramiku ¢iji
se svi elektri¢ni i mehanicki parametri neznatno menjaju u radnom temperaturnom opsegu pretvaraca, kao
i da je dozvoljeno naprezanje piezokeramike §to vece, kako pri radu ne bi doslo do prskanja piezoplocCica.
Pored svega navedenog, piezokeramika treba da se odlikuje malom poroznos¢u, malom higroskopnoscu,
velikom homogenoséu, Sto vecom specificnom poduznom otpornoscu, uskim tolerancijama dimenzija

piezoplocica itd.

9.1.3. Fizicki modeli piezoeletri¢nih aktuatora.

Slojeviti model - linearni aktuator i ravanski model koji je primer prostorno raspodeljenog aktuatora
prikazani su na slici 9.7. Ako se pravac polarizacije poklapa sa pravcem 3 konstitutivne jednacine mogu
biti napisane u matri¢cnom obliku:

Za aktuator

Sy S S Sis | T [ b}l_
S S, S, 8 T, b.
Szz s12 szz szs Tzz bsz E (918)
3 _[%3 Sn Sn sl 5 g,
28, Saa Ty b,, E
PAYS Sss T, bis :
28, Se T2 L J
Za senzor
T,
D, b, o]l E
h 15 T € 1 (919)
33
D, = b,, T + En E,
23
D, by by, by T &y || Es
13
T,

Iz jednacine za aktuator (9.1.8) primecuje se da kada je elektri¢no polje FE; paralelno primenjeno pravcu

polarizacije, Sirenje se deSava u istom pravcu, a amplituda mu je data preko pizoelektricnog koeficijenta

b,, . Sli¢no se deSava duz pravaca 1 i 2, ortogonalnih na pravac elektri¢nog polja, i njegove amplitude su
odredene koeficijentima b;i b,,, respektivno. Piezokeramike imaju izotropna svojstva u ravni pa su
b,, = b;, . Takode, moze se primetiti da elektri¢no polje E, normalno na pravac polarizacije 3 proizvodi
deformacije smicanja S;, koje su kontrolisane piezoelektri¢cnom konstantom b, (ista je situacija i ako je

primenjeno polje £, ).
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Slojeviti dizajn

f'“": Ravanski dizajn
Y 3 AL
F k’vJ
n L | ?)

= R jaN '
v _rh L i
h B 5

[ vV

v E ="

AL =bynV I ' Pt
AL = E,Lb,,

Slika 9.7. Slojeviti (b, ) i ravanski ( by, )model pezoelektricnih aktuatora

Linearni piezoaktuator sastoji se od naslaganih keramickih slojeva debljine izmedu 0.1 i 1 mm,
razdvojenih elektrodama, slika 9.7. Polarizacione ose i primenjeno elektricno polje ortogonalni su na ravni
slojeva i1 poklapaju se sa pravcem dilatacije aktuatora, tako da je kapacitet odavanja aktuatora kontrolisan
koeficientom piezokeramickih elemenata. Odgovaraju¢i napon za slojeve od 0.1 mm je 100 V (nisko
voltazni piezosloj) dok 1 mm iziskuje 1000 V (visko voltazni piezosloj). Oba tipa imaju sli¢na svojstva
naprezanja i zahtevaju prili¢no visoke struje. Sve to utiCe na dizajn pretvaraca, ili je potrebna visoka
voltaza i slabija sturja, ili obrnuto nizi napon a jaca struja. Maksimalna dilatacija moze biti 0.1 do 0.13%,

Sto znaci da piezo translator od 100mm moze imati maksimalnu odgovor od 100 zm . Velic¢ina diskova

moze da se izabere da bi se postigla odgovaraju¢a krutost. Za dinamic¢ku upotrebu mehanicko

prednaprezanje kompenzuje malu ekstenzionu snagu slojeva. Slojeviti aktuatori su okarakterisani

koeficijentom b, , kada nema spoljasnjeg optere¢enja promena duZine je proporcionalna primenjenom

naponu prema aproksimativnom izrazu:

AL =b,nU, (9.1.10)

gde je n broj slepljenih diskova, a U je primenjeni napon. Stvarna zavisnost napon ekstenzija je
nelinearna i pokazuje izraziti histerezis. Pri kvazistatickoj upotrebi histerezis se moze kompenzirati u
povratnoj sprezi merenjem stvarnog Sirenja, ali ovakve kompenzacije sa povratnom spregom u
dinamic¢kim upotrebama, na primer pri aktivnom prigusenju, nisu neophodne, ¢ak mogu ugroziti stabilnost

sistema.

9.2. Model diskretnog piezokeramickog elementa

U ovom potpoglavlju proucavaée se model piezo-reoloskih naslednih elemenata predstavljen
sprezanjem piezo-elasti¢nog elementa kroz paralelnu vezu sa visko-elasti¢nim naslednim telom [45], radi
postavljanja konstitutivne jednafine naponsko-deformacionog stanja standardnog piezo-reoloskog
naslednog elementa, kao elementa sjedinjavanja krutih tela ili materijalnih tac¢aka u hibridnim sistemima.
Piezo-keramicki element se Sematski prikazuje, kao Sto je na skici 9.8. a) prikazano, oprugom koja se

nalazi izmedu elektroda na ¢ijim krajevima je napon U(¢) elektriéne polarizacije povrsi piezo-kristala,

koja oznacava postojanje homogenog polja elektri¢ne polarizacije. Pravac elektroda je u pravcu opruge ili
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upravan na nju zavisno od toga koji smo piezo-element izabrali i kako se odvija njegova polarizacija, kao i
pojava mehanicke dilatacije i mehanickog napona pod uticajem polja polarizacije, kao Sto se videlo u
prethodnom potpoglavlju.

Direktni piezo-elektricni efektat jeste pojava elektrine polarizacije, u kristalima nekih klasa piezo-
keramika, u rezultatu dejstva na keramiku spolja$njih sila, koje deformiSu njihove kristalne resetke. U
prostijim slucajevima efekat se pojavljuje u obliku povrsinskih elektriénih punjenja piezo-elementa,
napravljenog iz piezo-keramike ili izrezanog iz piezo-kristala. Gustina naelektrisanja proporcionalna je
izvedenom mehani¢kom naponu i karakterise se vektorom elektri¢ne polarizacije P (Sto se meri koli¢inom

naelektresianja po jedinici povrSine). Za dobijanje slobodnih naelektrisanja g sa piezo-elementom se

kruto povezuju metalne elektrode.

Najprostije sumirano, iz prethodnog poglavlja, moze se reci da je sustina piezo-efekta u tome da
se pod dejstvom mehanickog opetere¢enja napreze kristalna reSetka i deformiSe, pri ¢emu ona menja
simetriju elementarne resetke kristalne strukture. Ako je u pocetku u prirodnom stanju reSetka neutralna,
uravnotezena, to se pod dejstvom optereenja reSetka deformise i gubi svoju ravnoteznu stabilnost i njena
ravnoteza je poremecena. Svaka reSetka u deformisanom stanju dobija elektricni moment, zbog Cega se
povrsi piezo-elementa elektriSu i na metalnim elektrodama se pojavljuju slobodna naelektrisanja.

Piezoefekat se uocava i pri optere¢ivanju piezoelementa silama, koje nemaju komponente duz ose
normalne na povrsi elektrode, a takode i momentima. Pokazano je da je za matematicki opis piezoefekta
potreban tenzorski aparat. U narednim modelima ¢e se zadrzati na prostim slucajevima kada je vektor
polarizacije u pravcu dejstva opterecenja ili upravan na njega.

el AT

u(e)

E,

a U

althe(h Ul

o0 0 Ul)

Slika 9.8. a) Sematski prikaz piezoelasticnog elementa; b) Sematski prikaz pizomodifikovanog Kelvin-
Voigt-ovog viskoelasticnog naslednog elementa;
Osnovni konstitutivni-materijalni parametri piezo-keramickog elementa su modul elastiCnosti E i

koeficijent piezo-keramicke dilatacije «, = b,;, kojim uspostavljamo vezu izmedu dilatacije i napona na

elektrodama kojima registrujemo efekat polarizacije. Parametri stanja piezokerami¢kog elementa su
mehani¢ki napon piezokeramike o(), dilatacija piezokeramickog elementa &(r) i vektor elektricne
polarizacije povrsi piezokristala, kome odgovara slobodno elektricno punjenje i kome se moze pridruziti
ekvivalentni napon U(t) na izvodima metalnih elektroda, koje su postavljene na krajevima
piezokeramicke plocice.

Na osnovu jednac¢ina (9.1.4) i (9.1.5) mogu se pisati osnovne jednaine piezokeramiCkog

linearnog elementa, koje daju vezu normalnog napona o(r) i dilatacije (¢) i elektri¢nog napona U(r) u tri

sledeca oblika:
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8=%+OluU, 0'=E(5—auU), U=—[8——). 9.2.1)

Oblik koji ¢e se upotrebiti zavisi od toga koji su parametri stanja piezokeramiCkog elementa
zadati, a kojima ¢e se "upravljati" ili dejstvovati. Jednim parametrom stanja se upravlja, ili dejstvuje, i
smatra se spoljasnjim uticajem, a ostala dva se ukljucuju u sistem medusobno zavisnih parametara sistema

u koji je ugraden piezokeramicki element.

9.3. Model Kelvin-Voigt-ovog piezo-visko-elasticnog naslednog elementa

Na slici 9.8.b) data je piezo-reoloska Sema piezo-modifikovanog Kelvin-Voigt-ovog
viskoelasti¢nog elementa koji je sastavljen od paralelno vezanih prostih elemenata Hooke-ovog H,
Newton-ovog N i piezo-keramickog elementa PK, i ima strukturnu formulu [45]: MK= HI NI PK.
Rezultujuéi mehani¢ki napon o(r) piezo-modifikovanog visko-elastiénog elementa jednak je zbiru
mehanickih napona elemenata vezanih paralelno. Na osnovu toga pise se sledece:

oc=0,+0y,+0,,

0, (1)=Egelt)s 04(0)= meélt)s 0,(1)= Eyelelt)-a U 0] (9.3.1)
Rezultujuci napon je:
o(t)= (Ex + . Jolt)+ ()= By U [0). (9.3.2)

Ovaj izraz istovremeno predstavlja i vezu mehanic¢kog napona o(r) i specifiéne deformacije - dilatacije
&(¢) piezo-modifikovanog Kelvin-Voigt-ovog visko-elasti¢nog elementa i napona polarizacije U, (s) na

piezo-elementu. Ako se ova konstitutivnu vezu (9.3.2), mehanickog napona i dilatacije i napona

polarizacije, posmatra kao diferencijalna jednacina po dilataciji, prepisuje se u slede¢em obliku:

B0+ o) o)+ B U ()] 9.3.3)

Prethodna jednacina je linearna prvog reda sa jednim konstatnim i jednim promenljivim koeficijentom i

njeno se resenje, lako, dobija u obliku:

t Ex+Ex t Ex+Ex -

Ey+Eu, .
s(t):Le e {ja(z’)e i dT+E“KaHKIU(T)e i dr} (9.3.4)
0 0

Mg

Kada se piezo-modifikovani Kelvin-Voigt-ov piezo-visko-elasti¢ni nasledni element naglo optereti do

neke konac¢ne vrednosti mehanickog napona o, = const i ostavi se element pod dejstvom opterecenja. Za

ovakvo stanje diferencijalna jednacina (9.3.3) se piSe u obliku:

&0+ BB ()= L[+ By U ()] (9.3.5)
Hy My

i njeno resenje je oblika:

_ExtEy, E +E a t EK*E"K(T_I)
ft)=—20 d1—e +uMIu(T)e me gl (9.3.6)
Ey+E, Oy Hg %
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Prva dva ¢lana tog reSenja pokazuju kasnjenje elasticne deformacije za mehanickim naponom piezo-
modifikovanog Kelvin-Voigt-ovog piezo-visko-elastiénog elementa, bez uticaja promene napona
polarizacije piezo-keramickog elementa, a u treCem ¢lanu je izrazen uticaj promena napona elektri¢ne
polarizacije piezo-keramickog elementa. Ako je napon polarizacije konstantan, jasno se vidi da ¢e, i pri
naglom porastu elektri¢nog napona polarizacije do neke konac¢ne vrednosti i njegovom zadrzavanju na toj
vrednosti, deo dilatacije, koji potice od elektro-polarizacije piezo-keramike, kasniti za promenom napona
piezo-polarizacije. Isti efekat, zaostajanja promene dilatacije za promenom napona piezo-polarizacije, je
uocljiv i iz poslednjeg izraza, kada je elektricni napon piezo-polarizacije funkcija vremena. Ova pojava se

zove naknadna piezo-elasti¢nost. Vreme retardacije je oblika:

T, =—%% | 9.3.7)
E,+E

i to je vreme za koje se dilatacija Kelvin-Voight-ovog piezo-visko-elasticnog elementa promeni-poraste za

1
-4
( e)-ti deo vrednosti elasticne deformacije ¢, :EL’ koju bi element imao da nema kasnjenja
K + uk

uneSenog u element Newton-ovim viskoznim prostim elementom. Promena dilatacije za vreme (9.3.7)

dobija se u obliku:
o 1 E,a,'F (1)
8T, )= ———{l——+—4=% [ U(r)e ™ dr - (9.3.8)
EK +EuK e Trel O-O 0

Napon polarizacije se ovde moze razmatrati kao reonomna koordinata.

9.4. Model Kelvin-Voigt-ovog piezo-visko-elastiCnog naslednog elementa

kao elementa veze u diskretnom hibridnom sistemu

Da bi se ovaj element mogao koristiti kao "vezivni" element u diskretnom sistemu (slika 9.9. b)
[45], pri ¢emu se zanemaruje njegova masa, a uzima se u obzir samo piezo-visko-clasti¢na svojstva,
potrebno je da se, na osnovu konstitutivnih relacija piezo-modifikovanog visko-elasti¢nog naslednog
elementa, koje daju vezu izmedu mehanickog napona i dilatacija i elektri¢cnog napona polarizacije, napisu

veze izmedu generalisane koordinate defomacije-reoloske koordinate y(¢) i odgovarajuée generalisane sile
defomacije P(r). Uvode se konstitutivni parametri krutosti ¢, i c, elementa, prigusnih svojstava
elementa b, 1 piezo-dilatacionih svojstava «,, . Koriste¢i tako uvedene parametre, materijalnih svojstava

piezo-modifikovanog piezo-visko-elasticnog elementa za veze izmedu generalisane koordinate

deformacije y(t), generalisane sile deformacije P(t) za tu koordinatu i napona piezo-polarizacije U(t),

koriste¢i izraze (9.3.2)1(9.3.4), dobijaju se sledece veze:

P(t): (CK +Ck )y(t)+bK).}(t)_cuKauK Uy (t): 9.4.1)
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CA+CAr Ktk , ‘ CxHeu
= ot ek 042

k 0
Za sistem sa jednim stepenom slobode kretanja (slika 9.9.b) , koji se sastoji od jednog krutog materijalnog
objekta mase m vezanog piezo-modifikovanim Kelvin-Voigt-ovim visko-elastiénim elementom
generalisane sile P(r) i generalisane koordinate deformacije y(¢), na koji dejstvuje spoljasnja sila F(¢) u
istom pravcu i smeru u kome je naznacena i generalisana koordinata kretanja objekta, moze se onda
napisati polazna jednacina prinudnog kretanja posmatranog vezanog objekta u slede¢em obliku:

my(t)+ P(t)= F(¢). (9.4.3)
Eliminacijom generalisane sile deformacije P(f) piezo-modifikovanog Kelvin-Voight-ovog visko-
elasticnog elementa, zamenom iz diferencijalne jednacine (9.4.3) u (9.4.2), ili unosenjem izraza (9.4.1) u
diferencijalnu jednacinu (9.4.3), dobijaju se slede¢a dva oblika iste jednaCine dinamike izucavanog

sistema sa jednim stepenom slobode kretanja:

B (0)y, (DU () m.y(0)
Slika 9.9. Piezo-reoloski oscilatori: a) Sematski prikaz piezoelasticnog oscilatora; b) Sematski prikaz

piezo-modifikovanog Kelvin-Voigt-ovog viskoelasticnog naslednog oscilatora.

mif(e)+ (cx + cuK) (6)+ b, 3(t)= F(t)+ i U (t)> (9.4.4)
we)= bl {j [F(e)-mi(e)le ™ dr+cpay, j Ul ™ dz-} (9.4.5)
K

Ocigledno da je prvi oblik prostiji za reSavanje, jer je obi¢na nehomogena diferencijalna jednacina sa
konstantnim koeficijentima. Vidi se da unos piezo-keramickog elementa unosi u sistem prinudu, koja je
ekvivalentna odgovarajucoj spoljasnjoj prinudnoj sili, kojom se moze u sistemu upravljati koristeci
piezoelement ili kao aktuator ili kao sensor ili kao i jedno i drugo u spregnutoj povratnoj sprezi. Cinjenica
je da ta prinudna sila treba da odredi zakon upravljanja i da njeno odredivanje ustvari u modeliranju

upravljanja predstavlja jedan od osnovnih problema.
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9.5. Hibridni sistemi struktura spregnutih slojem standardnih piezo-visko-

elasti¢nih naslednih elementa

Kao model upotrebe piezo-visko-elasticnih elemenata u spregnutim kontinualnim strukturama posmatrace

se model dve ploce od elasticnog, homogenog i izotropnog materijala, debljina #;, i=12 malih u odnosu
na druge dve dimenzije, od materijala modula elasticnosti E;, Poisson-ovog koeficijenta s, , modula
klizanja G; i gustine p; . Ploce su konstantne debljine u pravcu z ose sa paralelnim konturama (slika 9.10).

Ploc¢e su medusobno spojene sa piezo-visko-elastiénim slojem sastavljenim od dovoljno velikog broja
standardnih piezo-visko-elasticnih naslednih elemnata kontinualno raspodeljenih, predstavljenih u

potpoglavlju 9.3.

UL
T

OG0

e

Slika 9.10. Kontinualni podsistemi spregnuti slojem standardnih piezo-visko - elasticnih naslednih
elemenata
Ovakav sistem spregnutih ploca je tipa piezo-sendvi¢ struktura. U smislu jo$ jednog primera dinamickog

N

by 4

AR

L%
A\\ h

hibridnog sistema, to je veza kontinualnih podsistema pomocu piezo diskretnih elemenata, i u tom smislu
model aktivne strukture spregnutih sistema.

Koordinatne sisteme, sa paralelnim odgovaraju¢im osama, Oxyz su u teziStu ploca, tako da se ravani
Oxy poklapaju sa njihovim srednjim ravnima; osa Oz je usmerena nanize, slika 9.10.

Obe ploce su sa istom konturom 1i istih grani¢nih uslova, sa ravnim srednjim ravnima u nedeformisanom

stanju. Ve¢ je konstatovano, poglavlje 3.4, da ako su transverzalni ugibi plo¢a w,(r,¢p,7), i=12 mali u
poredenju sa dimenzijama debljina ploca 4., i=12, onda se oscilacije ploca javljaju samo u vertikalnom

pravcu. Na osnovu prethodno izloZene analize konstitutivna relacija piezo-visko-elasticnog elementa koja

daje vezu izmedu sile, pomeranja i brzina u samom medusloju moze da se napise u obliku:

P(t) =i + e m(rp.0)=w(r..0)]= Blws (r.0.0) - w (. =6, [ (r p.) =30 (ra )] - e e U, 1) s 9-5-1)

gde je nelinearni deo mehanicke krutosti treceg stepena sa koeficijentom nelinearne krutosti /. Koriste se
oznake za: parametre linearne i piezo krutosti ¢, i ¢, elementa, prigu$na svojstava elementa b, i piezo-
dilataciona svojstava ¢, i1 U,(r) za napon piezo-polarizacije elemenata. Koriste¢i D’ Alambert-ov princip

za sistem ploca pisu se jednacCine transverzalnih pomeranja tacaka srednjih ravni plo¢a u obliku:

t ) .t ) L, 5 13 ~
Pmlr 1) s s (. put) 25, | 22000 O] 2 b (0 ()] = 5 ) 0] 5 U0+ o 00)°
ot’ ot ot
( 9.5.2)
O

o’ 1 ow,(r,p,t) ow(r,p,t > -
W l’7¢ )+C(42)AAW’2(V,$,I)+ 25(2)[%*%}+4(})[W2(’3 W’[)7WI (r>¢7’t)]:7gﬁ(2)[wz(rﬂ(/”t)7wl (ra(/’at)]3 7K(|)Uk(t)7qz(ra(/’>t)
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gde su: a(z)_i(C ‘e ),i=1,2 redukovane krutosti elasti¢nih delova sloja; )= D, ,i=12redukovana
i) K uk (O

ol P

savojna krutost ploca; 5, redukovani koeficijenti priguSenja 26 = bk, redukovani koeficijent piezo-
U ph

elementa Koy = Cx%ux | kao i By odnos koeficijenta nelinearnosti u elasticnom sloju i gustina materijala
Toph

ploca i homogenih visina ploca oblika By = p/; i=12. ReSavanje ovog sistema parcijalnih
diferencijalnih jednacina moZze da se sprovede na analogan nacin kao i u poglavlju 3.4, ili kao i u radovima
[140, 259], pri ¢emu bi postojala dodatna prinuda zavisna od napona polarizacije piezo-elemanta, kojom
bi se moglo vrsiti odgovarajuce i realno potrebno upravljanje. Bilo da se radi, na primer, o dinamickoj
apsorpciji, gde bi piezo-elementi bili iskoriS¢eni za apsorpciju transverzalnih pomeranja tacaka srednje
ravni jedne od ploca, gde bi zakon upravljanja u prvoj aproksimaciji mogli dobiti iz uslova da amplituda i
faza oscilovanja jedne plo¢e u odgovaraju¢em nm -modu oscilovanja budu jednake nuli, ili bi se mogao
naci uslov sinhronizacije u odgovaraju¢im modovima zahtevaju¢i da reSenja u prvoj asimptotskoj
aproksimaciji budu ekvivalentna za gornji i donju plocu. Ako bi se hteo eliminisati uticaj nelinearnosti i
nepredvidenosti, koje u sistem ona unosi, mogo bi se zakon upravljanja izvesti iz uslova redukcije jednog
od vremenskih harmonika i tako njihovu medusobnu interakciju anulirati. Svaki od zahteva upravljanja
bio bi realan zahtev koji konstrukcija treba da ispuni, a pristupom datim u ovom radu mogle bi se dobiti
upotrebljive vrednosti izlaznih veli¢ina kojima bi se moglo upravljati pomocu aktivnih elemenata. Zakon
upravljana u posebnim slucajevima idejno bi se mogao resiti ispitujuci jednacine prve aproksimacije

reSenja, a prakticno bi bio cilj nekih buducih istrazivanja i realnih potreba.

9.6. Rezultati savremenih istraZivanja u primeni aktivnih struktura

Aktuelnost stvarne primene aktivnih struktura proizilazi iz njihovih svestranih aplikativnih
osobina, relativno male cene kosStanja i lakog manipulisanja sa njima. Svojstva elemenata koji ¢ine sisteme
aktivnih struktura, prvenstveno aktuatora i senzora, zavise od svojstava materijala od kojih su nacinjeni,
kao 1 od svojstava strukture, mesta postavljanja i samog zahteva primene, te je polje istrazivanja u toj
oblasti gotovo nepregledno. U tom smislu sledi prikaz nekoliko razli¢itih savremenih rezultata u primeni
aktivnih elemenata na kontinualne strukture, sa ciljem na ukazivanje o aktuelnosti istrazivanja i
predocavanja nekoliko razliCitih opisa u analizi matematickih modela aktivnih struktura, moguénosti
upravljanja njima i realne primene.

U radu [252] na modelu piezoelektri¢nih sendvi¢ ploca i greda razraden je model upravljanja
mehanickim strukturama sa piezoelektri¢nim sensorom i aktuatorom u medusloju. To omogucava da se
znacajno poboljsa dinamicko ponasanje strukture, jer mogu da se konstruisu na odreden potreban nacin
rasporedeni aktuatori i sensori. Zakljucuje se, takode, da zbirno upravljanje po posebno uparenim
aktuatorima i senzorima mnogo pojednostavljuje dizajn upravljanja. U radu je pokazana efikasnost tehnike
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na sistemima sa kona¢nim brojem stepeni slobode, ali se nasluc¢uje i efikasnost kod sistema sa
beskona¢nim brojem stepeni slobode. Na specijalan nacin rasporedeni piezoelektri¢ni sensori dozvoljavaju
dodavanje aktuatora, tako da je uticaj spoljaSnjeg delovanja potpuno otklonjen u slucaju stacionarnog
stanja. Na specijalan nacin rasporedeni piezoelektricni sensori su neophodni da bi izmerili odgovarajuci
prirodni izlaz, koji je ulaz u zakon upravljanja. U radu je predstavljen matematicki model piezoelektri¢nih
greda 1 ploc¢a, koji uzima u obzir nelinearni izraz za napon u smislu Von-Karman-ovih jednacina, ali se
zasniva na linearnom zakonu piezoelektirciteta. Takvi modeli pripadaju klasi nelinealrnih beskonacno
dimenzionalnih Lagrange-ovih sistema. Iz analize, izvedene u radu, sledi da pasivni zakon upravljanja
obezbeduje stabilnost povratne sprege ako je sam Lagrange-ov sistem stabilan. Prezentovani model je
ograni¢en na mala pomeranja ploca i greda.

U radu [199] razmatrana je upotreba PZT nalepnica u aktivnim strukturama tipa greda i ploca za
potrebe aktivnog upravljanja oscilacijama. Teorijska razmatranja u vezi sa modeliranjem i dizajniranjem
aktivnih sturktura, u radu, su izvr§ena metodom konac¢nih elemenata, koja se pokazala kao jako koristan
alat za analizu piezoelektircnih materijala kao metoda koja nudi spregnutu termo-mehanicko-elektri¢nu
analizu struktura. Analiza je fokusirana na dizajniranje sposobnosti, u vezi sa piezoelektricnim efektom,
nalepnica u odgovoru aktivne strukture, uticaja veli¢ine aktuatora, polozaja i maksimalne dozvoljene
piezoelektiréne pobudne vrednosti koja obezbeduje integritet piezoelektri¢nih nalepnica. Aktivno zakrilce
aviona slika 9.11. je zapravo ploca uklestena sa jedne strane sa simetricno postavljenim piezoelektirénim
nalepnicama i modelirana je u skladu sa klasi¢nom teorijom ploca. Kako njen oblik podseca na vertikalni
rep aviona nazvana je aktivno zakrilce. Model sa kona¢nim elementima prikazan je na slici 9.11 desno. U
analizi su koriS¢ene 24 nalepnice na odredenim lokacijama, postavljene simetricno na povrsine ploce
odozgo i odozdo kao aktuatori, a jedan par piezoelekticnih nalepnica je iskoris¢en kao sensor. Proucavan
je uticaj polozaja nelepnica na prvu i drugu sopstvenu frekvenciju ploc¢e. Kako se nalepnice pomeraju od
uklestenja i savojna krutost i sopstvene frekvencije opadaju dok se prva frekvencija aktivne ploCe gotovo
ni ne menja. U suprotnom, primicuéi nalepnice ivici uklestenja zakrilca, torziona krutost znacajno raste,
$to dovodi do pojave porasta druge frekvencije. Na osnovu ovih analiza pronadena je napovoljnija pozicija
aktuatora. Metoda konac¢nih elemenata takode omogucava da se odredi najpovoljnija pozicija senzorskog
para za merenje oscilacija. Ova pozicija moze da se odredi prema obliku moda aktivne ploce koristeci
modalnu raspodelu napona u prva dva moda ploce. Postoje tri pozicije gde komponente napona dostizu
maksimum i te lokacije su koriS¢ene za pri¢vr§éivanje kalibrisanih senzora napona za registrovanje
vibracija plo¢e. Takode, izucen je uticaj promena piezoelektirénog pobudnog napona na odgovor sensora
na te tri pozicije i na savojnu i na torzionu piezoelektri¢nu pobudu aktuatora.

Za dizajniranje upravljanja aktivnim strukturama uopsSteno potrebna su dva koraka. Prvo, precizan
matematicki model kojim je moguce opisati elektromehani¢ko sprezanje u ovim strukturama, a drugo,
potrebno je dizajnirati kontroler koji bi uspesno obuhvatio sve moguce nepredvidenosti ovakvih struktura.
U radu [199] je pokazano kako je to i postignuto.

U radu [170] prikazana je metoda polu aktivhog upravljanja oscilacijama struktura upotrebom
piezokeramickih pretvaraca, aktuatora 1 senzora. Metode upravljanja oscilacijama pomocu
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piezokeramickih pretvaraca mogu da se svrstaju u tri kategorije: pasivne, aktivne i poluaktivne. Pasivni
sistem upavljanja koristi R-L kolo i najjednostavnija je od tri pomenute metode upravljanja [161], ali su

performanse upravljanja osetljive na varijacije parametara sistema.

(25 %25 x 0.5 mm}
Type : BMS00

= PLT Sensor
25x25x0.5mm)
Type : BMSI0

W Clamped Edge

il ' - -

iy I - % Na
Slika 9.11. Aktivno peraje aviona slika levo (a) i njegov model konacnim elementima slika desno (b)

Osim toga pasivni sistem upravljanja Cesto iziskuje veliku induktivnost u domenu frekvencija, $to je teSko
realizovati. Aktivni sistem upravljanja zahteva procesore visokih performansi digitalnog signala i snazne
pretvarace da pobude aktuatore, §to opet nije moguce primeniti u mnogim prakti¢nim slucajevima. Da bi
se prevazisli nedostaci ovih metoda predstavljano je nekoliko prilaza polu aktivnog upravljanja. Wang i
njegovi saradnici [294] proucavali su poluaktivno R-L kolo u kojem jedan adaptirani kalem za
podesavanje, negativan otpor i jedana poboljSana postavka sprezanja uvode u sistem sposobnost
priguSenja. Davis i njegovi saradnici su razvili podesivi elektri¢ni paralelno vezan piezokeramicki
apsorber vibracija [29] u kojem se pasivno paralelno kapacitivno kolo koristi za elektricnu promenu
piezokeramicke efektivne krutosti, a potom da podesi frekvenciju odgovora uredaja. U poslednjih
nekoliko godina razvijeno je nekoliko metoda na principu tehnike pulsnog prikljucenja [192], koje se
sastoje u brzim promenama napona na piezoelementu. Po metodi koju je predlozio Richard [241] napon na
piezoelementu se prekida na maksimumu napona ili na maksimumu pomeranja oscilacija. Ova tehnika se
zove sinhronizovano prekinuto prigusenje (SSD- synchronized switch damping). U radu [170] poluaktivno
upravljanje se zasniva na piezoelektricnom pretvaracu sa prekida¢em stanja i pulsnim prekidacem.
Poluaktivno upravljanje ima nekoliko prednosti u odnosu na pasivno i aktivno upravljanje: nije osetljivo
na promene parametara sistema, a njegova ugradnja je prilicno jednostavna i zahteva samo nekoliko
elektricnih komponenti. Potrebno je koristiti induktore, ali mnogo manje nego li u slucaju pasivnog
upravljanja.

Ovde se daje jedna realnua slika modeliranja upravljanja u sistemu sa jednim stepenom slobode
oscilovanja koriste¢i predlozenu tehniku prekidanja stanja, a to sve u cilju objasnjenja realnosti problema
upotrebe aktivnih struktura. Model koji bi se primenio u hibridnim sistemima, prikazanim u ovom
doktoratu, iziskivao bi studije koje prevazilaze okvire samog doktorata. Ovde se prikazuju moguénosti
daljeg usavrSavanja i proucavanja na polju hibridnih sistema sa implementiranim piezokeramickim
pretvara¢ima, u smislu stvaranja modela aktivnih sistema sposobnih da interaktivno reaguju na spoljasnje
poremecaje i da usaglase svoje performanse saglasno radnim uslovima, §to i jeste jedna od osnovnih

karakteristika aktivnih struktura.
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Kada se koriste piezokeramicCki aktuatori sa prekidacem stanja, piezoelektri¢ni aktuator se prikljucuje
izmedu stanja niske i visoke krutosti pomoc¢u jednostavne logike prekidanja kako bi se postiglo suzbijanje
vibracija. U osnovi skladiStenje energije u stanju visoke krutosti i odavanje te energije u stanju niske
krutosti je osnovni mehanizam rada pretvaraca. Teorijski otpor mozZe se menjati kontinualno u elektricnom
kolu u realnom vremenu da bi se dobio potpuno promenljiv poluaktivni sistem. Zato se jednostavno vrsi
prekidanje izmedu stanja sistema. Prekidanje stanja aktuatora je zasnovano na sledecoj logici: za sistem sa

jednim stepenom slobode kada se sistem pomera iz ravnoteznog poloZaja, tj. kada je y-y >0, elektricno

kolo je priklju¢eno na stanje visoke krutosti (otvoreno kolo), a kada se sistem pomera ka ravnoteznom
polozaju, y-y <0, onda je sistem priklju¢en na nisku krutost i/ili stanje odavanja energije (kratko kolo ili

kolo sa otporom). Tako da za vreme jednog perioda kretanja prekidanje se vrsi Cetiri puta, svaki put posle
Cetvrtine perioda. U polozaju ravnoteze sistem je prikljuen na visoku krutost, potom na najvec¢em otklonu
preklapa se ponovo na nisku krutost i vracda se u ravnotezni polozaj posle polovine perioda. Ovo daje
efekat smanjenja otklona udaljavanjem od ravnoteznog polozaja, a potom na kraju otklona posle Cetvrtine
perioda odavanja uskladiStene energije, koja se ne vraca u sistem u obliku kineticke energije. U slucaju
otvorenog kola pomeranje ¢uva energiju u smislu mehanicke krutosti i kapacitivnosti uredaja, koja se
takode pojavljuje kao mehanicka krutost. Kada je sistem prikljucen na stanje kratkog kola uskladistena
energija se preko kondenzatora uzemljuje, efektivno prigusujuéi taj deo energije i tako efektivna krutost
opada. Ako je sa druge strane kolo prikljueno na otpornik efektivna krutost takode opada (dodatna
prednost da se dodatno prigusenje dobija kada je otpornik u kolu i za vreme sledeée Cetvrtine perioda, u
nekim slucajevima otvoreno kolo sa otpornikom moze da se ponaSa povoljnije). Upotreba
sinhronizovanog prekidanja priguSenja (SPP), takozvano pulsno prekidanje, sastoji se u propustanju
nelinearnog napona na piezoelektri¢ni aktuator. On je ugraden u jednostavan elektri¢ni prekidac sinhrono
voden kretanjem strukture. Taj prekidac, koji se koristi da prekine ili popusti napon na piezoelektricni
element dopusta da se element lako poveze na jednostavno elektricno kolo. U ovom procesu, dobija se
pojacanje napona i pojavljuje se fazna razlika izmedu napona na piezoelektiénim prikljuccima S§to
rezultuje naponom. Sila koja se generiSe tim naponom je uvek suprotnog smera od vektora brzine
strukture, te tako izaziva rasipanje energije. Ta energija odgovara delu mehanicke energije koja se
konvertuje u elektricnu energiju. UCiniti ovu energiju maksimalnom zna¢i minimizirati mehanicku
energiju strukture. Najjednostavniji vid ovakvog modela je sinhronizovano prekidanje prigusenja u kratkom
kolu, slika 9.12.a), koje se sastoji od jednostavnog prekidaca u paralelnoj sprezi sa krajevima piezoelementa
bez drugih elektriénih uredaja. Prekidac je otvoren vecim delom perioda oscilacija, zatvara se kada napon
dostigne maksimum (odgovaraju¢i maksimumu napona na krajevima piezoelementa) te rasipa svu elektri¢nu
energiju u kratkom vremenu (mnogo kracem nego §to je period oscilovanja) i ponovo se otvara. Pokazano je,

[8], da u ovom slu¢aju transferovana energija £, u periodu jedne oscilacije iznosi:

_A

M

B

EI
G

gde su b piezoelektri¢ni koeficijent, C, je kapacitet piezoelektri¢nog elementa i u,, je amplituda oscilacija.
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9. Aktivne strukture i hibridni sistemi

nductor

PZT PLT

prekida¢ prekida¢
.~ L g
|| Detektor Kontroler | | Detektor | | Kontroler J

ckstremuma prekidaca ckstremuma prekidaca

Slika 9.12. a) Sinhronizovano prekidanje prigusenja u kratkom kolu;b) Sinhronizovano prekidanje prigusenja
na induktoru
Jo§ veci porast disipativne energije dobija se u kolu sa induktorom slika 9.12.b), [51] , gde je kalem

serijski vezan za prekida¢. Kako piezoelektricni krajevi i kalem obrazuju L-C rezonantno kolo, brza
razmena napona na krajevima piezoelementa postignuta je odgovarajuéim upravljanjem vremena
zatvaranja i trajanja prekidaca. Prekidac je zatvoren pri ekstremumima pomeranja, a trajanje zatvorene
pozicije je polovina perioda L-C kola. Ovo dovodi do zna¢ajnog porasta disipativne energija, pri ¢emu je
izabran period L-C kola tako da bude mnogo manji nego li period mehanic¢kih oscilacija. U radu [170]
prikazani su zakoni upravljanja ovakvim kolima, a takode je razvijen i zakon upravljanja za slucaj
upravljanja oscilacijama struktura sa vise modova pomocu vise piezoelektri¢nih pretvaraca.

U radu [22] asimptotski modeli opisuju mehanicko i elektri¢no ravnotezno stanje dva tipa aktivnih
struktura. Prva struktura sastoji se od anizotropne elasti¢ne tanke ploce sa dve anizotropne piezoelektricne
nalepnice pri¢vrS¢ene po povrSinama, a drugi je anizotropna elastiCna sendvi¢ ploca sa ugradenim
anizotropnim piezoelektricnim elementom. Dve nepoznate prikazanog asimptotskog modela, mehanicka
pomeranja struktura i elektricni potencijal elemenata su parcijalno razdvojene. Iz modifikovanog
Kirchhoff-Love modela plo¢e mogu biti izvedene tacne funkcije mehanickih pomeranja. Ipak dobijaju se
razliciti elektricni potencijali kao posledica razli€itih elektricnih grani¢nih uslova. U radu su prikazani i
numericki rezultati ovakvog asimptotskog modela.

U radu [191] je predstavljen matematicki model piezo-ploca Seme za sakupljanje energije.
Analiticki je generisan model kona¢nih elemenata spregnutog piezoelektricnog sensor elementa i ploce
koriste¢i Love-Kirchhoff-ljevu teoriju ploc¢a. Formulisane su konstitutivne jednacine za plocu sa jednim
slojem. Polarizacija piezoelektricnog sensora pricvr§¢enog na gornju povrsinu ploCe je upotrebljena za
detekciju okolnih vibracija. Prinudne oscilacije aktivne strukture stvaraju odredenu energiju u kristalnoj
strukturi piezoelektricnog materijala. Rezultujuce elektri¢no polje generisano na sensorskom elementu
modelirano je koriste¢i funkciju linearne interpolacije po debljini, a elementi plo¢e su modelirani
pravougaonim elementima sa Cetiri ¢vora sa po tri stepena slobode za svaki ¢vor. Strukturni sopstveni
modovi i dinamicki odgovor spregnutog piezo-ploca sistema izra¢unati su metodom modalne analize i
Newmark-p integracionom metodom, respektivno. Rezultati analize su i dinamic¢ka pomeranja i odgovor
elektricnog napona na primenjenu silu. Modeliranje je iskoriS¢éeno i za odredivanje maksimuma
generisane snage. Indukovana energija u piezoelementu moze da se konvertuje u elektri¢énu energiju koja
se moze sacuvati u elektri¢cnim uredajim kao $to su baterije ili kondenzatori. Ovakva tehnika se uopsteno
zove tehnika sakupljanja energije. Sakupljena energija se moZe kasnije koristiti za ponovno punjenje

baterija.
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Cilj rada [214] izvrSena je identifikacija frekventnih odziva aktivne akustiCne strukture sa
integrisanim piezoelektri¢cnim materijalom u ulozi senzora, a na osnovu modela dobijenog primenom
metode identifikacije potprostora matrica (subspace identification). Na ovaj na¢in mogu se identifikovati
relevantne sopstvene frekvencije, koje igraju bitnu ulogu u kasnijm fazama projektovanja upravljanja u
cilju spre¢avanja pojave rezonantnih stanja. Kao rezultat identifikacije dobija se model u prostoru stanja,
¢ime je omoguceno uporedivanje rezultata eksperimentalne identifikacije i numerickog modeliranja.
Identifikacija metodom potprostora matrica izvrSena je za aktivnu akusti¢nu strukturu, koja se sastoji od
aluminijumske ploce sa integrisanim piezoelektricnim dava¢ima — ploCicama i akusticne kutije. Za
identifikaciju je koriS¢eno eksperimentalno postrojenje sa akusticnom kutijom i dSPACE sistemom.
Uporedivanje rezultata ukazuje na dobro slaganje izmedu identifikovanih frekventnih odziva i numerickih
rezultata dobijenih metodom konacnih elemenata.

U radu [213] se razmatraju aktivne konstrukcije i sistemi sa akcentom na piezoelektricnim
strukturama za aktivnu redukciju vibracija i buke sa potencijalnim primenama u aktivnim masinskim ili
gradevinskim konstrukcijama. Sveobuhvatni pristup aktivnom upravljanju strukturama sa integrisanim
piezoelektriénim aktuatorima i senzorima, obuhvata slede¢e znaajne faze: modeliranje, upravljanje,
simulaciju, eksperimentalnu verifikaciju i implementaciju. Svaka od ovih faza razmatra se detaljno.
Realizacija aktivnog upravljanja konstrukcijama prikazana je na primerima upravljanja vibracijama
konzole sa piezoelektricnim aktuatorima i senzorom, slika 9.13. i kontroli buke u akusti¢noj kutiji sa

piezoaktuatorima.
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Slika 9.13. a) Sistem upravljanja aktivnom konzolom u povratnoj sprezi iz rada [Nestorovié];b) Upravljacki
signal na aktuatoru pre i posle ukljucenja kontrolera.

Na slici 9.13. b), prikazani su rezultati primene upravljanja na aktivnoj konzoli sa Cetiri aktuatora i
senzorom na slobodnom kraju konzole. Izlazni signal je pomeranje slobodnog kraja konzole pod dejstvom
spoljasnje periodicke pobudne sile na uglovima slobodnog kraja konzole, slika 9.13. a). Pobuda ima
frekvenciju istu kao §to je sospstvena frekvencija modova oscilovanja konzole, koji su posmatrani u
analizi ovog primera aktivne strukture. Rezultati dizajniranja kontrolera sa periodickom pobudom
frekvencije prvog sospstvenog moda konzole prikazani su na slikama 9.13. b) i ¢). Posle vremena 0.5s u
sistem se ukljucuje kontorler i na slici 9.13. b) prikazano je pomeranje slobodnog kraja konzole, gde je
jasno uocljiva redukcija amplituda pomeranja pri upotrebi kontrolera. Na slici 9.13.c) prikazan je

upravljacki signal ( napon na piezoaktuatoru) bez i sa upravljanjem.
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10%* Poglavlje

Numericke simulacije dinamika i dinamickih stanja hibridnih sistema,
podsistema i sinhronizacija u njima. Vizuelzacija nelinearnih
fenomena i energijskih transfera.

Jedan broj predstavljenih modela hibridnih sistema, koji u sebi sadrze nelinearnosti proucavali su
se analitickim pribliznim metodama, u prethodnim poglavljima. Primenom modifikovane asimptotske
metode usrednjenja Krilov-Bogoliyubov-Mitropolskiy-kog odredila su se reSenja u prvoj aproksimaciji u
vidu sistema diferencijalnih jednadina po amplitudama i fazama komponentnih potprocesa. Ti sistemi
diferencijalnih jednacina su, zavisno od oblika sistema, integrabilni ili su pak sloZeni i njihova reSenja ne
mogu se naci u zatvorenom obliku. Primer takvih slozenih sistema diferencijalnih jednacina je sistem
(4.4.1), ¢ije reSenje trazimo numeri¢kim metodama nekog od matemati¢kih programa i softverskih alata.
Taj sistem jednacina je najsloZeniji od izvedenih sistema jednacdina prve aproksimacije u ovom radu. Na
tom primeru pokazace se kako se nadalje ispituje uticaj prisutne nelinearnosti u sistemu i iskoristice se
dobijeneni rezultatati da se opiSu karakterist¢ni fenomeni nelinearnih procesa, energijskih transfera i
sinhronizacije u sistemu dve kruzne plo¢e spregnute slojem od kontinualno raspodeljenih viskoelasti¢nih
nelinernih elemenata. Ve¢ je spomenuto, u ¢etvrtom poglavlju, da je prolazak kroz rezonantni reZim u
stvari fenomen prisutne nelinearnosti, pa se pojava rezonancije ne deSava pri jednoj fiksnoj vrednosti
izjednaCavanja frekvencija spoljasnjih pobuda i sopstvenih frekvencija sistema, ve¢ u frekventnom opsegu
u blizini sopstvenih kruznih frekvencija sistema. Pri tome, pokazace se da se u tom opsegu deSavaju
karakteristicne promene u dinamici sistema, kao $to su pojave rezonantnih amplitudnih i faznih skokova
ili pojave novih nestabilnih grana u amplitudnom i faznom frekventnim karakteristikama. Da bi se

slikovito prikazale ove pojave prvo ¢e se prikazati rezultati analize prolaska kroz rezonantna stanja
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stacionarnog rezima oscilovanja u smislu veoma sporih promena fiksiranih vrednosti kruznih frekvencija
spoljasnjih pobuda.

Sli¢na analiza, prolaska kroz rezonantno stacionarno stanje dvofrekventnog rezima oscilovanja u jednom
modu oscilovanja ploce od kompozitnog materijala, prikazana je u radu [167], s tim $to su jednacine prve
aproksimacije izvedene u ovom radu iste opSte strukture kao i sistem jednaline (4.4.1), samo Sto

koeficijenti (4.4.2) imaju odredene odnose jednakosti §, =4, =,. Ovde ¢e se pokazati da u opStem

slucaju posmatrane strukture ti koeficijenti ne moraju biti jednaki.

Sa druge strane, u radu [40] je pokazano da se, za odredene parametre kod nelinearnog tvrdog Duffing-
ovog oscilatora, javljaju karakteristi¢ni oblici amplitudno-frekvente krive. Objasnjena je pojava zatvorenih
izdvojenih krivih, koje se mogu pojaviti unutar ili izvan glavne rezonantne krive, i dato je njeno fizicko
objasnjenje. U radu je opisano dinami¢ko ponaSanje spregnutog sistema, koji obuhvata nelinearni tvrdi
oscilator voden harmonijskom pobudom koja potie od tresaca, pri ¢emu je masa nelinearnog sistema
mnogo manja od mase tresaca, pa sam nelinearni sistem malo uti¢e na dinamiku tresaca. Od prakti¢nog je
znacaja situacija kada je sopstvena kruzna frekvencija nelinearnnog sistema priblizna sopstvenoj kruznoj
frekvenciji tresaca, tako da se amplitudno frekventna kriva nelinearnog sistema savija prema viSim
frekvencijama, ulazi u oblast rezonantnih frekvencija tresaca i ostvaruje medusobnu interakciju. Opisane
pojave su identi¢ne pojavama koje ¢e se ovde prouciti, samo §to su one u tom radu proucavane i sa
stanovista bifurkacionih vrednosti sistema. Sli¢ni zakljucci se konstatuju i u radu [18], gde je prikazan
jednostavan bezdimenzioni izraz za aproksimaciju amplituda oscilovanja pri frekvencijama skokova
naviSe i nanize za slucajeve mekog i tvrdog slabo prigusenog Duffing-ovog oscilatora. Iako takvi izrazi
mogu da se pronadu i u drugoj literaturi u ovom radu je prikazan celi skup izraza pri ¢ijem je odredivanju
koris¢ena metoda harmonijskog balansa. Izrazi su provereni za jedan opseg parametara sa proracunima
dobijenim direktnim numerickim reSavanjem jednacine kretanja. Takode su uporedivani sa slicnim
izrazima izvedenim perturbacionom metodom. Pokazano je da frekvencije na kojima se desavaju skokovi
nanize zavise od stepena nelinearnosti i prigusenja u sistemu, dok frekvencije na kojima se deSavaju
skokovi navise primarno zavise od nelinearnosti i samo su slabo zavisne od prigusenja. Dat je analiticki
izraz i za grani¢nu vrednost pobudne sile i nelinearnosti, koja je potrebna da se dostigne da bi se pojavili

skokovi 1 zakljuceno je da ona zavisi samo od prigusenja u sistemu.
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10. Numericke simulacije dinamika i dinamickih stanja hibridnih sistema, podsistema i sinhronizacija u njima. Vizuelzacija nelinearnih
fenomena i energijskih transfera.

10.1. Prolazak kroz rezonantni reZim u stacionarnom stanju

Resavanjem sistema (4.4.3) i1 (4.4.4), numerickom metodom Newton-Kantorovica, u
matematiCkom programu Mathematica, dobijaju se stacionarne amplitude i faze dvofrekventnog rezima
oscilovanja, u jednom obliku oscilovanja hibridnih sistema sa nelinearnoscu, u zavisnosti od frekvancija

spoljadnje poremecajne sile. Ako se fiksira vrednost druge frekvencije prinudne sile (), = const) dobijaju

se krive stacionarnog stanja:

alnm = fi(anm)’ aan = fZ(anm)’ ¢lnm = ﬂ(annx) 1 ¢2nm = f;t(anm)

Ako se fiksira vrednost prve frekvencije prinudne sile (Q, = const ) dobijaju se krive stacionarnog stanja:

Qo = 15 Qo )> W = [ Qo) b = 1 Qs) T i = £(2,,)-

U ovom poglavlju date su numeri¢ke simulacije dinamika i dinamickih stanja hibridnih sistema
zasnovane na prethodnoj analizi, prikazani su dijagrami amplitudno-frekventnih i fazno-frekventnih krivih
sracionarnog stanja, pri veoma sporoj promeni fiksiranih vrednosti kruzne frekvencije spoljasnje pobude, i
u kom smislu sistemi su posmatrani u stacionarnom rezimu. Tako se dobija vizuelzacija nelinearnih
fenomena prolaska kroz rezonantno stanje. Sa tih dijagrama lako se uocavaju pojave novih nestabilnih
grana amplitudnog i faznog odgovora sistema, kao i katrakteristicni skokovi amplituda i faze u
rezonantnom opseg frekvancija spoljasnih pobuda, $to se tumaci kao posledica meduzavisnosti harmonika
u okviru jednog moda oscilovanja.

Sistemi sa nelinearno$¢u su osetljivi i na male promene parametara sistema, pa je stoga korisno
ispitati odgovor sistema menajuc¢i jedan parametar, dok su ostali konstantni, ili pak menjajuci nekoliko
parametara. U tom smislu dalja analiza je sprovedena za sistem dve kruzne ploce spregnute slojem
sastavljenim od viskoelastinih nelinearnih elemenata. Pri tome je sloj visko-elasto elemenata
zanemarljive mase, tako da njihovo prisustvo ne uti¢e na promenu kineticke energije celog sistema, $to
vidimo 1 iz izraza (6.2.47), koja se sastoji samo od kinetickih energija komponentnih ploca. Medutim,
njihova svojstva linearne i nelinearne elasti¢nosti uti¢u na promenu potencijalne energije celog sistema,
preko vrednosti potencijalne energije interakcije izmedu ploca (6.2.51), a svojstva viskoznosti uti¢u na
promenu vrednosti Rayleigh-eve funkcije rasipanja, $to sve menja ukupnu dinamiku plo¢a spregnutih na
ovaj nacin. Analizirace se, nadalje, uticaj prisustva elasti¢nih elementa u sloju menjaju¢i njihovu krutost.
Analizu zapravo sprovodimo uporedujuci rezultate sa rezultatima rada [259], gde je sistem sprezucih

clemenata sliCan samo bez dodatne redno vezane opruge linearne krutosti .. Ustvari, fiziCkim

dodavanjem ove opruge dobijamo povecanje linearne elasti¢nosti sloja i u tom smislu posmatramo uticaj

parametra ¢, na nelinearnu dinamiku sistema.
Plo¢e su istih materijalnih karakteristika (ploce polupre¢nika 1(m), visina h, =0,01(m)i

h, =0,005(m), nacinjene od Celika gustine materijala p=7.849.10°(kg/m*), Poisson-ovog koeficijenta

Kandidat: mr Julijana Simonovi¢ 249



4#=0.33 1 modula elasti¢nosti E =21-10"(N / m?), izmedu kojih se nalazi nelinearni kontinualno
raspodeljeni sloj standardnih visko-elasti¢nih lakih elemenata krutosti ¢=2-10°(N/m) i ¢, =0.5-10°(N/m),
i koeficijenta otporne sile visko-elasti¢nog sloja b, = 0.5(kg/s). Dodaju¢i oprugu krutosti ¢, =0.5-10°(N/m)
u clemente sprezuéeg sloja reSenja Kkarakteristicnog polinoma (3.4.13) 4, . :—éﬁnm Fip,, 1
At = —Sznm Fip,,, imaju drugacije vrednosti od onih dobijenih u radu [259], a samim tim i potrebni

koeficijenti (4.4.2): 5.

inm > Kinm

i B, ,kao i ¢P,~ jednaCina prve asimptotske aproksimacije (4.4.1).
Dobijene vrednosti kruznih frekvencija sprezanja p, . , kao i potrebnih koeficijenta dati su u tabeli 10.1.
U analizi se posmatra prvi sopstveni mod oscilovanja za n=0 i m=1, kada je karakteristicni sopstveni

broj uklestene kruzne ploge k,, =3.196 . Ostale potrebne vrednosti kori§¢ene u proradunu su: vrednosti

koeficijenta uticaja nelinearnosti N(Wl)z 0.117, koeficijenta nelinearnosti elasticnog sloja g=5 [m’zs’z],

redukovanih amplituda prinudne sile Bosin) = 107[Nm’3], dok je vrednost malog bezdimenzionog parametra
e=10".
Py P, o, %, a, a, B b, A P,
108.33 | 174.49 11 8 -12210 | -96220 | -267100 -17590 1945 | 534

Tabela 10.1. Vrednosti kruznih frekvencija sprezanja p,, . ikoeficijenata s, , a, i p, 1P, 2@ i=12
u prvom nm modu oscilovanja sistema ploca (n=0,m=1).
Karakteristicni skokovi ampitudnog i faznog odgovora sistema u blizini rezonantnih vrednosti
Q... ® Dim» Dojava novih stabilnih i nestabilnih grana, koje uslovljavaju vise vrednosne odgovore
sistema 1 pojavu dva stabilna reSenja sistema u oblasti postojanja novih grana, a takode i izraZeno
medusobno dejstvo harmonika, kao i skokovi vrednosti energije sistemamogu da se prikazu na
amplitudno-frekvnetnim i fazno-frekventnim dijagramima oba harmonika.
Na slikama 10.1.1-4 prikazane su amplitudno-frekventne i fazno-frekventne karakteristike
stacionarnog stanja u funkciji od frekvencije Q, =~ za slucaj kada je frekvencija Q, ~ fiksirana.
Amplitudno-frekventne i fazno-frekventne krive su prikazane za spore promene vrednosti frekvencije

Q,,, =100s,1905",200s,2015,210s". Do vrednosti druge frekvencije @, =190(s") amplitudno-

2nm
frekventne krive amplitude prvog harmonika u nm -modu q,, ne menjaju oblik, slika 10.1.1., dok
amplitude drugog harmonika a,,, trpe znatnije promene oblika i povecanje vrednosti, slika 10.1.2. U
oblasti vrednosti frekvencije Q, e [190,210](s‘1) promene amplitudnih, a sinhrono, i faznih karakteristika

oba moda trpe promene oblika, ali kod prvog moda je to mnogo manje izrazeno nego li kod drugog moda,
Sto se lako zakljucuje uporedivanjem dijagrama sa slika 10.1.1 i 10.1.2 odnosno 10.1.3 i 10.1.4. Nakon

prolaska frekvencije spoljasnje sile , = kroz oblast 0,  e[190,210]s™), rezonantnih vrednosti dijagrami
amplitudnih i faznih karakteristika, imaju oblike sli¢ne oblicima na frekvenciji Q, :10()(3*1), samo je

amplitudna karakteristika prvog harmonika malo strmija i njen maksimum je pomeren ka visoj frekvenciji

Doktorska disertacija: DINAMIKA I STABILNOST HIBRIDNIH DINAMICKIH SISTEMA 250
(Dynamics and Stability of Dynamics Hybrid Systems)



10. Numericke simulacije dinamika i dinamickih stanja hibridnih sistema, podsistema i sinhronizacija u njima. Vizuelzacija nelinearnih
fenomena i energijskih transfera.

slicno se desilo i sa dijagramom fazne karakteristike prvog harmonika, dok su amplitudna i fazna
karakteristika drugog harmonika pretrpele znatnije promene i oblika i vrednosti, slike 10.1.2 1 10.1.4.
Naime, pojava novih grana i skokova deSava se samo na dijagramima amplitude drugog harmonika a,,

slika 10.1.2, pri opsegu frekvencija , e[185,201]s"'. Posle izlaska iz rezonantnog opsega amplitudni

odgovor drugog harmonika je pretrpeo promene oblika i vrednosti maksimalnih amplituda, koje su

pomerene ka viSim vrednostima. Dijagrami amplitudnog odgovora a, i faznih odgovora prvog harmonika
ostali su zapravo nepromenjeni. Dijagram amplitudnog odgovora q,, slika 10.1.1, samo je neznatno
zakrivljen na desnu stranu, pri ¢emu su se vrednosti takode neznatno povecale. Dijagram ¢, = f3(anm ),

slika 10.1.3, pretrpeo je male promene oblika, ali je neznatno pomeren ka ve¢im frekvencijama spoljasnje

pobude @, dok je dijagram ¢, = f,(Q,, ), slika 10.1.4, pretrpeo zaokretanje faze za 180, koja posle

Inm
prolaska kroz rezonantnu oblast ima negativne vrednosti, koje su po apsolutnim vrednostima manje nego
li pre rezonantnog prolaska.

U slucaju amplitudno i fazno frekventnih dijagrama oba harmonika, u zavisnosti od frekvencije Q,
spoljaSnje pobude za diskretne vrednosti frekvencije Q, =90s7",100s",1205", slike 10.1.5-8, uocava se

da je pojava amplitudnih i faznih skokova jo§ manje izrazena, a ovo je i zbog toga §to amplitudni i fazni
odgovori sistema gotovo i sami podsecaju na sisteme bez nelinearnosti, naime i ne poseduju izrazenu
zakrivljenost i histerezisne pojave. To samo znaci da za dati izbor parametara, sistema ploc¢a spregnutih

slojem visko-elasti¢nih nelinearnih elemenata, nelinearnost ima jako malo izrazen uticaj.

T E 0 0 ) 0

1nm) za fiksirane vrednosti druge

w00 50 m 50 T T o ™ =0

T 100 150 20 250 3 00 150 20 250 100 150 200 250

:S'lika 10.1.2 Amplitudno-fiekventna kriva drugog harmonika a,, = f,(Q,,. ) za fiksirane vrednosti druge

kruzne frekvencije prinudne sile Q

2nm *

K : Q, = 2005 :
i a, =100}s"] Mzwo[s‘] h 20 " 0, =201} TN a, =210)s"]

[ E * 0 =
H 100 150 E o 0 [ 0 o 00 50 0 El
08 o . ! ;
/ s : ~0s ; o Q,

~———e

Slika 10.1.3 Fazno-frekventna kriva prvog harmonika ¢, = f, (anm) za fiksirane vrednosti druge kruzne

frekvencije prinudne sile Q,,, .
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0, =190}s” . Q, =210s"']
“f, ), o
= Q: 100 oo 150 0 =0

Sltka 10.1.4 Fazno- frekventna kriva drugog harmonika ¢, = f,(Q,,,) za fiksirane vrednosti druge kruzne

frekvencije prinudne sile €2,,, .

—120

N

0

Slika 10.1.5 Amplitudno-frekventna kriva prvog harmonika a,,, = f; (QM) za fiksirane vrednosti prve

kruzne frekvencije prinudne sile €2, .

v H " _ ks
=] e, =100)s”'| ‘ i o =120} '}/
: :
" Qz ! z; . Qz " Qz

S0 0 150 20 %0

Slika 10.1.6 Amplitudno-frekventna kriva drugog harmonika a,,, = f (Qan) za fiksirane vrednosti prve

kruzne frekvencije prinudne sile €2, .

Slika 10.1.7 Fazno-frekventna kriva prvog harmonika ¢, = f,(Q,,.) za fiksirane vrednosti prve kruzne
frekvencije prinudne sile €2, .

13

s £ A
* 0, =100[s] ;
A

00 150 0 i o 0 ]

Slika 10.1.8 Fazno-frekventna kriva drugog harmonika ¢, = f,(Q,,,) za fiksirane vrednosti prve kruzne

frekvencije prinudne sile Q],,m .

Q, =100[s™' | :
1T ’ : T

Slika 10.1.9 Funkcija prvog harmonika T, (Q,9Q,)=3.185-4,(Q,,Q, = const )cos[Q, -1+ 4,(Q,,Q, = const )] U
zavisnosti  od  frekvencije Q,, i za  diskretne  vrednosti  pobudne  frekvencije

Q,,, =100s",18557",19057",201s™',2105 "
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\ﬁ.Q =201fs"']

Slika 10.1.10 Funkcija drugog harmonika T,,(Q,9,)=3.185-4,(Q,,Q, = const)cos|[Q, -1+ $,(Q,,, = const)] U

zavisnosti  od  frekvencije Q,, i za  diskretne  vrednosti  pobudne  frekvencije
Q, =100s",1855",1905",201s7,2105™"-

Slika 10.1.11 Vremenska funkcija prvog moda oscilovanja

T,,(Q,,Q,)=3.185-4,(Q,,Q, = const)cos[Q, -t + $,(Q,,Q, = const)|+3.185-4,(Q,,Q, = const )cos[Q, - + $,(Q,,Q, = const)] U
zavisnosti  od  frekvencije Q,, i za  diskretne  vrednosti  pobudne  frekvencije
Q, =100s",1855",190s™,201s™,2105™".

=] i
é‘m “Im . ’w\ " Tlll Q, :100[6'71] o4

0

::z SRR
| S A

= 5/ m

Slika 10.1.12 Funkcija prvog harmonika Tml(Ql’QZ): 3.185-4,(Q, = cons;,Qz)cos[Qz t+4(Q, = const,Qz)] u

zavisnosti od frekvencije Q, iza diskretne vrednosti pobudne frekvencije ¢ =90s",100s™',120s7".

i @ A

T, f__ _ Q =120['971J
VR e\
_ | o =100]s7] N e
h_—_—Jg— L " . N Q:«»
Slika 10.1.13 Funkcija drugog harmonika T, (€,,9,)=3.185-4,(Q, = const, 2, )eos[Q, -1+ ¢,(Q, = const, 2, )]

u zavisnosti od frekvencije 3, i za diskretne vrednosti pobudne frekvencije ¢
o

0, =90)s"']

=905",1005",1205"

1nm

o :90[5']:"“-\ i oo md] TN

—\

j Al EET S N :
_\j n .
0, 0 - L a

Slika 10.1.14 Vremenska funkcija prvog moda oscilovanja

7,,(Q,,Q,)=3.185-4,(Q, = const,Q,)cos[Q, -1+ 4(Q, = const,Q, )]+3.185-a,(Q, = const,Q, )cos[Q, -1+ 4,(Q, = const,Q,)] U
zavisnosti od frekvencije Q, iza diskretne vrednosti pobudne frekvencije ¢

o =9057,10057,12057"-

Medutim, poznato je, iz dosada izloZene teorije, da se nelinearni odgovor sistema pojacava na primer
smanjenjem prigusenja u sistemu, ili pak povecanjem amplituda spoljasnjih pobuda, pa smo samo radi

potvrde iskazane konstatacije za iste vrednosti parametrima sistema povecali samo amplitudu drugog
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harmonika spoljaSnje pobudne sile (sa P, =534 na p,=1534) i kao odgovor sistema dobili dijagrame
prikazane na slikama 10.1.15-22. Sa tih slika se uocavaju karakteristicne pojave nelinearnog odgovora
sistema u rezonantnoj oblasti, pojava novih nestabilnih grana i novih skokova amplituda i faza, koje se za
jedan harmonik deSavaju na istim frekvencijama.

Na slici 10.1.15, vidi se da amplitudno-frekventna karakteristika prvog harmonika ulazi u rezonantnu

oblast druge frekvencije spoljaSnje pobude za vrednost Q, :2()()({‘), gde se uvidaju znatne promene

oblika u smislu gubljenja nagiba karakteristicnog odgovoru sistema sa tvrdom nelinearnos¢u. Sa daljim

povecanjem vrednosti druge frekvencije prinudne sile q, = :2()2({1) uoCava se pojava novih grana

amplitudno-frekventne karakteristike, i to prvo pojava nove grane na desnoj strani (pri veéim
frekvencijama) ve¢ prisutne osnovne rezonantne grane. Pojava dodatne grane se objasnjava medusobnim
uticajem prvog i drugog harmonika u rezonantnoj oblasti druge frekvencije prinudne sile. Desna, dodatna
grana, amplitude prvog harmonika se nalazi ispod osnovne grane i to njenog nestabilnog dela. Daljim

povecanjem frekvencije (),  nestabilni novostvoreni ogranci prvo se povecavaju, potom se stapaju

2nm
medusobno tako da njihovi stabilni delovi obrazuju novu rezonantnu krivu, a nestabilni se spajaju sa

delom osnovne grane. Nakon spajanja stabilnih ogranaka dodatnih grana za Q >220(s”) sledi

2nm
odvajanje nestabilnih delova spojenih sa osnovnom granom, koji iScezavaju. Posle frekvencije

Q >240(s’1) ostaje amplitudno-frekventna karakteristika prvog harmonika, slicna onoj za vrednosti

2nm

frekvencije prinudne sile Q, <100(s’1). Identicne pojave se deSavaju sa amplitudnim odgovorom

drugog harmonika, slika 10.1.16, samo §to se nakon prolaska kroz rezonantnu oblast amplitudno-
frekventna kriva drugog harmonika a,,, zaokrenula ,navise” za 180° i vrednosti su joj se pomerile

naviSe. Analizom fazno-frekventnih karakteristika harmonika u jednom modu, slike 10.1.17 i 10.1.18,
uocavaju se slicne promene pojave novih grana, koje se stapaju sa osnovnom rezonantnom krivom, kao i
da se fazno-frekventana karakteristika prvog harmonika jako malo menja posle prolaska kroz rezonantnu
oblast druge frekvencije prinudne sile, dok fazno-frekventana karakteristika drugog harmonika ima
znacajnije promene, zaokrenuta je u negativnu oblast, faza se promenila za 180°, dok su njene apsolutne
vrednosti nize nego li pre ulaska u reonantni rezim.

Dakle, u rezonantnoj oblasti druge kruzne frekvencije prinudne sile izrazeniji je uticaj na promenu
oblika amplitudno i fazno-frekventnih karakteristika drugog harmonika.

Na slikama 10.1.19-22 prikazane su amplitudno-frekventne i fazno-frekventne karakteristike

stacionarnog stanja u funkciji od frekvencija (2 za slucaj kada je frekvencija €, =~ fiksirana.

2nm
Amplitudno-frekventne i  fazno-frekventne krive su prikazane za vrednosti frekvencije

Q, =100s"1405"150s",160s",1705™",210s",230s~",2505",270s",280s"'. Tako da se, 1 u ovom slu¢aju, moze

1nm

razmatrati fenomen prolaska kroz rezonantno stanje za razli¢ite vrednosti frekvencija €2, — prinudne sile.

1nm

Do vrednosti prve frekvencije Q, :140({') amplitudno-frekventne krive amplitude prvog

harmonikaa,,, (slika 10.1.19) ne trpe promene, dok amplitudna kriva drugog harmonika u nm -modu i
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a4, (slika 10.1.20) ostaje slicnog oblika sa znatnim smanjenjem vrednosti. Nove grane se pojavljuju za

vrednosti Q >150(s’1). Pojava dodatnih grana se objasnjava medusobnim uticajem prvog i drugog

1nm

harmonika u rezonantnoj oblasti prve frekvencije prinudne sile, koja je udaljena od vrednosti prve kruzne

frekvencije sprezanja p, =108.33(s’1) 1 obuhvata rezonantno podru¢je od Q,, 6[150,270](S_1), dakle
mnogo Siru rezonantnu oblast nego li u sluCaju rezonantne oblasti druge frekvencije Q, e [202,230](5‘1).

Ovako izrazene pojave skokova amplituda i pojava novih grana u oba harmonika zapravo su mnogo
izrazenije, nego li u slucajevima npr. razmatranom u radovima [140-142, 147, 259] i zbog preklapanja
rezonantnih oblasti frekvencija dvofrekventne spoljasnje pobudne sile.

Ogranci novopojavljanih grana koji su blizi osnovnoj grani su nestabilni. Sa poveéanjem vrednosti

frekvencije , ogranci svake grane pojedinacno se medusobno udaljavaju, a grane se medusobno
priblizavaju. Na amplitudno-frekventnoj krivoj za vrednosti frekvencije Q, = 160({1) (slika 10.1.19-22),

uocCava se da su se dodatne grane spojile sa osnovnim granama, a potom se ogranci osnovne grane
razdvajaju i odvajaju od novonastale glavne rezonantne krive. Pri tome, od nestabilnih ogranaka nastala je

donja, takode nestabilna grana, dok je gornja grana nastala od stabilnih ogranaka novostvorenih grana.

Skoro istovetan proces se sa povecanjem Q  odvija i sa amplitudom a,,, drugog harmonika. Nadalje,
sa povecanjem ()  dolazi do sazimanja gornjih nestabilne grane i osnovne grane i do njihovog
is¢ezavanja sa daljim pove¢anjem Q, . Za vrednosti Q > 280(s") na dijagramima se uo¢avaju samo

osnovne grane slicne polaznim. Posle prolaska kroz rezonantnu oblast Q. e [150,270](s’1) osnovna grana

2m
amplitudno-frekventne karakteristike prvog harmonika se ,,pegla“, tj, neznatno se ispravlja. Na faznim
karakteristikama, slike 10.1.20 i 10.1.22, promene su analogne i deSavaju se sinhrono po frekvenciji sa
promenama u amplitudnim odgovorima.

Iz svega izlozenog moze se zakljuciti da je izrazeniji uticaj prvog harmonika na drugi u okolini

razonantne vrednosti prve frekvencije prinudne sile nego $to je uticaj drugog harmonika na prvi u

1nm >

oblasti rezonantne vrednosti druge frekvencije prinudne sile 2 Takode, uticaj prvog harmonika na

D -
drugi je veéi ukoliko je frekvencija prinudne sile u oblasti rezonantne vrednosti prve frekvencije nego li u
oblasti rezonantne vrednosti druge frekvencije.

Uticaj harmonika uocljiviji je sa dijagrama 10.1.9-14 odnosno na slikama 10.1.23-28, koji predstavljaju
oblike harmonika vremenske funkcije gornje ploce posebno i u zbiru u jednom nm obliku oscilovanja,
ovde posmatrano u prvom osnovnom obliku oscilovanja sopstvenih amplitudnih funkcija plo¢a. Dijagrami
sa slika 10.1.9-11odnosno 10.1.23-25 predstavljaju oblik prvog i drugog harmonika posebno, a potom i u
zbiru, $to daje oblik vremenske funkcije gornje ploce, dat opStim izrazom (6.2.54a), odredenog moda

oscilovanja i to u rezonantnoj oblasti druge frekvencije spoljasnje pobude Q, , za njene diskrene

vrednostiQ), =100s",185s7",190s",201s",210s~", na slikama 10.1.9-11, odnosno

2nm

Q, =100s",1705",2005",2025™',2105",2205,2305',240s™" na slikama 10.1.23-25. Posmatrano u

2nm
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trenutku ¢ =1(s) , a u funkciji od Q,  , se vizuelno moZe zakljuciti da oblik prvog harmonika u konacnom

1nm

zbiru biva promenjen i to viSe Sto je frekvencija ), ~bliza rezonantnom regionu. Van tog regiona drugi

harmonik ne utice na konacni oblik vremenske funkcije odredenog moda oscilovanja.

U rezonantnoj oblasti sami oblici vremenskih funkcija, slika 10.1.11 ( 10.1.25), vise li¢e na oblike
prvog harmonika oscilovanja, slika 10.1.9 (10.1.23), koji su neznatno promenjeni dejstvom drugog
harmonika, slika 10.1.10 ( 10.1.24). Isti zaklju¢ak o medudejstvu harmonika moze da se izvuce i sa
dijagrama oblika harmonika i vremenske funkcije gornje ploce, slike 10.1.12-14 (10.1.26-28), u

rezonantnoj oblasti prve frekvencije spoljaSnje pobude Q_, za njene diskretne vrednosti

=90s",100s",120s"( Q. =90s",1005",1205",140s™,1505~",1605s",210s",260s~",280s™") , a u funkciji od

lnm Inm

Q,,,» posmatrano u trenutku ¢ =1 (s)

12

Q, =200[s] «

Slika 10.1. 1 5 Amplztudno frekventna krlva prvog harmomka alnm fl( 1W) za ﬁksiranre vrednosti druge

kruzne frekvencije prinudne sile 2., i povecana vrednost amplitude drugog harmonika spoljasnje
pobude

Q, =100[s'] az 2, =170 uz__.&})ls_l] -
=100 ]
_\/—— ’ :
Q Q o Q

I a Q, :220[3'7'] " a, Q, :225[&'7'] p/ 0 <2 Q, :230[‘94]
:4 % "_‘.___% o o1 J

100 150 100

Slika 10.1.16 Amplltudno frekventna krlva drugog harmomka a,, mr_ fz( ) za fiksirane vrednosti druge

kruzne frekvencije prinudne sile Q,, i poveéana vrednost amplitude drugog harmonika spoljasnje pobude

1 N\,
" 0 ¢1 N\ ’ Y W
“F\ Q, =100s" m =170fs7] -
: | 2 = s -

"0, =220fs J/\\ I / \
— N—

Slika 101 17 Fazno-frekventna kriva prvog harmonika ¢, = fS(anm) za fiksirane vrednosti druge

kruzne frekvencije prinudne sile ,, i povecane vrednosti amplitude drugog harmonika spoljasnje
pobude
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Slika 10.1.18 Fazno-frekventna kriva drugog harmonika ¢, = f,(Q,,.)

kruzne frekvencije prinudne sile Q,, i povecane vrednosti amplitude drugog harmonika spoljasnje

100

50 100

za fiksirane vrednosti druge

150 200

pobude

Slika 10.1.19 Amplitudno-frekventna kriva prvog harmonika a,, = f,(Q,,

) za fiksirane vrednosti prve

kruzne firekvencije prinudne sile €2, i povecane vrednosti amplitude drugog harmonika spoljasnje

0 150 0 %0

pobude
1 =140 3 /- - / oo =160
o i ol g i :.:\ o 30 o
\u o T oo o - -
" ” ” = " ”” Ty " o ” a, .
o =20"] i ¢
0 S % i E 0 g - o = - r o TR ]

Siika 10.1.20 Amplititmdno—frekventna kriva drugog harmonika dznm = 1.(Q,,,) za fiksirane vrednosti prve

kruzne frekvencije prinudne sile €2,,, i povecane vrednosti amplitude drugog harmonika spoljasnje

pobude.
Ovde je sprovedena samo kvalitativna analiza pojave prolaska kroz rezonantno stanje i interakcije

harmonika u jednom modu oscilovanja proucavanog sistema, i to u izabranom slu¢aju nehomogenosti tog
sistema. Jasno je da bilo kakva generalizacija u smislu uticaja harmonika ili oblika amplitudno-frekventnih
karakteristika u drugim slucajevima sistema ne bi mogla da se kvantitativno uopsti, evidentno je samo da
¢e kvalitativno sigurno postojati interakcija izmedu harmonika, S$to je uostalom i opSte svojstvo
nelinearnosti sistema. Bilo kakvo kvantitativno uopstavanje bilo bi moguce izvesti samo §irom uporedbom
rezultata za razliCite odnose parametara sistema, mada bi i u tom slucaju bilo teSko do¢i do opstijih
rezultat s obzirom da bi se raspravljalo na polju viSedimenzionih bifurkacija, jer sama reSenja zavise od
veceg broja kako parametara sistema tako i parametara sprezanja. [z tabele 10.1 zakljucuje se da promena
jednog parametra sistema uslovljava promene i drugih parametara sistema, pa bi zapravo dalja analiza
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ovakvih sistema iziskivala bifurkacionu analizu, §to bi moglo biti jo$ jedno otvoreno i korisno polje nekih

narednih istrazivanja.

. Q, =100)s"] i w uh
4o =140fs7] o =150 o 4 o -6 o 0 =170s"] 9

/ /- Ty
: S = <
T~ T~ T T 5

oo =210 \ o° Q, =230]s"'] Voot =t s _\ ) "va

“os ‘ 0s : “os /' 05 “0s
-1
. Y W0 =270fs

Slika 10.1.21 Fazno-frekventna kriva prvog harmonika ¢, = f,(Q,, ) za fiksirane vrednosti prve kruzne

frekvencije prinudne sile €., i povecane vrednosti amplitude drugog harmonika spoljasnje pobude.

Q, =250)s”'|

J

Slika 10.1.22 Fazno-frekventna kriva drugog harmonika ¢, = f,(Q,, ) za fiksirane vrednosti prve

kruzne frekvencije prinudne sile €2, i povecane vrednosti amplitude drugog harmonika spoljasnje
pobude

Q, :1001‘{1] T

Slika 10.1.23 Funkcija prvog harmonika T T, (2,9,)=3.1854,(Q,,Q, = const)cos[Q, -1 + (2,2, = const )] u

zavisnosti od  frekvencije Q.. i za diskretne vrednosti  pobudne  frekvencije
Q.= 100571,170s7",20057",2025s7",2105™",22057",23057",24057" -
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fenomena i energijskih transfera.

10. Numericke simulacije dinamika i dinamickih stanja hibridnih sistema, podsistema i sinhronizacija u njima. Vizuelzacija nelinearnih

af 12
T,

Q, =202]s™']

N

Q, =200[s7]

— <

= o3
LT
“0s
T,

Q, =230[s7'|

Slika 10.1.24 Funkcija drugog harmonika T
zavisnosti

od  frekvencije Q

Lnm

diskretne
Q,, =100s",170s"',20057",2025~',2105™",2205~',2305™",240 5"

1, (Q,,9,)=3.185-4,(Q,.Q, = const)cos[Q, -1 + ¢, (Q,,Q, = const)| U
i za vrednosti  pobudne  frekvencije
W Q=202
‘.\', Qe

oF

£, = 24005

Slika 10.1.25 Vremenska funkcija prvog moda OScilévanja

W 50

7,,(Q,,Q,)=3.185-4,(Q,,Q, = const )cos[Q, -t + 4,(Q,,Q, = const)|+3.185-4,(Q,,Q, = const )cos|Q, -1 + 4,(Q,,Q, = const )|
u  zavisnosti od  frekvencije Q,, I za diskretne vrednosti pobudne  frekvencije
Q,,  =100s",170s",200s",20257",21057",2205~",2305",2405"
4T||| Q, :90[541 \ T, Q=10 SAJ héTm /\ S \ Lin /\
- R : u- e o =150l S
0s 1 Q, : = L q, ] .
. wsf o Q =140)s” : ‘ Hle
h‘\j Q, S 0] A \P\J _ i
' —_—— T Oy T pg—
”‘hl ”;Tl.. Q,
Q, =160[s"] \ Q, =210]s" :

[V
zavisnosti  od  frekvencije Q

2nm l za

diskretne
Q,,, =90s7",100s",12057'14057,15057",160s™",2105™",260s™",2805™"

Q, = 2605

Slika 10.1.26 Funkcija prvog harmonika T, (Q],QZ); 3.185-4,(Q

= const,Q, )cos[Q, -1+ 4,(Q, = const,Q, )] U

vrednosti  pobudne  frekvencije
Q' =90[s™ Q) - , 12 i Qz - 112 /-*
wf2 l ] ) o T @, :IOO[{] - /u” Q, :1501‘9 IJ 3
A o, =1 ; 4 \
o o, E—]
Q, :160[5"}' "‘* @ =210 : 0, =260)s"'| @, =230}s"] :

Slika 10.1.27 Funkcija drugog harmonika T, (@Q,.Q,
u  zavisnosti od  frekvencije

Q

2nm ! za
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)=3.185-4,(Q, = const,Q, )COS[Q2 1+ ¢,(Q, = const,Q, )]
diskretne
Q,,, =90s7",100s",12057'14057,15057",160s™",2105™",260s™",2805™"

vrednosti  pobudne  frekvencije
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4 f T

_ Q, =120[s""

Q, =280)s']

i
\

Slika 10.1.28 Vremenska funkcija prvog moda oscilovdnja
7,,(Q,,Q,)=3.185-4,(Q, = const,Q, )cos[Q, -1+ ¢,(Q, = const,Q, )|+3.185-a,(Q, = const,Q, )cos[Q, -t + ¢ (Q, = const,Q, )

u  zavisnosti od  frekvencije i za diskretne vrednosti  pobudne  frekvencije

2nm

Q,, =90s",100s",1205"1405",1505™",1605s™',2105,2605™',2805 "

Pre nego predemo na analizu nestacionarnog stanja konstatuje se da su dijagrami, slike 10.1.11, 10.1.14,
10.1.25,10.1.28, oblika vremenskih funkcija za diskretne vrednosti frekvencija spoljaSnje pobude, iz
rezonantnih oblasti prve ili druge frekvencije sprezanja sistema, dati i radi analize energijskih transfera u
stacionarnom rezimu. Iz izvedene analize energija sistema kruznih ploca spregnutih slojem visko-
elasticnih nelinearnih elemenata, u poglavlju 6.2.4, jasno je da svi izrazi za redukovane vrednosti

potencijalnih energija plo¢a kao i medusloja zavise od vremenskih funkcija Ty (t), i=12 transverzalnih
oscilacija sistema ploca, koje imaju oblike (6.2.54a i b), gde su amplitude g, (1) i faze
®,, ()=, +4¢,,(¢) nepoznate funkcije vremena, koje smo odredili u prvoj aproksimaciji i dobili sistem

diferencijalnih jednacina prvog reda oblika (3.4.20 a, b, ¢, d), koji nema reSenje u zatvorenom obliku, pa
smo ga reSavali numericki u stacionarnom rezimu oscilovanja sistema i dobili karakteristi¢ne amplitudno i
fazno frekventne krive vremenskih harmonika. Jasno je da sve promene koje se desavaju sa amplitudama

s\ (t) harmonika dvofrekventnih procesa vremenskih funkcija, kao i fazama Dy (£) pri stacionarnom

prolasku kroz rezonanatno stanje jedne ili druge frekvencije spoljasnje pobudne sile, u smislu
karakteristicnih amplitudnih ili faznih skokova, u smeru porasta ili opadanja spoljasnjih frekvencija to ¢e
se desavati 1 sa oblicima potencijalnih energija sistema, kao i podsistema. 1z izraza za energije zakljucuje
se da je za krajnje rezultate potrebno imati i oblike vremenskih funkcija donje ploce jer svi izrazi, osim
potencijalnih energija samih ploc¢a, zavise i od jednog i od drugog oblika vremenskih funkcija. Npr. izraz
za redukovanu vrednost potencijalne energije elasticnog sloja (6.2.52¢) zavisi od kvadrata vrednosti
razlike vremenske funkcije druge i prve ploce. U tom smislu tacne vrednosti potrebne energije i prenosa
energije u ovakvim hibridnim sistemima mogle bi sa izraCunati prikazanom analizom na razli¢itim

frekvencijama prinudnih spoljasnjih sila.
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10.2. Prolazak kroz rezonantni reZim u nestacionarnom reZimu oscilovanja

Za nestacionarni slu¢aj potrebno je, za zadatu promenu kruznih frekvencija spoljasnje sile €2, (f ),
numericki integraliti sistem (4.4.1) diferencijalnih jednac¢ina prve aproksimacije, Sto ¢e ovde biti ucinjeno
primenom numericke metode Runge-Kutta IV reda i racunarskog programa MathCAD. Kao rezultat na
slikama 10.2.1 a) i b) prikazane su amplitudno-frekventne krive prvog harmonika u jednom modu
oscilovanja u funkciji promene, a u smeru porasta ili opadanja, frekvencija spoljasnje sile. Posmatrace se

slucajevi linearne promene €2, (t)=0, +ar, pri ¢emu za a >0 kruZzne frekvencije rastu, a za a <0 opadaju.

Za male apsolutne vrednosti « dobijaju se krive koje su sasvim bliske krivim stacionarnog rezonantnog
stanja. Videce se da, pri prolasku kroz rezonantno stanje, sustinski uticaj na amplitudno-frekventne krive
pokazuje brzina promene frekvencija spoljasnje sile. Pri njenom povecanju maksimumi amplituda se
snizavaju, a ,,08trina” prvog maksimuma se umanjuje. Posle postizanja maksimuma uoc¢ava se pojava
nekoliko maksimuma manjih veli¢ina, pri ¢emu, $to se brze ostvaruje promena frekvencija spoljasnje sile
to se oni izraZenije uocavaju. Prvi maksimumi amplituda su manji po apsolutnim vrednostima ukoliko je
brza promena frekvencija, tj. ukoliko je prolaz kroz rezonantnu oblast izveden brze, a takode se uocava da
su pomereni ka viSim frekvencijama u smeru porasta frekvencije spoljasnje pobude, slika 10.2.1 b),
odnosno ka nizim frekvencijama u smeru opadanja frekvencije spoljaSnje pobude, slika 10.2 1.a).

Kako pri stacionarnom rezimu u sistemu uoc¢avamo skokove amplituda, to pri prolasku kroz rezonantno
stanje kruznih frekvencija spoljas$nje prinude u nestacionarnom rezimiu, takode, uocavaju se nagle
promene amplituda, izrazitije za brzi prolazak kroz rezonantno stanje, $to se u smeru opadanja frekvencije
spoljasnje sile vidi na slici 10.2.1 a), crvena isprekidana linija, a u smeru porasta frekvencije spoljasnje
sile na slici 10.2.1 b), zelena isprekidana linija.

Maksimumi amplituda se ne pojavljuju u momentima poklapanja kruznih frekvencija spoljasnje
sile sa sopstvenim frekvencijama sprezanja sistema nego kasnije ili ranije, Sto opet zavisi od brzina
promena kruznih frekvencija prinudne sile, karaktera nelinearnosti u sistemu, a takode i od smera porast-
opadanje kruznih frekvencija spoljasnje sile.

Na dijagramima 10.2.1 ljubi¢astom linijjom su predstavljeni delovi osnovne rezonantne krive

amplitudnog odgovora prvog harmonika «,,, = f (Q,,,m) u zavisnosti od frekvencije Q  , koja je u celosti

prikazana na dijagramu 10.2.2., gde su takode strelicama prikazani i amplitudni skokovi u smeru porasta
frekvencije i smeru njenog opadanja. Isprekidanom linijom, izmedu tataka 4 i C prikazan je deo
rezonantne krive koji je nestabilan. Skeletna kriva je zakrivljena na desno, $to nas podseca na ¢injenicu da
je odnos parametara sistema takav da se on ponasa kao nelinearni sistem opisan Duffing-ovom
nelinearnos§cu treceg stepena sa tvrdom karakteristikom, pozitivne vrednosti ispred kubnog ¢lana. U smeru
porasta frekvencije spoljasnje pobude vrednost amplitude raste prate¢i plavu liniju do tatke C, gde ima
iznenadni skok na manju vrednost u tacku D, a potom daljim porastom frekvencije nastavlja da prati
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osnovnu krivu. U suprotnom smeru, pri opadanju frekvencije vrednost amplitude isprva je manja i prati
crvene strelice do tacke A4, mesta gde postoji vertikalna tangenta glavne rezonantne krive, i tu ima skok

na visu vrednost do tacke B, a potom se krece niz glavnu rezonantnu krivu.

T | T 13 L T T
(I B ; e
1 Q =140-20¢ 1 3
_________ S .B - 3 Q, =170 +20z
PO O L Tl = H -
ud'm#‘w“-tu"‘u \:',,_-!'\.-u—..--'—‘ s
- R St | - - : -
a, .____..--""Q1:140—10t v i a, ‘ sesceccececcrceccans

....... -, - ‘\:
- - 1 ®§®T 3§ = eeeeccccscccccccscea
0, =140-5t A
i T C Q =170+5 | ]
o Des
a) b)
1 I 1 [ B 1
130 Q ; 142 170 Q 150

Slika 10.2.1 Amplitudno-frekventna kriva prvog harmonika a,,, = f (le) za fiksirane vrednosti druge
kruzne frekvencije prinudne sile €,,, = 360(S 71) i tri razlicite brzine prolaska kroz rezonantnu oblast: a) u
=140 -5¢, Q,, =140 -10¢ i Q, =140 —15¢; b)
u smeru porasta kruzne frekvencije spoljasnje sile: Q, =170 +5t, Q, =170+10z 1 Q, =170 +20¢;

smeru opadanja kruzne frekvencije spoljasnje sile: Q

1nm

1nm 1nm

Analiza u nestacionarnom rezimu nadalje moze da se izvede ispitujuci oblik harmonika jednog
nm moda vremenske funkcije gornje i donje ploce, ovde ¢e biti prikazani dijagrami samo za gornju plocu.
U tom smislu bice dati komentari koji se odnose na promenu vrednosti energija sistema, koje direktno
zavise od vrednosti vremenskih funkcija i njihovih izvoda, kao $to smo to ve¢ videli u prethodnom i 6.2.4.

poglavlju.

Slika 10.2.2 Amplitudno-frekventna kriva prvog harmonika a,,, = f (le) sa karakteristicnim

skokovima amplitude u smeru porasta frekvencije spoljasnje prinude (plave strelice) i u smeru opadanja
(crvene strelice) koje prikazuju karakteristicnu pojavu histerezisa u nelinearnim sistemima.

Na dijagramima 10.2.3 prikazane su vremenske funkcije prvog harmonika oblika

7,,(Q,,Q,)=3.185-4,(Q,,Q, = const )cos|Q,,.(t)-t + ¢,(Q,,Q, = const)), i to za slucaj kada zavise od frekvencije

Q,, slika 10.2.3 a), i u zavisnosti od vremena ¢, slika 10.2.3 b). Ovde al(Ql,Qz=const) i

Doktorska disertacija: DINAMIKA I STABILNOST HIBRIDNIH DINAMICKIH SISTEMA 262
(Dynamics and Stability of Dynamics Hybrid Systems)



@ (QI,Q2 = const) predstavljaju numericka reSenja sistema diferencijalnih jednacina (4.4.1) u
nestacionarnim uslovima za linernu promenu Ql(t) =Q,, + ot za trirazliCite vrednosti 4 = 5[5*1], o= 10[5‘] 1
a=20[s"']- U svakom posmatranom slu¢aju uzima se da je Q, ()=, (¢). Vrednost frekvencije Q  uzima

se sa osnovne rezonantne krive odakle pratimo skokove amplituda i faza.

Na slici 10.2.4 prikazani su dijagrami vremenskih funkcija prve ploce, prvog moda oscilovanja, u
nestacionarnim uslovima, u zavisnosti od frekvencije €2, slika 10.2.4 a), i od vremena, slika 10.2.4 b),
gde su na vrednosti prvog harmonika dodate i vrednosti drugog harmonika oblika:

T,,(Q,,Q,)=3.185-4,(Q,,Q, = const )cos|[Q, -1+ 4,(Q,,Q, = const)].

172 175.6 179.2 182.8 186.4

Slika 10.2.3 Funkcije prvog harmonika oblika

7,,(Q,,Q,)=3.185-4,(Q,,Q, = const)cos[Q,,. (t)-t + #,(Q,,Q, = const)|, u  smeru  porasta  kruzne
frekvencije spoljasnje sile:Q, ~=170+5¢ plava puna linija, Q, =170+10t crvena tackasta linija i
anm

za vrednost Q, = 360[{1]

Inm

=170 + 20¢ zelena isprekidana linija. a)u zavisnosti od frekvencije ;b) u zavisnosti od vremena t, a

2 T T T T 2 T T T T

T,(Q.0)

-+

4
172 175.6 179.2 182.8 186.4 190 4

Slika 10.2.4 Vremenska funkcija gornje ploce oblika
7,(Q,,Q,)=3.185-4,(Q,,Q, = const )cos[Q,,. (t)- 1 + 4,(Q,,Q, = const )| +3.185 - 4,(Q,,Q, = const )cos[Q, -1 + $,(Q,,Q, = const )], U
smeru porasta kruzne frekvencije spoljasnje sile: Q3 =170 + 5t plava puna linija, Q, =170+10t crvena

tackasta linija i Q, =170 + 20t zelena isprekidana linija. a)u zavisnosti od frekvencije ;b) u zavisnosti od

1nm

vremena t, a za vrednost (3, = 360[3*1]

Uporeduju¢i dijagrame sa slika 10.2.3 i 10.2.4 uo¢avamo neznatnu razliku vrednosti, §to samo govori u
prilog Cinjenici da drugi harmonik neznatno uti¢e na prvi za izabrane vrednosti parametara, kao Sto je to
bio slucaj i u stacionarnom rezimu. Kako redukovana vrednost potencijalne energije, koju u sistem unosi
gornja ploc¢a, zavisi od kvadrata vrednosti vremenske funkcije odgovaraju¢eg moda oscilovanja, to
dijagrami na slikama 10.2.5 prikazuju te vrednosti.

Sa slika 10.2.3-5 uocava se da je zelena isprekidana kriva sa najveé¢im vrednostima da ima prvi skok koji
je pomeren ka veé¢im frekvencijama i da je njen pik zaobljeniji u odnosu na ostale dve krive, §to je sve u
saglasnosti sa zaklju¢cima koje smo doneli za amplitudnu krivu prvog harmonika. Sa druge strane
spoljaSnja pobudna sila, ukoliko ima frekvenciju koja se menja veéom brzinom odaje sistemu vecu
koli¢inu energije, pa i vrednosti energije pri brzim prolazima kroz rezonantnu oblast imaju vece vrednosti

i skokove, koji su pomereni ka ve¢im vrednostima u smeru porasta frekvencije. Analogno se zakljucuje i
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dobijaju se rezultati i u smeru opadanja frekvencije spoljasnje sile koja se menja razli¢itim brzinama, ali ti
dijagrami ovde nisu predstavljeni delom i zbog toga §to u potpunosti podsecaju na predstavljene samo su
vrednosti na njima manje, jer se skokovi amplituda deSavaju na nizim frekvencijama i pri manjim
vrednostima amplituda, pri veéim brzinama prolaska kroz rezonantnu oblast skokovi su pomereni ka vi§im
vrednostima frekvencija i imaju vece vrednosti. Sto se ti¢e dijagrama koji pokazuju zavisnost od vremena

prikazani na datim slikama pod b), interval vremena je jako mali ¢ _=0.4[s], jer u ve¢im intervalima

max

vremena sama reSenja prve asimptotske aproksimacije ne daju dobre rezultate.

3 -

73(Q,,1)

67

Q

172 175.6 179.2 182.8 186.4 190

e
3

0

0.4 0.5

Slika 10.2.5 Kvadrati vrednosti vremenske funkcije gornje ploce, u smeru porasta kruzne frekvencije
spoljasnje sile:Q, =170+ 5¢ plava puna linija, Q, =170+10¢t crvena tackasta linijja i Q, =170+ 20t

zelena isprekidana linija. a) u zavisnosti od frekvencije; b) u zavisnosti od vremena t, a za vrednost
Q, =360[s"']

Videli smo u poglavlju 6.2.4 da redukovane vrednosti kinetickih energija ploc¢a i kinetiCke energije
sprezuceg sloja, kao i redukovana Rayleigh-eva funkcija rasipanja zavise od prvih vremenskih izvoda
vremenskih funkcija obe plo¢e i njihovih kvadrata. Zato ¢e se, na narednim dijagramima, slike 10.2.6 i
10.2.7, prikazati oblikci izvoda po vremenu vremenske funkcije gornje ploce i vrednost njihovih kvadrata,

$to nam moze dati vizuelnu predstavu promena kineticke energije i funkcije rasipanja u sistemu.

100.07

dr1,(Q,,1)
dt
00.07 [~ — -300.07

y Q

1 1 1 1
72 175.6 179.2 182.8 186.4 190

dTl](Ql’tjom i
dt

1 I
700.2
1

0.3 0.4 0.5
Slika 10.2.6 Izvod po vremenu vremenske funkcije gornje ploce, u smeru porasta kruzne frekvencije

spoljasnje sile: ~=170+5 plava puna linija, Q, =170+10¢t crvena tackasta linija i Q, =170+ 20t

zelena isprekidana linija, a za vrednost Q, :360[{1]. a) u zavisnosti od frekvencije ;b) u zavisnosti od
vremena .

~700.2
0

Vecu kineticku energiju sistemu odaje spoljasnja sila koja brze prolazi kroz rezonantnu oblast i ona ima
skokove, kao i amplitudne i fazne krive u nestacionarnom rezimu, koji su u smeru porasta frekvencje
pomereni ka viSim vrednostima frekvencija i imaju vece vrednosti sa zaobljenijim pikovima. U vremenu
su posle prvog najveceg skoka uocljivi i sve nizi i nizi naredni skokovi, ¢iji je broj veéi kod brzih prolaza
kroz rezonantnu oblast. Frekvencija drugog moda spoljasnje pobude je Q, :360[{‘], sa vredno$¢éu van

rezonantnih. Medutim, kada izaberemo neku od vrednosti unutar rezonantnog opsega Q,,. € [202,230](s’1),
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475-10°

T

gde se pojavljuju nove grane amplitudnih i faznih odgovora sistema, dijagrami vremenskih funkcija i
njihovih izvoda kao i kvadrati tih funkcija imac¢e drugacije oblike, slike 10.2.8-11.

T

T

T

spoljasnje sile: Q)

Q, =210[s"|

spoljasnje sile: Q)

vremena t

4.75-105 T T T T
317100 F 7 517.10°
22 2
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Slika 10.2.7 Kvadrati vrednosti izvoda po vremenu vremenske funkcije gornje ploce, u smeru porasta

kruzne frekvencije spoljasnje sile: ¢
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crvena tackasta linjja i Q, =170+ 20t zelena isprekidana linija. a) u zavisnosti od frekvencije ;b) u
zavisnosti od vremena t, za vrednost Q, = 210[3*1]
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Slika 10.2.9 Kvadrati vrednosti vremenske funkcije gornje ploce, u smeru porasta kruzne frekvencije
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Slika 10.2.10 Izvod po vremenu vremenske funkcije gornje ploce, u smeru porasta kruzne frekvencije
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Slika 10.2.11 Kvadrati vrednosti izvoda po vremenu vremenske funkcije gornje ploce, u smeru porasta
kruzne frekvencije spoljasnje sile: Q. =170+ 5¢ plava puna linija, Q, =170 +10¢ crvena tackasta linija

i Q, =170+20¢ zelena isprekidana linija, a za vrednost Q, :210[{1]. a) u zavisnosti od frekvencije ;b) u

zavisnosti od vremena t
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Uporeduju¢i dijagrame sa slika 10.2.5 i 10.2.9 uocava se da kvadrati vremenskih funkcija, od kojih
direktno zavise vrednosti potencijalnih energija u ovom slucaju gornje ploce sistema, na frekvenciji

Q, :210[{1] imaju vece vrednosti na Sirem opsegu frekvencija. Dok se sa dijagrama 10.2.7 i 10.2.11

uocava da su kvadrat vremenskih izvoda vremenskih funkcija gornje ploce u rezonantnoj oblasti veéih
vrednosti kao i da se te vrednosti zadrzavaju u Sirem opsegu frekvencija spoljasnje pobude. Ova analiza
numerickih rezultat ukazuje na ¢injenicu o energetskom transferu u oblasti rezonantnih vrednosti, gde se
vrednosti kinetickih i potencijalnih energija kontinualnih podsistema poveéavaju u odnosu na iste van
rezonantnog opsega frekvencija spoljasnje pobude. O energiji sprezanja ovde nije bilo reci, jer ovde nije
sprovedena numericka analiza za donju plo¢u. Vrednosti potencijalne energije sprezanja usled Ciste
interakcije preko sprezuceg sloja (6.2.51¢) zavisi od proizvoda vremenskih funkcija gornje i donje ploce, a
vrednosti Rayleigh-eve funkcije rasipanja, usled Ciste interakcije izmedu ploca izazvana visko-elasti¢nim

slojem (6.2.53c¢), zavise od proizvoda vremenskih izvoda vremenskih funkcija gornje i donja ploce.

10.3. Numericke simulacije sinhronizacija podsistema u hibridnom sistemu ploca

spregnutih visko-elasticnim nelinearnim slojem.

Primer hibridnih sistema, koji je izabran za numericke simulacije u ovom poglavlju, je najslozeniji
model hibridnih sistema prikazan u ovom radu. On u sebi sadrzi spregnuti uticaj statiCkog sprezanja
oprugama, nelinearnosti , prigusenja i prinudnih sila. Zato ¢e se u smislu pojave sinhronizacije ispitati ovaj
sistem. Proucili su se, u prethodna dva potpoglavlja, uticaji promene frekvencije prinudnih sila na pojave
izrazene u osnovnim rezonantnim oblastima dvofrekventnog rezima oscilovanja u jednom nm modu
sopstvenih amplitudnih oblika ploca, i to u smislu stacionarnog i nestacionarnog prolaska sistema kroz te
oblasti dinamickih rezima. ReSenja koja su dobijena u prvoj asimptotskoj aproksimaciji vaze za mali
interval vremena i kao takva mogu se smatrati prihvatljivim samo u smislu lokalnog proucavanja kretanja

sistema. Sa druge strane, videli smo u sedmom poglavlju da je sinhronizacija pojava koja je vezana za
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globalno ponasanje dinamike sistema, tj. pojava koja se prati u duzem vremenskom periodu i koja ne mora
biti izrazena u nekom periodu vremena, a u nekom drugom periodu se uocava, ili se uspostavlja. ReSenja
prve aproksimacije mogu eventualno dati potreban kriterijum za pojavu sinhronizacije, ali nikako i
dovoljne uslove da se u odnosu na promenu parametara sistema ona i ostvari. Zato se, nadalje u ovom
poglavlju, daju rezultati numericke analize spregnutog sistema diferencijalnih nelinearnih jednacina
(3.4.16) u smislu moguce sinhronizacije sa promenom parametara sprezanja i vrednosti amplituda i

frekvencija prinudnih sila. Sistem (3.4.16) se zapisuje u slede¢em bezdimenzionom obliku:

Tiy(t)- 25(1)(T(2)(t)— T(l)(t))+ @ T ()= agy Ty (1) - B [T(z)(t)— T(l)(t)]3 = hy, cOs[Q,1 + ¢, |+ hyy cos[Qu1 + 6, |

f(z)(t)"' 25(2)(];(2)0)_ T(l)(t))+ w(ZZ)T(z)(t)_ a(zz)T(l)(t)+ ﬁz [T(z)(t)_ T(l)(t):F = _Em COS[Qlt + ¢1]_ EJZ COS[ta + ¢2] (1 0.3. 1)
gde se koriste ve¢ usvojene oznake i uvode oznake 7 - B N0w,,) 22 koeficijente uticaja nelinarnosti

gornje i donje ploCe, smatraju¢i pri tome da spoljasnje pobude jesu obe dvofrekventni proces oblika
(3.4.11), samo suprotnih smerova.

U sedmom poglavlju pokazano je da je sinhronizacija u sistemima sa nelinearnostima, koji pri tome nisu
istovetni, jako tesko ostvarljiva. Zato se ovde posmatra homogeni hibridni sistem dve ploce, tj. sistem dve
ploCe istih geometrijskih i materijalnih karakteristika, gde su samim tim i odgovarajuéi koeficijenti u

jedna¢inama (10.3.1) istovetni, odnosno: 81y =6a)s @) =@l a(ﬁ) =a(22), kao i ﬁl = ﬁz. Kako su prinude

suprotnih smerova to se oCekuje da su podsistemi asinhroni, a ne sinhroni. Menjaju¢i koeficijente u
jednacinama (10.3.1) u izabranim intervalima ispitivana su numericka reSenja ovog sistema u smislu:

- Atraktora sinhronizacije,

- greske sinhronizacije (7.2.22), potpune za T)(t)=T,(t), $to predstavlja dijagonalu prvog i treceg
kvandranta u ravni (T1 , T, 2) i

- apsolutne razlike samih reSenja podsistema u obliku:
k,(¢)=|1; -1, (10.3.2)

Sa stanovista hibridnih sistema iz poglavlja 3, sistem jednacina (10.3.1) predstavlja dinamiku dva linearna
oscilatora sa periodi¢kim prinudama spregnuta prigusnicom i statiCkom nelinarnom spregom, a ovde to
predstavlja domen vremenskih funkcija jednog nm oblika transverzalnih oscilacija tacaka srednjih ravni
ploca spregnutih slojem viskoelasti¢nih nelinearnih elemenata. Posmatrace se kako koeficijenti priguSenja,
nelinearnosti i statiCke sprege uti¢u na mogucénost sinhronizacije ovakvih sistema. Pri tome, jasno je da,

ukoliko su pobude istih amplituda s, =4, , i svi ostali parametri podsistema identi¢ni, onda se radi o
sinhronizaciji identi¢nih podsistema. U slu¢aju da spoljasnje pobude predstavljaju jednofrekventne
harmonijske procese ( ©, =0 i h, = h,, = 0) menjace se vrednosti koeficijenata sprege i ispitati mogucnost

sinhronizacije.
Za slucaju da oba podsistema imaju iste pocetne otklone i brzine, identicka sinhronizacija moguca za sve
vrednosti parametara sprege, to se u ovakvim homogenim hibridnim sistemima, za bilo koju vrednost

koeficijenta statickog &? =7, sprezanja, dobijaju greske asinhronizacije i vrednost razlike vremenskih

funkcija obe ploce jednake nuli. To zapravo znaci da su oblici oscilovanja gornje i donje ploce sve vreme
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kretanja suprotnih smerova. U ravnima (7;,7,) i (TI,TZ) dobijaju se prikazane dijagonale drugog i Cetvrtog
kvandranta, na slici 10.3.1., $to je i1 bilo prirodno ocekivati, jer su pobude suprotnih smerova, odnosno
zadovoljeni su uslovi —7/(f)=T,(r) za sve vreme oscilovanja podsistema. Medutim, ako sisteme u
pocetnom trenutku pustimo iz vrlo bliskih polozaja i bez pocetnih brzina tj.
T,(1)=0,T,(t)= 0.2, 7,()=7,(t)=0, sinhronizacija nije moguca, ali je prisutan atraktor asinhronizacije
karakteristicnog oblika, slika 10.3.2 a). Na slici 10.3.2 b) prikazan je slican oblikom atraktor
asinhronizacije, samo su promenjeni po&etni uslovi 7;(r)=0.3,;7,(t)=0.2,T,(:)=T,()=0, pa je i atraktor
promenio dimenzije. Ovakav atraktor asinhronizacije koegzistira za odredene bazene atrakcije pocetnih
uslova i, shodno tome, ima karakteristi¢ne razliCite oblike. Bazeni atrakcije nisu ovde izucavani, ali na
bazi ovakvih numeric¢kih proracuna moguce ih je i konstruisati, ovde je samo konstatovano da postoje, a
kakvih su oblika i kakve su im granice nije jo§ poznato, ali ostaje kao jos jedno interesantno i otvoreno
pitanje u oblasti sinhronizacije hibridnih sistema sa nelinearnostima. Atraktor asinhronizacije je promenio

dimenzije ali greSka sinhronizacije ne menja oblik niti vrednosti, dijagrami Z(t) na slikama 10.3.2 a) i b).

Slika 10.3.1 Potpuna asinhronizacija u sistemu dve ploce spregnute slojem visko-elasticnih nelinearnih
elemenata sa prinudama razlicitih smerova istih intenziteta za T, (t) =0, T1 (1) =0,T7, (t) =0,7T, (t) =0,
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Slika 10.3.2 Karakteristicni atraktori asinhronizacije u sistemu vremenskih funkcija oscilovanja dve ploce
spregnute slojem visko-elasticnih nelinearnih elemenata sa prinudama istih amplituda za razlicite pocetne

uslove i a(zi) =1.23 i 5, =5, =025 @) T,(:)=0,T,(t) = 0.2, 1,(t) = T,(r) = 0+ b)
1,(1)=03:Ty(t)=02,7,(r)=7,(1)=0
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Vrednost greske asinhronizacije i oblik atraktora asinhronizacije se moZe izmeniti promenom
koeficijenata sprezanja. Pri tome najveci uticaj na promenu oblika atraktora asinhronizacije i vrednosti

greSke sinhronizacije i funkcije f (/) ima promena koeficijenta priguSenja i koeficijenta statiCkog

sprezanja. Oblik karakteristicnog atraktora za odredeni odnos parametara statickog sprezanja i koeficijenta

prigusenja sprege, koji je manji nego li u prethodnom slu¢aju, na primer za a (=123 i 8y =6 =
slika 10.3.3.a), ostaje isti samo se menjaju vrednosti greska asinhronizacije i vrednost k_(¢), koje imaju
vece apsolutne vrednosti pogotovo na pocetku ( do vremena ¢ =20s ), nego li u slucaju Oy =) =0.25

sa slike 10.3.2 b). Na vrednost greske sinhronizacije viSe uti¢e promena koeficijenta statickog sprezanja

podsistema, kao §to se moze uociti sa slike 10.3.3 b) za vrednosti a =351 8y =6 =0.1, gde su se

vrednosti amplitude greske sinhronizacije skoro prepolovile.
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Slika 10.3.3 Karakteristicni atraktori asinhronizacije, greska sinhronizacije i funkcija k, (t) u sistemu
vremenskih funkcija oscilovanja dve ploce spregnute slojem visko-elasticnih nelinearnih elemenata sa
prinudama istih amplituda za pocetne usloveT,()= 0.3, T,(t)= 0.2, T,(t)= T,(c) = 0 i vrednosti a) a(zl.) =1.23

i 5(1) :5(2) :01, b) a(Zl) = 3.5 1 5(1) :5(2) :Ol

Dijagrami sinhronizacije u ravni (7;,7,) podsecaju na Lissajous-e krive, [238] koje se dobijaju u
parametarskoj ravni (x, y) , kao rezultat slaganja asinhronih ortogonalnih oscilacija sa faznom razlikom &
oblika:

x = Acos(t+6),

y:Bcos(a)zz). (10.3.3)
Oblik krivih je jako zavistan od odnosa vrednosti frekvencija o, /w, . Kada je taj odnos jednak jedinici
oblik krive je elipsa, sa specijalnim slucajevima kada je 4=B i § = /2, kada je to elipsa istih poluosa tj.
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krug, i slucaj kada je 6 =0, kada se ona transformise u pravu liniju. Slika 10.3.4 predstavlja Lissajous-ovu
elipsu koja ima smer rotacije i oblik zavistan od faznog kas$njenja o . Vidi se da dijagonala prvog i
Cetvrtog kvadranta, Sto odgovara sluc¢aju potpune sinhronizacije, odgovara slaganju ortogonalnih oscilacija
istth amplituda, istih kruznih frekvencija i bez faznog kaSnjenja, tj. oscilacija u fazi, a slucaj
asinhronizacije odgovara sluc¢aju slaganja oscilacija istih amplituda i kruznih frekvencija, samo sa faznim
kasnjenjem & =—x, Sto se drugacije moze reci oscilacija u antifazi. Dakle, iako su kretanja podsistema, sa
nelinearnostima, sloZzenog karaktera i zapravo ih ne mozemo izraziti u nekom kona¢nom matematickom
obliku ali, prema tome kako izgleda njihov sinhronizacioni dijagram, mi moZemo doneti odredene
zakljucke o odnosima amplituda ili o veli¢ini faznog kaSnjenja nelinearnih podsistema. Imaju¢i znanja o
oblicima Lissajous- ovih figura, u slucaju slaganja linearnih ortogonalnih oscilacija, i na osnovu vizuelne
slicnosti moze se, sa odredenim stepenom tacnosti, predvideti izgled oblika oscilovanja podsistema
spregnutih spregama nelinearnih karakteristika.

Lissajous-ove krive koje se dobijaju za vrednosti @, =1, w, = N ( gde je N prirodan broj)iza § = NT_IE
su Chebyshev-ljevi polinomi prve vrste stepena N .

Prakticno se Lissajous-ove krive mogu nacrtati pomoc¢u harmonografa. Harmonograf je aparatura
nacinjena od dva ili viSe fizickih klatana. Kod najjednostavnijeg harmonografa dva klatna upravljaju
relativno kretanja olovke u odnosu na papir. Jedno klatno upravlja kretanje olovke napred nazad duz jedne
ose, a drugo klatno pokrece povrsinu po kojoj se crta napred nazad duz ose upravne na osu kojom se krece
olovka. Menjanjem frekvencije i faze jednog klatna relativnho u odnosu na frekvenciju i fazu drugog
dobijaju se razlicite krive od elipse, spirale, krivih oblika broja osam i drugih Lissajous-ovih krivih. Oblici
krivih koje odslikava harmonograf mogu matematicki da se opiSu parametarskim jednacinama u ravni
(x, y)oblika:

x(t)= Ae™" cos(p,t+a, )+ de ™ cos(p,t +a,)s

y(t)= e cos(pyt +a; )+ A,e cos(p,t+a,)- (10.3.4)

Ovo je oblik jednacina pretpostavljenih resenja vremenskih funkcija sistema jednacina koji opisuje
kretanje dve ploce spregnute slojem viskoelasti¢nih nelinearnih kontinualno raspodeljenih elemenata. U
smislu nelinearnih svojstava sprege takav oblik reSenja bio nam je polazni za izu€avanje reSenja u prvoj
asimptotskoj aproksimaciji. Konstatovano je postojanje medusobnog dejstva harmonika u jednoj
vremenskoj funkciji, kao i medusobni uticaj oblika obe vremenske funkcije, kroz numeri¢ku analizu u
stacionarnom i nestacionarnom stanju, date su vizuelne predstave tih fenomena, iako reSenja sistema
nismo dobli u kona¢nom matematickom obliku. Sistem diferencijalnih jednacina vremenskih funkcija
reSavali smo numericki i iskoristili izlazne podatke za iscrtavanje sinhronizacionih dijagrama konstatujuci
postojanje atraktora sinhronizacije. Medutim, ono $to nam mogu dati vizuelni oblici sinhronizacionih
dijagrama jeste mogucnost da se proceni vrednost faznog kasnjenja harmonika ili kruznih frekvencije
sprezanja ili vrednosti amplituda oscilovanja, samo na osnovu sli¢nosti dijagrama sinhronizacije sa
dijagramima parametarskih krivih linearnog sistema predstavljenog jednacinama (10.3.4). Kao potvrda te

konstatacije neka posluzi serija dijagrama prikazanih na slikama 10.3.5., 10.3.6 i 10.3.7 koja prikazuje
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parametarke krive sistema (10.3.4). Za izabrani odnos parametara, pri ¢emu se menjaju odnosi kruznih
frekvencije harmonika, na slikama 10.3.6. 1 10.3.7 jedina razlika u sistemima je promena faznog kaSnjenja
prvog harmonika funkcije y(t). Uporedivanjem slika 10.3.6. 1 10.3.7 jasno je da mala promena u odnosu
parametara sistema, koji iscrtavaju odredeni dijagram, daje sasvim razlicitu sliku, i u tom smislu mogle bi
se pronaci razliCiti odnosi amplituda, frekvencija i faza sistema jednacina (10.3.4), koji bi davali
parametarsku krivu vizuelno slicnu sinhronizacionom dijagramu posmatranog sistema nelinearnih
diferencijalnih jednacina i na osnovu toga doneti zakljucci o linearnoj aproksimaciji dvofrekventnih

reSenja takvog sistema.
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Slika 10.3.5. Parametarke krive sistema x(t)=1/4e™ " cos(mt + 7/16)+1/5¢ " cos(nt +37/2)
y(t)=—1/4e"" cos(mt + /16)—1/5¢ " cos(nt + z) za razlicite odnose kruznih frekvencija harmonika
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Slika 10.3.6. Parametarke krive sistema x(t)=1/4e"" cos(mt + 7/16)+1/5¢ " cos(nt +37/2)

y(t)=—1/4e" cos(mt +127/16)—1/5¢ """ cos(nt + x) za razlicite odnose kruznih frekvencija harmonika.

Dijagonalni objekti sa serija slika 10.3.6 1 10.3.7 odgovaraju slaganju ortogonalnih sinhronih oscilacija i
jasno je da veli¢ina faznog kasnjenja utice na veli¢inu odnosa poluosa Lissajous-ove elipse, kao i na njenu
orijentaciju, Sto je isto i u slucaju slaganja dveju jednofrekventnih ortogonalnih sinhronih oscilacija istih
amplituda bez priguSenja, prikazanih na slici 10.3.4. U slucajevima necelobrojnih vrednosti odnosa
frekvencija harmonika, slika 10.3.7., oblici Lissajoue-ovih figura su veoma razli¢iti od spiralnih, preko

oblika latica do oblika klupka.

m=0.105n1=3.6

m=00925n=36

PN
m=3405m=36

ba f=11f =6
Slika 10.3.7. Parametarke krive sistema x(t)=1/4e"" cos(mt + 7/16)+1/5¢ " cos(nt +37/2)
W(t)=—1/4e"" cos(mt + fr/16)—1/5¢ " cos(nt + 37/ f;) za razlicite necele odnose kruznih frekvencija i
faznih razlika harmonika.
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11* Poglavlje

Rezime o metodama i metodologiji izucavanja retkih svojstava i
fenomena dinamike odredenih klasa hibridnih sistema.

Rezime o metodama i metodologiji pocnje objasnjenjima fizickih modela realnih struktura, da bi
se opisom matematickih modela i metoda, za njihovo resavanje, mogli doneti zakljuéci o retkim
svojstvima i fenomenima koje dinamike prikazane klase hibridnih sistema poseduju.

U postavljanju fizickih i matematickih modela realnih struktura uvode se odredene aproksimacije i
pojednostavljenja. Posmatrani dinamicki sistem je opisan resenjem diferencijalne jednacine ili pak dolazi
iz stvarnog sveta fizickog postojanja realnih sistema disparatne prirode. Prakti¢no, sam sistem ¢e samo biti
model stvarne pojave, odredene pretpostavke ¢e se uvesti, i aproksimacije i eksperimentalne greske ¢e se
javiti. Ako dinamicki sistem nije strukturno stabilan, onda male greske i aproksimacije naCinjene na
modelu imaju moguénost za dramati¢no menjanje strukture stvarnog reSenja sistema. Dakle, ,,reSenje* i
apstrahovanje modela od realnog sistema moze biti radikalno pogresno i nestabilno. Ako, je sa druge
strane, dinamic¢ki sistem koji posmatramo strukturno stabilan, onda male greske uvedene aproksimacijama
i eksperimentalnim greSkama ne moraju uops$te imati uticaja i reSenje modela sistema moze biti jednako ili
topoloski spregnuto sa stvarnim reSenjem. ReSenje modela sistema pri tome predstavljamo tokovima-
faznim trajektorijama ili mapama- diskretnim presecima faznih trajektorija i pogodno izabranih povrsi, a
definicije strukturne stabilnosti i topoloske ekvivalencije u njima date su u poglavlju 5.4. Kada se govori o
strukturnoj stabilnosti toka ili njegove mape videlo se da je ona spregnuta sa svojstvom jake osetljivosti
nelinearnih sistema na promenu pocetnih uslova ili parametara sistema koje opisuju. Dakle, neophodno se

namece potreba uvodenja nelinearnosti u matematicki model kako bi se istrazila njena svojstva i izbegli
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nezeljeni fenomeni, koje ona sa sobom unosi u matematicki model dinamike sistema, a time i realnije
opisalo stvarno ponasanje realne strukture.

Konstatovano je da postoje razli€iti pristupi u stvaranju modela realnih struktura, odnosno apstrahovanju
bitnih svojstava realnog sistema ka svojstvima modela. U radovima [90, 99] predstavljena je metoda
diskretnog kontinuuma pomocu primera homogenog diskretnog sistema sa ogranicenim brojem stepeni
slobode kretanja. Ovaj sistem je u obliku homogenih lanaca i mreza u prostoru i ravni. Materijalne tacke
tih mreza i lanaca spojene su elastinim, standardnim naslednim ili puze¢im elementima, slika 11.1 a).
Predstavljena je trigonometrijska metoda za izuCavanje svojstava diferencijalnih jednacina dinamike
diskretnih homogenih kontinuuma. Dinamika sistema je opisana integro-diferencijalnim jednacinama ili
diferencijalnim jednacinama sa izvodima necelog reda. U tim radovima uoCava se odnos izmedu
odredenja reci diskretni kontinuum i diskretni sistemi, pa je u jednom broju radova [79, 84] posvecena
paZznja sistemima u kojima su spregnuti diskretni podsistemi krutih tela i kontinualni podsistemi i
formirane su karakteristi¢ne frekventne jednadine malih oscilacija ovih sistema. Ovde se, u okviru
poglavlja 3.1.2, 3.2.2, kao i nadalje u poglavljima 12.1.1 i 12.1.2, predstavljaju takvi modeli kao rezultat
reSenja njihovog matematickog modela. Data su reSenja karakteristi¢nih frekventnih jednacina malih
oscilacija hibridnih kontinualno-diskretnih sistema sa nizom njihovih dijagrama, slike 12.2-8, za razliCite
odnose parametara sistema, sa kojih se uocavaju fenomeni poremecaja frekventnog spektra sopstvenih
kruznih frekvencija deformabilnog kontinualnog podsistema usled dejstva diskretnog dela sistema, i
obrnuto. To se ustvari moze protumaciti kao diskretizaciju dela frekventnog spektra kontinualnog sistema,
kao rezultat sprezanja sa diskretnim podsistemom, a sa druge strane analogno i kao kontinualizaciju dela
frekventnog spektra, koji odgovara diskretnom podsistemu.

U radu [60] prikazan je prilog razvoju analiticke mehanike diskretnih oscilatornih sistema frakcionog reda
na primerima oscilacija spregnutih ravanskih i prostornih lancanih sistema. Metodom diskretnog
kontinuuma, diskretni modeli frakcionog reda mehanickih kontinualnih vise lanc¢anih sistema u ravni i
prostoru postavljeni su kao mogu¢i modeli vibracija homogenih deformabilnih tela. Za slucaj da su te
strukture homogene, i da sadrze spregnute homogene lance, koji su sastavljeni od materijalnih tacaka
medusobno vezanih standardnim lakim elementima frakcionog reda. Oscilacije frakcionog reda te
diskretne kontinualne strukture, sa elongacijama u jednom paralelnom pracvu, su analiticki opisane i
proucene. Primenom trigonometrijske metode i Laplace-ove transformacije za transformaciju i reSavanje
izvornog sistema obi¢nih diferencijalnih jednacina frakcionog reda, identifikovani su i odredeni
odgovarajuéi analiticki izrazi za odgovaraju¢e skupove glavnih sopstvenih mreza i u njima glavnih
sopstvenih lanaca, kao i sopstveni modovi frakcionog reda sli¢ni jednofrekventnim oscilacijama.
Originalni i novi analiticki rezultati pomenutog rada su: novi modeli diskretnih, homogenih, frakcionog
reda, u ravni ili prostoru, oscilatornih viselan¢anih struktura i modeli deformabilnih homogenih tela
frakcionog reda; analitic¢ki izrazi za sopstvene kruzne frekvencije i razdvajanje odgovarajucih sopstvenih
glavnih ravanskih mreza i sopstvenih glavnih lanaca u mreZzama i odgovarajucih podskupova sopstvenih
kruznih frekvencija i karakteristicnih brojeva svojstava sistema frakcionog reda; skupovi glavnih
oscilatora frakcionog reda, svaki od njih sa jednim stepenom slobode kretanja, i sa jednom odgovaraju¢om
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sopstvenom kruznom frekvencijom i jednim glavnim sopstvenm karakteristicnim brojem, koji iskazuje
svojstva elemenata frakcionog reda, kao i analiticka reSenja obi¢nih diferencijalnih jednacina frakcionog
reda. Pomoc¢u tih diskretnih modela frakcionog reda analiticki su razmatrane longitudinalne, kao i
transverzalne oscilacije frakcionog reda homogenih greda i dobijeni su skupovi sopstvenih kruznih
frekvencija sa odgovarajuc¢im karakteristicnim brojevima, kojima se izkazuju frakciona svojstva materijala
elemenata. Koriste¢i baznu hibridnu, frakcionog reda, homogenu strukturu, koja sadrzi spregnute
homogene lance sastavljene od materijalnih tacaka povezanih standardnim lakim elementima frakcionog
reda, proucen je prenos visefrekventnih signala kroz diskretni prostorni, odnosno, ravanski kontinuum i
prikazani odgovarajuci analiticki izrazi. Slian pristup primene metode diskretnog kontinuuma prikazan je
i u radovima [59, 61, 62, 64]. U radovima [104, 157] date su vizuelne predstave oscilatornih procesa u
modelima oscilacija realnih sistema i na novi na¢in su osvetljene varijacije osobina oscilatornih procesa
tih sistema sa promenama nekih parametara sistema. Jasno je da savremeni kompjuterski alati sa mo¢nim
sposobnostima raCunara imaju sliénu filozofiju razmatranja realnih dinamickih sistema. Pomoc¢u
diskretizacije kontinuuma kao puta i metoda do reSenja problema, a potom pomoéu mnogo iteracija
kontinualizacije reSenja dolazi se do verifikacije tac¢nosti. Diskretizacija i kontinualizacija u analizi
dinamickih procesa su metode razli¢itog smera, ali su dobre da omoguce proracun i za donoSenje
zakljucaka. Pri tome, ako se model Zeli u€initi realnijim i uklju¢i se nelinearnost u opise i postavljanje
modela, mora se voditi racuna o diskretnim tackama i fenomenima koji se u tim procesima javljaju, tipa
bifurkacija i homoklinickih tacaka, koje znace i daju vise razliCitih reSenja, ili pojavu vise diskretnih
fenomena usled jake osetljivosti nelinearnog procesa na male promene pocetnih uslova, ili parametara
samih sistema, ili promene svojstava sistema zbog nekonvergentnih aproksimacija u procesima
diskretizacije ili kontinualizacije u prikazivanju i opisivanju realne dinamike sistem i postavljanju
njegovog modela.

Jedan od pristupa jeste i model viSe ploca, greda ili traka od materijala razlicitih svojstava koje su
povezane odredenim standardnim lakim elementima i ¢iji broj je dovoljno veliki da bi se realnije opisala
struktura, slika 11.1 b), ¢) i d), [76, 91, 258]. Kretanje takvog modela i prostiranje talasa u njemu opisano
je sistemima parcijalnih diferencijalnih jednacéina [75, 81, 82, 95, 258]. Zbog nemogucnosti da se oni
reSavaju analiticki koriste se aproksimativne metode za njihovo reSavanje, koriste se i metode
diskretizacije sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina, za dobijanje numeri¢kog reSenja i obradu
rezultata, koriste se racunarski matematicki programi.

Standardni laki elementi veza u klasama hibridnih sistemima predstavljeni u ovom radu mogu biti
elasti¢ni, slika 11.2 a), visko-elasti¢ni, i to modeli Kelvin-Voigt-ovog elementa paralelne veze opruge i
prigusnice, slika 11.2 ¢), sa oprugom linearnih i nelinearnih karakteristika, opisanih mekom ili tvrdom
kubnom nelinearnos¢u, termo-elementi, slika 11.2 b), nasledni elementi, slika 11.2 d), kotrljajni visko
elasti¢ni, slika 11.2 e) ili piezo-viskoelasti¢ni elementi, slika 11.2 f). S obzirom na svojstva strukture, koja
se opisuje u modelima hibridnih sistema, mogu biti koriS¢eni i drugi modeli standardnih lakih elemenata
[45]. Kao elementi sprezanja kontinualnih struktura predstavljeni su kao niz standardnih lakih elemenata
kontinualno raspodeljenih duz linija ili povrsi kontinualnih podsistema. Za svaki standardni laki element

zanemarene mase definiSu se konstitutivne relacije dinamiCkog stanja elementa odredene promenom
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restitucione sile sa pomeranjima i pomeranjima po vremenu, sa tacnoScu do reda veliine tacnosti
konstanti koje figuriSu u izrazima, a zavise od taCnosti njihovog eksperimentalnog odredivanja. U
narednom izrazu predstavljene su komponente sila koje odgovaraju pojedinim elementima, koji su u
paralelnoj vezi (elengacije su im iste, a komponentne sile se sabiraju), ali se mogu u razlicitoj kombinaciji
sabiraka dobiti konstitutivne relacije promene restitucione sile sa pomernjima i brzinama na krajevima

kompleksnog elementa, u slede¢em obliku:

T e e
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Slika 11.1. Modeli realnih struktura prikazani metodom diskterizacije kontinuuma

F(t): C[Wz _W1]+b[wz _Wl]iﬂ[wz _W1]3 _crloarK(t)+craT[Wz _Wl]K(t)+(diw2 +‘;‘.’1‘3/)+ (11.1)

+¢ ("Vz;W]j +c, [Wz - Wl]_ Cy J.Ot R(t - T)(Wz (T)_ W (T))dT + (Ck +Cye )[Wz - W1]+ b, [Wz - Wl]_ cuuUy (t)

gde su koriS¢ene oznake:
¢ - mehanicka krutost elasticnog elementa,

¢,- mehanicka krutost opruga koje staticki uravnotezavaju kotrljajnji element,

~ 1 . .o
R(t—7)= ¢ ) -jezgro relaksacije ( rezolventa),

nc

n -vreme relaksacije,

c,,c -koeficijenti trenutne i dugotrajne krutosti naslednog elementas,
¢, - termicka krutost termo-elasti¢nog elementa,
[, - poCetne duzine opruga termo-elasti¢nog sloja,

a, - koeficijent toplotne dilatacije 4,
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K(r) - funkcija promene temperature koju koristimo kao spoljasnju pobudu termo-elasti¢nog sloja,

b - koeficijent otporne sile visko-elasticnog elementa,

b, - koeficijent otporne sile piezo-visko-elasticnog elementa,

ay, -koeficijent piezo dilatacikonih svojstava piezo-visko-elasti¢nog elementa,
¢, - mehanicka krutost piezo-visko-elasticnog elementa,

¢y, - piezo krutost piezo-visko-elastiCnog elementa,

U, (1) - funkcija promene napona piezo-polarizacije,

5 - koeficijent nelinearnosti elasticnog elementa,

a = 3m g a,= m koeficijenti uticaja mase m kotrljajnog elementa.
8

1

Tako, na primer, ako bi trebalo da se napiSe zavisnost restitucione sile kotrljajnog visko-elasticnog
nelinearnog elementa sa promenom temperature, koja se reguliSe funkcijom promene temperature koja se
koristi kao spoljasnja pobuda termo-elasti¢nog sloja, pisali bi, za slucaj paralelne veze sastavnih

elemenata, slede¢u konstitutivnu relaciju:
F(t) = (CTaT + 3)[""2 -W ]K(t)_ chOaTK(t)+ b[wz -W ]i IB[Wz -W ]3 + (&[wz + 1;‘.’1&,/ ) : (11.2)

Moguce su i drugacije sprege konstitutivnih elemenata u sloju, kao $to su redna veza, kao i kombinovana
redna i paralelna, ali za taj slucaj je potrebno pojedinacno konstruisati konstitutivnu relaciju, vodeéi
racuna, gde se sabiraju komponentne sile pri jednakim elongacijama sastavnih elemenata u paralelnoj
vezi, ili pak sabiranju elongacije u rednoj vezi, kada su sile na krajevima napregnutih elemenata i kroz njih
jednake za sve elemente u vezi.

Tacnost upotrebljenih konstanti, a sa njima i jednacina za sile i pomeranja zavisi¢e ne samo od poznavanja
prirode objekta ve¢ i od neophodnih znanja za reSavanje veoma slozenih stanja napona i deformacija u

elementima sistema.
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nF(e)+ F(t)=ne, j(e) + 2(e) T S P0G

Slika 11.2. Modeli standardnih lakih elemenata veza u hibridnim sistemima.a) elasticni; b) termo-

elasticni; c) visko-elasticn, d) nasledni, e) kotrljajni visko-elasticni; f) piezo-visko-elasticni element.
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Ovo je prikazano u referencama [67, 68, 70, 75, 83, 97, 101, 140-143, 147-149, 258] za sisteme koji
imaju iste grani¢ne uslove i mogu se pomerati transverzalno na karakteristicnu “elasti¢nu povrsinu” kod
ploga w.(x,y,t), i=12..M, kao i na “elasti¢nu liniju” kod greda i traka v,(z,¢), i =1,2...N, koji su
povezani meduslojem lakih standardnih elemenata istih materijalnih konstanti, $to je diskretno-kontinualni
homogeni lancani sistem [95, 258]. Broj stepeni slobode kretanja takvog lanca jednak je M , broju
deformabilnih tela u lancu, jer je pretpostavljeno da se sva deformabilna tela u lancu mogu pomerati samo
longitudinalno u pravcu prostiranja ekvivalentnog lanca, odnosno transverzalno u odnosu na “elasticnu
povrsinu” kod ploca, odnosno “elasticnu liniju” kod greda ili traka.

U matematickom opisu problema oscilovanja sistema kontinualnih tela dobijaju se sistemi parcijalnih
diferencijalnih jednaCina sa sistemom graniénih i pocetnih uslova. Zavisno od oblika parcijalnih
diferencijalnih jednacina sistemi se svode na linearne i nelinearne. Nelinearni Clanovi u parcijalnim
diferencijalnim jednacinama oscilovanja i grani¢nim uslovima mogu biti primarnog i sekundarnog
znacaja, kao male veli¢ine u poredenju sa linearnim. Nelinearne ¢lanove sekundarnog znacaja, kao male
veli¢ine u poredenju sa linearnim, mozemo zanemariti pa se problem u reSavanju svodi na linearni u prvoj
aproksimaciji. Linearne oscilacije plo¢e baziraju se na klasi¢noj jednaini Lagrange-Germain i
pojednostavljenim uslovima Kirochoff-a. Ovde su koriSéene za opisivanje transverzalnih oscilacija
kruznih ploca, pri ¢emu su data reSenja karakteristicnih jednacina oscilovanja kruznih ploca, za klasi¢ne
grani¢ne uslove ploce ukleStene i slobodne na krajevima. NaglaSeno je dobro podudaranje rezultata
dobijenih upotrebom matemati¢kih programa za izraCunavanje korena karakteristiCne transcedentne
jednacine sa specijalnim Bessel-ovim funkcijama I vrste, reda 7, i rezultata iz literature za te slucajeve
oslanjanja ploca.

Za reSavanje sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina koriS¢ena je Bernoulli-eva metoda partikularnih
integrala, pri tome je prakticno vrSena integracija reSenja u vidu beskonacnog reda po sopstvenim
amplitudnim funkcijama - koordinatnim funkcijama, koje moraju da zadovoljavaju odgovarajuc¢e zadate
grani¢ne uslove. Zatim su se izabrani redovi unosili u jednacine kretanja i uslove kompatibilnosti
pomeranja, potom se izjednaCavanjem koeficijenata uz jednake sopstvene koordinatne funkcije, koje
zadovoljavaju uslove ortogonalnosti, dobijao sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina u odnosu na trazene
vremenske funkcije, pripadaju¢e jednom sopstvenom obliku oscilovanja. Taj sistem spregnutih
diferencijalnih jednacina po vremenskim funkcijama mozZe se u jednom nm -modu oscilovanja ploca
reSavati kao sistem diferencijalnih jednacina koje opisuju kretanje jednog formalno slicnog diskretnog
sistema sa brojem stepeni slobode kretanja koji odgovara broju kontinualnih tela spregnutih u hibridni
sistem. Prvo se reSavaju linearizovane jednacine slobodnog sistema, u kojima su nelinearni ¢lanovi i
prinudne sile zanemareni, pa se dobija karakteristicni polinom formalnog sistema iz kojeg se odreduju
reSenja homogenog linearnog sistema diferencijalnih jednacina. Broj korena karakteristicnog polinoma
odgovara dvostrukoj vrednosti broja stepeni slobode kretanja, ali poSto su to parovi konjugovano

kompleksnih resenja od koji su po dva spregnuta broj korena jednak je broju stepeni slobode kretanja:

ﬂ’Ml,an = _$Mr1m + lﬁMnm 2 (1 12)
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gde su p,, ~ M kruznih frekvencija sprezanja sistema M kontuinualnih podsistema za svaki nm mod

odgovarajuéeg sopstvenog amplitudnog oblika kontinualnog podsistema.
Resenja za nepoznate vremenske funkcije odgovarajuéeg nm -moda slobodnih oscilacija sistema
struktura spregnutih slojem standardnih lakih elemenata sa nelinearnoscu treceg stepena mogu se napisati

u obliku sume harmonika, kojih ima onoliko koliko je i kontinualnih podsistema:

MCnm Oinm

M X .
T(’i)nm(t) = ZK(I> e—(}‘, 7777 tR Cos(ﬁinmt-’ra()inm) za 1= 1,2M s, N = 071,2,. Lom= 1,2,3,4,,.,_@ 5 (1 13)
1

gde su K ﬁ;)Cnm -kofaktori M -te kolone i C -ve vrste karakteristicne determinante sistema, R, 1 & pm -

su vrednosti poc¢etnih amplituda i faznih kasnjenje, koji se odreduju iz zadatih funkcija pomeranja i brzina
taCaka odgovarajuceg preseka strukture za posmatrani nm -mod oscilovanja, koje su poznate funkcije. Za
sistem dve ploce, pokazano je u poglavlju 3.4., zakljuCuje se da prisustvo sprezuceg sloja izmedu dve
ploCe uzrokuje udvajanje kruznih frekvencija u jednom nm -obliku sopstvenih transverzalnih oscilacija
sistema od dve plo¢e. Za vremensku funkciju jednog nm -moda oscilovanja sistema M ploca zakljucuje
se da u tom modu sistem osciluje u M -frekventnom reZimu oscilovanja slobodnih oscilacija sistema M
ploc¢a. Kada je homogeni lanac plo¢a slobodan zaklju¢uje se da ima M stepeni slobode kretanja, a kako
poseduje M sopstvenih kruznih frekvencija po svakom nm -modu to prakti¢no, u tom modu, ima M
internih stepeni slobode oscilovanja, i to u svakom od beskona¢no mnogo sopstvenih zm -modova. S
obzirom da se nadalje Zeli ispitati ponasanje dinamike sistema oko posmatranog linearizovanog slucaja,
poremecaj i nelinearne ¢lanove ubacujemo u sistem kao nehomogene delove spregnutih diferencijalnih
jednacina, a kako su obe male veliine reda veli¢ine parametra &, to se moze primeniti perturbaciona
metoda, koja se zasniva na asimptotskoj metodi usrednjenja Krilov-Bogoliyubov-Mitropolskiy-kog, a u
osnovi moze da se koristi i Lagrange-ova metoda varijacije konstanti. Koriste¢i se pri tome principom
jednofrekventnosti, koji se nameée kao prakticno reSenje zadataka iz oblasti oscilacija sistema sa vise
stepeni slobode oscilovanja, gde se sre¢emo sa pojavom da trenje i poremecajne sile dovode do brzog
uspostavljanja oscilacija osnovnog tona, u skladu sa odgovaraju¢im pocetnim uslovima, a kako mi

posmatramo oscilovanje pod dejstvom vise frekventne spoljasnje pobude:
anm (t) = Z hONnm COS[QNnmt + ¢Nnm ] ? (1 1 '4)
N

i pojavu prolaska kroz rezonantne oblasti, onda, na osnovu oblika reSenja za slobodni lieanrizovani sistem.

Predstave se reSenja sistema spregnutih nehomogenih diferencijalnih jednaCine po nepoznatim

vremenskim funkcijama Tm(t)i=12.M , n=0,1,2,..;m=1,234,..0 u obliku:

Topl0)= K =R (eosl, (1) (Ls)
i=1

gde su amplitude R, (t) 1 faze @, (1)=qQ,.t+4,,(t) nepoznate funkcije vremena, koje se odreduju

koriste¢i modifikovanu asimptotsku metodu usrednjenja Krilov-Bogoliyubov-Mitropolskiy-kog. Potpuni
postupak je pokazan kroz nekoliko primera hibridnih sistema sa nelinearnostima, a procedura se u

nekoliko redova svodi na sede¢i postupak:
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Koriste¢i uslov da prvi izvodi pretpostavljenih resenja (11.5), T(i)(f) budu istog oblika kao i kada su
amplitude R, (r) i fazne razlike ¢, (t) konstantne funkcije, dobija se prvih i uslova, koji moraju da

zadovolje izvodi po vremenu nepoznatih funkcija Rinm (t) i 4, (). Potom se pretpostavljena resenja,

njihovi prvi i drugi izvodi po vremenu, unose u polazni sistem nehomogenih spregnutih diferencijalnih

jednacina, odakle se dobija jo§ i uslova za vremenske izvode nepoznatih funkcija. Kombinuju¢i dobijene
parove I uslova sledi sistem diferencijalnih jednaCina prvog stepena po i nepoznatih Rinm (1) ig, ()

Potom se desne strane tog sistema jednadina usrednajvaju po punim fazama @ (t), odakle sledi sistem

Nnm

jednacCina koji predstavlja prvu asimptotsku aproksimaciju reSenja usrednjenih jednacina vremenskih
funkcija transverzalnih oscilacija struktura spregnutih slojem standardnih lakih nelinearnih elemenata.
Resavanje ovoga sistema, osim u pojedinim sluajevima zanemarivanja pojedinih elemenata sistema
[258], nije mogucée dobiti u zatvorenom obliku, pa se sistem uglavnom reSava numericki i to u
stacionarnom ili nestacionarnom rezimu oscilovanja. lako se zakljucilo da se jednacine prve aproksimacije
najcesce moraju integraliti numerickim metodama, prednost je postignuta u tome $to je znatno prostije
numericki integraliti jednacine prve aproksimacije, koje daju amplitudu i fazu, nego li neposredno
jednacine kretanja koje odreduju oscilatorne velicine, jer amplituda, njihova obvojnica, predstavlja spori
proces u dinamici. Pomocu jednacina prve aproksimacije moguce je prostim postupkom ispitivati
stacionarne i nestacionarne rezonantne rezime kao i stabilnost ove dvoparametarske familije resenja.

Kao rezultat prikazane metodologije reSavanju modela klasa hibridnih sistema sa nelinearnostima
izvedeni su i analiticki uslovi stabilnosti stacionarnog polozaja ravnoteze, Sto se moze smatrati jednim
originalnim rezultatom ispitivanja dinamike ovakvih sistema. Pristup ispitivanju stabilnosti lokalnog
karaktera u okolini stacionarnog reSenja sistema jednacina prve aproksimacije vr$i se prvo njihovom
linearizacijom, a potom dobijanjem karakteristicnog polinoma linearizovanih jednacina prve asimptotske
aproksimacije. Priroda korena karakteristicnog polinoma govori nam o lokalnoj stabilnosti posmatranog
stacionarnog re$enja. Ako je realni deo bar jednog korena karakteristiénog polinoma linearizacije prve
aproksimacije, za posmatrane vrednosti frekvencija spoljasnje pobudne sile, sa pozitivnom vrednoscu,
onda je rezim dvofrekventnog stacionarnog oscilovanja nestabilan. Dobijeni analiticki rezultati u analizi
stabilnosti oko stacionarnog reSenja polaznog sistema spregnutih diferencijalnih jednafina mogu se
iskoristiti u smislu njihovog programiranja i odredivanja tacaka na amplitudnim i fazno frekventnim
dijagramima, koji odgovaraju stabilnim ili pak nestabilnim reSenjima dinamike sistema u stacionarnom
prolazu kroz rezonantnu oblast.

U poglavljima 4.4 pokazano je to na primeru nehomogenog sistema dve kruzne ploce spregnute
slojem visko-elasti¢nih nelinearnih kontinualno raspodeljenih elemenata. Medutim, sprovedena je samo
kvalitativna analiza pojave prolaska kroz rezonantno stanje i interakcije harmonika u jednom modu
oscilovanja prouc¢avanog sistema i zakljuceno je da bilo kakva generalizacija u smislu uticaja harmonika
ili oblika amplitudno frekventnih karakteristika u drugim sluCajevima sistema ne bi mogla da se
kvantitativno uopsti. Evidentno je samo da ¢e kvalitativno sigurno postojati interakcija izmedu harmonika,

§to je uostalom i opSte svojstvo nelinearnosti sistema. Bilo kakvo uopS$tavanje kvantitativno bilo bi
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moguce izvesti samo Sirom uporedbom rezultata za razliCite odnose parametara sistema, mada bi i u tom
slucaju bilo teSko do¢i do opstijih rezultata, s obzirom da bi se raspravljalo na polju viSedimenzionih
bifurkacija jer sama resenja zavise od veéeg broja kako parametara sistema tako i parametara sprezanja.

Dobijena numericka reSenja sistema usrednjenih prvih asimptotskih aproksimacija mogu da se
iskoriste i za analizu prenosa energije u hibridnom sistemu. Pokazano je da postoji interes za proucavanje
prenosa energije izmedu podsistema vezanih u hibridne sisteme, pri ¢emu su za analize rezultata prenosa
energije u modelima, koriS¢eni izrazi za redukovane vrednosti kineticke i potencijalne energije
pripadajuce odgovaraju¢em modu i odgovarjuéem podsistemu, kao i potencijalna energije interakcije
podsistema preko sprezucéeg sloja. U radu [258] za sistem kruznih ploca, koji izvodi sopstvene oscilacije,
potvrdeno je da vazi teorema o konzervativosti, ako je sloj idealno elastican, ili teorema o promeni ukupne
energije sistema, u svakom od modova, ako je sloj visko-elastican, a sistem poseduje funkciju rasipanja
tipa Rayleigh-a. Na osnovu toga konstatuje se da je, u slucaju slobodnih oscilacija sistema dve ploce samo
spregnute elasti¢nim slojem bez prigu$nica, ukupna enegija moda konstantna, a u slucaju disipativnog
sistema, sistema ploca spregnutih prigu$nicama, opadanje ukupne energije, svakog od modova, jednako je
negativnoj dvostrukoj vrednosti funkcije rasipanja pripadaju¢e tom modu, dok su Lyapunov-ljevi
eksponenti negativni, pa se zakljucuje da je proces oscilovanja kao i potproces interakcije medu plo¢ama
stabilan. Lyapunov-ljevim eksponentima je dato svojstvo mera integriteta sistema ili integriteta dinamike-
kretanja sistema.

Na kraju, napomenimo da dobijeni sistemi diferencijalnih nelinearnih spregnutih jednacdina u
vremenskom domenu oscilovanja hibridnih sistema daju moguénost da se ispita pojava sinhronizacije tj.
vremenskog usaglasavanja podsistema vezanih razli¢itim elementima u smislu njihove potpune
sinhronizacije, jednakosti i amplituda i faza. Takva jedna analiza je, za klase hibridnih sistema uradena
numeri¢kim reSavanjem sistema diferencijalnih jednacina, koje opisuju dinamiku hibridnog sistema, i
prikazani su rezultati u okviru sedmog poglavlja za diskretne hibridne sisteme sa razliitim oblicima
sprezanja, a u desetom poglavlju za hibridne sisteme spregnutih kontinualnih struktura sistemom
diskretnih standardnih lakih elemenata kontinualno i dovoljno gusto raspodeljenih duz ili povrh
kontinualnih struktura.

Sa druge strane, izvedeni sistemi jednaCina za prvu asimptotsku aproksimaciju usrednjenih
reSenja, po amplitudama i fazama vremenskih funkcija, daju moguénost daljeg ispitivanja u smislu
odredivanja odnosa parametra sistema koji mogu da obezbede optimalno upravljanje, a radi izbegavanja
negativnih i nepredvidivih pojava sistema sa nelinearnostima svojstvenih haosu, o ¢emu je bilo reci u
osmom poglavlju. Metodoloski, u ovom poglavlju, dat je jedan prilaza analticCkom reSavanju problema
optimizacije pomocu optimiziranja izraza Melnikov-ljeve funkcije, ¢ime se obezbeduje da ne dode do
presecanja stabilnih i nestabilnih mnogostrukosti u faznoj ravni, svojstvenog pojavi haosa u sistemu. To se
prakti¢no postize viSefrekventnom periodickom pobudom pri ¢emu odnos amplituda osnovnog i visih
harmonika pobude, koji optimizira Melnikov-ljevu funkciju, i jeste cilj optimalnog upravljanja.

S obzirom da u ovoj disertaciji nije bilo istrazivanja na temu bifurkacija napomenimo da izvedeni
analiti¢ki izrazi prvih asimptotskih aproksimacija reSenja hibridnih sistema sa nelinearnostima daju

mogucnost izrazavanja rezultata, u zavisnosti od pojedinih parametara sistema i podsistema, to ova
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disertacija daje i uvod u jedno novo savremeno istarzivanje bifurkacionih ponasanja hibridnih dinamickih
sistema. Osnov za ta istrazivanja mogla bi da bude metoda prof. Zakrzhevsky-og —metoda (kompletnih)
bifurkacionih grupa (MBG), [280], ¢ija je osnovna ideja u kontinualizaciji kompletnih bifurkacionih grupa

i periodickih stabilnih i nestabilnih grana.
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12* Poglavlje

Fenomenolosko preslikavanje i matematicka analogija medu
dinamikama hibridnih sistema

Pod pojmom fenomenoloski slicno podrazumevace se da su dve pojave u matematickom opisu
analogne, a stvarno mogu biti sasvim razlicite prirode. Vazno je da reSenja matematickog modela jednog
sistema mogu da se iskoriste u analizi i opisu ponaSanja sistema potpuno drugacije prirode. Smisao ovog
poglavlja je u formiranju celine, kada se govori o fenomenoloSkom preslikavanju i analogijama u okviru
dinamika hibridnih sistema i sprezi pojava disparatnih priroda, koje mogu da se matematicki analiziraju
prikazanim postupkom i analogno resavaju. U ovom poglavlju iskoristi¢e se fenomenolosko preslikavanje,
na modelima sprezanja kontinualnih tela sa diskretnim sistemima u dva slucaja dinamike takvih sistema.
To su slucajevi longitudinalnih oscilacija grede sapregnute sistemom diskretnih materijalnih tacaka i
torzijskih oscilacija vratila spregnutog diskretnim sistemom diskova, koji rotiraju koriste¢i analogije
translatornih i rotacionih dinamika. Navesce se analogije elektri¢nih, termickih, hidrauli¢nih i mehanickih
pojava koje sluze u matematickom modeliranju dinamika sistema ovih razliitih pojava. Na kraju
poglavlja pokazace se kako se izvedene jednacine i zakljucci, formirani u klasi hibridnih dinamickih
sistema spregnutih plo¢a, mogu primeniti uz pomo¢ fenomenoloskog preslikavanja na klase sistema
spregnutih greda ili pojaseva i to sve sa razliCitim svojstvima elemenata u sprezucem sloju, koji su

prikazani kroz ovaj rad.
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12.1. Analogija izmedu frekventnih jednacina spregnutih longitudinalnih
oscilacija elasticne grede sa diskretnim sistemom materijalnih tacaka i
spregnutih torzionih oscilacija elasti¢nog vratila sa odgovarajucéim diskretnim
sistemom diskova

12.1.1 Sprezanje kontinualnog i diskretnog podsistema stati¢kom spregom

Koriste¢i se analogijom [225, 226] izmedu dva sistema, a u ovom slucaju izmedu torzijskih
oscilacija vratila i longitudinalnih oscilacija elasti¢ne grede mozZe se izvesti frekventna jednacina malih
oscilacija hibridnog sistema sa slike 12.1 b) za staticki vid sprezanja kontinualnog i diskretnog
podsistema, [79, 156].

U opstem slucaju hibridni sistem se sastoji od dva podsistema. Jedan podsistem je elasti¢na greda

—vratilo, sa pravom osom i parametrima p - gustina, /- duzina, G - smicajni moduo, A4 - povrSina
poprec¢nog preseka i |- moment inercije povrsine popre¢nog preseka za osu vratila. Vratilo nosi dva
kruta diska na slobodnim krajevima sa momentima inercije masa za osu vratila J, i J,. Vratilo je

torzionom oprugom, krutosti ¢,, vezano za diskretni sistem sa 7 stepeni slobode kretanja. Diskretni
podsistem moze, na primer, biti mehanizam u obliku lancanog sistema od # materijalnih delova (ili krutih
tela-diskova) sa generalisanim masama m,, i=1,2,3,...,n, koji rotiraju duz kruzne linije koaksijalne sa
osom vratila, pri ¢emu su mase spojene torzionim oprugama krutosti ¢,, i=1,23,...,n.

Koriste¢i se analogijom torzionih oscilacija vratila i longitudinalnih oscilacija elasti¢ne grede
mogu se izvesti zakljucci da ugaonom otklonu torzionih oscilacija popre¢nog preseka x elasti¢nog vratila
odgovara poduzno pomeranje poprecnog preseka x longitudinalnih oscilacija grede 6(x,r)= u(x,z), kao i
da momentima inercija masa, u sistemima sa rotacijom, odgovaraju mase u sistemima sa translacijom
odnosno J, =m, 1 J,=m, t¢ da su generalisane koordinate translatornog pomeranja lan¢anog sistema

materijalnih tacaka i ugaonog pomeranja lancanog sistema diskova analogne, x =g . Koriste¢i ovu

analogiju mogu se u potpunosti iskoristiti izrazi koji su izvedeni u poglavlju 3.1.2 , s tim da za uvedene

oznake (3.1.44) analogno napiSemo sledece oznake za slucaj torzionih oscilacija elasticnog vratila:

2
Ly = \]P D u, = ‘JU s 5:%’ wzzﬂzgzggzgzwg, g: ng 012%3 K:i’
plol P! p ! pl 14 c
2 . ~ A A ~
uozmowo , kaoi [, = dy iy, = A, i _ g, i _ay (12.1.1)
CO 00 ,D| 04 ,0| of 01 Jo 11 JO

S obzirom na izvedenu frekventnu jednadinu (3.1.54) moze se direktno napisati frekventna
jednacina malih torzionih oscilacija ovakvog hibridnog sistema sa statiCkom spregom podsistema u

matri¢nom obliku:
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12. FenomenoloSko preslikavanje i matematicka analogija medu dinamikama hibridnih sistema

5

C—§2u0A+{l—A’Eéf)(cosé—upésiné)}l0 ) (12.1.2)

gde je A(¢) karakteristi¢na determinanta, data izrazom analognim izrazu (3.1.47).

C,,r, %m, i=123,45,6

0,(1) <
; I .51 ~M:(Q):M(t)

!

B 1 |o(.)46,0)
G, lg, p,t E '9( ’t) g
i z
4_19(Qy1)=0

N

Staticka sprega podsistema b) Dinamicka sprega podsistema

Slika 12.1.  Male oscilacije hibridnog sistema spregnutih diskretnog i kontinualnog podsistema. a)
torziske oscilacije konzolnog vratila sa mehanizmom vise tela u obliku dva lanaca diskova; b) Sprega

podsistema kontinualnog vratila i diskretnog lanca diskova statickim i dinamickim elementom.

Sa grafika korena frekventne jednacine (12.1.2) mogli bi se uociti poremecaji frekventnog spektra
sopstvenih kruznih frekvencija deformabilnog podsistema usled dejstva diskretnog dela sistema i obrnuto.
To se, ustvari, moze protumaciti kao diskretizaciju dela frekventnog spektra kontinualnog sistema kao
rezultat sprezanja sa diskretnim podsistemom, a sa druge strane analogno i kao kontinualizaciju dela

frekventnog spektra koji odgovara diskretnom podsistemu.

12.1.2. Sprezanje kontinualnog i diskretnog podsistema dinamickom spregom

Koriste¢i se principom prikazane analogije izmedu dva sistema, a u ovom slucaju izmedu
torzijskih oscilacija vratila i longitudinalnih oscilacija elasti¢ne grede datog poprec¢nog preseka moze se
napisati frekventna jedn¢ina malih oscilacija hibridnog sistema sa slika 12.1.b) za dinamicki vid sprezanja
kontinualnog i diskretnog podsistema i to koriste¢i se izvedenom frekventnom jednacinom (3.2.25)
hibridnog sistema iz poglavlja 3.2.2, koji je potpuni fenomenoloski analog sistemu sa slike 12.1.b), u

obliku:
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0 (12.1.3)

C_§2u0[|:/701 ilzg(coséz_ﬂngn‘f)_ﬁn}l 0 +AJ

gde su koriS¢ene oznake (12.1.1) ,a A(¢) je analognog oblika kao i (3.2.20).

Zakljucak je analogan onom iz poglavlja 3.2.2, a odnosi se sada na frekventnu transcedentnu
jednacinu (12.1.3) spregnutog sistema, koja se sastoji iz dva dela. Jedan deo je deo izraza za frekvantnu
jednacinu diskretnog podsistema, a drugi je deo frekventne jednacine podsistema deformabilnog tela.

A u specijalnom slu¢aju homogenog lanca disktnog podsistema sa tri diska koja rotiraju unutar obodnog
diska imali bi analognu jednacinu izvedenoj jednacini (3.2.28a).

Kori$¢enje analogije na prezentovani na¢in omogucava da se izvedena analiticka analiza za jednu vrstu
hibridnog sistema primeni na dobijanje analitickih rezultata druge vrste hibridnih sistema, ovde pokazano
na slucaju longitudinalnih oscilacija elastiéne grede spregnutog sa pometranjima diskretnog sistema
materijalnih tacaka i torzijskih oscilacija vratila sa diskom na kraju u kome rotrira lanac manjih diskova
kao diskretni podsistem.

I na kraju i ovde zaklju¢imo da je sprega kontinualnih podistema i diskretnih podsistema realnost stvarnih
struktura opisanih kao hibridnih dinamickih sistema i da zapravo reSavanje svodimo na diskretizaciju
kontinuuma i sa druge strane kontinualizaciju diskretnog sistema, $to daje mogucnost analiticke analize

ovakvih sistema.

12.2. Elektromehanicke analogije

Fenomenoloski slicno znaci u matematickom opisu analogno, a pojavno moze biti sasvim razli¢ite
fizicke prirode. Vazno je da diferencijalne jednadine i njihova reSenja matematickog modela jednog
sistema jesu analogna sa matematickim modelom drugog sistema i da mogu da se iskoriste u analizi i
opisu ponasanja sistema potpuno razliitih priroda. U ovom smislu navede se ovde poznate
elektromehanicke analogije, [238], koje omogucavaju fenomenolosko preslikavanje pojava iz
elektrotehnike u pojave iz mehanike i obrnuto. Smisao je u formiranju celine kada se govori o
fenomenoloskom preslikavanju i1 analogijama u okviru dinamika hibridnih sistema i sprezi pojava
disparatnih priroda koje mogu da se matematicki analiziraju prikazanim pristupom i analogno resavaju.

Poznato je da jednacine koje opisuju neke pojave u elektrotehnici imaju isti oblik kao jednacine
mnogih pojava u mehanici, termodinamici, hidraulici, pneumatici itd. Na osnovu takvih analogija, za
mnoge pojave neelektriéne prirode mogu se formirati elektricne mreze ¢ije se ponaSanje opisuje
jedna¢inama istog oblika. U najprostijem obliku prethodnu tvrdnju prezentujmo na primeru linearnog

mehanickog oscilatora sa otpornom silom proporcionalnom prvom stepenu brzine i prinudnom silom F(¢),
slika 12.2.1.a), ijednog RLC elektricnog kola, slika 12.2.1 b).
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Slika 12.2.1 Analogni primeri mehanike i elektrotehnike. a) Linearni mehanicki oscilator sa
priguSenjem; b) redno RLC elektricno kolo

Iz jednacina dinamicke ravnoteZze mehani¢kog oscilatora mase m sa spoljasnjom prinudnoom silom
F (t) , restitucionom silom F, = cx(t) i otpornom silom £, = b)'c(t) sledi:
mi(t)+bi(t)+ ex(e) = F(¢) (12.2.1)

Za redno elektri¢no kolo otpora R, induktivnosti L i kapacitivnosti C sa slike 12.2.1 b) vaZi jednacina:

Lq(t)mq-(t)%q(t):u(t) (122.2)

Kako jednacine (12.2.1) i (12.2.2) imaju potpuno analogan matematicki izraz nehomogene diferencijalne
jednaCine drugog reda to se uporeduju¢i ove dve jednaCine moze formirati slede¢a tabela

elektromehanickih analogija.

Elektricne velic¢ine Mehanicke velicine
napon u(t) [V] <  sila F (t) [N]
struja i(t) [A] <  brzina x(t) [m/s]

koli¢ina naelektrisanja q(t) [C] <  pomeraj x(t) [m]

induktivnost L [H] &  masa m [kg]

kapacitivnost C [F] € recipro¢na vrednost koeficijenta elasti¢nosti opruge 1 [+ /kg]
C

elektri¢na otpornost R [Q] & Koeficijent orporne sile b [kg/s]

Analogije navedene u ovoj tabeli spadaju u najéesce koriStene. Na osnovu postavljenih analogija moguce
je za simulaciju ponaSanja, umesto mehanickih sistema, koristiti, mnogo pogodnija, elektri¢na kola. U
cilju konstruisanja slozenih analognih kola uvedena su sledeca pravila:
e mehanicki elementi sa istom translatornom ili rotacionom brzinom kretanja se nalaze u
paralelnoj mehanickoj vezi;
e mehanicki elementi Cije je translatorno ili rotaciono kretanje dato zbirom ili razlikom dveju
brzina nalaze se u rednoj mehanickoj vezi;
¢ mehani¢kim elementima vezanim paralelno odgovaraju elektri¢ni elementi vezani redno;
¢ mehanickim elementima vezanim redno odgovaraju elektri¢ni elementi vezani paralelno.
Analogije je moguce postaviti i na drugi nacin, $to zavisi od nacina pristupa problemu, vazno je samo

drzati se principa matematickih analogija iz koga slede fenomenolosa preslikavanja.
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Poznato je da postoji analogija i translatornog i rotacionog kretanja u mehanici radi potpunosti ovog

poglavlja navedi se i ta analogija u sledec¢oj tabeli:

Translatorno kretanje Rotaciono kretanje
sila F(t) [N] & Moment sile M () [Nm]
brzina x(¢) [m/s] &  Ugaona brzina 4(r) [rad/s]
Translatorni pomeraj x(¢) [m] © Ugaoni otklon 6() [rad |
masa m [kg] @ Moment inercije mase J [kgmz]

Postoje, takode, analogije termickih i mehanickih pojava, kao i analogije hidrauli¢nih i mehanickih pojava

iu tom smislu navedimo tabelu tih analogija:

Mehanicka pojava Termicka pojava Hidrauli¢na pojava

sila F(¢) [N] & Temperature T [K] Nivo 4 [m]

brzina x(¢) [m/s] & Koli¢ina toplote ¢ [J] Zapreminski protok
v[m'/s]

pomeraj x(t) [m] < Toplotna energija 9 [J] Zapremina y [m3]

recipro¢na vrednost koeficijenta < Termicki kapacitet ¢ [J/K]| Kapacitet suda C lsz

elasti¢nosti opruge % [Sz /kg]

Koeficijent orporne sile » [kg/s] ¢ Termicka otpornost R [m2 K/W] Hidraulicki otpor

Analogije koje su prikazane u ovom poglavlju su zapravo pomo¢ni alati kojima se mozemo sluziti u

matematickom modeliranju i simuliranju pojava disparatnih priroda.

12.3. Analogije u hibridnim sistemima spregnutih kontinualnih podsistema

sistemima diskretnih kontinualno raspodeljenih standardnih lakih elemenata.

Brz razvoj nauke o materijalima, eksperimentalnih metoda i numerickih analiza omogucava da se
kreiraju razli¢iti modeli realnih tela i metode za proucavanje njihove dinamike i procesa koji se odigravaju
pri prostiranju poremecaja kroz deformabilna tela. Naravno u postavljanju modela realnih tela uvode se
odredene aproksimacije i pojednostavljenja [233, 245, 246], takode postoje razliCiti pristupi u stvaranju
modela realnih tela. Jedan od pristupa jeste i model diskretnog sistema materijalnih tacaka koje su
povezane odredenim elementima i ¢iji broj je dovoljno veliki da bi realnije opisao kontinuum [90, 98],
kretanje takvog modela i prostiranje talasa u njemu opisano je parcijalnim diferencijalnim jednac¢inama
[79, 81, 89, 94]. Zbog nemogucnosti da se one resavaju analiticki koristi se aproksimativna metoda za
njihovo reSavanje, koriste se metode diskretizacije sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina, metoda
fizicke diskretizacije kontinuuma, pa se reSenja dobijaju u nizu iteracija, a krajnji rezultat

kontinualizacijom tih reSenja. Za dobijanje numerickog reSenja i obradu rezultat koristi se racunarski

matematicki programi. Sa druge strane jasno je da i ideje dobijanja rezultata dinamike kontinualnih
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deformabilnih tela nekim od savremenih kompjuterskih paketa, koji koriste napredne racunarske
mogucénosti, poti¢u iz ideje posmatranja dinamike realnih sistema diskretizujué¢i kontinuum, te vrseéi
mnogo iteracija kontinualizacije reSenja, $to daje krajnji rezultat.

Diskretizacija, a sa druge strane kontinualizacija u procesu reSavanja i analize dinamickih procesa
su metode razli¢itog smera, ali su veoma korisne za proracune i donosenje potrebnih zakljucaka.
U radu [259] prikazalna je metode za analizu dva osnovna modela sendvi¢ struktura sa lakim elasticnim
standardnim elementima u obliku medusloja izmedu dve ploce ili grede, te je uopSteno razmatranje i
definisane su sendvi€ strukture [76] kao sistemi viSe ploca, viSe greda ili traka u kojima su deformabilna
tela (ploCe, grede ili trake) spregnuti standardnim lakim elementima [44] i nemaju deformacije u
aksijalnom pravcu pri statickim ili dinami¢kim uslovima. Iz rezultata tog rada, a u svetlu fenomenoloskih
analogija podvla¢i se da u takvim sistemima parcijalne diferencijalne jednacine malih transverzalnih
oscilacija tacaka srednje ravni ploCa ili srednje linije greda ili pojaseva reSavamo Bernouli-jevom
metodom partikularnih integrala, pri tome reSenja pretpostavljamo u obliku sume, po #m modovima
osnovnih oblika oscilovanja, proizvoda dveju funkcija jedne prostorne sopstvene amplitudne funkcije i
vremenske funkcije. Sopstvene amplitudne funkcije pre svega zavisi od same vrste strukture tacnije da li
se radi o plo¢ama, gredama ili pak pojasevima i od grani¢nih uslova koje zadovoljavaju sami oblici
struktura tj. od geometrije same strukture, zadovoljavaju uslove ortogonalnosti i same grani¢ne uslove,
odakle se i odreduju sopstvene kruzne frekvencije malih transverzalnih oscilovanja struktura. Te u tom
smislu sistem spregnutih parcijalnih diferencijalnih jednacina prinudnih transverzalnih oscilacija sistema
dve kruzne plo¢e spregnute kontinualno raspodeljenim slojem standardnih visko nelinearno elasti¢nih
elemenata oblika (3.4.4) analogno bi se izveo za sistem istovetno spregnutih na primer pravougaonih ploca

samo §to bi oblik transverzalnih pomeranja tataka njihovih srednjih ravni umesto oblika w,(r,e,z) bio
napisan u obliku w,(x,y,s), ili za sistem dve grede w,(x,z) gde bi to zapravo predstavljao sistem

parcijalnih diferencijalnih jednacCina malih transverzalnih oscilacija srednjih linija dve grede spregnute

slojem diskretnih kontinualno raspodeljenim standardnih visko elasti¢nih nelinearnih elemenata oblika:

*wi(x,1 w1 ow,(x,2)  ow(x,t ~
st gy i) [Pose) o )=, )+ )

ot’ ot ot
azvgt(zx,t) el 04vgztgx,t) N 25(2){8%6(:,0 _ Gwla(;c,t)} ai (1) = w, (0. 0)] = = o (0 =, () — 5 (,0) (12.3.1)
gde su kori$¢ene oznake:
@ = p% ,i=12 za redukovanu krutost elasti¢nog sloja; ¢ty = % ,i=12 za redukovanu savojnu krutost

greda, 5, za redukovani koeficijenti priguSenja i gﬂ(i)oznaéava odnos koeficijenta nelinearnosti u

elasticnom sloju i gustina materijala greda i povrSina poprecnih preseka greda oblika B = B _i=12.
TopA

Vidi se da su ove oznake potpuno analogne onima za sistem ploc¢a iz poglavlja 3.4. ReSenja sistema

parcijalnih diferencijalnih jednacina (12.3.1) prinudnih oscilacija sistema dve grede spojene kontinualno

raspodeljenim slojem standardnih viskoelasti¢nih nelinearnih elemenata pretpostavice se, prema
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Bernoulli-evoj metodi, u obliku proizvoda sopstvenih amplitudnih funkcija Wi (x), i=12,

n=12,3,4,..0 1inepoznatih vremenskih funkcija T(,-)n (1) ,i=12, n=1234,..0 :

W,-(x’t)ZzW(i)n(x)T(i)n(f)’ i=12 (12.3.2)

o
gde sopstvene amplitudne funkcije 7, (x), i=1L2, n=1234,.0 imaju isti oblik kao i u slucaju
razdvojenih greda i zavise od uslova oslanjanja greda. Nakon zamene pretpostavljenog reSenja (12.3.2) u
polazni sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina (12.3.1), te mnozeci prvu i drugu jednaCinu sa
W) (x)dx , posle integraljenja duz greda, vodeci ra¢una o uslovima ortogonalnosti sopstvenih amplitudnih
funkcija i jednakih grani¢nih uslova obe grede, dobija se 7 -familija sistema od dve zavisne obicne
diferencijalne jednacdine drugog reda po nepoznatim vremenskim funkcijama Ty (), i=12, n=1234,.
oblika:

Ty, (1) - 25(1)(T(z)n (t)-1;,( ))+ @, Ty, (0) = ay Ty, () = B, N7, )[T(z)n (t)- 1, (¢ )]3 +filt) n=0.12,..

7'?z)n (t)+ 25(2)(7?2),1 (t)_ T(l)n (t))"' a)(zzmT(z)n (t)_ aé)zzl)n (t) = _SIB(Z)N(VVn )[T(z)n (t)_ T(l)n(t)]3 - f(z)n (t)’ (1 2'3'3)
gde su @y, = kil + @l =k, By , ¢ — ki), Eoli, ¢, i=12 sopstvene kruzne frekvencije greda
: i i x : pA pLAI pA plhl
259]. Sa (W ) oznacava se: J (l)n koeﬁci'ent uticaja nelinearnosti elasti¢nog dela sloja, a
g Nw,) ) ] g ]
A4

n

sa f(i)n(t) zadate vrednosti spoljasnje prinude, kao poznate funkcije vremena f(f)n(t) , i=12 definisane

slede¢im izrazima:

ial(x,awm,,(x)dx j o (e

(12.3.4)

Iz sistema (12.3.3) odreduju se nepoznate funkcije vremena Ty (¢), i=12, n=1,2,...;. Sistem (12.3.3) je

matematicki potpuno analogan sistemu (3.4.16) samo je to u ovom sluc¢aju # -familija sistema, jer grede
imaju 7 sopstvenih modova oscilovanja. Sistemu (12.3.3) odgovara analogan linearizovani homogeni
sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina oblika (3.4.4a), pa potpuno analognim rasudivanjam kao i za

taj sistem jednaCina samo ovde sada za 7 familiju reSenja dobijaju se kruzne frekvencije sprezanja

sistema greda p, ,i=12, n=12,...;

.; kao kompleksne delove reSenja karakteristicnog polinoma
analognog oblika obliku (3.4.9c). ReSenja za nepoznate vremenske funkcije odgovarajueg n-moda
slobodnih oscilacija sistema dve greda spregnutih slojem visko-elasti¢nih nelinearnih elemenata mogu se
napisati u obliku (3.4.10) gde umesto nm familija reSenja imamo # familiju reSenja. Za slucaj da su obe

funkcije promene spoljaSnje prinudne sile G, (x,¢) i 5(2)(x,t), istih dvofrekventnih oscilatornih oblika

kontinualno raspodeljene po duzini greda date analogno kao i (3.4.11), predstavimo reSenja sistema
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parcijalnih diferencijalnih jednacine (12.3.3) u obliku proizvoda sopstvenih amplitudnih funkcija i

nepoznatih vremenskih funkcija Ty, (t) ,i=12, n=1,234,..0:

1, (5,2) = W, (1)K DR, (1) cos @, (1) + K e Ry, (1) cos @, (1)

s (5,1) = Wi, (DK e R, (0)cos 0, (1) + KEJe R, (1)eos 0, 1) (123.5)
gde su amplitude R, (¢) i faze @, (t)=q,Q,t+¢,(t) nepoznate funkcije vremena koje trebamo odrediti

koriste¢i asimptotsku metodu Kpunoa-boronsyboa-Murpononsckor kao i u poglavlju 3.4. Kako su
jednacine potpuno analogne to se dobijaju potpuno istovetni zakljucci vezane za reSenja vremenskih
funkcija n -familije oblika oscilovanja ovako spregnutih greda, kao $to smo to dobili i kod sistema
spregnutih plo¢a. Vremenske funkcije zbog sprezanja imaju dva harmonika, koji usled prisustva
nelineartnosti treceg reda u sprezu¢em sloju nisu nezavisni ve¢ imaju izrazeno medusobno dejstvo, koje su
numeri¢kim reSavanjem jednaCinama prve asimptotske aproksimacije za amplitude i faze vremenskih
harmonika opstih oblika (4.4.1) opisane tumacenjem numerickih rezultata u desetom poglavlju. Ovde ih
samo treba posmatrati kao pojave, koje se deSavaju u svakom zn modu sopstvenih oblika oscilovanja
greda, a do njihovog opisa dosli smo potpuno analogno koriste¢i metodologiju ovog rada.

Kao zakljucak ovog poglavlja iskoristimo jos jedan primer primene fenomenoloskog preslikavanja
u modelima hibridnih sistema, on se odnosi na analogiju podsistema spregnutih standardnim piezo
elementima i standardnim termo elementima.
U monografiji [45] primecena je fenomenoloska analogija pojava koje se deSavaju u matematickom
modelu standardnog lakog Kelvin-Voigt-ovog piezo-visko-elasticnog naslednog elementa, koji smo
opisali u poglavlju 9.4, 1 standardnog lakog Kelvin-Voigt-ovog termo-visko-elasticnog naslednog
elementa Ciji je model prikazan u monografiji [45] u poglavlju 8.4. Pri tome tu je konstatovana analogija
promene temperature kod termo elementa sa promenom piezo napona kod piezo elementa, a na osnovu

potpune matematicke analogije izraza (9.3.6) za vezu mehanickog napona o () i specifiéne deformacije -
dilatacije &(¢) piezo-modifikovanog Kelvin-Voigt-ovog visko-elastiénog elementa i napona polarizacije

U, (¢) na piezo-elementu i izraza :

_Eg+Erg, t Ex+Er (c-1)
H)=—ToJi_e +MMJT(,)6 mo gy (12.3.6)
E.+E, o, He %

izvedenog u toj monografiji, a predstavlja konstitutivnu vezu napona i dilatacije termo-modifikovanog
Kelvin-Voigt-ovog visko-elasticnog naslednog elementa. Odakle se, prostim uporedivanjem, zakljucuje da

ono §to je promena temperature kod termo elementa 7(z) predstavlja promenu napona polarizacije piezo-
keramickog element y(z) i da su materijalni parametri ta dva elementa potpuno analogni moduli
elestiCnosti g, < g, 1 koeficijent termicke dilatacije termo-visko-elastiCnog elementa Kelvin-Voigt-
ovog tela «,, , €ija je jedinica dimenzije temperaturni stepen na minus jedan i koeficijent piezo-keramicke
dilatacije termo-visko-elasti¢nog elementa ¢, Cija je jedinica dimenzije jedinica strujnog napona (Volt)
na minus jedan, odnosnogq,, < a,,. U smislu naznaCene analogije hibridni sistem spregnutih ploca

standardnim kontinualno raspodeljenim termo-visko-nelinearno elasticnim lakim elemenatima u kojim
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zapravo promenom temperature u sprezucem sloju moze vrsiti kontrolu i upravljanje takvim sistemom
potpuno je analogan prikazanom modelu iz poglavlja 9.5, gde je ideja upravljanja u takvoj strukturi bila
promenom napona piezo elementa.

Takode, analogni ali inverzni princip, u smislu zamene termo elemenata piezo-keramiCkim standardnim
elementima, moze se primeniti na rezultate rada [147] u kome je razmatran uticaj homogenog sluc¢ajnog
temperaturnog polja na transverzalne oscilacije sistema dve kruzne ploCe spregnute termo-visko-
elasti¢nim slojem. Izveden je odgovarajuci sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina kao i sistem It6-
ovih stohastickih diferencijalnih jednacina za amplitude i faze i to za slucajeve kada je frekvencija
spoljasnje pobudne temperaturne promene u sprezuc¢em sloju u opsegu parametarske i osnovne rezonantne
vrednosti frekvencija spregnutog sistema. Iz dobijenih rezultata zakljuCuje se da su dvofrekventne
oscilacije u jednom modu oscilovanja sistema nezavisne od ostalih modova. Takode, su u radu izvedeni
izrazi za Ljapunov-ljeve eksponente komponentnih slucajnih oscilacija. Analogni rezultati i zaklju¢ak
vazio bi ako bi razmatrali sistem sa piezo-visko-elasticnim elementima u kontinualno raspodeljenom
sprezu¢em sloju kod kojih je promena napona polarizacije piezo-elemenata pretpostavljena kao slucajni

proces belog Suma.
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13* Poglavlje

Zakljucna razmatranja - Sta je originalno doktorant stvorio kao novo
znanje o hibridnim sistemima

Objasnjenja koja dajem sebi zapravo su linearno uzrocno posledi¢na, no evo pojavila se potreba
da drugima u najkra¢em objasnim to $to spoznah i tako dode do nelinearne interakcije- sprezanja mog i
ostalih shvatanja hibridnih sistema i nelinearnih fenomena u njima iz kojeg ¢u pokusati da izvu¢em
najvaznije zakljucke.

U mojim najranijim spoznajama u mehanici, doba osnovne $kole, pojavljuje se pretpostavka “u
vakuumu” $to se objasnjavalo da neku pojavu i njenu dinamiku posmatramo izolovano od svih uticaja
sredine. Sledeca lekcija je ta ista dinamika samo sa uvodenjem uticaja sredine prvo otporom sile trenja
kretanju kroz sredinu, a onda i aktivnih sila polja i svih ostalih poremecaja koji se sredinom prenose ili
kao otpor ili kao aktivno dejstvo na dinamiku posmatranog objekta i menjaju je. Potom se uticaji drugih
tela u kontaktu sa posmatranim na razli¢ite nacine uvode u opis dinamike sistema, jednom recju nista ne
postoji samo za sebe. Sve pojave u Prirodi i drustvu su u nekom obliku interakcije, i da bi se ispravno
shvatila njihova dinamika, na¢ini sprezanja sa uticajima sredine i drugih pojava u sredini treba da se
posmatra dinamika spregnutih pojava, njihove interakcije i medusobni uticaj. Vrsta sprezanja kao i
svojstva pojava koje se sprezu, koje se opiuju i proucavaju, odreduju ponasanje sistema u celini. Najveci
probelemi u opisivanju spregnutih pojava javljaju se kada su te pojave disparatnih priroda. U tom smislu
sadrzaj ove disertacije odnosi se na proucavanje dinamike procesa spregnutih dinamickih pod-sistema. Pri
tome, prikazani su modeli razlicitih oblika sprezanja sistema istih ili razlicitih svojstava. Naravno najveci
izazov u proucavanju je sistem sastavljen od podsistema razli¢itih priroda sa spregom slozene strukture,

Sto smo u radu usvojili kao odredenje hibridni dinamicki sistem. Sistem koji u svakom slucaju ima
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razli¢itu dinamiku od njegovih komponentnih podsistema koji intereaguju medusobno i uslovljavaju
jedinstvenu krajnju dinamiku sistema pri tome menjajuci i svoju sopstvenu dinamiku.

Brz razvoj nauke o materijalima, eksperimentalnih metoda i numerickih analiza, koje prelaze u
numeri¢ka eksperimentisanja, omogucava da se kreiraju razli¢iti modeli realnih struktura i metode za
proucavanje njihove dinamike i procesa koji se odigravaju pri prostiranju poremecaja kroz njih. U
postavljanju modela realnih struktura uvode se odredene aproksimacije i pojednostavljenja, takode postoje
razliCiti pristupi u stvaranju modela realnih struktura. Jedan od pristupa jeste i metoda diskretnih
kontinuuma, zasnovana na modelima diskretizacije kontinuuma [90, 98, 259] koji je usvojen i u ovoj
disertaciji prikazan u okviru drugog i jedanaestog poglavlja.

U drugom poglavlju dat je sistematski prikaz i ostalih metoda koje su koris¢ene u istrazivanjima i
dobijenim rezultatima predstavljenim u ovom radu, pa su pored asimptotske metode usrednjenja Krilov-
Bogoliyubov-Mitropolskiy-kog opisane na jednostavnom sistemu sa jednim stepenom slobode kretanja,
istaknute 1 metode optimalnog upravljanja i metode sinhronizacije. Metode optimalnog upravljanja se
zasnivaju na optimiziranju analitickih izraza Melnikov-ljevih funkcija nekoliko sistema sa jednim
stepenom slobode kretanja sa nelinearnostima, sa optimalnim reSenjem zadatka nepojavljivanja haosa u
dinamici tih sistema. Metode sinhronizacije se ovde zasnivaju na prouc¢avanju numericki dobijenih resenja
koje daju izvedeni sistemi diferencijalnih jednacina kretanja klasa hibridnih sistema u smislu vremenskog
potpunog usaglasavanja podsistema.

Koliko su to omoguéili okviri jednog poglavlja doktorske disertacije u prvom poglavlju je
prikazan jedan broj savremenih radova, a odnose se na savremeno shvatanje pojma hibridni dinamicki
sistem sa stanoviSta tehnickih nauka, sa stanovista teorije upravljanja, a na kraju i sa stanovista
savremenih istrazivanja u medicini. Broj savremenih radova jako je veliki zbog aktuelnosti teme, ali je u
ovom poglavlju izabran i koncipiran samo jedan deo tih radova, koji je, po mom misljenju, bio dovoljan
da prikaze sve prednosti i nedostatke prilaza u opisu hibridnih sistema. Prikazani su modeli tehnicke
prakse 1 dati pristupi savremenih autora u njihovom izboru modela raznim apstrakcijama dinamike realnih
sistema, u inZenjerskoj praksi pri takozvanim: modeliranju, identifikaciji, verifikaciji 1 simuliranju.
Istaknuti su i problemi i poteskoce koje se pri tome srecu te je metodologija ovoga rada primenjiva na
prevazilazenje pojedinih problema modeliranja jedne klase hibridnih sistema sa nelinearnostima i
mogucnostima njihovog analitiCkog opisivanja koje bi moglo dati upotrebljive zakljucke.

Jedan model hibridnih dinamickih sistema moze biti model sendvi¢ ili kompozitne strukture
sastavljene od vise ploca, greda ili traka od materijala razli¢itih svojstava koje su povezane odredenim
standardnim lakim elementima i ¢iji broj je dovoljno veliki da bi se realnije opisala struktura [76, 91, 259].
Kretanje takvog modela i prostiranje talasa u njemu opisano je sistemima spregnutih nelinearnih
parcijalnih diferencijalnih jednacina [75, 81, 82, 95, 259]. Zbog nemoguénosti da se oni reSe analiti¢ki
koriste se aproksimativne metode za njihovo reSavanje, a koriste se i metode diskretizacije sistema
parcijalnih diferencijalnih jednacina, zatim metoda fizicke diskretizacije kontinuuma, pa se reSenja
dobijaju u nizu iteracija, a krajnji rezultat se dobija kontinualizacijom tih reSenja. Za dobijanje
numeri¢kog reSenja i obradu rezultata koristi se racunarski matematicki programi, kao i kompletirani
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softverski alati za nau¢no racunanje. ProuCavanje transverzalnih oscilacija plo¢a spojenih elasticnim,
visko-elasti¢nim slojem ili slojem puzecéih svostava je vazno i sa teoriske i sa prakticne tacke gledista.
Mnoge vazne strukture mogu biti opisane ovakvim modelom. Na primer, moguce je koristiti sisteme ploc¢a
u opisu modela akusti¢nih ili vibracionih izolacionim sistemima, kao $to su zidovi ili podovi. Ovakvi
modeli bi spadali u klasu hibridnih sistema sprege kontinualnih tela i diskretnih lakih standardnih
elemenata ¢iji je broj dovoljno veliki da predstavljaju sprezuci sloj kontinualno raspodeljen izmedu
kontinualnih podsistema. Jedan takav model kruznih ploca spregnutih slojem standardnih visko-elasticnih
nelinearnih elemenata pod dejstvom prinude prikazan je u okviru poglavlja 3.4.14.4.

U matematickom opisu problema oscilovanja sistema kontinualnih tela dobijamo sisteme spregnutih
parcijalnih diferencijalnih jednadina sa sistemom grani¢nih i pocetnih uslova. Zavisno od oblika
parcijalnih diferencijalnih jednacCina sistemi se svode na linearne i nelinearne. Nelinearni ¢lanovi u
parcijalnim diferencijalnim jednaCinama oscilovanja i grani¢nim uslovima mogu biti primarnog i
sekundarnog znacaja. Nelinearne clanove sekundarnog znacaja kao male veli¢ine u poredenju sa
linearnim, moZemo zanemariti, pa se problem u reSavanju svodi na linearni u prvoj aproksimaciji.
Linearne oscilacije plo¢a baziraju se na klasi¢noj jednadini Lagrange-Germain i pojednostaljenim
grani¢nim uslovima kako je to definisano uslovima Kirochoftf-a, $to je ovde koriS¢eno za opisivanje
transverzalnih oscilacija kruznih ploca. Pri tome su data reSenja karakteristi¢nih jednacina oscilovanja
kruznih ploca za klasi¢ne grani¢ne uslove ploce uklestene i slobodne na krajevima i naglaseno je dobro
podudaranje rezultata dobijenih upotrebom matematickih programa za izraCunavanje Kkorena
karakteristicne transcedentne jednacine sa specijalnim Bessel-ovim funkcijama, I vrste, i sa realnim i sa
imaginarnim argumentom, tj. modificiranim Bessel-ovim funkcijama [ vrste, reda n, i rezultata iz
literature za te slucajeve oslanjanja ploca, poglavlje 3.4.1. Za reSavanje sistema parcijalnih diferencijalnih
jednacina koriS¢ena je Bernoulli-eva metoda partikularnih integrala, pri ¢emu je prakticno vrSena
integracije reSenja u vidu beskona¢nog reda po sopstvenim amplitudnim funkcijama - koordinatnim
funkcijama, koje moraju da zadovoljavaju odgovaraju¢e zadate grani¢ne uslove. Zatim su se izabrani
redovi unosili u jednacCine kretanja i uslove kompatibilnosti pomeranja i izjednaCavanjem koeficijenata
uz jednake sopstvene koordinatne funkcije, koje zadovoljavaju uslove ortogonalnosti, dobijao se sistem
obi¢nih diferencijalnih jednacina u odnosu na trazene vremenske funkcije pripadajuée jednom
sopstvenom obliku oscilovanja. Za sistem dve ploce, reSavanjem tih spregnutih diferencijalnih jednacina
po vremenskim funkcijama, zakljucuje se da prisustvo sprezuceg sloja izmedu dve ploce uzrokuje
udvajanje kruznih frekvencija u jednom nm -obliku sopstvenih transverzalnih oscilacija. Uopste, za
vremensku funkciju jednog nm -moda oscilovanja sistema M ploca, zakljueno je da u tom modu sistem
osciluje u M -frekventnom rezimu slobodnih oscilacija sistema. Kada je homogeni lanac plo¢a slobodan
zakljuéujemo da ima M stepeni slobode kretanja u svakom od beskona¢no mnogo sopstvenih modova, a
kako poseduje M sospstvenih kruznih frekvencija, po svakom nm -modu, to prakti¢éno u tom modu ima
M internih stepeni slobode oscilovanja, i to u svakom od beskona¢no mnogo sopstvenih modova, [68,

70, 75, 259].
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Resenja matematiCkog opisa sistema jednacina sa nelinearnostima i uticajem poremecéaja po
vremenskim funkcijama odgovarajuéeg nm -moda oscilovanja tog sistema u vidu dvoparametarske
familije asimptotskog sistema usrednjenih jednacdina prve aproksimacije, za ampitude i faze komponentnih
procesa, prikazana su u poglavlju 4.4. Sistem jednacina prve asimptotske aproksimacije reSenja malih
transverzalnih oscilacija taaka srednjih ravni kruznih ploca, spregnutih slojem visko-elasti¢nih
nelinearnih elemenata, je originalni analiti¢ki rezultat ovoga rada. U poglavlju 4.4.1 prikazan je pristup
ispitivanju stabilnosti lokalnog karaktera u okolini stacionarnog reSenja sistema jednadina prve
aproksimacije. Analiticki su izvedeni uslovi stabilnosti stacionarnog polozaja ravnoteze S§to se moze
smatrati jednim originalnim rezultatom ispitivanja dinamike ovog sistema. U zakljuc¢ku tog poglavlja date
su i smernice za dalju upotrebu tih analitiCkih rezultata u analizi stabilnosti oko stacionarnog resenja
polaznog sistema spregnutih diferencijalnih jednacina, i to u smislu njihovog programiranja i odredivanja
taCaka na amplitudni i fazno frekventnim dijagramima, koje odgovaraju stabilnim ili pak nestabilnim
reSenjima dinamike sistema u stacionarnom prolazu kroz rezonantnu oblast. Za izvodenje sistem jednacina
prve asimptotske aproksimacije koriS¢ena je modifikovana asimptotska metoda usrednjenja Kpunosa-
Boronsy6oBa-Mutpononsckor. Sama metoda je prikazana u poglavlju 2.1, a rezime o modifikaciji
kori§¢enoj u ovom radu moze da se pronade u opisu metoda i metodologije u okviru 11. poglavlja.

Ostale klase hibridnih sistema prikazane su takode u tre¢em poglavlju i to prvo modeli sprezanja
diskretnih podsistema razlicitih priroda statickim ili dinamickim vezama, vezama naslednih svojstava, a
potom i modeli hibridnih sistema sprezanja kontinualnih podsistema sa diskretnim podsistemima vezama
razli¢itih svojstava- oprugama ili kotrljajnjim elementima. Pri tome je, po ideji iz radova [79 i 84],
prikazano izvodenje analitickih izraza za frekventne transcedentne jednacine spregnutih kontinualnih i
diskretnih sistema i konstatovano da se one sastoje iz dva dela. Jedanog dela koji odgovara izrazu za
frekvantnu jednacinu diskretnog podsistema, i drugog koji odgovara delu frekventne jednacine
podsistema deformabilnog tela. Takode, prikazani su i originalni dijagrami tih frekventnih jednacina za
razliite oblike diskretnog podsistema u vidu odredenog broja materijalnih tacaka, i konstatovano
uvecanje broja korena transcedentne karakteristicne jednacine sa brojem materijalnih ta¢aka diskretnog
podsistema u odnosu na skup sa beskona¢nim brojem sopstvenih kruznih frekvencija. Dinamika klasa
hibridnih sistema sa nelinearnostima proucavana je modifikovanom asimptotskom metodom usrednjenja
Kpunosa-boronsyboBa-MuTpomnoisckor, pri ¢emu su dobijene prve asimptotske aproksimacije reSenja po
pomeranjima komponentnih podsistema. U slucaju slobodnih malih oscilacija oko polozaja ravnoteze
dobijena su analiticka reSenja sistema jednacina prve aproksimacije. Zakljucci, koji se mogu doneti, iz
oblika tih reSenja su anologni onim dobijenim u mom magistarskom radu za sistem jednacina vremenskih
funkcija oscilovanja ploc¢a spregnutih elasticnim elementima sa nelinearnim svojstvima. Zakljucuje se da
su amplitude oba oblika oscilovanja, u jednom dvofrekventnom rezimu oscilovanja, uslovljenom samo
sprezanjem, konstantne i zavise od vrednosti datih u pocetnom trenutku, da su oba potprocesa
neizohrona, jer im periodi zavisi od pocetnih vrednosti amplituda oba oblika oscilovanja. Treba
napomenuti da se, u slucaju ploca, radi o domenu vremenskih funkcija, koje pokazuju ovakva ponasanja i
to u svakom nm -obliku oscilovanja sopstvenih amplitudnih funkcija.
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Dok su u tre¢em poglavlju opisane sopstvene dinamike klasa hibridnih sistema u narednom
Cetvrtom poglavlju opisana su svojstva prinudnih kretanja tih sistema i to pod dejstvom spoljasnjih
periodickih sila koje dejstvuju na podsisteme. Objasnjeni su karakteristicni fenomeni koji se pri tome
javljaju, prvenstveno prolazak kroz rezonantno stanje, zatim pojava prelaznih reZima, rezonantnih skokova
amplituda i faza u odzivu sistema sa nelinearnostima, kao rezultati medusobne interakcije podsistema pri
prenosSenju dejstva pobuda. Izvedeni su analiticki izrazi zakona kretanja klasa hibridnih sistema pod
dejstvom harmonijske pobude.

U osnovi korisne primene oscilacija, kao i uzroku njihovog Stetnog dejstva, leze svojstva pojava
koje su povezane sa svojstvoma nelinearnih fenomena u dinami¢kim procesima tih oscilacija. Vecina
mogucnosti efektivnog korisSéenja oscilacija je povezana sa tim da oscilacije menjaju karakter i svojstva
pojedinih fizicko-dinamickih procesa u nelinearnim mehanickim sistemima, a sa tim i njihovo ponasanje.
Npr. stabilan polozaj staticke ravnoteze postaje nestabilan u dinamickim uslovima i uspostavlja se nova
konfiguracija sistema u uslovima dinamic¢ke ravnoteze, a konfiguracija nestabilne ravnoteze postaje
stabilna i sl. Ovde treba dodati i izuzetnu osetljivost dinamickih procesa u nelinearnim dinamickim
sistemima sa malim promenama parametara stanja sistema, $to proucava teorija bifurkacija. Uticaj malih
promena pocetnih uslova, i senzitivnost na njihove male promene, je takode pojavni fenomen u
nelinearnim sistemina za odredene kineticke parametre. Iz navedenih razloga, nametnula se neophodnost
matematickog razjasnjavanja sistema sa nelinearnostima, §to je i ucinjeno u okviru petog poglavlja.
Matematicki, kontinualni dinamicki sistemi geometrijski su interpretirani tokovima, a diskretni mapama, i
data je geometrijska interpretacija metode usrednjenja. Pokazani su karakteristicni fenomeni sistema sa
nelinearnostima za klasu sistem opisanih Duffing-ovim mekim ili tvrdim oscilatorima sa jednim stepenom
slobode kretanja sistema, a rezultati su interpretirani analiticki i numericki. 1z zakljucka tog poglavlja,
pored ostalih teorema i njihovih dokaza, izdvaja se ono $to se odnosi na odredivanje integriteta hibridnih
sistema. U postavljanju fizickih i matematickih modela realnih struktura uvode se odredene aproksimacije
i pojednostavljenja. Ako posmatrani dinamicki sistem, opisan reSenjem diferencijalne jednacine, dolazi iz
stvarnog sveta fizickog postojanja realnih sistema disparatne prorode, onda ¢e sam sistem jednacina samo
biti model stvarne pojave, odredene pretportavke ¢e se uvesti, i aproksimacije i eksperimentalne greske ¢e
se javiti. Ako dinamicki sistem nije strukturno stabilan, onda male greSke i aproksimacije nacinjene na
modelu imaju moguénost za dramati¢no menjanje strukture stvarnog resSenja sistema. Dakle, ,,reSenje i
apstrahovanje modela od realnog sistema moze biti radikalno pogresno i nestabilno. Ako, je sa druge
strane, dinamic¢ki sistem koji posmatramo strukturno stabilan, onda male greske uvedene aproksimacijama
i eksperimentalnim greSkama ne moraju uops$te imati uticaja i reSenje modela sistema moze biti jednako ili
topoloski spregnuto sa stvarnim reSenjem. ReSenje modela sistema pri tome predstavljamo tokovima-
faznim trajektorijama ili mapama- diskretnim presecima faznih tarjektorija i pogodno izabranih povrsi, a
definicije strukturne stabilnosti i topoloske ekvivalencije u njima date su u poglavlju 5.4. Kada se govori
o strukturnoj stabilnosti toka ili njegove mape jasno je da je ona spregnuta sa svojstvom jake osetljivosti
nelinernih sistema na promenu pocetnih uslova ili parametara sistema kojima se opisuju. Jedan od

kriterijuma koji otkriva svojstvo eksponencijalnog razdvajanja faznih krivih-trajektorija dva sistema koji
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polaze iz bliskih pocetnih uslova jesu i Lyapunov-ljevi eksponenti, te su oni ovde i uzeti kao mera
integriteta dinamike hibridnih sistema i dinamika komponentnih podsistema. Teorijska razmatranja
navedena u petom poglavlju su preuzeta iz monografije ,,Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems and
Bifurcations of Vector Fields”, [50], i na osnovu te teorije dobijeni su originalni numericki rezultati
predstavljeni u tom poglavlju, a koji su rezultat samostalnih proracuna u aplikativnom softveru
Matematica, koji se uglavnom kvalitativno poklapaju sa dijagramima prikazanim u toj monografiji. Na
ovim primrima su izvrSene provere putem naucnog racunanja raspolozivim softverskim alatima i mojom
umesnoscu u tome.

U Sestom poglavlju pokazano je da postoji interes za proucavanje prenosa energije izmedu
podsistema vezanih u hibridne sisteme, pri ¢emu su za analize rezultata prenosa energije u modelima
klasa hibridnih sistema kori$¢eni izrazi za redukovane vrednosti kineticke i potencijalne energije
pripadaju¢e odgovaraju¢em podsistemu, kao i izraza za redukovane vrednosti: kinetickih, potencijalnih
energija sprezucih elemenata kao i funkcija rasipanja tipa Rayleigh-a. U radu [259] za sistem kruZnih
ploc¢a koji izvodi sopstvene oscilacije, potvrdeno je, da vazi teorema o konzervativosti energije, ako je
sloj idealno elasti¢an, ili teorema o promeni ukupne energije sistema u svakom od modova, ako je sloj
visko-elastican, a sistem poseduje funkciju rasipanja tipa Rayleigh-a. Na osnovu prethodnog,
konstatovano je da, u slucaju slobodnih oscilacija sistema dve ploCe samo spregnute elasti¢cnim slojem
bez prigusnica, ukupna enegija moda konstantna, a u slucaju disipativnog sistema, sistema ploca
spregnutih prigu$nicama, pokazalo se da je opadanje ukupne energije svakog od modova jednako
negativnoj dvostrukoj vrednosti funkcije rasipanja pripadaju¢e tom modu, dok su Lyapunov-ljevi
eksponenti negativni. Zakljucilo se da je proces oscilovanja, kao i potproces interakcije medu plo¢ama,
stabilan, te je tako Lyapunov-ljevim eksponentima dato svojstvo mera integriteta sistema ili integriteta
dinamike-kretanja sistema. Analogne konstatacije mogu se, na osnovu izvedenih analiti¢kih izraza, doneti
i za ostale klase pomenutih hibridnih sistema. Treba dodati i konstataciju da dinamicki elementi veze
predstavljeni u obliku diskova, koji se kotrljaju bez klizanja po povrSinama spregnutih podsistema, unose
promenu u izrazima za kineticku energiju, kako sprezanja tako i celokupnog hibridnog sistema. Elementi
statickog sprezanja oprugama nemaju uticaja na promenu kineticke energije sistema, ali zato sudeluju u
promeni potencijalne energije sprezanja, kako one koja se odnosi na direktnu interakciju podsistema preko
sprezuceg elementa tako i one koja se usled prisustva sprege prenosi ne komponentne podsisteme.

Govoriti o spregnutim sistemima, a ne govoriti o nekom obliku usaglasavanja podsistema koji su
spregnuti bilo bi ekvivalentno nesagledavanju bitnih karakteristika sistema. U globalnoj dinamici
hibridnih sistema interesantni su oblici vremenskog usaglasavanja dinamika podsistema $to je u okviru
sedmog poglavlja predstavljeno kao sinhronizacija hibridnih sistema. U tom poglavlju, najpre su odredeni
razli¢iti moguci oblici sinhronizacije i dat je pregled nau¢nih radova, koji se odnose na njihovo
identifikovanje i odredivanje odnosa parametara podsistema potrebnih za uspostavljanje sinhronizacije, a
potom su predstavljeni rezultati sopstvenih istrazivanja pojave oblika potpune sinhronizacije u klasama
diskretnih hibridnih sistema sa statickim i dinamic¢kim vezama. Iz niza zakljucaka tog poglavlja, koji se
odnose na vrednosti koeficijenata sprezanja sistema vezama statiCkog ili dinamickog karaktera koji
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obezbeduju potpunu sinhronizaciju za izabrane posmatrane klase hibridnih sistema, a koji su rezultati
numeri¢kog reSavanja specijalno izabranih primera diferencijalnih jednaina kretanja takvih sistema, i
originalni su doprinos ovoga dela disertacije, izdvojimo jedan opsti zaklju¢ak. Dva nelinearna sistema sa
haoti¢nim atraktorima spregnuta statickom spregom mnogo lakSe je sinhronizovati tj. potreban je mnogo
manji koeficijent statiCkog sprezanja, i do deset puta manji nego li u prikazanom slucaju ista takva dva
podsistema od kojih je jedan linearan. Ovo potvrduje i rezultate istrazivanja savremenih autora, koji su
rasvetljeni u okviru ovog poglavlja, a to je da prisustvo nelinearnosti i haoti¢nih atraktora, koji se sastoje
iz niza slucajnih periodickih kretanja, mogu biti prednost u stvaranju sinhronizacije, jer je dovoljna mala
perturbacija da se podsistem zadrzti na jednoj od periodickih orbita, koja je ve¢ postojece resenje sistema,
i eventualno se poklopi na istoj periodickoj orbiti sa drugim podsistemom hibridnog sistema, odnosno da
se podsistemi sinhronizuju. Zato je u ovom poglavlju pokazano i nekoliko primera sistema upravljanih
periodickom pobudom sinusnog oblika do stanja sinhronizacije. Kada su linearni i nelinearni podsistemi
dinamicki spregnuti zakljucuje se da sinhronizacija u ovakvim sistemima nije moguca. Postoji atraktor
sinhronizacije, koji daje prilicno veliku greSku sinhronizacije, ali je posle izvesnog vremena drzi
ograni¢enom periodi¢nom funkcijom u uskom intervalu. Zbog toga ovakav vid sprezanja sistema mogao
bi da se iskoristi u sistemima pracenja i eventualnog uspostavljanja sinhronizacije u njima. Medutim, ako
su oba podsistema nelinearni i spregnuti dinamicki, pojavljuje se zanimljiv fenomen kratkotrajne pocetne
sinhronizacije, pri manjim vrednostima koeficijenta dinami¢kog sprezanja, koja prelazi u asinhronizaciju
ili se brzo potpuno narusava, povecanjem koeficijenta dinami¢kog sprezanja, a onda ponovo uspostavlja u
nekom narednom intervalu vrednosti tog koeficijenta. Ovo je oblik takozvane isprekidane
sinhronizabilnosti sistema u zavisnosti od parametara sprezanja.

Pojave karekteristicne u dinamici nelinearnih spregnutih sistema kao $to su skokovi amplituda i
faza u rezonantnim oblastima prelaznih rezima, ili svojstveni nelinearni histerezis u lokalnoj dinamici, ili
pak pojava haoticnih atraktora u globalnoj dinamici sa stanoviSta upotrebe mehanickih sistema koje
opisuju takvi modeli mogu biti izrazito negativne u smislu narusavanja integriteta i stabilnosti dinamicke
strukture, pojacavanja efekata zamora materijala i sl. Zato izbegavanje tih pojava moze doprineti
povecanju radnog veka struktura, ili povecanju stepena sigurnosti, te se u okviru osmog poglavlja predlazu
metode optimalnog upravljanja primenjive na sisteme sa nelinearnostima sa jednim stepenom slobode
kretanja, koje bi dokazano uslovile smanjenje uticaja negativnih fenomena nelinearnisti. Prema
rezultatima radova autora G. Rega i S. Lenci [180-184], predlozena metoda se odnosi na upotrebu
Melnikov-ljeve metode i optimizacije vrednosti Melnikov-ljeve funkcije, koja garantuje da ne dode do
haoti¢nog ponaSanja dinamike sistema. To se prakti¢no postize visefrekventnom periodickom pobudom,
pri ¢emu odnos amplituda osnovnog i vi§ih harmonika pobude, koji optimizira Melnikov-ljevu funkciju, i
jeste cilj optimalnog upravljanja. Predlozena metoda je upotrebljiva, takode je pokazano na osnovu
najnovijih istrazivanja, i na sisteme sa dva i viSe stepeni slobode kretanja, a to daje idejne smernice za
buduca istrazivanja u toj oblasti.

U devetom poglavlju predstavljene su aktivne strukture kao strukture koje osecaju spoljasnje

poremecaje i odgovaraju na njih aktivnim upravljanjem u stvarnom vremenu da bi zadovoljile zahteve
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upotrebe. To znaci da u svojoj ukupnoj strukturi imaju ukomponovane-spregnute elemente tipa senzora i
aktuatora, sastavljene od opti¢kih vlakana, piezoelektircnih keramika i piezoelekticnih polimera. Zbog
toga su, u ovom poglavlju, prikazana svojstva aktivnih piezokeramickih materijala, objaSnjen fenomen
piezoelektricnog efekta, predstavljeni modeli standardnih piezo-visko-elasti¢nih elemenata [45], a na kraju
opisan model hibridnog sistema spregnutih struktura slojem standardnih piezo-visko-elasti¢nih naslednih
elementa kao primer jedne aktivne strukture. Izvedene su parcijalne diferencijalne jednacine modela
kruznih ploca spregnutih slojem piezo-visko-elasticnih nelinearnih elemenata, Sto je i originalni rezultat
ovog dela disertacije, te su predloZzene analogne metode reSavanja istog i dobijanja reSenja, gde je
zaklju€eno da bi promena napona polarizacije piezo-elemanta mogla da posluzi kao upravljacki signal
realno potrebnog upravljanja. Bilo da se radi, na primer, o dinamickoj apsorpciji gde bi piezo-elementi bili
iskori$¢eni za apsorpciju transverzalnih pomeranja tacaka srednje ravni jedne od ploca sistema gde bi
zakon upravljanja u prvoj aproksimaciji mogli dobiti iz uslova da amplituda i faza oscilovanja jedne ploce
u odgovaraju¢em nm -modu oscilovanja budu jednake nuli, ili bi se mogli na¢i uslov sinhronizacije u
odgovaraju¢im modovima, zahtevajuéi da reSenja u prvoj asimptotskoj aproksimaciji budu ekvivalentna za
gornji i donju plocu. Ako bi se pak hteo eliminisati uticaj nelinearnosti i nepredvidenosti, koje u sistem
ona unosi, mogao bi se zakon upravljanja izvesti iz uslova redukcije jednog od vremenskih harmonika i
tako njihovu medusobnu interakciju anulirati. Svaki od zahteva upravljanja bio bi realan zahtev koji
konstrukcija treba da ispuni, a pristupom datim u ovom radu mogle bi se dobiti upotrebljive vrednosti
izlaznih kinetickih prametara kojima bi se moglo upravljati pomocu aktivnih elemenata. Zakon upravljana
u posebnim slucajevima idejno bi se mogao resiti ispitujuci jednaéine prve aproksimacije za amplitude i
faze resSenja, a prakti¢no bi bio cilj nekih buducih istrazivanja i realnih potreba.

Deseto poglavlje disertacije sadrzi izabrane rezultate mojih mongobrojnih numerickih
eksperimenata koji se baziraju na numeri¢kom re§avanju diferencijalnih jednacina, metodama nau¢nog
racunjanja, koje ¢ine matemati¢ki model klase hibridnih sistema. Kako su numeri¢ki eksperimenti, nau¢no
racunjanje, kao i vizuelizacije neophodni alat za dobijanje primenljivih rezultata, i otkrivanje nelinearnih
fenomena i retkih fenomena dinamika, to se pojedini zakljucci formiraju na bazi podataka dobijenih na
osnovu numerickih eksperimenata i simulacija, datih apstrahovanih dinamickih modela i matematickih
opisa realnih slozenih struktura, izvedenih komercijalnim programima tipa MathCad, Maple, Matemtica i
slicnih softvera. Primena savremenih softverskih alata danas sve viSe dobija svoj identite, pod nazivom
"naucno racunanje".

Modeli koji se mogu na¢i u ovome radu, elegantnom primenom aplikativnih softvera, mogu
posluziti za stvaranje vizuelne predstave pojava u dinamici hibridnih sistema, koje matematicki modeli
opisuju. Jednostavnom promenom odgovarajuc¢eg parametra sistema moze se ispitati uticaj na dinamiku
celokupnog sistema elementa structure, kojem taj parameter modela odgovara. U okviru desetog poglavlja
posmatrani primer hibridnog sistema je model dve kruzne ploce spregnute slojem kontinualno
raspodeljenih viskoelasti¢nih nelinearnih elemenata, ¢iji je sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina
prinudnih transverzalnih oscilacija tacaka srednje ravni ploca, reSavan metodologijom usvojenom i
predstavljenom u radu, dao rezultate pogodne za numeri¢ku analizu uticaja parametara sistema. Tako je,
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na primer, ispitivano dejstvo povecanja vrednosti linearne krutosti u prisustnim elementima sprezuceg
sloja na fenomene karakteristicne za modele hibridnih sistema sa nelinearnostima: rezonantne skokove
amplituda i faza komponentnih potprocesa, njihov medusobni uticaj, prenos energije u sistemu i u
komponentnim potprocesima.

Kako se narocita paznja poklonjena teoriji rezonantnih procesa, u vezi sa pitanjem koriS¢enja
nelinearnih elemenata za otklanjanje rezonantnih pojava u sistemima spregnutih mehanickih struktura, u
radu su dati konkretni rezultati numerickog eksperimenta sa izlaznim amplitudno-frekventnim i fazno-
frekventnim dijagramima u rezonantnim oblastima stacionarnih i nestacionarnih rezima i objasnjen
fenomen prolaska kroz rezonantno stanje. U izabranom slu¢aju nehomogenog sistema dve kruzne ploce
spregnute slojem visko-elasti¢nih nelinearnih elemenata sprovedena je samo kvalitativna analiza pojave
prolaska kroz rezonantno stanje i interakcije harmonika u jednom modu oscilovanja proucavanog sistema i
zakljuceno je da bilo kakva generalizacija u smislu uticaja harmonika ili oblika amplitudno frekventnih
karakteristika u drugim slu¢ajevima parametara sistema ne bi mogla da se kvantitativno uopsti. Evidentno
je samo da ¢e kvalitativno sigurno postojati interakcija izmedu harmonika, §to je uostalom i opste
svojstvo nelinearnosti sistema. Bilo kakvo uops$tavanje kvantitativno bilo bi moguce izvesti samo Sirom
uporedbom rezultata za razliite odnose parametara sistema, mada bi i u tom slucaju bilo tesko doc¢i do
opstijih rezultata, s obzirom da bi se raspravljalo na polju viSedimenzionih bifurkacija, jer sama reSenja
zavise od veceg broja parametara sistema i parametara sprezanja. Ovde je samo ispitan uticaj povecanja
vrednosti linearne krutosti elemenata u sprezu¢em sloju i konstatovano da njihovo prisustvo pri dejstvu
dvofrekventne kontinualno raspodeljene harmonijske pobude uslovljava smanjenje izrazenih pojava
rezonantnih skokova i novih grana u amplitudno-frekventnom odzivu sistema. Konstatovano je i da postoji
ve¢i uticaj prvog harmonika na dinamiku drugog, Sto se i vizuelno moze propratiti sa dijagrama
vremenskih funkcija komponentnih harmonica, kao i vremenskih funkcija plo¢a odgovaraju¢ih nm -
modova oscilovanja prikazanih i u stacionarnom i u nestacionarnom rezimu prolaska kroz rezonantne
oblasti. Takode, ispitan je i uticaj vrednosti amplitude spoljasnjih pobuda kroz primer povecanja vrednosti
amplitude drugog harmonika spoljasnje pobude i konstatovano da samo promena te vrednosti, a za ostale
nepromenjene vrednosti parametera sistema, moze usloviti intenziviranje fenomena prolaska kroz
rezonantni rezim. Oblici vremenskih funkcija i njihovih vremenskih izvoda potrebni su nam i za
energijsku analizu sistema i komponentnih podsistema, tako da je konstatovano da kineticka i potencijalna
energija kao i funkcija rasipanja celokupnog sistema i pojedinih komponenti imaju karakteristine
skokove vrednosti u stacionarnom rezimu na istovetnim frekvencijama na kojim se deSavaju i
karakteristi¢ni rezonantni skokovi amplitude i faza. Takode, istaknuta je i zavisnost vrednosti energija
sistema od brzine prolaska kroz rezonantne oblasti u nestacionarnom rezimu.

Zakljucuje se da kriva, koja odgovara vrednostima vremenskih funkcija pri najbrzim prolascima kroz
rezonantnu oblast, u smeru porasta frekvencije spoljasnje pobude, poseduje najvece vrednosti i ima prvi
skok koji je pomeren ka ve¢im frekvencijama i njen pik je zaobljeniji u odnosu na ostale dve krive koje
odgovaraju sporijim prolascima kroz rezonantnu oblast. To je sve u saglasnosti sa zakljuccima koji su

doneti za amplitudnu krivu prvog harmonika. Sa druge strane, ukoliko spoljasnja pobudna sila ima
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promenu frekvencije veée brzine ona odaje sistemu vecu koliCinu energije, pa i vrednosti energije, pri
brzim prolazima kroz rezonantnu oblast, imaju veée vrednosti i skokove, koji su pomereni ka vecim
vrednostima frekvencija, u smeru povecanja frekvencije spoljaSnje pobudne sile. Analogno se zakljucuje i
dobijaju se rezultati i u smeru opadanja frekvencije spoljasnje sile razli¢itim brzinama, ali ti dijagrami
ovde nisu predstavljeni, zato §to u potpunosti podsecaju na predstavljene, samo su vrednosti vremenskih
funkcija po odgovarajuéem modu manje, jer se skokovi amplituda deSavaju na nizim frekvencijama i pri
manjim vrednostima amplituda, pri ve¢im brzinama prolaska kroz rezonantnu oblast, a skokovi amplituda
su pomereni ka viSim vrednostima frekvencija i imaju vece vrednosti, samim tim i vrednosti vremenskih
funkcija su vise. Sto se ti¢e dijagrama koji pokazuju zavisnost vremenskih funkcija od vremena prikazani

na slikama u ovom poglavlju napomenimo da je interval vremena jako mali ¢ =0.4[s], jer u ve¢im

intervalima vremena sama reSenja prve asimptotske aproksimacije ne daju dobre rezultate, i trebala bi se
naciniti reSenja druge ili viSih aproksimacija. Dobijeni rezultati i zakljucci su originalni doprinos ovog
dela disertacije.

Konstatovano je da svi prikazani modeli i metodologija njihovog opisivanja apstrakcijom od
realnih sistema i dinamika, kao i reSavanja imaju matemati¢ki analogne pristupe, te je, u okvirima
jedanaestom poglavlja, napravljen pregledni rezime o metodama i metodologiji modeliranja, reSavanja i
izucavanja retkih svojstava i fenomena dinamike klasa hibridnih sistema predstavljenih u ovoj disertaciji.
To bi, sagledavanjem svih rezultat do kojih je moguce do¢i ovim metodologijama, trebalo da predstavlja
originalan i znaCajan doprinos izucCavanju, ne samo klasa hibridnih sistema predstavljenih u ovoj
disertaciji, nego li i mnogo Sire klase hibridnih sistema u ¢iji je matematicki opis ukomponovano svojstvo
nelinearnosti. To je i pokazano u narednom dvanaestom poglavlju, gde je predmet istraZzivanja usmeren na
utvrdivanje fenomenoloskog preslikavanja i matematickih analogija medu svojstvima dinamika hibridnih
sistema disparatnih priroda. U okviru ovog poglavlja, prikazano je nekoliko modela, naizgled fizicki
drugacijih od modela hibridnih sistema prikazanih u prethodnim poglavljima, a koji formalno mogu da se
reSe 1 objasne metodologijom ovog rada na matematicki analogan nacin.

Istrazivanja svojstava i fenomena dinamike sistema slozenih struktura i odredenih klasa hibridnih
sistema su predmet istrazivanja na projektima iz osnovnih nauka 1616, (period 2001-2005), kao i
ON144002 (period 2006-2010) finansiranih od Ministarstva nauke Republike Srbije, u kojima sam
ucestvovala kao istrazivac aktivne nauc¢ne kompetencije. U okviru tih projekata sam sticala istrazivacko
iskustvo 1 sazanja, i1 uradila istrazivanja sa rezultatima ugradenim u magistarsku tezu pod naslovom:
Dinamika mehanickih sistema sloZenih struktura, koju sam uspeSno odbranila pred komisijom u
medunarodnom sastavu. LogiCan nastavak u istrazivanju iz oblasti mehanike i nelinearnih nauka, tog
magistarskog rada, predstavlja ova doktorska disertacija, ali se ovde otislo i zna¢ajno napred originalnim
doprinosima u saznanjima o fenomenima nelinearnih dinamika razli¢itih hibridnih sistema. Izucena su
svojstava njihovih podsistema i spregnutih dinamika, kao i pristupi odredivanja njihovog integriteta ili
strukturne stabilnosti, ispitivanja lokalne stabilnosti u stacionarnom rezimu, prolaska kroz rezonantnu
oblast za razliCite vrednosti kinetickih parametara sistema i fenomene skokova amplitude i faza u

stacionarnim rezonantnim rezimima. Takode, su izucavani i nelinearni histerezis prelaznih rezima u
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nestacionarnim rezimima, kao i moguénosti sinhronizacije i optimalnog upravljanja dinamikama takvih
hibridnih sistema.

Ovim doprinosima, smatram da rad daje i originalni, ne samo istrazivacki pristup i sistematizaciju
savremenih saznanja, nego i moj unos novih znanja u ovu savremenu oblast dinamike i oscilacija hibridnih
dinamickih sistema, $to je bio moj zadatak, a Sto i po Zakonu o Univerzitetu treba da predstavlja doktorska
disertacija. Sa ovim zaklju¢kom je saglasan i mentor ovog rada, koji mi je pruzio i veliki broj konsultacija
1 razgovora oko pravaca istrazivanja, provere i prikaza rezultata mojih istrazivanja.

U apstrahovanom obliku moji originalni rezultati su: postavljeni originalni fizicki modeli
hibridnih sistema sa odgovaraju¢im sistemima spregnutih diferencijalnih jednacina; nova saznanja i znanja
o interakciji podsistema spregnutih u hibridne sisteme; znanja o viSeparametarskoj transformaciji
interakcije spregnutih podsistema razli¢itim standardnim elementima i postojanju, pojavi i iS¢ezavanju
pojedinh nelinearnih fenomana, kao i retkih fenomena, u frekventnim opsezima spoljasnjih pobuda;
postavljena metodologija kombinacije analitickih metoda, numeri¢kih metoda i nau¢nog ra¢unanja kao
novi metodoloski postupak za viSeparametarsko izu¢avanje pojedinh klasa hibrdnih sistema; postavljene
serije animacija viSeparametarskih transformacija nelinearnih fenomena u dinamici hibridnih sistema
putem softverskog alata u programu Mathematica; postavljena metodologija koriS¢enja viSeparametarskih
transformacija dinamika spregnutih podsistema radi postizanja sinhronizacije ili asinhronizacije dinamika
dva spregnuta podsistema. Sistematizacijom savremenih analitickih metoda, koje su kori§¢ene u doktoratu,
kao i softverskih alata, radu se daje i studijski karakter, da Citalac moze ovladati znanjima potrebnim u
istrazivanju fenomena dinamike hibridnih sistema, ¢ime je radu data dimenziju koja ¢e omoguciti razne
primene u inzenjerstvu, kao i nastavak istrazivanja u ovoj oblasti.

Originalni i novi rezultati ove disertacije su prikazani na vecem broju vode¢ih nau¢nih svetskih i
medunarodnih skupova iz oblasti nelinearne mehanike (22" International Congress of Theoretical and
Applied Mechanics (ICTAM2008), The University of Adelaide, Australia, [260]; Thirteenth Conference
on Nonlinear Vibrations, Dynamics and Multibody Systems, May 23-27, 2010, The Inn at Virginia Tech
and Skelton Conference Center Virginia Polytechnic Institute and State University, Blacksburg, [142];
10th Conference on Dynamical Systems Theory and Applications, December 7-10, 2009. L.6dZ, Poland,
[144]; 7th EUROMECH Solid Mechanics Conference, Lisbon, Portugal, September 7-11, 2009, [145];
The Euromech Colloquium 498 Nonlinear Dynamics of Composite and Smart Structure (NDCS) -
Nonlinear Dynamics and Chaos of Composite and Smart Structures (NDCS), May 21-23, 2008, Kazimierz
Dolny, POLAND. Lublin 2008, [148]; ENOC 7-th European Nonlinear Dynamics Conference, 24-29, jul,
2011, Rome; kao i na tre¢em medunarodnom kongresu teorijske i primenjene mehanike Srpskog drustva
za mehaniku, 5-8 July 2011. Rezultati su saopsteni i na nekoliko seminara i konferencija nacionalnog
znacaja (na drugom medunarodnom kongresu teorijske i primenjene mehanike Srpskog drustva za
mehaniku 2009, [146]; na seminarima za mehaniku Matemati¢kog institute SANU u Beogradu u 2009 i
2010 godini, [257, 258] i na International Conference-Mechanical Engineering in XXI Century, Nis,
Serbia, 25-26 September 2010, [143]). Takode, deo rezultata je objavljen ili prihvaen za Stampu, u
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medunarodnim Casopisima: International Journal of Nonlinear Mechanics, [140], i International Journal
of Bifurcation and Chaos, [141].

Na kraju, kada pomislim da sam rekla sve o mojim istrazivanjima o fenomenima nelinearnih
oscilacija, setih se novootkrivene grupe bifurkacija u radovima prof. Zakrzhevsky M. [281]. S obzirom da
u ovoj disertaciji nije bilo Sireg istrazivanja na temu bifurkacija, a prakti¢no izvedeni analiticki izrazi,
prvih asimptotskih aproksimacija amplituda i faza reSenja hibridnih sistema sa nelinearnostima, daju
moguénost izrazavanja rezultata u zavisnosti od pojedinih parametara sistema i podsistema, to ova
disertacija daje i uvod u jedno novo savremeno istrazivanje bifurkacionih ponaSanja hibridnih dinamickih
sistema. To je vidljivo sa amplitudno-frekventnih i fazno-frekventnih interakcija nelinearnih modova u
rezonantnim oblastima, gde je uocljivo vise vrednosti amplitda i faza na jednoj jedinstvenoj vrednosti
frekvencije iz rezonantnog opsega frekvencija. Prakticno se moze zakljuciti da su u radu razmotreni i
pojedini aspekti bifurkacija. Osnov za naredna istrazivanja u tom pravcu mogla bi da bude metoda prof.
Zakrzhevsky-og —metoda (kompletnih) bifurkacionih grupa (MBG), [281], ¢ija je osnovna ideja u
kontinualizaciji kompletnih bifurkacionih grupa i periodickih stabilnih i nestabilnih grana bifurkacionih
dijagrama. Osnovno svojstvo metode je da ona vrsi kontinualizaciju 7 -grana bez njihovog prekida u
bifurkacionim tackama. Sve tacke jedne grupe bifurkacija su spojene sa perturberansama, koje se javljaju
iz bifurkacionih tacaka. Kompletna bifurkaciona analiza obuhvata iscrtavanje razvoja stabilnosti za
stabilna i nestabilna reSenja. Klju¢na stvar u metodi je kontinualizacija duz nestabilnih periodickih reSenja.
Ovom metodom se otkrivaju nove grupe bifurkacija, vazni nepoznati regularni i haoti¢ni atraktori, slozene
pertuberanse i nestabilni periodi¢ke infinitumi (NPI) u klasi nelinearnih modela, kao $to su simetri¢ni i
asimetri¢ni oscilatori ukljuc¢ujuéi i Duffing-ov, ili pak sistemi sa viSe stepeni slobode oscilovanja opisani
Lorenz-ovim ili Rosller-ovim modelima. Sistemi mogu posedovati jedan, nekoliko ili vise razlicitih
nestabilnih periodickih infinituma u istom regionu parametara. Njihovo postojanje sa drugim
bifurkacionim grupama prakti¢no formira haoti¢no ponasanje, kao $to su uobicajeni haoti¢ni ili nepoznati
retki haoti¢ni atraktori, umnozavanje nekoliko haoticnih atraktora, haoticne prelaze i fraktale. Ovakvim
proucavanjem bifurkacija hibridnih sistema mogli bi se rasvetliti jo§ neotkriveni nelinearni fenomeni, a to

je veoma interesantno polje nekih buducih istrazivanja.
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Lista oznaka

X, (t)- generalisana koordinata i -tog podsistema

. dx, (t) . . . . .

X, (t), d’— - izvod po vremenu generalisana koordinata i -tog podsistema
t

b - koeficijent otporne sile visko-elasti¢nog elementa sprezanja;

26, -koeficijent priguSenja visko-elasticnog elementa sprezanja koji odgovara i -tom podsistemu
hibridnog sistema;

T = &t - sporopromenljivo vreme;

& - mali parameter spore promene parametara dinamic¢kog sistema sa nelinearnostima;

d.
g (T,x,?);,é’j - periodi¢kim funkcijama po & perioda 27 ;
do

—= V(z') ~ w,, -trenutna frekvencija spoljasnje poremecajne sile koja je funkcija sporopromenljivog

dt

vremena;
C - koeficijent linearne krutosti elasticnog elementa sprezanja;
¢ - koeficijent nelinearne krutosti elasti¢nog elementa sprezanja;
m, -masa i -tog podsistema spregnutog u hibridni sistem;

C o .
a)l.2 = —+ - kvadrat sopstvene kruzne frekvencije i -tog podsistema ,

m.

1

~

~ c . . . oo

@y, = —L - redukovani koeficijent neliearnosti nelinearnog elementa;
m,

R,; -pocetna vrednost ampitude oscilovanja i -tog podsistema;

R,(t) - funkcija ampitude oscilovanja i -tog podsistema;

1

q)i(t) - funkcija promene faze oscilovanja posmatranog i -tog podsistema:

P = 1/60? - 51.2 -kruzna frekvencija oscilovanja i -tog podsistema;
a,, -fazno kasnjenje i -tog podsistema;

R, R"-skup realnih brojeva, #n -dimenzini prostor realnih brojeva;
@,(x), #(x,t)- tok dinamickog sistema;

E ;) - promena potencijalne energije i -tog podsistema;

E pli.j)
E k(i) kineticka energija i -tog podsistema;

- promena potencijalne energije sprezanja i-togi j-tog podsistema;

E «(i,;) - kineticka energije sprezanja i-togi j -tog podsistema;

A - matrica inercionih koeficijenata;

C -matrica kvazielasti¢nih koeficijenata;

B -matrica koeficijenata prigusenja;

P (f ) - sili uspostavljanja deformisanog stanja standardnog naslednog elementa;

n - vreme relaksacije standardnog naslednog elementa u sekundama defini§e umnozavanje sile, toliko
puta, naslednim svojstvima elementa, pri konstantnoj deformaciji y(t) =y, = const .;

~

E - dugotrajni koeficijent elasti¢nosti materijala;

C,» c -koeficijenti trenutne i dugotrajne krutosti naslednog elementa
~ 1
— —(t-t
R (t - z’): — e”( . jezgro relaksacije sile (napona) standardnog naslednog elementa;
nc

1
S =—- koeficijent relaksacije standardnog naslednog elementa;
n
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Lista oznaka

w, (x, V, t) - transverzalno pomeranje tacaka srednje ravni i -te ploce sistema ploca izrazeno u Descartes-
ovom sistemu kordinata;

w, (x,t)- transverzalnio pomeranje tac¢aka srednje linije i -te grede;

7., -deformacija klizanja (smicanja) u ravni Oxy;

&, -dilatacija linijskog elementa u i pravcu;

o, -normalni napon u tacki ravni sa normalom u i pravcu;

7, -tangencijalni napon u praveu y ose za ravan sa normalom u praveu x ose;

G - moduo klizanja-smicajni moduo (konstanta torzije);
E- Joung-ov modu elasti¢nosti materijala;
M - Poisson-ov koeficijent-koeficijent poprecne (bo¢ne) kontrakcije;

D, - savojna krutost i -te ploce sistema ploca (flexural rigidity of the plate);

A -povrsina popre¢nog preseka grede;

I - aksijalni moment inercije povrsine poprecnog preseka grede za osu savijanja koja je glavna
centralna osa inercije poprecnog preseka;

B . - savojna krutost grede (krutost na savijanje);

q; (x, V, t)-funkcija specifi¢nog optereenja ravni i -te ploCe izrazena u Descartes-ovom sistemu

koordinata;

Alr, (0) - Laplace-ov operator izrazen preko polarnih koordinata;

0(4.) =D,/ p,h, -redukovana savojna krutost i -te plo€e sistema ploca;

l

T(l.)(t)-vremenska funkcija oscilovanja i-te ploce sistema ploca;
W(i)(x, y) - sopstvena funkcija i -te ploce sistema ploca izraZzena u Descartes-ovom sistemu koordinata;
w,,, - sopstvena kruzna frekvencija nm -oblika malih transverzalnih oscilacija slobodne ploce;

@), - SOpStvena kruzna frekvencija nm -oblika malih transverzalnih oscilacija i -te ploce na elasticnoj

l
podlozi;
®,, -sopstvene kruzne frekvencije nm -oblika malih transverzalnih oscilacija elasti¢no spregnutog

sistema ploca;

P - M kruznih frekvencija sprezanja sistema M kontuinualnih podsistema za svaki nm mod
odgovarajuéeg sopstvenog amplitudnog oblika kontinualnog podsistema

k,, - sopstveni broj nm -oblika malih transverzalnih oscilacija ploce;

,6’(1.) - koeficijent nelinearnosti elasti¢nog nelinearnog sloja konstantan po povrsini i -te ploce;

7, @ -koordinate polarnog koordinatnog sistema u radijalnom i cirkularnom pravcu;

J, (x)— modificirane Bessel-ove funkcije I vrste, reda 7 sa realnim argumentom;

I, (x)— modificirane Bessel-ove funkcije I vrste, reda # sa imaginarnim argumentom;

g, (r, go)— funkcija u polarnom sistemu koordinata transverzalnih ugiba ta¢aka srednje ravni 7 -te ploce u

pocetnom trenutku;
(r, (p)— funkcija u polarnom sistemu koordinata brzina tacaka srednje ravni i-te ploce u pocetnom

g
trenutku;

p; - gustina materijala i -te ploCe sistema;

h; - debljina i -te ploce sistema,;

2 C
ai) = oh -redukovana jednako raspodeljena povrSinska krutost linearnog elasti¢nog sloja Winkler-
il

ovog tipa;
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A, - formalna matrica inercionih koeficijenata koja bi obgovarala dinami¢kom sistemu sa dva stepena
slobode oscilovanja;

C,,. - formalna matrica kvazielasti¢nih koeficijenata koja bi obgovarala dinami¢kom sistemu sa dva
stepena slobode oscilovanja;

Sy (t)- poznate funkcije vremena prinudnog spoljaSnjeg opterecenja koje dejstvuje na i-tu plocu u
nm -obliku oscilovanja;

N(w,) - koeficijent uticaja nelinearnosti podloge na sopstvene kruzne frekvencije ploce;

¢, - termiCka krutost termo-elasti¢nog sloja konstantna po povrsini;

[, - pocetne duzine opruga termo-elasti¢nog sloja;

a; - koeficijent toplotne dilatacije;

K (¢) - funkcija promene temperature koju koristimo kao spoljasnju pobudu termo-elasti¢nog sloja;

M (to , y) - Melnikov-ljeva funkcija

A, -Lyapunov-ljev eksponent;

z, (t) - greska sinhronizacije

, = by, koeficijent piezo-keramicke dilatacije;
o(t) - mehanicki napon piezokeramike;
&(¢)-dilatacija piezokerami¢kog elementa

U(t) - ekvivalentni napon polarizacije na izvodima metalnih elektroda piezoelementa;
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