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Резиме: У овој докторској дисертацији изучавано је осцилаторно 

понашање различитих типова еластично спрегнутих нано-

структура сачињених од две угљеничнe нано-цеви 

моделиранe као две нано-греде, двa графенскa нано-листића 

моделиранa као две нано-плоче и комбинација нано-плоче и 

двострано закривљене плитке нано-љуске. Код специјалног 

случаја једне нано-структуре је разматрана динамика 

ротирајућe нано-цеви. За наведене нано-системе, применом 

Eringen-ове нелокалне теорије напона и Euler–Bernoulli-јеве 

теорије греда, теорије плоча Kirchhoff-Love и линеарне 

теорије плитких љуски Novozhilov-а, изведене су 

диференцијалне једначине које описују мала трансверзална 

померања еластично спрегнутих нано-структура. За решавање 

добијених диференцијалних једначина малих трансверзалних 

осцилација анализираних нано-система примењене су 

аналитичке и нумеричке методе. Детаљно је спроведена 

анализа стабилности и анализа слободних и принудних 

(пригушених и непригушених) осцилација еластично 

спрегнутих нано-структура. За посматране спрегнуте нано-

стуктуре аналитички су одређене вредности сопствених 

кружних фреквенција, изведени закони малих трансверзалних 

померања услед дејства различитих типова спољашњег 

оптерећења и разматрани су критеријуми критичних сила 

извијања. Континуално равномерно распоређено хармонијско 

оптерећење, концентрисана хармонијска сила, покретна сила 

константног интензитета и покретна хармонијска сила су 

типови оптерећења за која су приказана аналитичка решења и 

нумеричка анализа принудних осцилација. Детаљно су 

анализирани различити параметари који утичу на законе 

промена малих трансверзалних померања горњих и доњих 

еламената представљених еластично спрегнутих  нано-

структура. То су: нелокални параметар, магнетно поље, 

радијус закривљења код двострано закривљене плитке нано-

љуске, коефицијенти пропорционалности пригушења, 

различите вредности спољашњих оптерећења, радијус 

главчине и угаона брзина. Код анализе критичних сила 

извијања и законе промена малих трансверзалних померања 

пригушених и непригушених осцилација приказани су 



 
 

утицаји различитих материјалних и геометријских 

параметара. Изучавање оваквих нано-система  има за циљ 

приказ смањењa вредности амплитуде осциловања малих 

трансверзалних померања за сва посматрана спољашња 

оптерећења, а услед пораста интензитета магнетног поља и 

пораста нелокалног параметра. Упоређиване су вредности 

амплитуда принудних трансверзалних осцилација еластично 

повезане нано плоче и нано-љуске са системом 

представљеним од две еластично спојене нано-плоче. 

Показано је да је утицај закривљености нано љуске од великог 

значаја. Приликом ове анализе еластично спрегнутих нано-

структура  доказано је да горњи побуђени елемент нано-

система (у овом случају нано-плоча) има мању амплитуду 

принудних осцилација само ако је доњи елемент закривљен (у 

овом случају нано-љуска). На смањење амплитуде побуђене 

горње нано-плоче представљеног нано-система утиче, поред 

смањења вредности радијуса закривљености нано-љуске и 

повећање вредности нелокалног параметра, повећање 

вредности коефицијената пропорционалности пригушења и 

смањење вредности принудне силе. Симулација молекуларне 

динамике за неке од наведених еластично спрегнутих нано-

структура  користиће се као потврда добијених аналитичких 

резултата. Резултати из овог рада су верификовани поређењем 

са резултатима који су публиковани у референтним научним 

часописима.  
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1. Увод 

Значајна достигнућа заснивана на НАНОТЕХНОЛОГИЈИ бележе успех дуже од 

једне деценије.  Нанотехнологија је део науке који се бави проучавањем физичких, 

хемијских и биолошких особина материја на молекуларном и атомском нивоу у размерама 

од 1-100 nm (nm-нанометар, милијардити део метра). Развојем се број иновација у 

областима медицине, ауто-индустрије, војне-индустрије, прехрамбене-индустрије, 

информационе-технологије проширио због примене достигнућа нанотехнологије. 

Производња наночестица (nanoparticles), нановлакна (nanofibers), наношипки 

(nanorods), наножица (nanowires), нанотрака (nanobelts), наноплоча (nanoplates), 

наноцеви/наногреде (nanotubes/nanobeams) представља низ кључних структура у развоју 

нанотехнологије. 

Уколико се нано материјали посматрају по хемијском саставу, онда се могу 

поделити на органске и неорганске.  

- Неоргански наноматеријали базирају се на металним оксидима и њих не ћемо 

разматрати. 

- Органски материјали су они који садрже угљеник и могу бити у облику цеви или 

шупље сфере и елипсоида. Угљеничне нано-цеви и угљенични нано-листићи имају 

механичке, термичке, електричне, оптичке и структурне особине које се могу 

прилагодити и контролисати на основу специфичних захтева у посебним 

применама. 

Угљеничне наноцеви (carbon nanotubes-CNTs) су шупље наноструктуре које се 

састоје од угљеничних атома везаних један за други помоћу сп2 веза (облика хексагоналне 

решетке). Сачињене су од ролованих листова једнослојних атома угљеника-графена, 

(видети Слику 1а). Поред једнозидне (single-walled carbon nanotubes-SWCNT) постоје и 

наноцеви са више слојева. Дво и више слојни системи било да се састоје од наноцеви или 

наноплоча могу бити повезани van der Waals-овим силама. Већина наноцеви са једним 

зидом има пречник од скоро једног нанометра, са дужином цеви која може бити више 

милиона пута дужа. Двозидне (double-walled carbon nanotubes-DWCNT) и вишезидне 
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наноцеви (multi-walled - MWCNT) састоје се од неколико концентрично повезаних 

наноцеви, пречника до 100 nm (Слика 1б). Њихова дужина може бити од неколико 

микрометара до неколико милиметара. 

 

Слика 1 Приказ роловања графенског листића у цилиндре (CNT) 

Особине угљеничних материјала су: 

- механичка затезна чврстоћа им је и до 400 пута већа од челика; 

- хемијски су стабилни и отпорни на било који хемијски утицај (отпорни су на 

корозију); 

- изузетно су флексибилни; 

- њихова густина је шест пута мања од густине челика и због тога су тако лаки и 

танки; 

- имају високу топлотну проводљивост. 

Поред тога што су лаки и танки они подносе вишеструко савијање и преклапање, 

при томе имају већу савојну крутост.  

Због своје мале густине, велике чврстоће, високе топлотне проводљивости и 

хемијске отпорности, очекује се да ће угљенични материјали заменити претходне металне 

материјале и постати нова генерација материјала високе топлотне проводљивости. 

Сва ова својства их чини веома привлачним за бројне примене: 

- код молекуларних сензора за детекцију биолошких или хемијских врста; 

- код омогућавања ранијих откривања неуротоксичних гасова у кабинама авиона 

или биометрије пилота; 
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- код преносивих батерија, због смањене тежине, а и непажње приликом ношења јер 

се могу преклапати; 

- код емитера електронског поља; 

- ћелија за складиштење водоника; 

- литијум-јонске батерије; 

- катодне цеви. 

Због наведених особина материјала које су веома добре, електрична својства 

угљеничних наноцеви и графенских листића омогућавају да се користе у многим нано-

електро-механичким системима (nano-electromechanical systems - NEMS). Компоненте 

таквог система сачињене су од нано-материјала, односно од угљеничних нано-цеви и 

графенских листића.  NEMS уређаји се сматрају малим конструктивним (структурним) 

елементима са димензијама од или испод 100 nm. Ово их разликује од микро-електро-

механичких система (мicroelectromechanical systems-МЕМS), где су структурни елементи 

на скали микрометарске дужине.  

Нано-структуре имају широк спектар примене код нано-сензора, детектора, мини 

робота, оптичких нано уређаја, органских-соларних ћелија, додирних екрана, нано-антена 

итд. 

На Слици 2 приказано је неколико спрегнутих нано-структура које су детаљно 

проучаване у докторској дисертацији, као и њихова примена код нано-сензора. На Слици 

2а је приказан биосензор, док је на Слици 2б дат један електро-хемијски нано-сензор чији 

је претварач на бази графена, а који се може сачинити од нано-цеви, нано-плоча или нано-

љуски приказаних на Слици 2в. Једна нано-трака која је приказана на Слици 2б се може 

направити од приказаних спрегнутих нано-структура које су дате на Слици 2в. Све 

разматране нано-структуре на Слици 2в које су под утицајем различитих спољашњих 

оптерећења (разних нано-честица које су распрострањене дуж горњег нано-елемента), 

детаљно ће се анализирати у наставку ове докторске дисертације.  
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Слика 2 Примена спрегнутих нано-структура на а) био- наносензор и б) електро-

хемијски наносензор, в) разматране спрегнуте нано-структуре  

 

Истраживања и резултати из објављених радова, који се могу наћи у литератури 

(Farrera, C. и сарадници 2017, Norizan, M. N. и сарадници 2020, Shi, J. X. и сарадници 2021), 

сведоче да је примена нано-стуктура од великог значаја са отвореним питањима 

испитивања физичких и хемијских особина.  

Као што је већ напоменуто, нано-структуре су мали структурни елементи на нано 

скали, те се у овој докторској дисертацији за нано-структуре примењује угљенична нано-

цев, графенски листић и двострано закривљени графенски листић. У механици се физички 

модел угљеничне нано-цеви може моделирати као греда, графенски листић као плоча, а 

двострано закривљени графенски листић као љуска. Применом одговарајућих теорија за 

све наведене нано-елементе, које ће се у овој докторској дисертацији представити (Reddy, 

J. N., 2002, Reddy, J. N., 2004, Reddy, J. N., 2006, Rašković, D., 1965, Karličić, D. и сарадници, 

2015а, Amabili M., 2008) и применом нелокалне теорије напона (Eringen, A. C., 1972, 1983, 

2002) могу се написати једначине којима се описује њихово осциловање и објашњава 

динамика. Извођења једначина малих трансферзалних осцилација деформабилних нано 

структура, греда, плоча и љуски представљена су у 2. Поглављу дисертације.  

У наредним поглављима (Поглављу 3, 4, 5) анализирају се спрегнуте нано-

структуре, које се моделирају као две еластично повезане угљеничне нано-цеви, два 

графенска листића и спрега графенског листића и двострано закривљеног графенског 
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листића, (Слика 2в). Спрежући слој између нано-елемената моделира се Winkler-овим 

еластичним слојем, који представља међуатомске силе између два нано-елемента, попут 

van der Waаls-ове интеракције (Ru, C. Q., 2001). Овако спрегнуте  нано-структуре су 

изложене дејству спољашњим трансверзалним оптерећењима, која могу представити 

моделе, на пример, утицај капљице код анализе пестицида, (Слика 2б), или неког другог 

спољашњег ефекта на нано-структуре. Представљени физички модели свих спрегнутих 

нано-структура одговарају механичким моделима за које ће се извести једначине малих 

трансверзалних осцилација и наћи њихова решења.  

За посматране спрегнуте нано-стуктуре аналитички су одређене вредности 

сопствених кружних фреквенција, изведени закони малих трансверзалних померања 

услед дејства различитих типова спољашњег оптерећења, те су разматрани критеријуми  

критичних сила извијања. Типови оптерећења која ће се анализирати у овој докторској 

дисертацији су континуално равномерно распоређено хармонијско оптерећење, 

концентрисана хармонијска сила, покретна сила константног интензитета и покретна 

хармонијска сила. 

Приказаће се утицај  различитих параметара,  који утичу на законе промена малих 

трансверзалних померања горњих и доњих нано-еламената, као што су нелокални 

параметар, магнетно поље, радијус закривљења код двострано закривљене плитке нано-

љуске и различите типове спољашњих оптерећења. Анализа ових спрегнутих нано-

структура са утицајем различитих параметара може допринети побољшању пројектовања 

нано-електромеханичких уређаја и из тог разлога се разматра у овој докторској 

дисертацији. 

Посебан случај једне нано-структуре, где је разматрана динамика ротирајућe нано-

цеви, односно ротирајуће нано-греде је од практичног значаја, посебно када се испитује 

утицај спољашњег оптерећења. Такав случај је представљен у Поглављу  6, где се поред 

утицаја спољашњег трансверзалног оптерећења разматрају и утицај  радијуса главчине и 

угаоне брзине. Оваквом анализом испитују се својства која могу наћи примену код 

осовина нано-мотора, тачније хибридизованим нано-генераторима са различитим 

утицајима спољашњих оптерећења (Zhang B. и сарадници 2016, Shi, J. X. и сарадници 

2021). 
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1.1. Општа разматрања 

Угљеничне наноцеви (carbon nanotubes-CNTs) привукле су значајну пажњу у 

области нанотехнологије због својих изванредних физичких, хемијских и механичких 

својстава. Испитивање деформационог стања једнозидних и вишезидних угљеничних 

нано-цеви приказано је у радовима (Iijima, S., 1991, Iijima, S. и сарадници 1996, Hata, K. и 

сарадници 2004).  Проучававање физичких својства угљеничне нано-цеви приказано је у 

раду (Reich, S. и сарадници 2008),  хемијских својства у раду (Hu, J.и сарадници 1999), док 

је испитивање механичких својства извршено у раду (Lu, J. P. 1997). У раду (Salvetat, J. P. 

и сарадници 1999) приказана су својства наноцеви у ширем контексту науке о 

материјалима где експериментални резултати потврђују да угљеничне наноцеви имају 

високу чврстоћу, изванредну флексибилност и еластичност. Штавише, овакве 

карактеристике пружају им широк спектар примене при дизајнирању уређаја на нано-

скали, као што су биосензори (Murmu, T. и Adhikari, S.  2012, Adhikari, S. и Chowdhury, R.  

2010), сензори масе (Murmu, T. и Adhikari, S.  2011а, Li, C. и Chou, T. W.  2004), 

наноактуатори (Li, C., Thostenson и сарадници 2008 и Roth, S. и Baughman, R. H. 2002), 

нано-електронски уређаји (Avouris, P. и сарадници 2007). 

Испитивање механичких особина се може заснивати на експерименталним 

методама као што је то приказано у (Ruoff, R. S., 2003, Dresselhaus, M. S. и сарадници 2005). 

Такви експерименти су захтевни по питању цене коштања и контроле свих параметара 

нано-система па се ретко спроводе. Постоје и теоријски аспекти који обухватају 

атомистичке методе и методе механике континуума. Код атомистичких метода 

приказаних у радовима (Dubay, O. и Kresse, G., 2003, Liu, Y. и сарадници 2003), нумеричко 

испитивање се врши на основу семи-емпиријских метода, принципа молекуларне 

динамике и првог принципа квантне механике. Најефикаснији је принцип молекуларне 

динамике који обухвата системе са великим бројем честица атома и молекула, (Duan, W. 

H. и сарадници 2007). Ова метода изискује дуг процес прорачунавања и није погодна за 

примену.  

Из наведених разлога, у погледу примене и једноставности све су привлачније 

методе механике континуума које олакшавају испитивање динамичког понашања нано-

структура користећи теоријске моделе греда, плоча и љуски. Метода нелокалне механике 

континуума знатно је погоднија за примену и захтева мање рачунарске ресурсе потребне 

за обраду резултата у поређењу са симулацијама молекуларне динамике. Најчешће се у 

литератури проучавају својства угљеничне нано-цеви представљене као нано-греда, 

графенског листића представљеног као нано-плоча и закривљеног графенског листића 

представљеног као нано-љуска. Теорија која прати њихово изучавање је нелокална 

теорија еластичности, позната као Eringen-ова теорија (Eringen, A. C., 1972, 1983, 2002; 

Eringen, A. C. и Edelen, D. G. B., 1972). За разлику од класичне теорије еластичности где 

тензор напона у посматраној тачки зависи од тензора деформације у тој тачки, нелокална 
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теорија напона обухвата ефекте на малој скали где је напон у посматраној тачки функција 

поља деформација у свакој тачки домена. 

Како би се употпунило знање о понашању нано-материјала као што су угљеничне 

наноцеви (carbon nanotubes-CNTs) (Bellucci, S. и сарадници 2007, Correa-Duarte, M. A. и 

сарадници 2005) и графенске плоче (Goerbig, M. O. и сарадници 2006, Arani, A. G. и 

Shokravi, M. 2014), многи истраживачи су разматрали утицај магнетног поља. У раду 

(Arani, A. G. и сарадници 2013) анализиране су трансверзалне осцилације нано-система 

састављеног од два спрегнута графенска листића под утицајем промене температуре и 

дводимензионалног магнетног поља. При решавању парцијалних диференцијалних 

једначина примењен је метод диференцијалних квадратура.  Правац дејства магнетног 

поља представљен је одређеним углом у односу на странице плоче. Извршена је анализа 

сопствене кружне фреквенције у функцији угла магнетног поља са променом вредности 

нелокалног параметра. У раду (Narendar, S. и сарадници 2012) је приказан утицај 

лонгитудиналног магнетног поља на карактеристике дисперзије таласа једнозидне 

угљеничне нано-цеви-SWCNT уграђене у Pasternak-ов еластични слој. Примећено је да 

при већој вредности нелокалног параметра брзина таласа расте са повећањем вредности 

магнетног поља, које има занемарљив утицај на природне фреквенције система. На основу 

Eringen-ове нелокалне теорије еластичности, у раду (Murmu, T. и сарадници 2012а), аутори 

су изучавали трансверзалне осцилације двозидне угљеничне наноцеви-DWCNT под 

утицајем лонгитудиналног магнетног поља. Аналитички су одређене вредности 

сопствених кружних фреквенција и изведени закони малих трансверзалних померања за 

просто ослоњене DWCNT. Показано је да лонгитудинално магнетно поље  повећава 

вредности сопствених кружних фреквенција DWCNT система. Утицај аксијалног 

магнетног поља на динамичко понашање двоструко спрегнутих једнозидних угљеничних 

наноцеви приказан је у раду (Murmu, T. и сарадници 2012b). Нано-цеви су моделиране 

помоћу снопа греда Euler-Bernoulli-јевог типа. Применом методе раздвајања 

променљивих решаван је систем од две спрегнуте парцијалне диференцијалне једначине 

и добијено је решење за природну фреквенцију нано-система. Такође, разматран је утицај 

нелокалног параметра и интензитет лонгитудиналног магнетног поља на синхрону и 

асинхрону фазу осцилација спрегнутих једнозидних угљеничних наноцеви. У раду 

(Claeyssen, J. R. и сарадници 2013) проучаване су принудне осцилације једнозидне 

угљеничне нано-цеви-SWCNT моделиране помоћу нелокалне теорије Euler-Bernoulli-

јевог типа греде. Користећи нелокалну теорију еластичност и Kirchhoff-ову теорију плоча, 

анализа принудних осцилација нано-плоча приказана је у раду (Aksencer, T. и Aydogdu, M., 

2012). Утицај пригушења и аксијалног магнетног поља на осцилације система од више 

вискоеластично спрегнутих угљеничних наноцеви анализирани су у раду (Karličić, D. и 

сарадници 2014a). Проблем стохастичке стабилности више вискоеластично повезаних 

нано греда разматран је у раду (Pavlović, R. I. и сарадници 2016). У раду је детаљно 

проучавана стабилност оваквог система подвргнутог аксијалним стохастичким силама 

које су моделиране процесима белог, реалног и ограниченог шума. На основу Eringen-ове 
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нелокалне теорије, диференцијалне једначине нано греда су дате за Helmholtz-ов и би-

Helmholtz-ов облик језгра. 

Многи истраживачи су фокусирали своја истраживања на одређени проблем 

принудних осцилација као што је утицај покретних наночестица на нано-структурне 

елементе наноцеви и наноплочa (Kiani, K., Mehri, B., 2010 и Şimşek, M., 2010). У раду 

(Şimşek, M., 2011) је представљена аналитичка анализа принудних осцилација еластично 

спрегнутог система моделираног од двозидних угљеничних наноцеви-DWCNT који носи 

покретну наночестицу. У том раду је разматран утицај нелокалног параметра, брзина 

покретне наночестице и утицај еластичног слоја на трансверзална померања нано-

система. У раду (Pavlović R. I. и сарадници 2019а) су анализиране осцилације 

вискоеластичне нано греде под утицајем аксијалних притисних сила које поред свог 

константног дејства садрже и временски зависне стохастичке функције. Применом 

нелокалне теорије градијента вишег реда и директне методе Љапунова, у раду (Pavlović, 

R. I. и сарадници 2019б) разматрана је динамичка стабилност и нестабилност аксијално 

напрегнуте нано греде. 

Анализа слободних осцилација ортотропних нано-плоча представљена је у раду 

(Malekzadeh, P. и сарадници 2011). У раду (Murmu, T. и Adhikari, S.  2011b) описане су 

синхроне осцилације при нижим фреквенцијама и асинхроне осцилације при вишим 

сопственим фреквенцијама једног нано-система сачињеног од двеју спрегнутих нано-

плоча. Проблем слободних синхроних и асинхроних осцилација спрегнутих микро-греда 

при утицају промене температуре анализиран је у  раду (Atanasov, M. S. и сарадници 

2017b). Проблеми осциловања нано-плоча и нано-греда под утицајем различитих 

параметара заузели су значајно место у теоријском истраживању код многих истраживача. 

Многи карактеристични нано-модели засновани су на проучавању утицаја нелокалног и 

многих других параметара на понашање анализираног система (Stamenković, M. и 

сарадници 2016, Atanasov, M. S. и сарадници 2017 и Pavlović и сарадници 2020). Чињенице 

да нелокални параметар нарочито утиче на трансверзалне осцилације нано-система 

сачињеног од еластично спрегнутих нано-плоча, те да су сопствене фреквенције система 

са нелокалним параметром ниже од сопствених фреквенција система у којима утицај 

нелокалног параметра није узет у обзир, доказане су у раду (Adhikari, S. и Murmu, T., 2011). 

Осцилације графенског листића, као нова врста нано-сензора масе, под утицајем 

магнетног поља у равни су разматране у раду (Karličić, D. и сарадници, 2015b), при чему 

се дошло до закључка да спољно магнетно поље има велики утицај на осетљивост нано-

сензора масе. Анализа просто ослоњене ортотропне једнослојне графенске плоче која 

лежи на вискоеластичној Pasternak-овој подлози и која је изложена спољним 

оптерећењима дата је у (Arani, A. G. и Jalaei, M. H., 2016). Утицаји спољашњих оптерећења 

при проучавању принудних осцилација правоугаоних нано-плоча анализирани су у раду 

(Assadi, A., 2013).  

Многи истраживачи су за повезивање два и више елемената  користили еластични 

слој, који се апроксимира Winkler-овим моделом дискретно распоређеним слојем опруга 
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линеарних крутости које делују по њиховој површини. Анализа слободних и принудних 

осцилација два носача Euler-Bernoulli-јевог типа спрегнута Winkler-овим еластичним 

слојем, представљена је у радовима (Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а, 2008b, Oniszczuk Z., 

2000а, Oniszczuk, Z. 2003). Детаљно су описана аналитичка решења сопствених кружних 

фреквенција, амплитуда и облика осциловања. Приказан је и утицај крутости Winkler-овог 

еластичног слоја на фреквенције и амплитуде система. Рад (Zhang, Y. Q. и сарадници 

2008а) послужио је за валидацију резултата у трећем поглављу ове дисертације за случај 

када је у једначинама занемарен нелокални параметар чиме се нелокална теорија свела на 

локалну.  У радовима (Janevski, G. и сарадници 2020a  и 2020b)  разматране су  слободне 

осцилације еластичних нано-греда Euler-Bernoulli-јевог и Тимошенковог типа под 

дејством термичких оптерећења и анализиране су критичне силе извијања. 

У раду (Stamenković, M. и сарадници 2016) анализиране су слободне и принудне 

осцилације две нано-цеви спрегнуте Winkler-овим еластичним слојем. Детаљно су 

описана аналитичка решења сопствених фреквенција, амплитуда и облика осциловања. 

Спроведена је детаљна  аналитичка анализа и добијени нумерички резултати који описују 

принудне осцилације за четири различита случаја спољашњих оптерећења: случај када 

делује континуално равномерно распоређено хармонијско оптерећење, случај када делује 

хармонијска концентрисана сила, случај када делује покретна сила константног 

интензитета и случај када делује покретна хармонијска сила. Испитан је утицај 

нелокалног параметра и лонгитудиналног магнетног поља на законе малих 

трансверзалних померања нано-система.  Резултати утицаја притисних аксијалних сила и 

њихово дејство на амплитуде осциловања показали су веома добро слагање са 

резултатима из рада (Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а). 

У радовима (Oniszczuk, Z., 2000b, 2004) је описан проблем двеју плоча међусобно 

спрегнутих Winkler-овим еластичним слојем. Детаљно је приказано одређивање 

сопствених фреквенција, амплитуда и облика осциловања. У четвртом поглављу ове 

дисертације на основу Kirchhoff-ове теорије плоча (Reddy, J. N., 2004, Reddy, J. N., 2006 и 

Karličić, D., 2015) и Eringen-ове нелокалне теорије еластичности (Eringen, A. C., 1972, 

Eringen, A. C., 2002) изведене су диференцијалне једначине које описују мала 

трансверзална померања двеју нано-плоча међусобно повезаних Winkler-овим 

еластичним слојем. Радови (Oniszczuk, Z., 2000b, 2004) послужили су за валидацију 

резултата у четвртом поглављу када је у једначинама занемарен нелокални параметар и 

нелокална теорија је сведена на локалну.  Такође,  у овом поглављу су приказани и 

резултати амплитуда осциловања система који су верификовани резултатима из радова 

(Oniszczuk, Z., 2000b, 2004). 

У раду (Atanasov, M. S. и сарадници 2017a), разматран је случај двеју нано-плоча 

међусобно спрегнутих Winkler-овим еластичним слојем као и утицај лонгитудиналног 

магнетног поља на односе амплитуда осциловања нано-система за три случаја 

спољашњих трансверзалних оптерећења. 
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Многи истраживачи су анализирали утицај кривине на сопствене фреквенције и 

величину амплитуда осцилација правоугаоних плитких љуски. Једно од таквих 

истраживања дато је у раду (Leissa, A. W. и сарадници 1971). Савремена истраживања, 

поред свега, разматрају и утицај нелокалног параметра на динамичко понашање 

механичких система нано-љуски.  

Отворене плитке љуске имају велике радијусе закривљености у поређењу са 

осталим параметрима љуске. Плитке љуске могу бити двострано закривљене и у 

инжењерској пракси могу наћи више примена. Слободне осцилације композитног система 

који се састоји од спрегнуте плоче и цилиндричне љуске представљене су у (Hwu, C. и 

сарадници 2017). Свеобухватна анализа слободних осцилација двострано закривљених 

плитких љуски израђених од ортотропног материјала је представљена у раду (Ghavanloo, 

E. и сарадници 2013). 

У циљу пројектовања још једног новог наносензора може послужити специјалан 

модел нано-система састављеног од нано-плоче и двострано закривљене плитке нано-

љуске међусобно повезане еластичним слојем, који се апроксимира Winkler-овим 

моделом.  Различити утицаји радијуса закривљености плитке двострано закривљене нано-

љуске, величине принудне силе, промена вредности нелокалног параметра и 

коефицијената пропорционалности пригушења на динамично понашање механичког 

нано-система су детаљно анализирани у петом поглављу ове докторске дисертације. Неки 

од резултата приказаних у петом поглављу, приказани су у радовима (Atanasov, M. S. и 

сарадници 2021 и Atanasov, M. S. и сарадници 2022). 

Слободне осцилације једног ротирајућег конзолног нано-носача анализиране су у 

раду (Pradhan, S. C. и Murmu, T. 2010). У раду су детаљно проучавани утицаји нелокалног 

параметра, параметра угаоне брзине ротирања и параметра радијуса главчине на природне 

фреквенције система. Динамика ротирајућег нано-носача је од практичног значаја, 

посебно када се испитује утицај спољашњег оптерећења. Физички модел ротирајућег 

нано-носача важан је за нове минијатурне уређаје. Хибридизовани нано-генератор се 

може представити као нано-сензор где се утицај ветра може посматрати као спољашње 

оптерећење. Што се тиче наноструктура, утицај њихове величине важан је за њихово 

механичко понашање, јер су њихове димензије мале и упоредиве са молекуларним 

растојањима. У раду (Atanasov, M. S. и сарадници, 2020) анализирана је динамика 

ротирајућег нано-носача конзолног типа, изложеног површинском равномерно 

распоређеном хармонијском оптерећењу. Анализирани су случајеви принудних 

непригушених и пригушених осцилација нано-система. Приказани су утицаји нелокалног 

параметра, параметра угаоне брзине ротирања и параметра радијуса главчине на мала 

трансверзална померања принудних осцилација разматраног нано-носача. 

Један од првих радова где је вршена анализа осциловања конзолне греде 

представљена је у (Schilhansl, M. 1958). У раду (Diken, H., 2000) анализирана је динамика 

ротирајуће Euler-Bernoulli-јеве греде где су добијене параметарске функције које повезују 
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померање врха греде са осталим параметрима ротације. Анализа слободних 

лонгитудиналних осцилација ротирајућег нано-штапа заснована на Eringen-овој 

нелокалној еластичности приказана је у раду (Babaei, A. и Yang, C. X., 2018). 

Анализа осцилација ротирајуће вискоеластичне нано-цеви на вискоеластичном 

Pasternak-овом  слоју приказана је у (Mohammadi, M. и сарадници, 2016). У раду (Murmu, 

T. и Adhikari, S., 2010) анализиран је модел нелокалне цеви и испитан утицај нелокалног 

параметра, угаоне брзине и полупречника главчине на савијање и слободне осцилације 

ротирајуће нано-конзоле. Показано је да ефекат нелокалног параметра има велики утицај 

на законе осциловања ротирајуће нано-греде. Са повећањем угаоне брзине ротације, 

ефекат нелокалног параметра утиче на повећање фреквенције за први мод осциловања. 

При вишим модовима, фреквенција се смањује са повећањем вредности нелокалног 

параметра. 

Један од главних циљева ове докторске дисертације је испитивање утицаја 

различитих параметара (нано скале, магнетног поља, радијуса закривљења, коефицијената 

пропорционалности пригушења, различитих вредности спољашњих оптерећења, радијуса 

главчине и угаоне брзине) на законе промена малих трансверзалних осцилација горњих и 

доњих нано-елемената. Континуално равномерно распоређено хармонијско оптерећење, 

концентрисана хармонијска сила, покретна сила константног интензитета и покретна 

хармонијска сила су типови оптерећења за која ће бити дата аналитичка решења и 

нумеричка анализа принудних осцилација.  

Спрегнути нано-системи због природе динамичке интеракције остварене помоћу  

еластичног слоја имају сложеније законе малих трансверзалних осцилација, и 

мултипликован број природних фреквенција спрегнутог система. За описивање 

слободних и принудних осцилација нано-система и њихову примену у нано-

електромеханичким системима (НЕМС), највише се примењује теоријско истраживање 

развијено на основу нано-модела, који дају прву апроксимацију решења и описују 

динамику малих трансверзалних померања.  
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1.2. Eringen-овa нелокална теорија еластичности 

Код класичне (локалне) теорије еластичности стање напона и деформација  у тачки 

неког посматраног еластичног тела зависе од спољашњег оптерећења, облика профила и 

врсте материјала, док се конститутивна релација везе напона и деформација у посматраној 

тачки формира по Hook-овом закону као идеално линеарна. Дакле, стања Напона и 

деформација зависе од спољашњег оптерећења, облика профила и врсте материјала, али 

веза између њих је директно линеарно пропорционална у условима идеалне еластичности 

при напонима мањим од напона на граници еластичности. Код нелокалне теорије 

еластичности, стање напона у некој тачки домена је дефинисано као функција стања 

деформација не само у тој тачки, већ као функција стања деформација у свим тачкама 

посматраног домена.  

На основу ове претпоставке, Еринген је у својим радовим (Eringen, A. C., 1972, 

1983, 2002) дао интегрални облик конститутивне једначине за нелокални еластични 

тензор напона.  

Утицај на вредност напона у свим тачкама домена регулише се функцијом 

слабљења (attenuation function) или такозваном  функцијом језгра која је обрнуто 

пропорционална растојању између референтне тачке 𝒙 и суседне тачке 𝒙′ и садржи 

информације о нелокалном параметру. 

Сходно томе, за чврстo тело запремине 𝑽, конститутивни однос између стања напона и 

деформација је представљен  у облику 

𝜎𝑖𝑗(𝑥) =∭𝜑̃(|𝒙 − 𝒙′|, 𝜅)𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙(𝒙
′)𝑑𝑉(𝒙′),

𝑉

∀𝒙 ∈ 𝑉,                     (1.2.1) 

где је узета целокупна запремина 𝑉 еластичног тела.   

У релацији (1.2.1) фигуришу следећи чланови 

− 𝜎𝑖𝑗(𝑥) је тензор стања напона, 

− 𝜑̃ је функција језгра или функција слабљења (attenuation function) 

− 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 је тензор еластичности, 

− 𝜀𝑘𝑙 је тензор стања деформација, 
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− |𝒙 − 𝒙′| је растојање изражено Еуклидском нормом, 

− 𝜅 је материјални (нелокални) параметар који се одређује методом молекуларне 

динамике (МD) или експериментално. 

 

Подинтегрална функција 𝜑̃(|𝒙 − 𝒙′|, 𝜅) представља нелокални модул који означава 

функцију језгра преко које се нелокални утицаји у посматраној тачки 𝒙, изазвани 

локалним деформацијама у тачки 𝒙′ директно уводе у конститутивне релације. Нелокални 

модул има максималну вредност када је 𝒙 = 𝒙′. Вредност нелокалног модула опада када 

се величина |𝒙 − 𝒙′| повећава.  

Материјални параметар 𝜅 се може представити изразом 

𝜅 =
𝑒0𝑎̃

𝑙𝑒
,                                                                       (1.2.2) 

где је 𝑒0 материјална константа која зависи од врсте нано-материјала, 𝑎̃ је унутрашња 

карактеристична дужина (растојање између угљеничних веза -два атома угљеника, 

параметар кристалне решетке, дужина грануле), док је 𝑙𝑒 спољашња карактеристична 

дужина (димензија нано-цеви, таласна дужина, дужина прслине). 

Нелокални модул 𝜑̃(|𝒙 − 𝒙′|, 𝜅) се може представити преко Green-ове функције 

линеарног оператора у облику 

ℒ𝜑̃(|𝒙 − 𝒙′|) = 𝛿(|𝒙 − 𝒙′|),                                                  (1.2.3) 

на основу које се знатно упрошћава конститутивна интегрална релација. У изразу (1.2.3) 

диференцијални оператор представљен је са ℒ, док је 𝛿 Dirac-ова делта функција. 

Уношењем линеарног диференцијаног оператора у једначину (1.2.1) добија се 

ℒ𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙 .                                                               (1.2.4) 

Еринген је поставио линеарни диференцијални оператор у следећем облику 

ℒ = 1 − (𝑒0𝑎̃)
2∇2,                                                         (1.2.5) 

где је ∇2 Laplace-ов оператор. 
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Линеарни диференцијални оператор ℒ може имати различиту форму за сваки 

појединачни случај функције 𝜑̃. Еринген га је представио изразом (1.2.5). 

Користећи изразе (1.2.4) и (1.2.5) и тензор еластичности четвртог реда, приказаног 

у радовима (Eringen, A. C., 1972, Eringen, A. C., 2002, Reddy, J. N., 2007, Reddy, J. N., и 

Pang, S. D., 2008), Eringen-ова нелокална конститутивна релација између стања напона и 

деформација се може написати у облику 

 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∇2)𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙 ,                                                      (1.2.6) 

 

где је уведен нелокални параметар (𝑒0𝑎̃) који описује утицај унутрашње карактеристичне 

нано дужине при статичкој и динамичкој анализи нано-структура. 

На основу израза (1.2.6) се може написати конститутивна релација за једно-

димензионе структуре у облику 

𝜎𝑥𝑥 − (𝑒0𝑎̃)
2
𝜕2𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥2

= 𝐸𝜀𝑥𝑥 ,                                                    (1.2.7) 

𝜏𝑥𝑧 − (𝑒0𝑎̃)
2
𝜕2𝜏𝑥𝑧
𝜕𝑥2

= 𝐺𝛾𝑥𝑧,                                                    (1.2.8) 

где је 𝐸 Young-ов модул еластичности и 𝐺 модул (смицања) клизања. 

Такође, применом релације (1.2.6) се може написати и конститутивна релација за 

дво-димензионе хомогене и изотропне нано-структуре у облику 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∇2) {

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜏𝑥𝑦

} =

[
 
 
 
 

𝐸

1 − 𝜈2
𝜈𝐸

1 − 𝜈2
0

𝜈𝐸

1 − 𝜈2
𝐸

1 − 𝜈2
0

0 0 𝐺12]
 
 
 
 

{

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝛾𝑥𝑦

},                            (1.2.9) 

где је ∇2= ∆=
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
  , 𝜈 je Poisson-ов коефицијент нано-материјала, 𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦, 𝜀𝑥𝑥, 𝜀𝑦𝑦 

су нормални напони и деформације у правцима 𝑥 и 𝑦 оса, 𝜏𝑥𝑦 је тангенцијални напон и 

𝛾𝑥𝑦 је угао клизања у равни Oxy. 

Слично, конститутивна релација за ортотропне дво-димензионе нано-структуре 

има облик  
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(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆) {

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜏𝑥𝑦

} =

[
 
 
 
 
 

𝐸𝑥
1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈2𝑦𝑥

𝜈12𝐸𝑦
1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥

0

𝜈12𝐸𝑦
1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥

𝐸𝑦
1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥

0

0 0 𝐺12]
 
 
 
 
 

{

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝛾𝑥𝑦

},               (1.2.10) 

где су 𝐸𝑥 и 𝐸𝑥 Young-ови модули еластичности материјала у два ортогонална правца 

(правци x и y)  или две међусобно управне равни ортотропног материјала; 𝜈𝑥𝑦 и 𝜈𝑦𝑥 су 

Poisson-ови коефицијенти који карактеришу попречне контракције правца x у односу на 

правац y и обрнуто и  𝐺𝑥𝑦 је модул смицања. 

Приказана нелокална теорија, коју је увео Еринген (Eringen, A. C., 1983, 1972; 

Eringen, A. C. и Edelen, D. G. B., 1972) показала је да се за одређену класу функције језгра, 

нелокална интегрална конститутивна једначина може трансформисати у диференцијални 

облик и много је лакша за коришћење од интегралне. У раду (Fernández-Sáez, J. и 

сараници, 2016)  су приказане разлике између оригиналних нелокалних интегралних 

Eringen-ових модела и његових диференцијалних пандана, са различитим условима 

ослањања, који се обично сматрају потпуно еквивалентним. 

Доказано је да се за просто ослоњен носач добијени резултати подударају 

применом обе формулације, било да се користи нелокална интегрална или нелокала 

диференцијална конститутивна једначина. 

1.3. Maxwell-ове релације 

У анализи спрегнутих нано-система који ће бити анализирани у наредним 

поглављима, укључен је утицај лонгитудиналног магнетног поља које се простире дуж 

аксијалног правца нано-структуре.  

На основу радова (Narendar, S. и сарадници 2012 и Murmu, T. и сарадници 2012а и 

2012b), једначина која повезује густину струје  𝐉, вектор дистрибуције магнетног поља 𝐡, 

вектор јачине електричног поља 𝐞  и магнетне пермеабилности 𝜂̃, представљена је 

Maxwell-овим изразима (Kraus, Ј. 1984) у следећем облику 



16 
 

𝐉 = ∇ × 𝐡 , ∇ × 𝐞 = −𝛈̃
𝜕𝐡

𝜕𝑡
 ,       ∇ ∙ 𝐡 = 0.                                       (1.3.1) 

Вектор дистрибуције магнетног поља 𝐡 и вектор јачине електричног поља 𝐞  

дефинисани су на следећи начин 

𝐡 =  ∇ × (𝐔 × 𝐇) ,     𝐞 = −𝜂̃ (
𝜕𝐔

𝜕𝑡
× 𝐇),                                                 (1.3.2) 

где је 

∇=
𝜕

𝜕𝑥
𝒊 +

𝜕

𝜕𝑦
𝒋 +

𝜕

𝜕𝑧
𝒌 Hamilton-ов оператор док су (𝒊, 𝒋 и 𝒌) јединични вектори, 

𝐔 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) је вектор положаја и  

𝐇 = (𝐻𝑥, 0,0) је вектор лонгитудиналног магнетног поља.  

У овом раду је потребно напоменути да се лонгитудинално магнетно поље 

простире само у аксијалном правцу нано-структура.  На основу тога вектор дистрибуције 

магнетног поља се може написати у следећем облику 

𝐡 = −𝐻𝑥 (
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
) 𝐢 + 𝐻𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝐣 + 𝐻𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝐤.                                             (1.3.3) 

Заменом израза  (1.3.3) у израз за  густину струје  (1.3.1), следи 

𝐉 = ∇ × 𝐡 = 𝐻𝑥 (−
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑧
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
) 𝐢 − 𝐻𝑥 (

𝜕2𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑧
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
) 𝐣

+ 𝐻𝑥 (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑧𝜕𝑦
)𝐤.                                                                             (1.3.4) 

Вектор Lorentz-ове силе изазване лонгитудиналним магнетним пољем 𝐇 и 

густином струје Ј дат је релацијом 

𝐟 = 𝑓𝑥𝐢 + 𝑓𝑦𝐣 + 𝑓𝑧𝐤 = η(𝐉 × 𝐇),                                                       (1.3.5) 

где су  𝑓𝑥, 𝑓𝑦 и 𝑓𝑧 компоненте Lorentz-ове силе у правцима координатних оса 𝑥, 𝑦 и 𝑧  

𝑓𝑥 = 0,                                                                                      (1.3.6) 

𝑓𝑦 = 𝜂̃𝐻𝑥
2 (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑧𝜕𝑦
),                                                  (1.3.7) 
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𝑓𝑧 = 𝜂̃𝐻𝑥
2 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑧𝜕𝑦
).                                                 (1.3.8) 

За нано-греду узима се у обзир само померање 𝑤 у правцу осе 𝑧. Претпостављамо 

да су померања 𝑢 и 𝑣 у правцу координатних оса 𝑥 и 𝑦 једнака нули, па је тада компонента 

Lorentz-ове силе у правцу z - осе 

𝑓𝑧 = 𝜂̃𝐻𝑥
2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
.                                                                    (1.3.9) 

Коначно, могуће је написати силу која делује по јединици површине дуж нано-

структуре  

𝑞̃(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑓𝑧𝑑𝐴

𝐴

= 𝜂̃𝐴𝐻𝑥
2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
.                                                (1.3.10) 
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2. Нелокална теорија нано-цеви, нано-плоча и 

нано-љуски 

У овом поглављу биће представљени физички и њима еквивалентни модели са 

гледишта теорије механике. На основу закона, важећих претпоставки, као и заснованости 

на познатим теоријама, биће изведене једначине које описују мале трансверзалне 

осцилације једне нано-греде, нано-плоче и нано љуске. 

2.1. Нелокална теорија нано-цеви заснована на Euler-

Bernoulli-јевој теорији греде 

На основу молекуларно динамичких симулација и нелокалног модела угљеничне 

наноцеви, у раду (Ansari, R. и сарадници, 2012а) показано је да се фиксирани слој атома 

угљеника, у случају угљеничне наноцеви, може представити граничним условима просто 

ослоњене наногреде. Физички модел представљен као угљенична нано-цев, чији су крајњи 

гранични слојеви атома фиксирани, дат је на Слици 2.1.1а. Такав физички модел 

еквивалентан је са гледишта теорије механике једном механичком моделу представљеног 

као Euler-Bernoulli-јева греда, (Слика 2.1.1б). 

Диференцијалне једначине малих трансверзалних осцилација угљеничне нано-

цеви изведене су на основу Нелокалне теорије напона и Euler-Bernoulli-јеве теорије греда. 

Euler-Bernoulli-јева нано-греда је под дејством аксијалне силе притиска 𝐹 у правцу 

осе x и произвољно распоређеним трансверзалним континуалним оптерећењем 𝑓(𝑥, 𝑡) у 

правцу осе z (у попречном правцу у односу на осу x). Површина попречног пресека нано 

греде је означена са А, Young-ов модул еластичности са 𝐸 и густина са 𝜌. Утицај Lorentz-

ове магнетне силе је такође укључен и узрокован је аксијалним магнетним пољем које 

делује у смеру осе x, као што је приказано на Слици 2.1.1. 
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Слика 2.1.1 Нелокални модел нано-цеви изложене дејству аксијалног магнетног поља и 

дејству трансверзалног оптерећења; (𝒂) Физички модел представљен као угљенична 

нано-цев чији су крајњи гранични слојеви атома фиксирани и (б) Механички модел 

представљен као нано-греда 

Код Euler-Bernoulli-јеве теорије греда важе следеће претпоставке, (видети Reddy, J. 

N., 2002):  

- нема деформације у правцу осе z (у правцу дебљине греде), тј. попречни пресек 

греде остаје непромењен након деформације, 

− нема закривљења попречних пресека,  

− попречни пресеци греде остају управни на аксијалну осу у току и након 

деформација,  

− занемарeни су утицаји инерција ротације попречних пресека,  

− занемарен је утицај деформације смицања. 

Компоненте померања 𝑢̅𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑣̅𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑡) и 𝑤̅𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑡) дуж оса x, y, z могу се 

приказати у следећем облику 

𝑢̅𝑥 = −𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
,   𝑣̅𝑦 = 0,   𝑤̅𝑧 = 𝑤(𝑥, 𝑡).                                           (2.1.1) 

Компоненте деформације нано-греде имају облик 

𝜀𝑥𝑥 = −𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
,      𝜀𝑦𝑦 = 0,        𝜀𝑧𝑧 = 0, 𝛾𝑥𝑦 = 0,    𝛾𝑥𝑧 = 0,      𝛾𝑧𝑦 = 0,       (2.1.2) 
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при чему су 𝜀𝑥𝑥, 𝜀𝑦𝑦 и 𝜀𝑧𝑧 нормалне деформације-дилатације, док су 𝛾𝑥𝑦, 𝛾𝑥𝑧 и 𝛾𝑧𝑦 

деформације смицања-клизања. 

Ако би посматрали један елементарни део нано-греде приказан на Слици 2.1.2, са 

леве стране делују аксијална сила 𝐹, трансверзална сила 𝐹𝑡 и момент савијања М, док са 

десне стране делују аксијална сила 𝐹, трансверзална сила 𝐹𝑡 + 𝑑𝐹𝑡 и момент савијања 𝑀 +

𝑑𝑀, увећан за инфинитезимални део или бесконачно малу величину 𝑑𝑀 =
𝜕𝑀

𝜕𝑥
𝑑𝑥. Све три 

величине зависе од координате 𝑥 и могу бити променљиве. На Слици 2.1.2  угао обртања 

попречног пресека је означен са  𝛼 и 𝛼 + 𝑑𝛼. Маса елементарног дела нано-греде је 

означена са 𝑑𝑚 = 𝜌𝐴𝑑𝑥. 

 

Слика 2.1.2 Елементарни део нано-греде 

Применом другог Newton-овог закона малих трансверзалних осцилација на 

елементарни део нано греде добија се 

∑𝐹𝑧 = 𝑑𝑚
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
  →    

𝜕𝐹𝑡
𝜕𝑥

− 𝐹
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝜌𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
,               (2.1.3) 

∑𝑀𝑦 = 0   →    𝐹𝑡𝑑𝑥 +𝑀 − (𝑀 + 𝑑𝑀) = 0,                         (2.1.4) 

при чему су трансверзална сила и резултујући момент савијања  

𝐹𝑡 =
𝜕М

𝜕𝑥
,                                                                    (2.1.5)  

𝑀 = ∫ 𝑧𝜎𝑥𝑥𝑑𝐴
А

.                                                            (2.1.6)  
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Множењем релације (1.2.7) са 𝑧𝑑𝐴 и интеграљењем по површини попречног 

пресека нано-греде А, узимајући у обзир релацију за резултујући момент савијања (2.1.6) 

добија се 

𝑀 − (𝑒0𝑎̃)
2
∂2𝑀

∂𝑥2
= −𝐸𝐼

∂2𝑤

∂𝑥2
.                                           (2.1.7)   

где је 𝐼 = ∫ 𝑧2𝑑𝐴
А

 аксијални момент инерције површине попречног пресека.  

Диференцирањем једначине (2.1.7) два пута по 𝑥, добија се 

∂2𝑀

∂𝑥2
− (𝑒0𝑎̃)

2
∂4𝑀

∂𝑥4
= −𝐸𝐼

∂4𝑤

∂𝑥4
.                                       (2.1.8)  

Заменом (2.1.5) у (2.1.3) добија се  

∂2𝑀

∂𝑥2
= 𝜌𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝐹

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 𝑓(𝑥, 𝑡).                                        (2.1.9)   

Када релације (2.1.9) и (2.1.7) заменимо у (2.1.8) добија се парцијална 

диференцијална једначина математичког модела помоћу које се описују мале 

трансверзалне осцилације нано-греде у облику 

𝐸𝐼
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ 𝜌𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝐹

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 𝑓(𝑥, 𝑡) = (𝑒0𝑎̃)

2
𝜕2

𝜕𝑥2
[𝜌𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝐹

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 𝑓(𝑥, 𝑡)].   

(2.1.10) 

Гранични услови за просто ослоњену Euler-Bernoulli-јеву нано-греду, применом 

нелокалне теорије еластичности, једнаки су граничним условима Euler-Bernoulli-јевог 

модела просто ослоњене греде заснованог на класичној теорији еластичности (Lu, P. и 

сарадници, 2006) 

за      𝑥 = 0          𝑤(0, 𝑡) = 0       и      
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(0, 𝑡) = 0,                              (2.1.11) 

за     𝑥 = 𝐿       𝑤(𝐿, 𝑡) = 0, и          
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(𝐿, 𝑡) = 0.                           (2.1.12) 
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2.2. Нелокална теорија еластичне ортотропне нано-плоче 

заснована на Kirchhoff-овој теорији плоча 
 

 

На основу молекуларно динамичких симулација и нелокалног модела графенског 

листића, у раду (Ansari, R. и сарадници, 2010) показано је да се фиксирани слој атома 

угљеника, у случају графенског листића, може представити граничним условима просто 

ослоњене нано-плоче. Физички модел представљен као графенски листић, чији су крајњи 

гранични слојеви атома фиксирани, дат је на Слици 2.2.1а. Такав физички модел 

еквивалентан је са гледишта теорије механике једном механичком моделу представљеног 

као Kirchhoff-ова плоча, (Слика 2.2.1б). 

Диференцијалне једначине малих трансверзалних осцилација угљеничне нано-

плоче одредићемо на основу Eringen-ове нелокалне теорије напона и Kirchhoff-ове теорије 

плоча. 

Нано-плоча је изложена дејству произвољно распоређеног трансверзалног 

оптерећења 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) у правцу осе z. Нано-плоча има дужину a, ширину b и дебљину h 

која је једнака дебљини једног атома. Површина попречног пресека нано плоче је означена 

са А, Young-ов модул еластичности са 𝐸  и густина материјала нано-плоче са 𝜌.  

На основу Kirchhoff-ове теорије плоча (Reddy, J. N., 2004, Reddy, J. N., 2006, 

Rašković, D., 1965 и Karličić, D. и сарадници, 2015а), компоненте померања 𝑢̅𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡),

𝑣̅𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑤̅𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), произвољне тачке средње површи нано-плоче дуж оса x, y, z 

могу се написати у следећем облику 

𝑢̅𝑥 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
,   𝑣̅𝑦 = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧

𝜕𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
,   𝑤̅𝑧 = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡).     (2.2.1) 

Компоненте деформације нано-плоче дате су у следећем облику 

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
,   𝜀𝑦𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
,   𝛾𝑥𝑦 =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 2𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
.                (2.2.2) 

Ако је са 𝜌 означена густина материјала нано-плоче, а са 
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
 убрзање у правцу осе 

𝑧, једначина равнотеже пројекција сила у 𝑧 правцу има облик 
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∑𝐹𝑧 = 𝑑𝑚
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
  →    

𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑄𝑦
𝜕𝑦

+ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜌𝐴
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
.               (2.2.3) 

 

 

Слика 2.2.1 Нелокални модел нано-плоче изложене дејству аксијалног магнетног поља и 

дејству трансверзалног оптерећења. (𝑎) Физички модел представљен као једнослојна 

графенска плоча, (б) Механички модел представљен као нано-плоча 

 

Слика 2.2.2 Eлементарни део нано-плоче 

 

На основу другог Newton-овог закона могу се написати једначине равнотеже 

момената за осе 𝑥 и 𝑦 приказаног елементарног дела плоче на Слици 2.2.2 

∑𝑀𝑥 = 0   →    
𝜕𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 𝑄𝑥 ,                                                   (2.2.4) 
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∑𝑀𝑦 = 0   →   
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑦𝑦

𝜕𝑦
= 𝑄𝑦 ,                                                   (2.2.5) 

 

где су 𝑄𝑥 и 𝑄𝑦 трансверзалне смичуће силе, а 𝑀𝑥𝑥, 𝑀𝑦𝑦  и 𝑀𝑥𝑦  су моменти савијања и 

увијања, дефинисани као 

(𝑄𝑥 , 𝑄𝑦) = ∫ (𝜏𝑥𝑧, 𝜏𝑦𝑧 )𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

   и    (𝑀𝑥𝑥, 𝑀𝑦𝑦, 𝑀𝑥𝑦) = ∫ (𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦, 𝜏𝑥𝑦 )𝑧𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

.    (2.2.6) 

Диференцирањем једначине (2.2.4) по 𝑥 и једначине (2.2.5) по 𝑦, добијају се 

𝜕𝑄𝑥

𝜕𝑥
 и 

𝜕𝑄𝑦

𝜕𝑦
. Заменом претходног израза у једначину (2.2.3),  једначина равнотеже 

пројекција сила у 𝑧 правцу је у облику 

𝜕2𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑀𝑦𝑦

𝜕𝑦2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜌ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
.                             (2.2.7) 

За извођење диференцијалне једначине осциловања нано-плоче користимо 

нелокалну конститутивну релацију између напона и деформације једне ортотропне нано-

плоче изражене у облику (1.2.10). На основу ове релације нелокални нормални 𝜎𝑥𝑥 и 𝜎𝑦𝑦 

и тангенцијални напон 𝜏𝑥𝑦 имају облик 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝜎𝑥𝑥 =

𝐸𝑥
1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑥𝑦

𝜀𝑥𝑥 +
𝜈𝑥𝑦𝐸𝑦

1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥
𝜀𝑦𝑦,                               (2.2.8) 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝜎𝑦𝑦 =

𝜈𝑥𝑦𝐸𝑥
1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥

𝜀𝑥𝑥 +
𝐸𝑦

1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥
𝜀𝑦𝑦,                               (2.2.9) 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝜏𝑥𝑦 = 𝐺𝑥𝑦𝛾𝑥𝑦.                                                                           (2.2.10) 

За ототропне нано-плоче константе 𝐸𝑥, 𝐸𝑦, 𝜈𝑥𝑦, 𝜈𝑦𝑥 и  𝐺𝑥𝑦 су дефинисане код дво-

димензионе нано-структуре у изразу (1.2.10). 

Компоненте унутрашњих сила и момената торзије добијају се тако што се леве и 

десне стране једначина (2.2.8-2.2.10) интеграле по дебљини плоче h. 

Изрази за унутрашње силе формулисани су на следећи начин 
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{𝑁𝑥𝑥, 𝑁𝑦𝑦, 𝑁𝑥𝑦} = ∫(𝜎𝑥𝑥,  𝜎𝑦𝑦, 𝜏𝑥𝑦)𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

.                                    (2.2.11) 

Интеграљењем једначина (2.2.8-2.2.10) и узимајући у обзир израз (2.2.11), добијају 

се нормалне силе 𝑁𝑥𝑥, 𝑁𝑦𝑦 и смичућа сила 𝑁𝑥𝑦 у следећем облику 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝑁𝑥𝑥 = А11

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝐴12

𝜕𝑣

𝜕𝑦
,                                             (2.2.12) 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝑁𝑦𝑦 = А12

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝐴22

𝜕𝑣

𝜕𝑦
,                                             (2.2.13) 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝑁𝑥𝑦 = А66 (

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
).                                                (2.2.14) 

Након интеграције једначина (2.2.8-2.2.10) и узимајући у обзир израз (2.2.6), 

добијају се моменти савијања 𝑀𝑥𝑥 и 𝑀𝑦𝑦 и момент торзије 𝑀𝑥𝑦 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2 Δ)𝑀𝑥𝑥 = −𝐷11

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 𝐷12

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
,                                   (2.2.15) 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2 Δ)𝑀𝑦𝑦 = −𝐷12

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 𝐷22

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
,                                   (2.2.16) 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2 Δ)𝑀𝑥𝑦 = −2𝐷66

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
.                                                    (2.2.17) 

У једначинама (2.2.12 − 2.2.14) и (2.2.15 − 2.2.17) уведене су ознаке за аксијалну 

крутост 𝐴𝑖𝑗 и савојну крутост 𝐷𝑖𝑗  

А11 =
𝐸𝑥ℎ

1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥
 ;    𝐴12 =

𝜈𝑥𝑦𝐸𝑦ℎ

1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥
 ;   𝐴22 =

𝐸𝑦ℎ

1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥
 ;    𝐴66 = 𝐺𝑥𝑦ℎ;               (2.2.18) 

𝐷11 =
𝐸𝑥ℎ

3

12(1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥)
;     𝐷12 =

𝜈𝑥𝑦𝐸𝑦ℎ
3

12(1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥)
=

𝜈𝑦𝑥𝐸𝑥ℎ
3

12(1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥)
; 

𝐷22 =
𝐸𝑦ℎ

3

12(1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥)
 ;       𝐷66 =

𝐺𝑥𝑦ℎ
3

12
.                                         (2.2.19) 
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На основу израза за унутрашње силе (2.2.12 − 2.2.14) се може уочити да у њима 

фигуришу само компоненте померања у равни плоче 𝑢 и 𝑣.  

На основу израза момената савијања и момента торзије (2.2.15 − 2.2.17) се може 

уочити да у њима фигуришу само компоненте померања у 𝑤 правцу. 

Једначине равнотеже елементарног дела плоче представљене су преко пројекција 

сила у x, у и z правцу 

𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑦

= 𝜌ℎ
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,                                                       (2.2.20) 

𝜕𝑁𝑦𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑥

= 𝜌ℎ
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
,                                                      (2.2.21) 

𝜕2𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑀𝑦𝑦

𝜕𝑦2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑞 = 𝜌ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
,                                (2.2.22) 

где је 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) спољашње оптерећење проузроковано трансверзалном силом 𝑓  

𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑓( 𝑥, 𝑦, 𝑡).                                                        (2.2.23) 

Заменом израза (2.2.12 − 2.2.14) и (2.2.15 − 2.2.17) у једначине (2.2.20-2.2.22), 

диференцијалне једначине које описују померања у равни 𝑥О𝑦 и трансверзално померање 

у правцу осе z  нано-плоче подвргнуте спољашњим оптерећењем  𝑓( 𝑥, 𝑦, 𝑡), имају облик 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝜌ℎ

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= А11

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝐴66

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ (𝐴12 + 𝐴66)

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
,                      (2.2.24) 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝜌ℎ

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
= А22

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+ А66

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+ (𝐴12 + 𝐴66)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
,                       (2.2.25) 

                      𝜌(1 − (𝑒0𝑎̃)
2 Δ)ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
 

= −(𝐷11
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ 𝐷22

𝜕4𝑤

𝜕𝑦4
+ 2(𝐷12 + 2𝐷66)

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
) + 𝑓(1 − (𝑒0𝑎̃)

2 Δ).     (2.2.26)  
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У наставку ће се разматрати просто ослоњене нано-плоче, тј. када су угиби и 

моменти савијања једнаки нули у ослонцима као на Слици 2.2.1б. Математичка 

формулација граничних услова просто ослоњене нано-плоче дата је следећим релацијама 

𝑤(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑏, 𝑡) = 0,            𝑤(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑤(𝑎, 𝑦, 𝑡) = 0,                       (2.2.27) 

𝑀𝑥𝑥(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑀𝑥𝑥(𝑎, 𝑦, 𝑡) = 0, 𝑀𝑦𝑦(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑀𝑦𝑦(𝑥, 𝑏, 𝑡) = 0.            (2.2.28) 

2.3. Нелокална теорија еластичне ортотропне двострано 

закривљене плитке нано-љуске на основу Novozhilov-е 

линеарне теорије љуске 

 

Физички модел представљен као двострано закривљени графенски једнослојни 

нано-листић, чији су крајњи гранични слојеви атома фиксирани, дат је на Слици 2.3.1а. 

Такав физички модел еквивалентан је са гледишта теорије механике једном механичком 

моделу просто ослоњене двострано закривљене плитке нано-љуске представљене 

Novozhilov-ом љуском, (Слику 2.3.1б).  

Диференцијалне једначине малих трансверзалних осцилација угљеничне нано-

љуске одређене су на основу Eringen-ове нелокалне теорије напона (Eringen, A. C., 1972, 

Eringen, A. C., 2002) и Novozhilov-е линеарне теорије љуске (Amabili, M., 2008). Двострано 

закривљена нано-љуска има дужину a, ширину b и дебљину h која је једнака дебљини 

једног атома, док је густина материјала нано-љуске означена са 𝜌.  
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Слика 2.3.1 Нелокални модел двострано закривљене нано-љуске (𝑎) Физички модел 

представљен као двострано закривљени угљенични једнослојни листић, (б) Механички 

модел  

  

Користећи Novozhilov-у линеарну теорију љуске (Amabili, M., 2008), компоненте 

напрезања у произвољној тачки двострано закривљене плитке нано-љуске односе се на 

напрезања средње површи 𝑒𝑥𝑥, 𝑒𝑦𝑦, 𝛾𝑥𝑦, промене у закривљености и торзијe средње 

површи 𝑘𝑥𝑥, 𝑘𝑦𝑦, и 𝑘𝑥𝑦  

𝜀𝑥𝑥 = 𝑒𝑥𝑥 + 𝑧𝑘𝑥𝑥,   𝜀𝑦𝑦 = 𝑒𝑦𝑦 + 𝑧𝑘𝑦𝑦,   𝛾𝑥𝑦 = 𝑒𝑥𝑦 + 𝑧𝑘𝑥𝑦,                      (2.3.1) 

где су 

𝑒𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝑤

𝑅1
,   𝑒𝑦𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝑤

𝑅2
,    𝑒𝑥𝑦 =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
,                           (2.3.2) 

𝑐 =
1

2
(
1

𝑅1
−
1

𝑅2
).                                                             (2.3.3) 
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𝑘𝑥𝑥 = −
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝑤

𝑅1𝑅2
+
1

𝑅1

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
1

𝑅1

𝜕𝑢

𝜕𝑥
,                                                    

𝑘𝑦𝑦 = −
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+

𝑤

𝑅1𝑅2
+
1

𝑅2

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
1

𝑅2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
,                                     (2.3.4) 

𝑘𝑥𝑦 = −2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 2𝑐 (

𝜕𝑢

𝜕𝑦
−
𝜕𝑣

𝜕𝑥
), 

 

Нелокална конститутивна релација између напона и деформације дефинисана је 

изразом (1.2.10). Код нано-љуски се може приказату у следећем облику 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆) {

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜏𝑥𝑦

} =

[
 
 
 
 
 

𝐸𝑥
1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥

𝜈𝑥𝑦𝐸𝑦
1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥

0

𝜈𝑥𝑦𝐸𝑥
1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥

𝐸𝑦
1 − 𝜈𝑥𝑦𝜈𝑦𝑥

0

0 0 𝐺12]
 
 
 
 
 

{

𝑒𝑥𝑥 + 𝑧𝑘𝑥𝑥
𝑒𝑦𝑦 + 𝑧𝑘𝑦𝑦
𝑒𝑥𝑦 + 𝑧𝑘𝑥𝑦

}.                     (2.3.5) 

Из једначине (2.3.5), нелокални нормални напони 𝜎𝑥𝑥 и 𝜎𝑦𝑦 и нелокални 

тангенцијални напон 𝜏𝑥𝑦 могу се написати у облику 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝜎𝑥𝑥 =

𝐸1
1 − 𝜈12𝜈21

(𝑒𝑥𝑥 + 𝑧𝑘𝑥𝑥) +
𝜈12𝐸2

1 − 𝜈12𝜈21
(𝑒𝑦𝑦 + 𝑧𝑘𝑦𝑦),                 (2.3.6) 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝜎𝑦𝑦 =

𝜈12𝐸1
1 − 𝜈12𝜈21

(𝑒𝑥𝑥 + 𝑧𝑘𝑥𝑥) +
𝐸2

1 − 𝜈12𝜈21
(𝑒𝑦𝑦 + 𝑧𝑘𝑦𝑦),               (2.3.7) 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝜏𝑥𝑦 = 𝐺12(𝑒𝑥𝑦 + 𝑧𝑘𝑥𝑦).                                                (2.3.8) 

Интеграљењем једначина (2.3.6 −  2.3.8), имајући у обзир израз (2.2.12), добија се 

да су нормалне силе 𝑁𝑥𝑥, 𝑁𝑦𝑦 и смичућа сила 𝑁𝑥𝑦 облика 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝑁𝑥𝑥 = А11𝑒𝑥𝑥 + 𝐴12𝑒𝑦𝑦,                                             (2.3.9) 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝑁𝑦𝑦 = А12𝑒𝑥𝑥 + 𝐴22𝑒𝑦𝑦,                                          (2.3.10) 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝑁𝑥𝑦 = А66𝑒𝑥𝑦.                                                            (2.3.11) 
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На исти начин, након интеграције једначина (2.3.6-2.3.8) и коришћењем израза 

(2.2.13), добијају се моменти савијања 𝑀𝑥𝑥 и 𝑀𝑦𝑦  и момент торзије 𝑀𝑥𝑦  

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2 Δ)𝑀𝑥𝑥 = 𝐷11𝑘𝑥𝑥 + 𝐷12𝑘𝑦𝑦,                                           (2.3.12) 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2 Δ)𝑀𝑦𝑦 = 𝐷12𝑘𝑥𝑥 + 𝐷22𝑘𝑦𝑦,                                           (2.3.13) 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2 Δ)𝑀𝑥𝑦 = 2𝐷66𝑘𝑥𝑦.                                                           (2.3.14) 

У једначинама (2.3.9 −  2.3.11) и (2.3.12 − 2.3.14) уведене су ознаке за аксијалну 

крутост 𝐴𝑖𝑗 и савојну крутост 𝐷𝑖𝑗 дефинисане изразима (2.2.12) и (2.2.14). 

У једначинама (2.3.9 −  2.3.11) и (2.3.12 − 2.3.14) уочава се да фигуришу 

компоненте померања у сва три правца 𝑢, 𝑣 и 𝑤.  

Једначине равнотеже елементарног дела љуске записују се преко пројекције сила у 

(x, у и z) правцу. 

𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑦

+ 𝑐
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
+
1

𝑅1
(
𝜕𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
) = 𝜌ℎ

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,                                 (2.3.15) 

𝜕𝑁𝑦𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑥

− 𝑐
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
1

𝑅2
(
𝜕𝑀𝑦𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
) = 𝜌ℎ

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
,                                (2.3.16) 

𝜕2𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑀𝑦𝑦

𝜕𝑦2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
− (

𝑁𝑥𝑥
𝑅1

+
𝑁𝑦𝑦
𝑅2
) + 𝑞 = 𝜌ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
,                                (2.3.17) 

Заменом израза (2.3.9 −  2.3.11) и (2.3.12 − 2.3.14) у изразе (2.3.15 − 2.3.17), 

добијају се једначине осциловања нано-љуске у следећем облику  

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝜌ℎ

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= (А11 +

𝐷11
𝑅1
2 +

𝐷12
𝑅1𝑅2

)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ (𝐴66 + 2𝑐 (𝑐 +

1

𝑅1
)𝐷66)

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
 

+(А12 + А66 − 2𝑐 (𝑐 +
1

𝑅1
)𝐷66 +

𝐷11
𝑅1
2 +

𝐷12
𝑅1𝑅2

)
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

+(
𝐴11
𝑅1

+
𝐴12
𝑅2

+
𝐷11 + 𝐷12
𝑅1
2𝑅2

)
𝜕𝑤

𝜕𝑥
 − (2 (𝑐 +

1

𝑅1
)𝐷66 +

𝐷12
𝑅1
)
𝜕3𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦2
−
𝐷11
𝑅1

𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
, (2.3.18) 
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(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝜌ℎ

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
= (А12 + А66 + 2𝑐 (

1

𝑅2
− 𝑐)𝐷66 +

𝐷22
𝑅2
2 +

𝐷12
𝑅1𝑅2

)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

+(А66 + 2𝑐 (
1

𝑅2
− 𝑐)𝐷66)

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+ (А22 +

𝐷22
𝑅2
2 +

𝐷12
𝑅1𝑅2

)
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
 

+(
А12
𝑅1

+
А22
𝑅2

+
𝐷22 + 𝐷12
𝑅1𝑅2

2 )
𝜕𝑤

𝜕𝑦
− (2 (

1

𝑅2
− 𝑐)𝐷66 +

𝐷12
𝑅2
)
𝜕3𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦
−
𝐷22
𝑅2

𝜕3𝑤

𝜕𝑦3
,     (2.3.19) 

(1 − (𝑒0𝑎̃)
2∆)𝜌ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= −𝐷11

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
− 𝐷22

𝜕4𝑤

𝜕𝑦4
− 2(𝐷12 + 2𝐷66)

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
 

−(
А11
𝑅1

+
А12
𝑅2
)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ (4𝑐𝐷66 +

𝐷12
𝑅1

+
𝐷22
𝑅2
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦2
+ (

𝐷11
𝑅1

+
𝐷12
𝑅2
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
 

−(
А22
𝑅2

+
А12
𝑅1
)
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ (

𝐷11
𝑅1

+
𝐷12
𝑅2

− 4𝑐𝐷66)
𝜕3𝑣

𝜕𝑥2𝜕𝑦
+ (

𝐷12
𝑅1

+
𝐷22
𝑅2
)
𝜕3𝑣

𝜕𝑦3
 

+(
𝐷11 + 𝐷12
𝑅1𝑅2

)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ (

𝐷22 + 𝐷12
𝑅1𝑅2

)
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
− (

𝐴11
𝑅1
2 + 2

А12
𝑅1𝑅2

+
𝐴22
𝑅2
2 )𝑤.         (2.3.20) 

Једначине (2.3.18 − 2.3.20) дате су у раду (Ghavanloo, E., and Fazelzadeh, S. A., 

2013) где је разматрана Градијентна теорија напона.  
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3. Слободне и принудне осцилације спрегнутих 

нано-цеви  

У овом поглављу приказана је анализа слободних и принудних осцилација 

еластично спрегнутих нано-цеви (нано-греда). Две нано-греде су просто ослоњене и 

међусобно повезане еластичним слојем, који се апроксимира Winkler-овим моделом 

дискретно распоређених опруга линеарних крутости 𝑘̃ које делују по дужини греде L.  

Физички модел на Слици 3.1а је представљен помоћу две еластично повезане 

угљеничне нано-цеви које имају фиксиране крајње граничне слојеве атома (Ansari, R. и 

сарадници, 2012а). Спрега између горње и доње нано-цеви остварена је Winkler-овим 

еластичним слојем и представља се међуатомским силама између две нано-цеви, попут 

van der Waаls-ове интеракције (Ru, C. Q., 2001).  

У циљу анализе малих трансверзалних померања средње равни оба нано-

елемената, нано-греде су подвргнуте дејству произвољно распоређеним трансверзалним 

континуалним оптерећењима 𝑓𝑖(𝑥, 𝑡), 𝑖 = 1,2 у смеру осе z, где је са 1 означена горња и 

са 2 доња нано-греда, Слика 3.1. 

Да би се испитали критеријуми на извијање и извршила анализа еластичне 

стабилности  (стању пре појаве извијених геометријских облика напрегнутог нано-носача) 

посматраног система нано греда, греде су изложене дејству притисних аксијалних сила 

𝐹1 и 𝐹2, Слика 3.1. Утицај Lorentz-ове магнетне силе је такође укључен и узрокован је 

аксијалним магнетним пољем које делује у смеру осе x, као што је приказано на Слици 

3.1. Принудне осцилације спрегнутог система анализираће се помоћу добијених закона 

малих принудних  трансверзалних осцилација при чему су разматрани случајеви дејства 

различитих облика спољашњег трансверзалног периодичког или константног  

оптерећења.  

Трансверзална померања горње и доње нано-греде означена су са 𝑤1(𝑥, 𝑡) и 

𝑤2(𝑥, 𝑡). Ради поједностављења, у даљем раду претпостављамо да су обе нано-греде 

идентичне по питању геометријских и физичких својстава. Површина попречног пресека 

код обе нано-греде је означена са А, Young-ов модул еластичности 𝐸, густина 𝜌 и дужина 

L.  
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Слика 3.1 Две угљеничне нано-цеви повезане Winkler-овим еластичним слојем и 

изложене дејству аксијалних и трансверзалних сила, као и магнетног поља; (𝑎) Физички 

модел представљен помоћу угљеничне нано-цеви чији су крајњи гранични слојеви атома 

фиксирани и (б) Механички модел представљен помоћу двеју нано-греда 

 

На основу Euler-Bernoulli-јеве теорије греде (Reddy, J. N., 2002, Kozić, P. и 

сарадници, 2014) из Поглавља 2.1 и Eringen-ове нелокалне теорије еластичности (Eringen, 

A. C., 1972, Eringen, A. C., 2002) из Поглавља 1.2, изведене су диференцијалне једначине 

које описују осциловање двеју нано-греда међусобно повезаних Winkler-овим еластичним 

слојем (Слика 3.1.) 

𝜌𝐴
𝜕2𝑤1
𝜕𝑡2

− 𝑓1 + 𝑘̃(𝑤1 − 𝑤2) + 𝐹1
𝜕2𝑤1
𝜕𝑥2

− 𝜂̃𝐴𝐻𝑥
2
𝜕2𝑤1
𝜕𝑥2

+ 𝐸𝐼
𝜕4𝑤1
𝜕𝑥4

 

= (𝑒0𝑎̃)
2
𝜕2

𝜕𝑥2
[𝜌𝐴

𝜕2𝑤1
𝜕𝑡2

− 𝑓1 + 𝑘̃(𝑤1 − 𝑤2) + 𝐹1
𝜕2𝑤1
𝜕𝑥2

− 𝜂̃𝐴𝐻𝑥
2
𝜕2𝑤1
𝜕𝑥2

],                    (3.1) 

 

𝜌𝐴
𝜕2𝑤2
𝜕𝑡2

− 𝑓2 − 𝑘̃(𝑤1 − 𝑤2) + 𝐹2
𝜕2𝑤2
𝜕𝑥2

− 𝜂̃𝐴𝐻𝑥
2
𝜕2𝑤2
𝜕𝑥2

+ 𝐸𝐼
𝜕4𝑤2
𝜕𝑥4

 

= (𝑒0𝑎̃)
2
𝜕2

𝜕𝑥2
[𝜌𝐴

𝜕2𝑤2
𝜕𝑡2

− 𝑓2 − 𝑘̃(𝑤1 − 𝑤2) + 𝐹2
𝜕2𝑤2
𝜕𝑥2

− 𝜂̃𝐴𝐻𝑥
2
𝜕2𝑤2
𝜕𝑥2

],                    (3.2) 

Све величине из једначина (3.1) и (3.2) ће се у даљем раду бездимензионисати, те 

се вредности за амплитуде осциловања из рада (Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а) могу 

упоредити са добијеним резултатима анализе, када се код оваквог нано-система занемари 

утицај магнетног поља и нелокалног параметра. Сви параметри описани су у Поглављима 

1.2, 1.3 и 2.1.   
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Гранични услови на крајевима носача код просто ослоњених угљеничних нано-

цеви дужина 𝐿, применом нелокалне теорије еластичности, једнаки су граничним 

условима Euler-Bernoulli-јевог модела просто ослоњених греда заснованих на класичној 

теорији 

за 𝑥 = 0          𝑤𝑖(0, 𝑡) = 0       и      
𝜕2𝑤𝑖
𝜕𝑥2

(0, 𝑡) = 0,       𝑖 = 1,2,                           (3.3) 

за 𝑥 = 𝐿          𝑤𝑖(𝐿, 𝑡) = 0, и          
𝜕2𝑤𝑖
𝜕𝑥2

(𝐿, 𝑡) = 0, 𝑖 = 1,2.                    (3.4) 

Са 𝑖 = 1 означена је горња нано-цев, док је са 𝑖 = 2 означена доња нано-цев. 

3.1. Слободне осцилације спрегнутих нано-цеви  

Резултати добијени класичном локалном и нелокалном теоријом могу се упоредити 

у случају када су дати у бездимензионом облику. Из тог разлога, а и због поједностављења 

јеначина (3.1) и (3.2), уведени су следећи бездимензиони параметри  

𝜂 2 =
(𝑒0𝑎̃)

2

𝐿2
,      𝜉 =

𝑥

𝐿
,     𝜏 = 𝑡

 𝑐

𝐿2
,,       𝑐 = √

𝐸𝐼

𝜌𝐴
 

, 

𝐹̅𝑖 =
𝐿2𝐹𝑖
𝐸𝐼

 ,        𝐾 =
𝑘̃𝐿4

𝐸𝐼
 ,        𝑀𝑃 =

𝐿2

𝐸𝐼
𝜂̃𝐴𝐻𝑥

2,            𝑤𝑖̅̅ ̅ =
𝑤𝑖
𝐿
 ,     𝑖 = 1,2,            (3.1.1) 

где 

 𝜉 је бездимензиона аксијална координата и 𝜏 је бездимензионо време, 𝑐 је константа, 

𝜂 је бездимензиони нелокални параметар, 𝐹̅𝑖 , 𝑖 = 1,2 су бездимензионе аксијалне силе, 𝑀𝑃 

је параметар магнетног поља и  𝐾 је бездимензиона крутост опруге. 

Заменом бездимензионих параметара (3.1.1) у једначине (3.1) и (3.2), хомогене 

диференцијалне једначине којима се описују мала трансверзална померања слободних 
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осцилација двеју нано-цеви међусобно спрегнуте Winkler-овим еластичним слојем 

добијају следећи облик 

𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜏2

+ 𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2) + (𝐹̅1 −𝑀𝑃)
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜉2

 

+
𝜕4𝑤̅1
𝜕𝜉4

−𝜂2
𝜕2

𝜕𝜉2
[
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜏2

+ 𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2) + (𝐹̅1 −𝑀𝑃)
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜉2

] = 0,          (3.1.2) 

𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜏2

− 𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2) + (𝐹̅2 −𝑀𝑃)
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜉2

 

+
𝜕4𝑤̅2
𝜕𝜉4

−𝜂2
𝜕2

𝜕𝜉2
[
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜏2

− 𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2) + (𝐹̅2 −𝑀𝑃)
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜉2

]  = 0.         (3.1.3) 

Решења парцијалних диференцијалних једначина (3.1.2) и (3.1.3), применом 

методе Bernoulli-јевих партикуларних интеграла се претпостављају у облику производа 

функција 

𝑤̅1(𝜉, 𝜏) = ∑𝑋𝑛

∞

𝑛=1

(𝜉)𝑇1𝑛(𝜏),                                                  (3.1.4) 

𝑤̅2(𝜉, 𝜏) = ∑𝑋𝑛

∞

𝑛=1

(𝜉)𝑇2𝑛(𝜏),                                                (3.1.5) 

где су са 𝑇1𝑛(𝜏) и 𝑇2𝑛(𝜏) означене непознате бездимензионе временске функције, са 𝑋𝑛(𝜉) 

су означене сопствене (карактеристичне)  функције (облици сопствених функција) које се 

одређују из граничних услова (Rašković, D. 1965), те код просто ослоњене нано-греде оне 

добијају облик  

𝑋𝑛(𝜉) = sin(𝑘𝑛𝜉),      𝑘𝑛 = 𝑛𝜋,                                             (3.1.6) 

којих има 𝑛 = 1,2,3,….  колико и облика осциловања просто ослоњене нано-цеви. 

Заменом решења (3.1.4) и (3.1.5) у једначине (3.1.2) и (3.1.3), добија се  

𝑇̈1𝑛 + [𝐾 − (𝐹̅1 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
] 𝑇1𝑛 − 𝐾𝑇2𝑛 = 0,                                (3.1.7) 
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𝑇̈2𝑛 + [𝐾 − (𝐹̅2 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
] 𝑇2𝑛 − 𝐾𝑇1𝑛 = 0.                               (3.1.8) 

Решења временских бездимензионих функција могу се претпоставити као 

𝑇1𝑛 = 𝐶𝑛𝑒
𝑗𝜔𝑛𝜏 , 𝑇2𝑛 = 𝐷𝑛𝑒

𝑗𝜔𝑛𝜏,       𝑗 = √−1 ,                               (3.1.9) 

где је 𝜔𝑛 сопствена фреквенција 𝑛- тог мода осциловања, 𝐶𝑛 и 𝐷𝑛 су амплитуде 

временских облика осциловања. 

Заменом решења  (3.1.9) у једначине (3.1.7) и (3.1.8), добија се 

[𝐾 − (𝐹̅1 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
− 𝜔𝑛

2] 𝐶𝑛 − 𝐾𝐷𝑛 = 0,                      (3.1.10) 

−𝐾𝐶𝑛 + [𝐾 − (𝐹̅2 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
− 𝜔𝑛

2] 𝐷𝑛 = 0.                      (3.1.11) 

Систем једначина (3.1.10) и (3.1.11) има решење различито од тривијалног само 

ако је детерминанта тог система једнака нули 

[
 
 
 
 𝐾 − (𝐹̅1 −𝑀𝑃)𝑘𝑛

2 +
𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
− 𝜔𝑛

2 −𝐾

−𝐾 𝐾 − (𝐹̅2 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
−𝜔𝑛

2

]
 
 
 
 

= 0. (3.1.12) 

Развијањем детерминанте (3.1.12) добија се фреквентна једначина у облику 

𝜔𝑛
4 − 𝜔𝑛

2 [2𝐾 − 𝐹̅1𝑘𝑛
2 − 𝐹̅2𝑘𝑛

2 + 2𝑀𝑃𝑘𝑛
2 + 2

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
] 

+[𝐾 − (𝐹̅1 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
] [𝐾 − (𝐹̅2 −𝑀𝑃)𝑘𝑛

2 +
𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
] − 𝐾2 = 0.        (3.1.13) 

Решавањем фреквентне једначине (3.1.13) добијају се два решења за квадрате 

сопствених фреквенција помоћу којих се могу одредити нетривијане вредности за 𝐶𝑛 и 

𝐷𝑛, 
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𝜔𝑛𝐼
2 =

1

2
[𝑏 − √𝑏2 − 4𝑐],                                                       (3.1.14) 

𝜔𝑛𝐼𝐼
2 =

1

2
[𝑏 + √𝑏2 − 4𝑐],                                                      (3.1.15) 

при чему су 𝜔𝑛𝐼
2  квадрати нижих, а 𝜔𝑛𝐼𝐼

2  квадрати виших природних фреквенција 

разматраног нано-система, где су  

𝑏 = [2𝐾 − 𝐹̅1𝑘𝑛
2 − 𝐹̅2𝑘𝑛

2 + 2𝑀𝑃𝑘𝑛
2 + 2

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
],                                              (3.1.16) 

𝑐 = [𝐾 − (𝐹̅1 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
] [𝐾 − (𝐹̅2 −𝑀𝑃)𝑘𝑛

2 +
𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
] − 𝐾2.     (3.1.17) 

Мултипликовани број природних фреквенција којих у спрегнутом систему има 

четири зависе и од параметра нано скале 𝜂, магнетног поља 𝑀𝑃, коефицијента еластичног 

спрежућег слоја 𝐾 и аксијалних сила 𝐹̅1 и 𝐹̅2. 

За сваку од природних фреквенција приказан је одговарајући однос амплитуда 

осциловања преко кофактора фреквентне детерминанте (3.1.12) 

𝛼𝑛𝑘 =
𝐷𝑛𝑘
𝐶𝑛𝑘

=
𝐾 − (𝐹̅1 −𝑀𝑃)𝑘𝑛

2 +
𝑘𝑛
4

1+𝜂2𝑘𝑛
2 −𝜔𝑛𝑘

2

𝐾
=

𝐾

𝐾 − (𝐹̅2 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1+𝜂2𝑘𝑛
2 − 𝜔𝑛𝑘

2
,   

𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼.                                            (3.1.18) 

Заменом квадрата за ниже и више природне фреквенције посматраног система из 

израза (3.1.14) и (3.1.15) у једначину (3.1.18), добија се 

𝛼𝑛𝐼 =
𝐾 − (𝐹̅1 −𝑀𝑃)𝑘𝑛

2 +
𝑘𝑛
4

1+𝜂2𝑘𝑛
2 − 𝜔𝑛𝐼

2

𝐾
=

𝐾

𝐾 − (𝐹̅2 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1+𝜂2𝑘𝑛
2 −𝜔𝑛𝐼

2
,  

(3.1.19) 

𝛼𝑛𝐼𝐼 =
𝐾 − (𝐹̅1 −𝑀𝑃)𝑘𝑛

2 +
𝑘𝑛
4

1+𝜂2𝑘𝑛
2 − 𝜔𝑛𝐼𝐼

2

𝐾
=

𝐾

𝐾 − (𝐹̅2 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1+𝜂2𝑘𝑛
2 − 𝜔𝑛𝐼𝐼

2
.  

(3.1.20) 
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Када би се у једначинама (3.1.14 и 3.1.15) и (3.1.19 и 3.1.20) занемарио нелокални 

параметар 𝜂 и параметар магнетног поља 𝑀𝑃, фреквентна и амплитудна једначина би се 

свеле на једначине модела у коме се не разматрају наведени утицаји, које су дате у раду 

(Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а). 

Да би се прорачун поједноставио, а и утицај аксијалних притисних сила упоредио 

са резултатима из рада (Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а) уводи се зависност аксијалних 

оптерећења, 𝐹̅1 које делује на горњу нано-цев и 𝐹̅2 које делује на доњу нано-цев, помоћу 

параметра 𝜒  

𝐹̅2 = 𝜒𝐹̅1 ,     0 ≤  𝜒 ≤ 1,                                                       (3.1.21) 

онда се природна фреквенција система може представити у следећем облику 

𝜔̅𝑛𝑘
2 =

1

2
[𝑏̃ ∓ √𝑏̃2 − 4𝑐̃] , 𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼,                                       (3.1.22) 

где је сада 

𝑏̃ = 2𝐾 − (𝜒 + 1)𝐹̅1𝑘𝑛
2 + 2𝑀𝑃𝑘𝑛

2 + 2
𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
,                             (3.1.23) 

𝑐̃ = [𝐾 − (𝐹̅1 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
] [𝐾 − (𝜒𝐹̅1 −𝑀𝑃)𝑘𝑛

2 +
𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
] − 𝐾2 = 0. (3.1.24) 

 

Заменом израза (3.1.22)  у једначине (3.1.19) и (3.1.20) добија се нови израз за 

однос амплитуда нано-система  

𝛼̅𝑛𝑘 =
𝐾 − (𝐹̅1 −𝑀𝑃)𝑘𝑛

2 +
𝑘𝑛
4

1+𝜂2𝑘𝑛
2 − 𝜔̅𝑛𝑘

2

𝐾
,   𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼.                            (3.1.25) 

Занемаривањем аксијалних сила, добија се 

(𝜔̅𝑛𝐼
0 )2 =

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
+ 𝑘𝑛

2𝑀𝑃,                                                (3.1.26) 

(𝜔̅𝑛𝐼𝐼
0 )2 = 2𝐾 +

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
+ 𝑘𝑛

2𝑀𝑃                                     (3.1.27) 

и 

𝛼̅𝑛𝐼
0 = 1,         𝛼̅𝑛𝐼𝐼

0 = −1.                                                   (3.1.28) 
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Да би се приказали утицаји аксијалних сила притиска и магнетног поља на 

амплитуде стационарног стања осциловања 𝐴𝑛𝐼 и 𝐴𝑛𝐼𝐼 нано-система, потребно је 

дефинисати однос амплитуда осциловања при силама мањим од критичних сила извијања 

које је потребно одредити 

𝜓1 =
𝐴𝑛𝐼

𝐴𝑛𝐼
0 , 𝜓2 =

𝐴𝑛𝐼𝐼

𝐴𝑛𝐼𝐼
0 ,                                                   (3.1.29) 

где су 𝐴𝑛𝐼
0  и 𝐴𝑛𝐼𝐼

0  амплитуде осциловања еластично спрегнутих нано-цеви, без аксијалног 

напрезања на притисак. 

Анализа амплитуда осциловања је дефинисана преко односа (3.1.29) као и у раду 

(Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а) и омогућава нам лакше поређење добијених резултата 

када се занемаре утицаји нелокалног параметра и параметра магнетног поља. 

Однос аксијалне силе притиска и критичне силе извијања је  

𝑝 =
𝐹̅

𝑃𝑐𝑟
,                                                                     (3.1.30) 

где је  

𝑃𝑐𝑟 =
1

1 + 𝜂2𝜋2
𝐸𝐼
𝜋2

𝐿2
,                                                            (3.1.31) 

𝐹̅ =
𝑘𝑛
2

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
.                                                             (3.1.32) 

Критично оптерећење извијања 𝑃𝑐𝑟 је најмање оптерећење (за n=1) при коме нано-

греда губи геометријску стабилност при извијању услед дејства аксијалних сила (сила 

притиска).  

Ако се у израз (3.1.31) занемари нелокални параметар, тј. за  𝜂 = 0, добија се  

𝑃𝑐𝑟 = 𝐸𝐼
𝜋2

𝐿2
,                                                                (3.1.33) 
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које представља критично оптерећење Euler-овог носача и које подразумева најмање 

оптерећење при којем један носач губи геометријску стабилност при извијању услед 

дејства аксијалних сила притиска, (Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а). 

Резултати добијени нелокалном теоријом могу се упоредити са резултатима 

добијеним класичном теоријом континуума ако се представе у бездимензионом облику. 

Пошто су на овакав начин изражене амплитуде осциловања, вредности односа амплитуда 

осциловања 𝜓1 и 𝜓2 се могу упоредити са резултатима добијеним у раду (Zhang, Y. Q. и 

сарадници 2008а).   

3.2. Принудне осцилације спрегнутих нано-цеви 

Једначине (3.1) и (3.2) у бездимензионом облику се могу написати  

𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜏2

+ 𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2) + (𝐹̅1 −𝑀𝑃)
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜉2

+
𝜕4𝑤̅1
𝜕𝜉4

−𝜂2
𝜕2

𝜕𝜉2
[
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜏2

+ 𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2) + (𝐹̅1 −𝑀𝑃)
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜉2

] = 𝑓1̅ − 𝜂
2
𝜕2𝑓1̅
𝜕𝜉2

, 

 (3.2.1) 

 

𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜏2

− 𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2) + (𝐹̅2 −𝑀𝑃)
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜉2

+
𝜕4𝑤̅2
𝜕𝜉4

−𝜂2
𝜕2

𝜕𝜉2
[
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜏2

− 𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2) + (𝐹̅2 −𝑀𝑃)
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜉2

] = 𝑓2̅ − 𝜂
2
𝜕2𝑓2̅
𝜕𝜉2

,    

(3.2.2) 

где је  

𝑓𝑖̅ =
𝐿3

𝐸𝐼
𝑓𝑖 ,          𝑖 = 1,2,                                                  (3.2.3) 

Решења нехомогених диференцијалних једначина (3.2.1) и (3.2.2) могу се 

представити у облику 
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𝑤̅1(𝜉, 𝜏) = ∑𝑋𝑛

∞

𝑛=1

(𝜉)∑𝑆𝑛𝑘(𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

,                                               (3.2.4) 

𝑤̅2(𝜉, 𝜏) = ∑𝑋𝑛

∞

𝑛=1

(𝜉)∑𝛼𝑛𝑘𝑆𝑛𝑘(𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

,                                        (3.2.5) 

где су са 𝑆𝑛𝑘(𝜏),   𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼 означене непознате бездимензионе временске функције које 

одговарају сопственим фреквенцијама 𝜔𝑛𝑘 , 𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼 и 𝛼𝑛𝑘 су односи амплитуда 

осциловања који одговарају сопственим фреквенцијама 𝜔𝑛𝑘, представљени изразима 

(3.1.19 и 3.1.20). 

Заменом решења (3.2.4) и (3.2.5) у једначине (3.2.1) и (3.2.2) добија се следећи 

систем нехомогених парцијалних диференцијалних једначина у облику 

∑𝑋𝑛

∞

𝑛=1

∑[𝑆̈𝑛𝑘 + (𝐾 − (𝐹̅1 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
− 𝐾𝛼𝑛𝑘) 𝑆𝑛𝑘] (1 + 𝜂

2𝑘𝑛
2)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

= 𝑓1̅ − 𝜂
2
𝜕2𝑓1̅
𝜕𝜉2

,   

(3.2.6) 

∑𝑋𝑛

∞

𝑛=1

∑[𝑆̈𝑛𝑘 + (𝐾 − (𝐹̅2 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
− 𝐾𝛼𝑛𝑘

−1) 𝑆𝑛𝑘] (1 + 𝜂
2𝑘𝑛

2)𝛼𝑛𝑘

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

= 𝑓2̅ − 𝜂
2
𝜕2𝑓2̅
𝜕𝜉2

.                                                                                                       (3.2.7) 

Множењем једначина (3.2.6) и (3.2.7) са функцијом основних облика осциловања 

𝑋𝑚(𝜉), интеграљењем и коришћењем услова ортогоналности 

∫𝑋𝑚(𝜉)

1

0

𝑋𝑛(𝜉)𝑑𝜉 = ∫sin(𝑚𝜋𝜉) sin(𝑛𝜋𝜉) 𝑑𝜉 = 𝛽𝛿𝑚𝑛,

1

0

= ∫𝑋𝑛
2(𝜉)𝑑𝜉 =

1

2

1

0

 ,       (3.2.8) 

где је 𝛿𝑚𝑛 Kronecker-ова делта функција, добија се  

∑[𝑆̈𝑛𝑘 + (𝐾 − (𝐹̅1 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
− 𝐾𝛼𝑛𝑘) 𝑆𝑛𝑘]

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

= 2𝑀∫(𝑓1̅ − 𝜂
2
𝜕2𝑓1̅
𝜕𝜉2

)

1

0

𝑋𝑛(𝜉)𝑑𝜉,   

(3.2.9) 
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∑[𝑆̈𝑛𝑘 + (𝐾 − (𝐹̅2 −𝑀𝑃)𝑘𝑛
2 +

𝑘𝑛
4

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
− 𝐾𝛼𝑛𝑘

−1) 𝑆𝑛𝑘] 𝛼𝑛𝑘

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

 

= 2𝑀∫(𝑓2̅ − 𝜂
2
𝜕2𝑓2̅
𝜕𝜉2

)𝑋𝑛(𝜉)𝑑𝜉

1

0

,                                                (3.2.10) 

где је уведено 

𝑀 =
1

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
.                                                                          (3.2.11) 

Комбиновањем једначина (3.1.19) и (3.1.20) са (3.2.9) и (3.2.10) добија се систем 

једначина у облику 

∑[𝑆̈𝑛𝑘 + 𝜔𝑛𝑘
2 𝑆𝑛𝑘]

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

= 2𝑀∫(𝑓1̅ − 𝜂
2
𝜕2𝑓1̅
𝜕𝜉2

)

1

0

𝑋𝑛(𝜉)𝑑𝜉,                 (3.2.12) 

∑[𝑆̈𝑛𝑘 + 𝜔𝑛𝑘
2 𝑆𝑛𝑘]𝛼𝑛𝑘

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

= 2𝑀∫(𝑓2̅ − 𝜂
2
𝜕2𝑓2̅
𝜕𝜉2

)

1

0

𝑋𝑛(𝜉)𝑑𝜉.            (3.2.13) 

Једначине  (3.2.12) и (3.2.13) се могу написати као 

 

𝑆̈𝑛𝑘 + 𝜔𝑛𝑘
2 𝑆𝑛𝑘 = 𝑅𝑛𝑘 (𝜏), 𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼,                               (3.2.14) 

где је  

𝑅𝑛𝐼 = 2𝑀
1

𝛼𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑛𝐼
∫[𝛼𝑛𝐼𝐼 (𝑓1̅ − 𝜂

2
𝜕2𝑓1̅
𝜕𝜉2

) − (𝑓2̅ − 𝜂
2
𝜕2𝑓2̅
𝜕𝜉2

)]

1

0

𝑋𝑛(𝜉)𝑑𝜉,                  (3.2.15) 

𝑅𝑛𝐼𝐼 = 2𝑀
1

𝛼𝑛𝐼 − 𝛼𝑛𝐼𝐼
∫[𝛼𝑛𝐼 (𝑓1̅ − 𝜂

2
𝜕2𝑓1̅
𝜕𝜉2

) − (𝑓2̅ − 𝜂
2
𝜕2𝑓2̅
𝜕𝜉2

)]

1

0

𝑋𝑛(𝜉)𝑑𝜉 .                (3.2.16) 

Решење једначине (3.2.14) је 

𝑆𝑛𝑘(𝜏) =
1

𝜔𝑛𝑘
∫𝑅𝑛𝑘 (𝑠)𝑠𝑖𝑛[𝜔𝑛𝑘(𝜏 − 𝑠)]

𝜏

0

𝑑𝑠,      𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼.                                (3.2.17) 
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Заменом израза (3.2.17) у (3.2.4) и (3.2.5), добија се  

𝑤̅1(𝜉, 𝜏) = ∑𝑠𝑖𝑛

∞

𝑛=1

(𝑛𝜋𝜉)∑
1

𝜔𝑛𝑘
∫𝑅𝑛𝑘 (𝑠)𝑠𝑖𝑛[𝜔𝑛𝑘(𝜏 − 𝑠)]

𝜏

0

𝑑𝑠

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

,                      (3.2.18) 

𝑤̅2(𝜉, 𝜏) = ∑𝑠𝑖𝑛

∞

𝑛=1

(𝑛𝜋𝜉)∑𝛼𝑛𝑘
1

𝜔𝑛𝑘
∫𝑅𝑛𝑘 (𝑠)𝑠𝑖𝑛[𝜔𝑛𝑘(𝜏 − 𝑠)]

𝜏

0

𝑑𝑠

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

.               (3.2.19) 

Решења (3.2.18) и (3.2.19) могу се користити за проналажење малих 

трансверзалних померања средње равни овог нано-система за произвољно спољашње 

трансверзално оптерећење. Ради једноставности, у даљем разматрању претпоставља се да 

је само прва нано-цев под дејством спољашњег оптерећења. Односно 𝑓1̅(𝜉, 𝜏) ≠ 0 и 

𝑓2̅(𝜉, 𝜏) = 0, тада се једначине (3.2.15) и (3.2.16) своде на 

𝑅𝑛𝐼 = 2𝑀
𝛼𝑛𝐼𝐼

𝛼𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑛𝐼
∫(𝑓1̅ − 𝜂

2
𝜕2𝑓1̅
𝜕𝜉2

)

1

0

𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜋𝜉)𝑑𝜉,                                  (3.2.20) 

𝑅𝑛𝐼𝐼 = 2𝑀
𝛼𝑛𝐼

𝛼𝑛𝐼 − 𝛼𝑛𝐼𝐼
∫(𝑓1̅ − 𝜂

2
𝜕2𝑓1̅
𝜕𝜉2

)

1

0

𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜋𝜉)𝑑𝜉.                                  (3.2.21) 

 

У даљем раду извршиће се анализа принудних осцилација за четири различита 

случаја спољашњих оптерећења (Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а, Stamenković, M. и 

сарадници 2016):  

 

- случај када делује континуално равномерно распоређено хармонијско оптерећење, 

- случај када делује концентрисана хармонијска сила,  

- случај када делује покретна сила константног интензитета и  

- случај када делује покретна хармонијска сила. 
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3.2.1. Континуално равномерно распоређено хармонијско оптерећење 

Континуално равномерно распоређено хармонијско оптерећење које делује на 

горњу нано-цев представљеног нано-система приказано је на Слици 3.2.1.1. 

 

Слика 3.2.1.1 Нано-систем сачињен од две нано-цеви међусобно повезане Winkler-овим 

еластичним слојем, при чему је горња нано-цев подвргнута дејству континуално 

равномерно распорећеног оптерећења 

 

Континуално равномерно распоређено хармонијско оптерећење се може 

представити на следећи начин 

𝑓1̅(𝜉, 𝜏) = 𝑞𝑠𝑖𝑛(𝛺𝜏),                                                  (3.2.1.1) 

где је 𝑞 магнитуда, а 𝛺 фреквенција постојећег хармонијског оптерећења.  

Заменом (3.2.1.1) у изразе (3.2.20) и (3.2.21), добија се  

 

𝑅𝑛𝐼 = 4𝑀𝑞
𝛼𝑛𝐼𝐼

𝑛𝜋(𝛼𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑛𝐼)
𝑠𝑖𝑛(𝛺𝑠) , 𝑛 = 1,3,5,…,                           (3.2.1.2) 

𝑅𝑛𝐼𝐼 = 4𝑀𝑞
𝛼𝑛𝐼

𝑛𝜋(𝛼𝑛𝐼 − 𝛼𝑛𝐼𝐼)
𝑠𝑖𝑛(𝛺𝑠),        𝑛 = 1,3,5,…,                             (3.2.1.3) 

Увођењем израза (3.2.1.2) и (3.2.1.3) у (3.2.18) и (3.2.19), представљена су 

решења нано-система који је под дејством континуалног равномерно распорећеног 

хармонијског оптерећењења  



45 
 

𝑤̅1(𝜉, 𝜏) = ∑𝑠𝑖𝑛

∞

𝑛=1

(𝑛𝜋𝜉) [𝐴𝑛𝐼sin (𝛺𝜏) +∑𝐵𝑛𝑘𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑛𝑘𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

],                                  (3.2.1.4) 

 

𝑤̅2(𝜉, 𝜏) = ∑𝑠𝑖𝑛

∞

𝑛=1

(𝑛𝜋𝜉) [𝐴𝑛𝐼𝐼sin (𝛺𝜏) +∑𝛼𝑛𝑘𝐵𝑛𝑘𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑛𝑘𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

] ,      𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼.      (3.2.1.5) 

 

где су  

 

𝐴𝑛𝐼 = 𝜆1 [
𝛼𝑛𝐼𝐼

(𝜔𝑛𝐼
2 − 𝛺2)

−
𝛼𝑛𝐼

(𝜔𝑛𝐼𝐼
2 − 𝛺2)

],                                              (3.2.1.6) 

 

 

𝐴𝑛𝐼𝐼 = 𝜆1𝛼𝑛𝐼𝛼𝑛𝐼𝐼 [
1

(𝜔𝑛𝐼
2 − 𝛺2)

−
1

(𝜔𝑛𝐼𝐼
2 − 𝛺2)

],                                (3.2.1.7) 

 

 

𝐵𝑛𝐼 = −𝜆1𝛺𝛼𝑛𝐼𝐼
1

𝜔𝑛𝐼

1

(𝜔𝑛𝐼
2 − 𝛺2)

,                                                         (3.2.1.8) 

 

 

𝐵𝑛𝐼𝐼 = 𝜆1𝛺𝛼𝑛𝐼
1

𝜔𝑛𝐼𝐼

1

(𝜔𝑛𝐼𝐼
2 − 𝛺2)

,                                                       (3.2.1.9) 

 

 

𝜆1 =
4𝑀𝑞

𝑛𝜋(𝛼𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑛𝐼)
    и     𝑀 =

1

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
 .                                 (3.2.1.10) 

 

Једначине (3.2.1.4) и (3.2.1.5) имају по два члана. Први члан, који садржи 𝑠𝑖𝑛 (𝛺𝜏) 

представља принудне осцилације услед дејства принудне силе, док други члан који 

укључује 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑛𝑘𝜏) означава слободне (сопствене) осцилације анализираног нано-

система.  После дужег времена нестаће слободне (сопствене)  осцилације, па се принудне 

осцилације представљеног нано-система могу изразити помоћу  
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𝑤̅1(𝜉, 𝜏) = sin(𝛺𝜏)∑𝐴𝑛𝐼𝑠𝑖𝑛

∞

𝑛=1

(𝑛𝜋𝜉),                                           (3.2.1.11) 

𝑤̅2(𝜉, 𝜏) = sin(𝛺𝜏)∑𝐴𝑛𝐼𝐼𝑠𝑖𝑛

∞

𝑛=1

(𝑛𝜋𝜉),                                          (3.2.1.12) 

 

где су са 𝐴𝑛𝐼 и 𝐴𝑛𝐼𝐼 означене амплитуде осциловања стационарног стања горње и доње 

нано-цеви.  

3.2.2. Концентрисана хармонијска сила 

Дејство концентисане хармонијске силе по средини горње нано-цеви 

представљеног нано-система приказано је на Слици 3.2.2.1. 

 

Слика 3.2.2.1 Нано-систем сачињен од две нано-цеви међусобно спрегнуте Winkler-овим 

еластичним слојем при чему је горња нано-цев подвргнута дејству концентрисане 

хармонијске силе по средини нано-цеви 

Концентрисана хармонијска сила се може представити на следећи начин 

𝑓1̅(𝜉, 𝜏) = 𝑞𝑠𝑖𝑛(𝛺𝜏)𝛿 (𝜉 −
1

2
),                                                 (3.2.2.1) 
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где је 𝑞 магнитуда и 𝛺 фреквенција концентрисане хармонијске силе, а 𝛿(𝜉)Dirac-ова 

delta функција. 

Увођењем хармонијске силе  (3.2.2.1) у изразе (3.2.20) и (3.2.21), добија се  

 

𝑅𝑛𝐼 = 2𝑀𝑞
𝛼𝑛𝐼𝐼

𝛼𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑛𝐼
𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

2
) 𝑠𝑖𝑛(𝛺𝜏)[1 + 𝜂2𝑘𝑛

2],    𝑛 = 1,3,5, …,           (3.2.2.2) 

𝑅𝑛𝐼𝐼 = 2𝑀𝑞
𝛼𝑛𝐼

𝛼𝑛𝐼 − 𝛼𝑛𝐼𝐼
𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

2
) 𝑠𝑖𝑛(𝛺𝜏)[1 + 𝜂2𝑘𝑛

2],        𝑛 = 1,3,5, … .       (3.2.2.3) 

Увођењем израза (3.2.2.2) и (3.2.2.3) у (3.2.18) и (3.2.19), одређују се решења 

нано-система који је изложен дејству концентрисане хармонијске силе по средини горње 

нано-цеви  

𝑤̅1(𝜉, 𝜏) = ∑𝑠𝑖𝑛

∞

𝑛=1

(𝑛𝜋𝜉) [𝐴𝑛𝐼sin (𝛺𝜏) +∑𝐵𝑛𝑘𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑛𝑘𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

],                        (3.2.2.4) 

 

𝑤̅2(𝜉, 𝜏) = ∑𝑠𝑖𝑛

∞

𝑛=1

(𝑛𝜋𝜉) [𝐴𝑛𝐼𝐼sin (𝛺𝜏) +∑𝛼𝑛𝑘𝐵𝑛𝑘𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑛𝑘𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

],                 (3.2.2.5) 

 

где је 

𝐴𝑛𝐼 = 𝜆2 [
𝛼𝑛𝐼𝐼

(𝜔𝑛𝐼
2 − 𝛺2)

−
𝛼𝑛𝐼

(𝜔𝑛𝐼𝐼
2 − 𝛺2)

],                                                         (3.2.2.6) 

 

𝐴𝑛𝐼𝐼 = 𝜆2𝛼𝑛𝐼𝛼𝑛𝐼𝐼 [
1

(𝜔𝑛𝐼
2 − 𝛺2)

−
1

(𝜔𝑛𝐼𝐼
2 − 𝛺2)

],                                           (3.2.2.7) 

 

𝐵𝑛𝐼 = −𝜆2𝛺𝛼𝑛𝐼𝐼
1

𝜔𝑛𝐼

1

(𝜔𝑛𝐼
2 − 𝛺2)

,                                                                   (3.2.2.8) 

 

𝐵𝑛𝐼𝐼 = 𝜆2𝛺𝛼nI
1

𝜔nII

1

(𝜔nII
2 − 𝛺2)

,                                                                     (3.2.2.9) 
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𝜆2 =
2𝑞𝑀(1 + 𝑛2𝜋2𝜂2)

(𝛼𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑛𝐼)
𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

2
) =

2𝑞

(𝛼𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑛𝐼)
𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

2
) ,     𝑀 =

1

1 + 𝜂2𝑘𝑛
2
    (3.2.2.10) 

Као у опису код претходог случаја, примећује се да се једначине (3.2.2.4) и 

(3.2.2.5) састоје из два члана. Први који садржи 𝑠𝑖𝑛 (𝛺𝜏) представља принудне осцилације 

услед дејства принудне силе, док други члан који укључује 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑛𝑘𝜏) означава слободне 

(сопствене) осцилације анализираног нано-система.  Принудне осцилације представљеног 

нано-система се могу изразити помоћу (3.2.1.11) и (3.2.1.12), имајући у виду изразе 

(3.2.2.6), (3.2.2.7) и (3.2.2.10). 

3.2.3. Покретна сила константног интензитета 

Дејство покретне силе константног интензитета на горњу нано-цев представљеног 

нано-система је приказано на Слици 3.2.3.1. 

Покретна сила константног интензитета представљена је у следећем облику 

𝑓1̅(𝜉, 𝜏) = 𝐹𝛿(𝜉 − 𝑣𝜏),                                                 (3.2.3.1) 

 

где је 𝐹 магнитуда силе константног интензитета и 𝛿(𝜉) Dirac-ова delta функција. 

Увођењем покретне силе константног интензитета (3.2.3.1) у изразе (3.2.20) и 

(3.2.21), добија се  

 

𝑅𝑛𝐼 = 2𝑀𝐹
𝛼𝑛𝐼𝐼

𝛼𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑛𝐼
s𝑖𝑛(𝑛𝜋𝑣𝜏)[1 + 𝜂2𝑘𝑛

2],    𝑛 = 1,3,5, …,              (3.2.3.2) 

𝑅𝑛𝐼𝐼 = 2𝑀𝐹
𝛼nI

𝛼nI − 𝛼nII
𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜋𝑣𝜏)[1 + 𝜂2𝑘𝑛

2],        𝑛 = 1,3,5, …           (3.2.3.3) 
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Слика 3.2.3.1 Нано-систем сачињен од две нано-цеви које су међусобно спрегнуте 

Winkler-овим еластичним слојем, при чему је горња нано-цев подвргнута дејству 

покретне силе константног интензитета 

Увођењем израза (3.2.3.2) и (3.2.3.3) у (3.2.18) и (3.2.19), добијена су решења 

нано-система који је изложен дејству покретне силе константног интензитета 

𝑤̅1(𝜉, 𝜏) = ∑𝑠𝑖𝑛

∞

𝑛=1

(𝑛𝜋𝜉) [𝐴𝑛𝐼sin (𝛺𝑛𝜏) +∑𝐵𝑛𝑘𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑛𝑘𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

],                   (3.2.3.4) 

𝑤̅2(𝜉, 𝜏) = ∑𝑠𝑖𝑛

∞

𝑛=1

(𝑛𝜋𝜉) [𝐴𝑛𝐼𝐼sin (𝛺𝑛𝜏) +∑𝛼𝑛𝑘𝐵𝑛𝑘𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑛𝑘𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

],                 (3.2.3.5) 

где је 

𝐴𝑛𝐼 = 𝜆3 [
𝛼𝑛𝐼𝐼

𝜔𝑛𝐼
2 − 𝛺𝑛

2
−

𝛼𝑛𝐼
𝜔𝑛𝐼𝐼
2 − 𝛺𝑛

2
],                                                         (3.2.3.6) 

𝐴𝑛𝐼𝐼 = 𝜆3𝛼𝑛𝐼𝛼𝑛𝐼𝐼 [
1

𝜔𝑛𝐼
2 − 𝛺𝑛

2
−

1

𝜔𝑛𝐼𝐼
2 − 𝛺𝑛

2
],                                          (3.2.3.7) 

𝐵𝑛𝐼 = −𝜆3𝛺𝑛𝛼nII
1

ωnI

1

(𝜔nI
2 − 𝛺𝑛

2)
,                                                          (3.2.3.8) 

𝐵𝑛𝐼𝐼 = 𝜆3𝛺𝑛𝛼nI
1

ωnII

1

(𝜔nII
2 − 𝛺𝑛

2)
,                                                           (3.2.3.9) 

𝜆3 =
2𝐹𝑀(1 + 𝜂2𝑘𝑛

2)

(𝛼nII − 𝛼nI)
=

2𝐹

(𝛼nII − 𝛼nI)
, 𝛺𝑛 = 𝑛𝜋𝑣 = 𝑘𝑛𝑣 ,    𝑛 = 1,3,5,….           (3.2.3.10) 
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Претпостављајући да имамо само принудне осцилације, решења нано-система који 

је изложен дејству покретне силе константног интензитета, могу се представити помоћу 

(3.2.1.11) и (3.2.1.12), имајући у виду изразе (3.2.3.6), (3.2.2.7) и (3.2.310). 

3.2.4. Покретна хармонијска сила 

За анализу принудних осцилација представљеног нано-система услед дејства 

покретне хармонијске силе дате у облику 

𝑓1̅(𝜉, 𝜏) = 𝐹𝑠𝑖𝑛(𝛺𝜏)𝛿(𝜉 − 𝑣𝜏),                                                 (3.2.4.1) 

може се посматрати иста Слика 3.2.3.1, где је 𝐹 магнитуда покретне хармонијске силе, 𝛺 

фреквенција покретне хармонијске силе и 𝛿(𝜉) Dirac-ова delta функција. 

Увођењем покретне хармонијске силе  (3.2.4.1) у изразе (3.2.20) и (3.2.21), добија 

се  

𝑅𝑛𝐼 = 2𝑀𝐹
𝛼𝑛𝐼𝐼

𝛼𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑛𝐼
𝑠𝑖𝑛(𝛺𝜏)𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜋𝑣𝜏)[1 + 𝜂2𝑘𝑛

2],    𝑛 = 1,3,5, …,          (3.2.4.2) 

𝑅𝑛𝐼𝐼 = 2𝑀𝐹
𝛼𝑛𝐼

𝛼𝑛𝐼 − 𝛼𝑛𝐼𝐼
𝑠𝑖𝑛(𝛺𝜏)𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜋𝑣𝜏)[1 + 𝜂2𝑘𝑛

2],        𝑛 = 1,3,5,…      (3.2.4.3) 

Увођењем израза (3.2.4.2) и (3.2.4.3) у (3.2.18) и (3.2.19), добијена су решења 

нано-система који је изложен дејству покретне хармонијске силе у облику 

𝑤̅1(𝜉, 𝜏) = ∑𝑠𝑖𝑛

∞

𝑛=1

(𝑛𝜋𝜉) [𝐴𝑛𝐼 sin(𝛺𝑛𝜏) sin(𝛺𝜏) + 𝐵𝑛𝐼 cos(𝛺𝑛𝜏) cos(𝛺𝜏) +∑𝐶𝑛𝑘 cos(𝜔𝑛𝑘𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

],  

(3.2.4.4) 

    𝑤̅2(𝜉, 𝜏) = ∑𝑠𝑖𝑛

∞

𝑛=1

(𝑛𝜋𝜉) [𝐴𝑛𝐼𝐼 sin(𝛺𝑛𝜏) sin(𝛺𝜏) + 𝐵𝑛𝐼𝐼 cos(𝛺𝑛𝜏) cos(𝛺𝜏)

+∑𝛼𝑛𝑘𝐶𝑛𝑘 cos(𝜔𝑛𝑘𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

],                                                                                      (3.2.4.5) 
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где је 

𝐴𝑛𝐼 = 𝜆4 [
𝛼𝑛𝐼𝐼𝑢𝑛𝐼
𝑛𝑛𝐼𝑚𝑛𝐼

−
𝛼𝑛𝐼𝑢𝑛𝐼𝐼
𝑛𝑛𝐼𝐼𝑚𝑛𝐼𝐼

],                                                               (3.2.4.6) 

 

𝐴𝑛𝐼𝐼 = 𝜆4𝛼𝑛𝐼𝛼𝑛𝐼𝐼 [
𝑢𝑛𝐼

𝑛𝑛𝐼𝑚𝑛𝐼
−

𝑢𝑛𝐼𝐼
𝑛𝑛𝐼𝐼𝑚𝑛𝐼𝐼

],                                                 (3.2.4.7) 

 

𝐵𝑛𝐼 = 2𝜆4𝛺𝑛𝛺[
𝛼𝑛𝐼

𝑛𝑛𝐼𝐼𝑚𝑛𝐼𝐼
−

𝛼𝑛𝐼𝐼
𝑛𝑛𝐼𝑚𝑛𝐼

],                                                      (3.2.4.8) 

 

𝐵𝑛𝐼𝐼 = 2𝜆4𝛺𝑛𝛺𝛼𝑛𝐼𝛼𝑛𝐼𝐼 [
1

𝑛𝑛𝐼𝐼𝑚𝑛𝐼𝐼
−

1

𝑛𝑛𝐼𝑚𝑛𝐼
],                                      (3.2.4.9) 

 

𝐶𝑛𝐼 =
2𝜆4𝛺𝑛𝛺𝛼𝑛𝐼𝐼
𝑛𝑛𝐼𝑚𝑛𝐼

,     𝐶𝑛𝐼𝐼 = −
2𝜆4𝛺𝑛𝛺𝛼𝑛𝐼
𝑛𝑛𝐼𝐼𝑚𝑛𝐼𝐼

,                                    (3.2.4.10) 

𝜆4 =
2𝐹𝑀(1 + 𝜂2𝑘𝑛

2)

(𝛼𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑛𝐼)
=

2𝐹

(𝛼𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑛𝐼)
,   𝛺𝑛 = 𝑛𝜋𝑣 = 𝑘𝑛𝑣 ,         (3.2.4.11) 

 

𝑚𝑛𝑘 = 𝜔𝑛𝑘
2 − (𝛺𝑛 − 𝛺)

2, 𝑛𝑛𝑘 = 𝜔𝑛𝑘
2 − (𝛺𝑛 + 𝛺)

2,                         (3.2.4.12) 

 

𝑢𝑛𝑘 = 𝜔𝑛𝑘
2 − 𝛺𝑛

2 − 𝛺2,     𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼.                                           (3.2.4.13) 

Принудне осцилације представљеног нано-система се могу изразити у облику 

𝑤̅1(𝜉, 𝜏) = ∑𝑠𝑖𝑛

∞

𝑛=1

(𝑛𝜋𝜉)[𝐴𝑛𝐼 sin(Ω𝑛𝜏) sin(Ω𝜏) + 𝐵𝑛𝐼 cos(Ω𝑛𝜏) cos(Ω𝜏)],     (3.2.4.14) 

 

𝑤̅2(𝜉, 𝜏) = ∑𝑠𝑖𝑛

∞

𝑛=1

(𝑛𝜋𝜉)[𝐴𝑛𝐼𝐼 sin(Ω𝑛𝜏) sin(Ω𝜏) + 𝐵𝑛𝐼𝐼 cos(Ω𝑛𝜏) cos(Ω𝜏)],    (3.2.4.15) 

 

где су са 𝐴𝑛𝐼, 𝐴𝑛𝐼𝐼, 𝐵𝑛𝐼 и 𝐵𝑛𝐼𝐼 означене амплитуде осциловања горње и доње нано-цеви у 

стабилном стационарном стању. У раду (Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а) узети су у обзир 

само утицаји амплитуда осциловања 𝐴𝑛𝐼 и 𝐴𝑛𝐼𝐼 и из тог разлога се разматрају и у овој 

дисертацији. 
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3.3. Нумеричка анализа 

Aнализa нано-система сачињеног од две нано-греде међусобно спојене Winkler-

овим еластичним слојем, заснована је на нелокалној теорији еластичности и примењује се 

за анализу принудних осцилација повезаних угљеничних наноцеви, ZnO нано-цеви, бор-

нитридних нано-цеви и других нано-материјала под магнетним утицајем (Barone, V., и 

Peralta, J. E., 2008 и Kumar, C. S., и Mohammad, F., 2011).  

Нумеричка дискусија подељена је у три дела.  У првом, добијени су нумерички 

резултати за однос амплитуда осциловања у стационарном стању спрегнутих нано-цеви 

под утицајем аксијалног магнетног поља. Добијени резултати упоређивани су са 

резултатима који су добијени класичном теоријом континуума (Zhang, Y. Q. и сарадници 

2008а). У раду (Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а) анализирана су трансверзална померања 

греда спрегнутих Winkler-овим еластичним слојем под дејством аксијалних сила 

притиска.  

У другом делу разматрани су утицаји нелокалног параметра и аксијалног 

магнетног поља на законе промена малих трансверзалних померања принудних 

осцилација спрегнутог нано-система. 

У трећем делу, табеларно су представљене вредности фреквенција анализираног 

нано-система. Резултати су поређени са резултатима симулације молекуларне динамике у 

раду (Ansari R., и сарадници 2012b).  

3.3.1. Параметарска анализа  

Да бисмо потврдили добијене резултате за амплитуде осциловања, усвајамо 

вредности карактеристика материјала, облика попречног пресека и геометрије носача из 

рада (Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а). У раду (Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а) приказана 

је анализа еластично спрегнутих греда без утицаја нелокалног параметра и магнетног 

поља. Са обзиром да је на почетку овог поглавља извршено бездимензионисање 

диференцијалних једначина осциловања нано-система две нано-греде, може се за 
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упоређивање резултата (амплитуда осциловања) користити вредности карактеристика 

материјала, облика попречног пресека и геометрије носача из поменутог рада.  

Поређење добијених резултата спроведено је за случајеве равномерно 

распоређеног и концентрисаног хармонијског оптерећења. 

Како би упоредили добијене резултате за односе амплитуда осциловања 𝜓1 и  𝜓2 

из (3.3.1.9) у случају равномерно распоређеног хармонијског оптерећења, одредићемо 

амплитуде осциловања у стационарном стању (𝐴𝑛𝐼 и 𝐴𝑛𝐼𝐼) и  (𝐴𝑛𝐼
0  и 𝐴𝑛𝐼𝐼

0 ) заменом 

једначина (3.3.1.2 − 3.3.1.7) и (3.3.1.8) у једначине (3.2.1.6) и (3.2.1.7), респективно.  

На Слици 3.3.1.1а представљена је веза између односа амплитуда осциловања 𝜓1 

и односа 𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟 у опсегу 0–1, за трећи мод осциловања при фреквенцији побуде 𝛺 =

0.6 𝜔𝑛𝐼𝐼. Веза између односа амплитуда осциловања 𝜓2 и односа 𝑝 приказана је на Слици 

3.3.1.1б.  

Примећује се да се однос амплитуда осциловања 𝜓1 неприметно смањује услед 

пораста параметра 𝜒. Са друге стране, веће вредности овог параметра утичу на повећање 

односа амплитуда осциловања 𝜓2, што доводи до повећања вредности амплитуде 

осциловања 𝐴𝑛𝐼𝐼. Закључак је да однос притисних аксијалних сила 𝜒 има занемарљиве 

ефекте на први однос амплитуда  𝜓1, док на други однос амплитуда  𝜓2 има значајан 

утицај.  

У даљем раду, приказан је утицај аксијалних сила, магнетног поља и нелокалног 

параметра на разматрани нано-систем.   

Са Слике 3.3.1.1 јасно се види да веће вредности магнетног поља доводе до 

смањења вредности параметара  𝜓1 и  𝜓2, што доводи до смањења амплитуда осциловања 

𝐴𝑛𝐼 и 𝐴𝑛𝐼𝐼. Међутим, са физичке тачке гледишта, аксијално магнетно поље доводи до 

повећања укупне крутости и самим тим до повећања природних фреквенција система, 

видети (Karličić, D. Z., 2016). Овај ефекат нам омогућава практичну примену таквог 

система, јер је могуће мењати природне фреквенције 𝜔𝑛𝐼 и 𝜔𝑛𝐼𝐼 као и амплитуде 𝐴𝑛𝐼 и 𝐴𝑛𝐼𝐼 

без промене материјалних и геометријских параметара разматраног нано-система. Треба 

напоменути да када су интензитети аксијалног магнетног поља и нелокалног параметра 

једнаки нули, овакав нелокални систем се своди на класични систем анализиран у раду 

(Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а). 

Такође, на Слици 3.3.1.1 су приказани резултати за односе амплитуда осциловања 

𝜓1 и 𝜓2 код случаја континуално равномерног распоређеног оптерећења који су добијени 
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за случај када су аксијално магнетно поље и нелокални параметар занемарени. Упоредна 

студија за случај концентрисане хармонске силе се изводи на сличан начин. Анализом 

добијених резултата за односе амплитуда 𝜓1 и 𝜓2, показано је да су добијене потпуно исте 

вредности као у случају континуално равномерног распоређеног оптерећења. Резултати 

добијени у овом истраживању показују веома добра поклапања са резултатима добијеним 

у раду (Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а) када се занемаре утицаји магнетног поља и 

нелокалног параметра. 

 

Слика 3.3.1.1 Односи амплитуда осциловања  a) 𝜓1 = 𝐴𝑛𝐼/𝐴𝑛𝐼
0  , б) 𝜓2 = 𝐴𝑛𝐼𝐼/𝐴𝑛𝐼𝐼

0  у 

функцији од параметра 𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟 за неколико различитих односа аксијалних сила 

притиска χ и магнетних поља 𝑀𝑃 

На даље су анализирани односи амплитуда 𝜓1 и 𝜓2 за случајеве равномерно 

распоређеног оптерећења (Слике 3.3.1.2 и 3.3.1.3), покретне силе константног 

интензитета (Слике 3.3.1.4 и 3.3.1.5) и покретне хармонијске силе (Слике 3.3.1.6 и 

3.3.1.7). Бездимензиони параметри нано-система коришћени у нумеричким симулацијама 

на Сликама 3.3.1.2 до 3.3.1.7 су: 𝐾 = 50, 𝐹 = 0.2, 𝑟 = 0.2, 𝜒 = 0.5, 𝜉 = 0.5, 𝑣 = 0.3,  и 𝑛 =

1. На сликама где се разматра само утицај нелокалног параметра, узета је вредност за 

магнетно поље  𝑀𝑃 = 25, док на сликама где се разматра само утицај магнетног поља, 

узета је вредност нелокалног параметра 𝜂 = 0.3. 

На Слици 3.3.1.2 је приказан утицај нелокалног параметра 𝜂 на односе амплитуда 

𝜓1 и 𝜓2 у функцији од  𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟, у опсегу 0–1, за случај равномерно распоређеног 

оптерећења. Уочава се да односи 𝜓1 и 𝜓2 опадају са порастом нелокалног параметра 𝜂, 
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што имплицира да величине амплитуда осциловања у стационарном стању 𝐴𝑛𝐼 и 𝐴𝑛𝐼𝐼 

постају мање за веће вредности нелокалног параметра. Са физичке тачке гледишта 

нелокални параметар 𝜂 има ефекте пригушења на амплитуде осциловања у стационарном 

стању. Поред тога, повећање односа 𝑝 доводи до повећања односа амплитуда 𝜓1 и 𝜓2.  

На Слици 3.3.1.3 је приказан утицај аксијалног магнетног поља MP на односе 

амплитуда 𝜓1 и 𝜓2 у функцији од  𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟, у опсегу 0–1, за случај равномерно 

распоређеног оптерећења. Очигледно је да се односи амплитуда осциловања у 

стационарном стању 𝜓1 и  𝜓2 смањују и са порастом параметра аксијалног магнетног 

поља. Са физичке тачке гледишта параметар магнетног поља 𝑀𝑃  има ефекте пригушења 

на амплитуде осциловања у стационарном стању.  

Нумеричка симулација је показала да нелокални параметар 𝜂 и параметар 

аксијалног магнетног поља MP слично утичу на односе амплитуда 𝜓1 и 𝜓2 у функцији од  

𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟, и када је у питању дејство концентрисане хармонијске силе и дејство 

равномерно распоређеног оптерећења, као што је показано на Сликама 3.3.1.2 и 3.3.1.3. 

 

Слика 3.3.1.2 Односи амплитуда осциловања  a) 𝜓1 = 𝐴𝑛𝐼/𝐴𝑛𝐼
0  , б) 𝜓2 = 𝐴𝑛𝐼𝐼/𝐴𝑛𝐼𝐼

0   у 

функцији од параметра 𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟 за различите вредности нелокалних параметара η, 

код равномерно распоређеног оптерећења 
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Слика 3.3.1.3 Односи амплитуда осциловања  a) 𝜓1 = 𝐴𝑛𝐼/𝐴𝑛𝐼
0  , б) 𝜓2 = 𝐴𝑛𝐼𝐼/𝐴𝑛𝐼𝐼

0   у 

функцији од параметра 𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟 , за различите вредности аксијалних магнетних поља 

MP, код равномерно распоређеног оптерећења 

На Слици 3.3.1.4 је приказан утицај нелокалног параметра 𝜂 на односе амплитуда 

𝜓1 и 𝜓2 у функцији од  𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟, у опсегу 0–1, за случај покретне силе константног 

интензитета. Док је на Слици 3.3.1.5 приказан је утицај аксијалног магнетног поља MP на 

односе амплитуда 𝜓1 и 𝜓2 у функцији од  𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟, у опсегу 0–1, за случај покретне силе 

константног интензитета.  Као и са претходних Слика 3.3.1.2 и 3.3.1.3 тако и при овој 

анализи покретне силе константног интензитета (Слике 3.3.1.4 и 3.3.1.5)  долази се до 

сличних закључака.  

На Слици 3.3.1.6 приказан је утицај нелокалног параметара 𝜂 на односе амплитуда 

𝜓1 и 𝜓2 у функцији од  𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟, у опсегу 0–1, за случај покретне хармонијске силе. Са 

ове слике се може видети да се односи амплитуда осциловања у стационарном стању 𝜓1 

и  𝜓2 смањују са порастом нелокалног параметра η. То имплицира да величине амплитуда 

осциловања 𝐴𝑛𝐼 и 𝐴𝑛𝐼𝐼 делују на сличан начин као у случају свих разматраних оптерећења. 

Такође се може приметити да су вредности за односе амплитуда веће код покретне 

хармонијске силе (Слика 3.3.1.6) него код покретне силе константног интензитета 

(Слика 3.3.1.4).  

На Слици 3.3.1.7 приказан је утицај аксијалног магнетног поља MP на односе 

амплитуда 𝜓1 и 𝜓2 у функцији од  𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟, у опсегу 0–1, за случај покретне хармонијске 

силе. Овде се такође може видети да се односи амплитуда осциловања у стационарном 

стању 𝜓1 и  𝜓2 смањују са порастом аксијалног магнетног поља MP, што такође 
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имплицира да њихове величине делују на сличан начин као у случају свих разматраних 

покретних оптерећења. При овој анализи се може приметити да су вредности за односе 

амплитуда веће код покретне хармонијске силе (Слика 3.3.1.7) него код покретне силе 

константног интензитета (Слика 3.3.1.5). Са обзиром да су сви параметри у овој 

нумеричкој анализи били непромењени, (осим нелокалног и параметра магнетног поља), 

можемо закључити да брзина покретног оптерећења утиче на вредности амплитуда 

осциловања у стационарном стању 𝐴𝑛𝐼 и 𝐴𝑛𝐼𝐼 анализираног нано-система.  

 

Слика 3.3.1.4 Односи амплитуда осциловања  a) 𝜓1 = 𝐴𝑛𝐼/𝐴𝑛𝐼
0  ,  б) 𝜓2 = 𝐴𝑛𝐼𝐼/𝐴𝑛𝐼𝐼

0   у 

функцији од параметра 𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟 за различите вредности нелокалних параметара η, 

код покретне силе константног интензитета  

 

Слика 3.3.1.5 Односи амплитуда осциловања a) 𝜓1 = 𝐴𝑛𝐼/𝐴𝑛𝐼
0  , б) 𝜓2 = 𝐴𝑛𝐼𝐼/𝐴𝑛𝐼𝐼

0   у 

функцији од параметра 𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟 за различите вредности аксијалних магнетних поља 

MP, код покретне силе константног интензитета 
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Слика 3.3.1.6 Односи амплитуда осциловања a) 𝜓1 = 𝐴𝑛𝐼/𝐴𝑛𝐼
0 , б) 𝜓2 = 𝐴𝑛𝐼𝐼/𝐴𝑛𝐼𝐼

0  у 

функцији од бездимензионог параметра 𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟 за различите вредности нелокалних 

параметара η, код покретне хармонијске силе 

 

 

 

Слика 3.3.1.7 Односи амплитуда осциловања а) 𝜓1 = 𝐴𝑛𝐼/𝐴𝑛𝐼
0  , б) 𝜓2 = 𝐴𝑛𝐼𝐼/𝐴𝑛𝐼𝐼

0  у 

функцији од бездимензионог параметра 𝑝 = 𝐹̅/𝑃𝑐𝑟 за различите вредности аксијалних 

магнетних поља MP, код покретне хармонијске силе 

 

Представљени резултати за односе амплитуда показују добро поклапање са 

резултатима из литературе (Şimşek, M., 2011, Oniszczuk, Z., 2003 и Zhang, Y. Q. и сарадници 

2008а). 

У Табели 3.3.1.1 приказан је утицај магнетног поља и нелокалног параметра на 

односе амплитуда осциловања у стационарном стању 𝜓1 и 𝜓2. Приказане вредности 

односе се на равномерно распоређено хармонијско оптерећење и концентрисану 
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хармонијску силу. Смањење вредности односа амплитуда 𝜓1 и 𝜓2 узроковано је 

повећањем вредности магнетног поља и нелокалног параметра.  

Вредности односа амплитуда осциловања у стационарном стању 𝜓1 и 𝜓2 поређене 

су са резултатима из рада (Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а). Заменаривањем утицаја 

магнетног поља и нелокалног параметра уочена су веома добра поклапања добијених 

вредности са резултатима из овог рада. 

Табела 3.3.1.1  Утицај магнетног поља и нелокалног параметра на односе амплитуда 

осциловања 𝜓1 и 𝜓2 . Студија поређења. 

 𝜓1 = 𝐴𝑛𝐼/𝐴𝑛𝐼
0  𝜓2 = 𝐴𝑛𝐼𝐼/𝐴𝑛𝐼𝐼

0  

(Zhang, Y. Q. и сарадници 2008а)  1.1965 1.3019 

MP=0, η=0 1.1965 1.3019 

MP=50, η=0.3 1.1499 1.2277 

MP=50, η=0.5 1.0872 1.1309 

MP=100, η=0.3 1.0779 1.1175 

MP=100, η=0.5 1.0436 1.0658 

                                      𝜒 = 0.5. 

3.3.2. Анализа принудних осцилација нано-система 

У овом поглављу приказане су временске функције принудних осцилација 

анализираног нано-система у средњим тачкама нано-греда за два случаја спољних 

оптерећења: равномерно распоређеног хармонијског оптерећења и покретне хармонијске 

силе. Такође, претпоставља се да обе нано-греде имају исте геометријске и материјалне 

карактеристике и да су подвргнуте притисним аксијалним силама 𝐹̅1 и 𝐹̅2. Приказани су 

утицаји аксијалног магнетног поља MP и нелокалног параметара 𝜂 на законе промена 

малих трансверзалних померања принудних осцилација 𝑤̅1(𝜉, 𝜏) и 𝑤̅2(𝜉, 𝜏). 

За анализу трансверзалних померања код принудних осцилација нано-система 

користиће се мање вредности за крутост еластичног слоја K и лонгитудинално магнетно 
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поље MP, јер употреба већих вредности доводи до значајног смањења вредности 

трансверзалних померања 𝑤̅1(0.5, 𝜏) и 𝑤̅2(0.5, 𝜏). Остали бездимензиони параметри који 

се користе у нумеричким симулацијама су: 𝐾 = 5, 𝜒 = 0.5, 𝐹̅1 = 0.2, 𝜉 = 0.5, 𝑣 = 0.3,  за 

мод 𝑛 = 1 и Ω = 0,6𝜔𝑛𝐼𝐼. Примећује се да аксијално магнетно поље смањује вредности 

трансверзалних померања 𝑤̅1(𝜉, 𝜏) и 𝑤̅2(𝜉, 𝜏) за оба случаја спољних оптерећења: 

равномерно распоређеног хармонијског и покретне хармонијске силе, Слике 3.3.2.2 и 

3.3.2.4. 

Штавише, овај ефекат нам омогућава промену крутости угљеничних нано-цеви, а 

самим тим и укупну крутост нано-система. Међутим, промена крутости система доводи 

до промена у природној фреквенцији система, па је могуће избећи резонантну регију за 

различите случајеве спољних оптерећења (Karličić, D. и сарадници 2014a). Даље, 

пажљивим одабиром интензитета магнетног поља се може подесити амплитуда 

трансверзалних осцилација у одређеном опсегу без промене других материјалних и 

геометријских карактеристика нано-система. Ова чињеница има значај у практичним 

применама за контролу амплитуде осцилација у NEMS (нано-електромеханичким 

системима) и нано-композитним структурама заснованим на CNTs (carbon nanotubes). 

Такође је приказано како нано-систем реагује на промену нелокалног параметра 𝜂. 

Примећује се да пораст нелокалног параметра 𝜂 има видно пригушујући ефекат на 

трансверзално померање горње и доње нано-греде за случај равномерно распоређено 

хармонијско оптерећење (Слика 3.3.2.1). Такође, пораст интензитета магнетног поља MP 

има видно пригушујући ефекат на трансверзално померање горње и доње нано-греде за 

случај равномерно распоређеног хармонијског оптерећења (Слика 3.3.2.2). 

У случају покретне хармонијске силе, нелокални параметар такође има 

пригушујући ефекат на трансверзално померање горње и доње нано-греде, (Слика 

3.3.2.3). Примећује се да пораст вредности нелокалног параметра 𝜂, даје мање вредности 

амплитуда горње и доње нано-греде у случају равномерно распоређеног хармонијског 

оптерећења, (Слика 3.3.2.1) у поређењу са трансверзалним померањима горње и доње 

нано-греде за случај покретне хармонијске силе (Слика 3.3.2.3).  Долази се до закључка 

да утицај нелокалности узрокује смањење вредности амплитуда малих трансверзалних 

померања 𝑤̅1(0.5, 𝜏) и 𝑤̅2(0.5, 𝜏) и код равномерно распоређеног хармонијског 

оптерећења и код покретне хармонијске силе. 
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Слика 3.3.2.1 Утицај нелокалног параметра на трансверзално померање  

a) горње нано-греде 𝑤̅1(0.5, 𝜏) и b) доње нано-греде  𝑤̅2(0.5, 𝜏) код случаја равномерно 

распоређеног хармонијског оптерећења 

 

 
 

Слика 3.3.2.2 Утицај магнетног поља на трансверзално померање 

 a) горње нано-греде 𝑤̅1(0.5, 𝜏) и b) доње нано-греде  𝑤̅2(0.5, 𝜏) код случаја равномерно 

распоређеног хармонијског оптерећења 
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Слика 3.3.2.3  Утицај нелокалног параметра на трансверзално померање 

a) горње нано-греде 𝑤̅1(0.5, 𝜏) и b) доње нано-греде  𝑤̅2(0.5, 𝜏) код случаја покретне 

хармонијске силе 

 

 

 

Слика 3.3.2.4 Утицај магнетног поља на трансверзално померање 

a) горње нано-греде 𝑤̅1(0.5, 𝜏) и b) доње нано-греде  𝑤̅2(0.5, 𝜏) код случаја покретне 

хармонијске силе 
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3.3.3. Резултати симулације молекуларне динамике 

Да би се верификовали резултати оваквог нано-система, неопходно је извршити 

симулацију молекуларне динамике (MD simulation). Симулација молекуларне динамике 

је атомистичка метода за анализу различитих нано-структура. Базирана је на законима 

физике који важе на атомској скали и захтева дуги временски прорачун, односно велике 

рачунарске ресурсе.  Сматра се виртуелним експериментом јер чини везу између теорије 

и лабораторијских експеримената. Кроз брзи развој различитих области нанотехнологије, 

симулација молекуларне динамике се сматра тачном применом за проучавање система на 

наноскали (Ansari, R. и сарадници 2012b).  

Резултати  симулације молекуларне динамике осциловања и извијања једнослојног 

графенског листића представљени су у радовима (Ansari, R. и Sahmani S., 2012 и Ansari R. 

и сарадници 2012b).  

У циљу валидације, упоредићемо добијене резултате за најнижу природну 

фреквенцију нано-система (3.1.26) са резултатима природне фреквенције једне угљеничне 

наноцеви добијене молекуларно динамичким симулацијама у радовима (Ansari, R. и 

Sahmani, S., 2012 и Ansari, R. и сарадници 2012b). 

Заменом бездимензионог параметра магнетног поља из (3.1.1) у (3.1.26), добија се 

најнижа сопствена фреквенција прве нано-цеви анализираног нано-система у облику 

 

𝜔𝑛1 = √
𝜂𝐻𝑥

2

𝜌
(𝑛𝜋 𝐿⁄ )2 +

𝐸𝐼(𝑛𝜋 𝐿⁄ )4

𝜌𝐴(1 + (𝑒0𝑎̃)
2(𝑛𝜋 𝐿⁄ )2)

.                                (3.3.3.1) 

У докторској дисертацији (Simonović, J., 2012), показано је да сопствене 

фреквенције спрегнутог система зависе и од еластичног слоја и од присуства другог 

елемента у спрези. У радовима (Karličić, D. и сарадници 2014a,б), показано је да најнижа 

природна фреквенција спрегнутих елемената представља основну фреквенцију првог 

нано-елемента. 

Код посматраног нано-система претпоставља се да је ефективна дебљина 

једнозидне угљеничне нано-цеви једнака размаку графита од ℎ = 0.34 𝑛𝑚. Радијус нано-
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цеви је 𝑅 = 𝑑/2, где је 𝑑 пречник једнозидне нано-цеви, (Kalamkarov, A.L. и сарадници 

2006). Poisson-ов коефицијент је 𝜈 = 0.3, Young-ов модул еластичности је 𝐸 = 1.1 𝑇𝑃𝑎 и 

густина материјала је 𝜌 = 2300 𝑘𝑔/𝑚3. 

 Да би се потврдила тачност нано-система изводе се симулације молекуларне 

динамике за просто ослоњену (8,8) „armchair“ једнозидну угљеничну нано-цев. Ознака (8, 

8) „armchair“ (n=8 и m=8), представљa тип умотавања (роловања) графена око осе 

симетрије. С’ обзиром да је у овом случају n=m тада је умотавање графена око осе 

симетрије представљено као „armchair“. Постоји још један тип роловања графена око осе 

симетрије, када је m=0 и даје такозвану „zig-zag“ нано-цев која се овде не разматра. 

Вредности n и m не само да одређују тип роловања нано-цеви него и утичу на њену 

проводљивост, густину и структуру (Wilder, J.W. и сарадници 1998). 

У Табели 3.3.3.1 приказане су вредности сопствених фреквенција добијених на 

основу симулације молекуларне динамике и Euler–Bernoulli-јеве греде засноване на 

нелокалној теорији еластичности. 

Добијени резултати одговарају резултатима који су добијени симулацијом 

молекуларне динамике, што указује на способност садашњег приступа у тачном 

одређивању фреквенција једнозидне угљеничне нано-цеви. Из Табеле 3.3.3.1  се може 

закључити да се вредности сопствених фреквенција смањују са повећањем односа дужине 

и пречника једнозидне угљеничне нано-цеви. Такође се може приметити да се резултати 

добијени Bernoulli-Fourier-овом методом, када је 𝜂𝐻𝑥
2=0 веома добро слажу са 

резултатима из радова (Ansari, R. и Sahmani, S., 2012 и Ansari, R. и сарадници 2012b). 

Узимајући у обзир утицај интензитета магнетног поља, вредности сопствених 

фреквенција једнозидне угљеничне нано-цеви су веће од вредности сопствених 

фреквенција приказаним у радовима (Ansari, R. и Sahmani, S., 2012 и Ansari, R. и сарадници 

2012b).  
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Табела  3.3.3.1   Упоређивање резултата сопствених фреквенција једнозидне угљеничне 

нано-цеви помоћу симулације молекуларне динамике. 

 𝑅/𝑙 = 3, 𝑙 = 𝜇1/2,  𝐻𝑥 = 1 ∙ 10
8 𝐴/𝑚,  𝜂̃ = 4𝜋 ∙ 10−7 

 

 

 

 

 

 

 

Резултати из овог поглавља објављени су у раду (Stamenković, M. и сарадници 2016). 

L/d Симулација 

молекуларне динамике  

(Ansari, R. и сарадници 

2012b) 

Представљена 

студија  ( 𝜂̃𝐻𝑥
2=0) 

 

Представљена 

студија     ( 𝜂̃𝐻𝑥
2≠0) 

 

8.3 

10.1 

13.7 

17.3 

20.9 

24.5 

28.1 

31.6 

35.3 

39.1 

0.5299 

0.3618 

0.1931 

0.1103 

0.0724 

0.0519 

0.0425 

0.0358 

0.0287 

0.0259 

0.5485 

0.3707 

0.2016 

0.1264 

0.0860 

0.0630 

0.0479 

0.0379 

0.0303 

0.0247 

0.8284 

0.6306 

0.4267 

0.3236 

0.2613 

0.2195 

0.1895 

0.1674 

0.1491 

0.1341 
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4. Слободне и принудне осцилације спрегнутих 

нано-плоча 

У овом поглављу приказана је анализа слободних и принудних осцилација 

еластично повезаних ортотропних нано-плоча. Две просто ослоњене ортотропне нано-

плоче су међусобно повезане еластичним слојем, који се апроксимира Winkler-овим 

моделом дискретно распоређених опруга линеарних крутости 𝑘̃ које делују по површини 

плоче. Разматрана су три различита случаја спољашњих трансверзалних оптерећења: 

равномерно распоређено површинско и линијско хармонијско оптерећење као и 

концентрисана хармонијска сила. Физички модел на Слици 4.1а представљен је помоћу 

два еластично повезана графенска листића који имају фиксиране крајње граничне слојеве 

атома (Ansari, R. и сарадници, 2010). Спрега између горње и доње нано-плоче остварена 

је Winkler-овим еластичним слојем и представља међуатомске силе између две нано-

плоче, попут van der Waаls-ове интеракције (Ru, C. Q., 2001).  

 

 

Слика 4.1 Две нано-плоче међусобно спрегнуте Winkler-овим еластичним слојем, 

изложене дејству трансверзалних сила и дејству магнетног поља; 

 𝑎) Физички модел,  б) Механички модел 

На Слици 4.1 могу се видети две нано-плоче међусобно спрегнуте Winkler-овим 

еластичним слојем. Плоче су подвргнуте дејству спољашњих трансверзалних сила 

𝑓𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑖 = 1,2  у правцу осе z, смера датих на Слици 4.1. где је са 1 означена горња, а 
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са 2 доња нано-плоча. Обе нано-плоче су истих геометријских и материјалних 

карактеристика. Нано-плоче су дужине a, ширине b и дебљине h (која је једнака дебљини 

једног атома). Површина попречног пресека нано-плоче је означене са А, Young-ови 

модули еластичности нано-плоче (у два ортогонална правца) са 𝐸𝑥 и 𝐸𝑦, густина 

материјала са 𝜌,  Poison-ов коефицијент са 𝜈𝑥𝑦 = 𝜈𝑦𝑥 и модул смицања са  𝐺𝑥𝑦. Како би се 

испитао утицај магнетног поља на мала трансверзална померања средњих равни нано-

система 𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑡) и 𝑤2(𝑥, 𝑦, 𝑡), обе нано-плоче су подвргнуте лонгитудиналном 

магнетном пољу.  

На основу Kirchhoff-ове теорије плоча (Reddy, J. N., 2004, Reddy, J. N., 2006, 

Rašković, D., 1965, Karličić, D. и сарадници, 2015а) из Поглавља 2.2 и Eringen-ове 

нелокалне теорије еластичности (Eringen, A. C., 1972, Eringen, A. C., 2002) из Поглавља 

1.2, изведене су диференцијалне једначине које описују мала трансверзална померања 

еластично спрегнутих нано-плоча 

𝜌ℎ
𝜕2𝑤1
𝜕𝑡2

+ 𝐷11
𝜕4𝑤1
𝜕𝑥4

+ 𝐷22
𝜕4𝑤1
𝜕𝑦4

+ 2(𝐷12 + 2𝐷66)
𝜕4𝑤1
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

 

+𝑘̃(𝑤1 − 𝑤2) − 𝜂̃ℎ𝐻𝑥
2 (
𝜕2𝑤1
𝜕𝑥2

−
𝜕2𝑤1
𝜕𝑦2

) 

−(𝑒0𝑎̃)
2 (

𝜕2

𝜕𝑥2
 +

𝜕2

𝜕𝑦2
) [𝜌ℎ

𝜕2𝑤1
𝜕𝑡2

+ 𝑘̃(𝑤1 − 𝑤2) − 𝜂̃ℎ𝐻𝑥
2 (
𝜕2𝑤1
𝜕𝑥2

−
𝜕2𝑤1
𝜕𝑦2

)] 

= 𝑓1 − (𝑒0𝑎̃)
2 (

𝜕2

𝜕𝑥2
 +

𝜕2

𝜕𝑦2
)𝑓1,                                                              (4.1) 

𝜌ℎ
𝜕2𝑤2
𝜕𝑡2

+ 𝐷11
𝜕4𝑤2
𝜕𝑥4

+ 𝐷22
𝜕4𝑤2
𝜕𝑦4

+ 2(𝐷12 + 2𝐷66)
𝜕4𝑤2
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

 

−𝑘̃(𝑤1 − 𝑤2) − 𝜂̃ℎ𝐻𝑥
2 (
𝜕2𝑤2
𝜕𝑥2

−
𝜕2𝑤2
𝜕𝑦2

) 

−(𝑒0𝑎̃)
2 (

𝜕2

𝜕𝑥2
 +

𝜕2

𝜕𝑦2
) [𝜌ℎ

𝜕2𝑤2
𝜕𝑡2

− 𝑘̃(𝑤1 − 𝑤2) − 𝜂̃ℎ𝐻𝑥
2 (
𝜕2𝑤2
𝜕𝑥2

−
𝜕2𝑤2
𝜕𝑦2

)] 

= 𝑓2 − (𝑒0𝑎̃)
2 (

𝜕2

𝜕𝑥2
 +

𝜕2

𝜕𝑦2
)𝑓2.                                                              (4.2) 

Сви параметри су описани у Поглављима 1.2, 1.3 и 2.2. 
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Гранични услови просто ослоњених ортотропних нано-плоча, дужина a и ширина 

b су  

𝑤𝑖(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑤𝑖(𝑥, 𝑏, 𝑡) = 0,            𝑤𝑖(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑤𝑖(𝑎, 𝑦, 𝑡) = 0,        𝑖 = 1,2,            (4.3) 

𝑀𝑥𝑥𝑖(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑀𝑥𝑥𝑖(𝑎, 𝑦, 𝑡) = 0, 𝑀𝑦𝑦𝑖(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑀𝑦𝑦𝑖(𝑥, 𝑏, 𝑡) = 0, 𝑖 = 1,2.   (4.4) 

Са 𝑖 = 1 је означена горња нано-плоча, док је са 𝑖 = 2 означена доња нано-плоча. 

4.1. Слободне осцилације спрегнутих нано-плоча 

Како би се упростило рачунање и даљи приказ диференцијалних једначина (4.1) и 

(4.2), примењена је Buckingham-ова 𝜋  теорема која је приказана у Прилогу А. Даље је 

извршена и представљена детаљна анализа слободних трансверзалних осцилација нано-

система сачињеног од две нано-плоче међусобно спрегнуте Winkler-овим еластичним 

слојем. На основу Buckingham-ове 𝜋 теореме, најпре су уведени бездимензиони 

параметри: 

𝐾 = 𝑘̃
𝑎4

𝐷11
,      𝜂2 =

(𝑒0𝑎̃)
2

𝑎2
,      𝜏 = 𝑡√

𝐷11
𝑎4𝜌ℎ

,     𝑀𝑃 =
𝜂̃ℎ𝐻𝑥

2𝑎2

𝐷11
,    𝐷̃22 =

𝐷22
𝐷11

,     𝐷̃12 =
𝐷12
𝐷11

 ,     

 𝐷̃66 =
𝐷66
𝐷11

, 𝑅 =
𝑎

𝑏
 ,      𝑤̅𝑖 =

 𝑤𝑖
𝑎
   ,    𝜉 =

𝑥

𝑎
,       𝜁 =

𝑦

𝑏
,           𝑖 = 1,2.            (4.1.1) 

Заменом бездимензионих параметара (4.1.1) у једначине (4.1) и (4.2), добија се 

систем хомогених диференцијалних једначина  

𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜏2

+
𝜕4𝑤̅1
𝜕𝜉4

+ 𝐷̃22𝑅
4
𝜕4𝑤̅1
𝜕𝜁4

+ 2𝑅2(𝐷̃12 + 2𝐷̃66)
𝜕4𝑤̅1
𝜕𝜉2𝜕𝜁2

+ 𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2)

− 𝑀𝑃 (
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜉2

− 𝑅2
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜁2

) 

−𝜂2 (
𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
) [
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜏2

+ 𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2) − 𝑀𝑃 (
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜉2

− 𝑅2
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜁2

)] = 0,          (4.1.2) 
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𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜏2

+
𝜕4𝑤̅2
𝜕𝜉4

+ 𝐷̃22𝑅
4
𝜕4𝑤̅2
𝜕𝜁4

+ 2𝑅2(𝐷̃12 + 2𝐷̃66)
𝜕4𝑤̅2
𝜕𝜉2𝜕𝜁2

− 𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2)

− 𝑀𝑃 (
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜉2

− 𝑅2
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜁2

) 

−𝜂2 (
𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
) [
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜏2

− 𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2) − 𝑀𝑃 (
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜉2

− 𝑅2
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜁2

)] = 0. 

(4.1.3) 

Коришћењем Bernoulli-Fourier-ове методe, решења парцијалних хомогених 

диференцијалних једначина (4.1.2) и (4.1.3) могу се представити у облику производа 

функција 

𝑤̅1(𝜉, 𝜁, 𝜏) = ∑ 𝑊𝑚𝑛∑𝑇𝑚𝑛𝑘(𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

∞

𝑚,𝑛=1

,                                                (4.1.4) 

𝑤̅2(𝜉, 𝜁, 𝜏) = ∑ 𝑊𝑚𝑛∑𝑇𝑚𝑛𝑘(𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

∞

𝑚,𝑛=1

,                                                (4.1.5) 

где су 𝑇𝑚𝑛𝐼(𝜏) и 𝑇𝑚𝑛𝐼𝐼(𝜏) непознате бездимензионе временске функције, а 𝑊𝑚𝑛(𝜉, 𝜁) су 

функције основних облика осциловања просто ослоњених нано-плоча које зависе од 

граничних услова, видети (Oniszczuk, Z., 2004) 

 

𝑊𝑚𝑛(𝜉, 𝜁) = 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁),      𝛼𝑚 = 𝑚𝜋,     𝛽𝑛 = 𝑅𝑛𝜋, 𝑚, 𝑛 = 1,3,5. ..  (4.1.6) 

 

Заменом решења (4.1.4) и (4.1.5) у једначине (4.1.2) и (4.1.3), следи 

∑ 𝑊𝑚𝑛 {𝑇̈𝑚𝑛𝐼 + [𝐾 + 𝒟̃ +𝑀𝑃[(𝛼𝑚)
2−𝑅2( 𝛽𝑛)

2]] 𝑇𝑚𝑛𝐼 − 𝐾𝑇𝑚𝑛𝐼𝐼}

∞

𝑚,𝑛=1

= 0,          (4.1.7) 

 

∑ 𝑊𝑚𝑛

∞

𝑚,𝑛=1

{𝑇̈𝑚𝑛𝐼𝐼 + [𝐾 + 𝒟̃ +𝑀𝑃[(𝛼𝑚)
2−𝑅2( 𝛽𝑛)

2]] 𝑇𝑚𝑛𝐼 − 𝐾𝑇𝑚𝑛𝐼𝐼} = 0,          (4.1.8) 

 

где је  
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𝐻 = 1 + 𝜂2[(𝛼𝑚)
2 + 𝑅2( 𝛽𝑛)

2],                                                                    (4.1.9) 

𝒟̃ =
(𝛼𝑚)

4 + 𝐷̃22𝑅
4( 𝛽𝑛)

4 + 2𝑅2(𝐷̃12 + 2𝐷̃66)(𝛼𝑚)
2( 𝛽𝑛)

2

𝐻
.                  (4.1.10) 

Решења диференцијалних једначина (4.1.7) и (4.1.8), могу се претпоставити у 

облику  

𝑇𝑚𝑛𝐼 = 𝐶𝑛𝑒
𝑗∙𝜔𝑚𝑛𝑘𝜏 , 𝑇𝑚𝑛𝐼𝐼 = 𝐷𝑛𝑒

𝑗∙𝜔𝑚𝑛𝑘𝜏,       𝑗 = √−1 ,   𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼             (4.1.11) 

где је 

𝜔𝑚𝑛𝑘 сопствена фреквенција,  𝑚𝑛 - тог мода осциловања, 𝐶𝑛 и 𝐷𝑛 су амплитуде 

временских облика осциловања.  

Заменом решења за временске функције из израза (4.1.11) у једначине (4.1.7) и 

(4.1.8), добија се 

[𝐾 + 𝒟̃ +𝑀𝑃[(𝛼𝑚)
2−𝑅2( 𝛽𝑛)

2] − 𝜔𝑚𝑛𝑘
2 ]𝐶𝑛 − 𝐾𝐷𝑛 = 0,                          (4.1.12) 

[𝐾 + 𝒟̃ +𝑀𝑃[(𝛼𝑚)
2−𝑅2( 𝛽𝑛)

2] − 𝜔𝑚𝑛𝑘
2 ]𝐷𝑛 − 𝐾𝐶𝑛 = 0.                          (4.1.13) 

Систем једначина (4.1.12) и (4.1.13) има решења различита од тривијалних само 

ако је детерминанта тог система једнака нули 

[
𝐾 + 𝒟̃ + 𝑀𝑃[(𝛼𝑚)

2−𝑅2( 𝛽𝑛)
2] − 𝜔𝑚𝑛𝑘

2 −𝐾

−𝐾 𝐾 + 𝒟̃ +𝑀𝑃[(𝛼𝑚)
2−𝑅2( 𝛽𝑛)

2] − 𝜔𝑚𝑛𝑘
2

] = 0.  

(4.1.14) 

Решавањем детерминанте (4.1.14) добијају се два решења за квадрате сопствених 

фреквенција помоћу којих се могу одредити нетривијалне вредности амплитуда 𝐶𝑛 и 𝐷𝑛, 

𝜔𝑚𝑛𝑘
2 = 𝒟̃ + 𝐾 +𝑀𝑃[(𝛼𝑚)

2−𝑅2( 𝛽𝑛)
2] ∓ 𝐾,     𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼,                (4.1.15) 

при чему су 𝜔𝑚𝑛𝐼
2  квадрати нижих природних фреквенција, а 𝜔𝑚𝑛𝐼𝐼

2  квадрати виших 

природних фреквенција посматраног нано-система. 

За сваку од природних фреквенција приказан је однос амплитуда осциловања 

преко кофактора фреквентне детерминанте 
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𝛼𝑚𝑛𝑘 =
𝐷𝑛𝑘
𝐶𝑛𝑘

=
𝒟̃ + 𝐾 +𝑀𝑃[( 𝛼𝑚)

2−𝑅2( 𝛽𝑛)
2] − 𝜔𝑚𝑛𝑘

2

𝐾
 

= 
𝐾

𝒟̃ + 𝐾 +𝑀𝑃[( 𝛼𝑚)
2−𝑅2( 𝛽𝑛)

2] − 𝜔𝑚𝑛𝑘
2

, 𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼.     (4.1.16) 

4.2. Принудне осцилације спрегнутих нано-плоча 

У овом делу је извршена детаљна анализа принудних трансверзалних осцилација 

нано-система сачињеног од две нано-плоче међусобно спрегнуте Winkler-овим 

еластичним слојем. Коришћењем бездимензионих параметра (4.1.1), једначине (4.1) и 

(4.2) могу се написати у облику 

𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜏2

+
𝜕4𝑤̅1
𝜕𝜉4

+ 𝐷̃22𝑅
4
𝜕4𝑤̅1
𝜕𝜁4

+ 2𝑅2(𝐷̃12 + 2𝐷̃66)
𝜕4𝑤̅1
𝜕𝜉2𝜕𝜁2

 

+𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2) − 𝑀𝑃 (
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜉2

− 𝑅2
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜁2

)

− 𝜂2 (
𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
) [
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜏2

+ 𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2) − 𝑀𝑃 (
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜉2

− 𝑅2
𝜕2𝑤̅1
𝜕𝜁2

)] 

= 𝑓1 − 𝜂
2 (

𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
)𝑓1,                                                         (4.2.1) 

𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜏2

+
𝜕4𝑤̅2
𝜕𝜉4

+ 𝐷̃22𝑅
4
𝜕4𝑤̅2
𝜕𝜁4

+ 2𝑅2(𝐷̃12 + 2𝐷̃66)
𝜕4𝑤̅2
𝜕𝜉2𝜕𝜁2

 

−𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2) − 𝑀𝑃 (
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜉2

− 𝑅2
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜁2

) 

−𝜂2 (
𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
) [
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜏2

− 𝐾(𝑤̅1 − 𝑤̅2) − 𝑀𝑃 (
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜉2

− 𝑅2
𝜕2𝑤̅2
𝜕𝜁2

)] 

= 𝑓2 − 𝜂
2 (

𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
)𝑓2,                                                        (4.2.2) 

где су 𝑓1 и 𝑓2 бездимензионе принудне силе. Применом Buckingham- ове 𝜋 – теореме 

приказане у Прилогу А,  добијају следећи облик 
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    𝑓𝑖 = 𝑓𝑖
𝑎3

𝐷11
, 𝑖 = 1,2,                                                  (4.2.3) 

где је са 𝑖 = 1 означена горња нано-плоча, а са 𝑖 = 2 означена доња нано-плоча. 

Решења нехомогених диференцијалних једначина (4.2.1) и (4.2.2) 

претпостављамо у облику производа функција  

𝑤̅1(𝜉, 𝜁, 𝜏) = ∑ 𝑊𝑚𝑛∑𝑇𝑚𝑛𝑘(𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

∞

𝑚,𝑛=1

= ∑ 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁)∑𝑇𝑚𝑛𝑘(𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

∞

𝑚,𝑛=1

, (4.2.4) 

𝑤̅2(𝜉, 𝜁, 𝜏) = ∑ 𝑊𝑚𝑛∑𝛼𝑚𝑛𝑘𝑇𝑚𝑛𝑘(𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

∞

𝑚,𝑛=1

= ∑ 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁)∑𝛼𝑚𝑛𝑘𝑇𝑚𝑛𝑘(𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

∞

𝑚,𝑛=1

,        

(4.2.5) 

где су 𝑇𝑚𝑛𝑘(𝜏), (𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼) непознате бездимензионе временске функције које одговарају 

сопственим фреквенцијама 𝜔𝑚𝑛𝑘  , (𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼),  𝑊𝑚𝑛 је функција основних облика 

осциловања дата изразом (4.1.6), а зависи од граничних услова и 𝛼𝑚𝑛𝑘 су односи 

амплитуда осциловања који одговарају сопственим фреквенцијама 𝜔𝑚𝑛𝑘,  (𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼), 

представљени изразом (4.1.16). 

Заменом решења (4.2.4) и (4.2.5) у једначине (4.2.1) и (4.2.2)  добија се следећи 

систем нехомогених парцијалних диференцијалних једначина  

∑ 𝑊𝑚𝑛∑{𝑇̈𝑚𝑛𝑘 + [𝒟̃ + 𝐾(1 − 𝛼𝑚𝑛𝑘) + 𝑀𝑃[(𝛼𝑚)
2−𝑅2( 𝛽𝑛)

2]] 𝑇𝑚𝑛𝑘}𝐻

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

∞

𝑚,𝑛=1

 

= 𝑓1 − 𝜂
2 (

𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
) 𝑓1,                                                                   (4.2.6) 

∑ 𝑊𝑚𝑛∑{𝑇̈𝑚𝑛𝑘 + [𝒟̃ + 𝐾(1 − 𝛼𝑚𝑛𝑘) + 𝑀𝑃[(𝛼𝑚)
2−𝑅2( 𝛽𝑛)

2]] 𝑇𝑚𝑛𝑘}

𝐼𝐼

𝑘=1

𝐻𝛼𝑚𝑛𝑘

∞

𝑚,𝑛=1

 

= 𝑓2 − 𝜂
2 (

𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
)𝑓2.                                                                    (4.2.7) 
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Множењем једначина (4.2.6) и (4.2.7) са функцијом мода 𝑊𝑘𝑙 и интеграљењем у 

границама ξ од 0 до 1 и 𝜁 од 0 до 1/𝑅 , коришћењем услова ортогоналности (Oniszczuk, Z., 

2004, Oniszczuk, Z., 2000b), следи 

∫∫ 𝑊𝑝𝑙

1/𝑅

0

1

0

𝑊𝑚𝑛𝑑𝜉𝑑𝜁 = ∫𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑝𝜉) 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑑𝜉 ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑙𝜁) 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝜁) 𝑑𝜁

1/𝑅

0

= 𝑐𝛿𝑝𝑙𝑚𝑛

1

0

      

    (4.2.8) 

𝑐 = ∫∫ 𝑊𝑚𝑛
2 𝑑𝜉𝑑𝜁

1/𝑅

0

1

0

= ∫𝑠𝑖𝑛2(𝛼𝑚𝜉)𝑑𝜉 ∫ 𝑠𝑖𝑛2(𝛽𝑛𝜁) 𝑑𝜁

1/𝑅

0

1

0

=
1

4𝑅
,                        (4.2.9) 

где је 𝛿𝑝𝑙𝑚𝑛 Kronecker-ова delta функција, 𝛿𝑝𝑙𝑚𝑛 = 0 за 𝑝 ≠ 𝑚 или 𝑙 ≠ 𝑛, а 𝛿𝑝𝑙𝑚𝑛 = 1 за 

𝑝 = 𝑚 или 𝑙 = 𝑛, па се добија  

∑(𝑇̈𝑚𝑛𝑘 + 𝜔𝑚𝑛𝑘
2 𝑇𝑚𝑛𝑘)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

= 4𝑀∫∫ [𝑓1 − 𝜂
2 (

𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
)𝑓1]𝑊𝑚𝑛𝑑𝜉𝑑𝜁,

1/𝑅

0

1

0

          (4.2.10) 

∑(𝑇̈𝑚𝑛𝑘 + 𝜔𝑚𝑛𝑘
2 𝑇𝑚𝑛𝑘)𝛼𝑚𝑛𝑘

𝐼𝐼

𝑖=𝐼

= 4𝑀∫∫[𝑓2 − 𝜂
2 (

𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
)𝑓2]𝑊𝑚𝑛𝑑𝜉𝑑𝜁,

1

𝑅

0

1

0

    

𝑚, 𝑛 = 1,3,5…   (4.2.11) 

где је  

𝑀 =
𝑅

𝐻
.                                                                      (4.2.12) 

Једначине (4.2.10) и (4.2.11) се могу написати у следећем облику 

𝑇̈𝑚𝑛𝑘 + 𝜔𝑚𝑛𝑘
2 𝑇𝑚𝑛𝑘 = 𝑅𝑚𝑛𝑘(𝜏),           𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼,      𝑚, 𝑛 = 1,2,3,              (4.2.13) 

где је 

𝑅𝑚𝑛𝐼(𝜏) = 𝑑𝑚𝑛𝐼∫∫ {𝑓1𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 − 𝑓2 − 𝜂
2 [𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 (

𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
)𝑓1

1/𝑅

0

1

0

 

−(
𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
)𝑓2]} 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝜁) 𝑑𝜉𝑑𝜁,                            (4.2.14) 
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𝑅𝑚𝑛𝐼𝐼(𝜏) = 𝑑𝑚𝑛𝐼𝐼∫∫ {𝑓1𝛼𝑚𝑛𝐼 − 𝑓2 − 𝜂
2 [𝛼𝑚𝑛𝐼 (

𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
)𝑓1

1/𝑅

0

1

0

 

−(
𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
)𝑓2]} 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝜁) 𝑑𝜉𝑑𝜁,                            (4.2.15) 

и 

𝑑𝑚𝑛𝐼 = 4𝑀(𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼)
−1   и  𝑑𝑚𝑛𝐼𝐼 = −4𝑀(𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼)

−1
.          (4.2.16) 

Решење једначине (4.2.13) се може записати у облику конволуционог интеграла  

𝑇𝑚𝑛𝑘(𝜏) =
1

𝜔𝑚𝑛𝑘
∫𝑅𝑚𝑛𝑘 (𝑠)𝑠𝑖𝑛[𝜔𝑚𝑛𝑘(𝜏 − 𝑠)]

𝜏

0

𝑑𝑠,          𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼.             (4.2.17) 

Заменом израза (4.2.17) у решења (4.2.4) и (4.2.5), добијају се општа решења 

принудних трансверзалних осцилација разматраног нано-система 

𝑤̅1(𝜉, 𝜁, 𝜏) = ∑ 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁)∑
1

𝜔𝑚𝑛𝑘
∫𝑅𝑚𝑛𝑘 (𝑠)𝑠𝑖𝑛[𝜔𝑚𝑛𝑘(𝜏 − 𝑠)]

𝜏

0

𝑑𝑠

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

∞

𝑚,𝑛=1

, 

(4.2.18) 

𝑤̅2(𝜉, 𝜁, 𝜏) = ∑ 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁)∑
𝛼𝑚𝑛𝑘
𝜔𝑚𝑛𝑘

∫𝑅𝑚𝑛𝑘 (𝑠)𝑠𝑖𝑛[𝜔𝑚𝑛𝑘(𝜏 − 𝑠)]

𝜏

0

𝑑𝑠

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

,

∞

𝑚,𝑛=1

     

𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼.              (4.2.19) 

Наведене формуле (4.2.18) и (4.2.19) користе се за одређивање малих 

трансверзалних померања средње равни овог нано-система за било који случај 

трансверзалног оптерећења. Ради једноставности, у даљем раду сматраће се да је само 

прва нано-плоча подвргнута произвољном оптерећењу, тј. 𝑓1(𝜉, 𝜁, 𝜏) ≠ 0 и 𝑓2(𝜉, 𝜁, 𝜏) = 0. 

Заменом 𝑓1(𝜉, 𝜁, 𝜏) ≠ 0 и 𝑓2(𝜉, 𝜁, 𝜏) = 0 у једначине (4.2.14) и (4.2.15), добија се 

𝑅𝑚𝑛𝐼(𝜏) = 𝑐𝑚𝑛𝐼∫∫ [𝑓1 − 𝜂
2 (

𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
)𝑓1] 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝜁) 𝑑𝜉𝑑𝜁

1/𝑅

0

1

0

,      (4.2.20) 

𝑅𝑚𝑛𝐼𝐼(𝜏) = 𝑐𝑚𝑛𝐼𝐼∫∫ [𝑓1 − 𝜂
2 (

𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
)𝑓1] 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝜁) 𝑑𝜉𝑑𝜁

1/𝑅

0

1

0

,     (4.2.21) 
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где је 

𝑐𝑚𝑛𝐼 = 𝑑𝑚𝑛𝐼𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 = 4𝑀𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼(𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼)
−1,                            (4.2.22) 

𝑐𝑚𝑛𝐼𝐼 = 𝑑𝑚𝑛𝐼𝐼𝛼𝑚𝑛𝐼 = −4𝑀𝛼𝑚𝑛𝐼(𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼)
−1
.                        (4.2.23) 

У наставку је приказана анализа принудних трансверзалних осцилација за три 

различита случаја спољашњих оптерећења, под претпоставком да је оптерећена само 

горња нано-плоча (Oniszczuk, Z., 2004, Stamenković, M. и сарадници 2016), односно за 

случајеве: 

- равномерно распоређеног површинског хармонијског оптерећења, 

- равномерно распоређеног линијског хармонијског оптерећења, 

- концентрисане хармонијске силе.  

За разматране случајеве спољашњих оптерећења, на основу сопствене фреквенције 

система, приказани су услови настанка резонанције и понашања нано-система као 

динамичког абсорбера. 

4.2.1. Равномерно распоређено површинско хармонијско оптерећење 

Равномерно распоређено површинско хармонијско оптерећење које делује на 

горњу нано-плочу датог нано-система приказано је на Слици 4.2.1.1. 

 

Слика 4.2.1.1 Дејство равномерно распорећеног површинског хармонијског оптерећења 

на горњу нано-плочу представљеног нано-система 
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Равномерно распоређено површинско хармонијско оптерећење представљено је 

помоћу 

𝑓1(𝜉, 𝜁, 𝜏) = 𝑓𝑠𝑖𝑛(𝛺𝜏),                                               (4.2.1.1) 

где је 𝑓 магнитуда хармонијског оптерећења, а 𝛺 фреквенција постојећег хармонијског 

оптерећења.  

Заменом (4.2.1.1) у изразе (4.2.20) и (4.2.21), добија се  

𝑅𝑚𝑛𝐼(𝜏) = 𝑐𝑚𝑛𝐼𝐹𝑚𝑛 sin(𝛺𝜏),                                               (4.2.1.2) 

𝑅𝑚𝑛𝐼𝐼(𝜏) = 𝑐𝑚𝑛𝐼𝐼𝐹𝑚𝑛 sin(Ω𝜏) ,     𝑚, 𝑛 = 1,3,5. . .                         (4.2.1.3) 

где је 

𝐹𝑚𝑛 = ∫∫  

1/𝑅

0

1

0

𝑓 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝜁) 𝑑𝜉𝑑𝜁 

−∫∫  

1

𝑅

0

1

0

𝜂2 (
𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
)𝑓 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝜁) 𝑑𝜉𝑑𝜁 =

4𝑓

𝑅𝑚𝑛𝜋2
.         (4.2.1.4) 

Увођењем израза (4.2.1.2) и (4.2.1.3) у (4.2.18) и (4.2.19) добијају се решења 

математичког модела разматраног нано-система, која представљају законе промена малих 

трансверзалних померања, у облику  

𝑤̅1(𝜉, 𝜁, 𝜏) = ∑ 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁) [𝐴𝑚𝑛𝐼 𝑠𝑖𝑛(𝛺𝜏) +∑𝐵𝑚𝑛𝑘 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑚𝑛𝑘𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

]

∞

𝑚,𝑛=1

,   (4.2.1.5) 

𝑤̅2(𝜉, 𝜁, 𝜏) = ∑ 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁) [𝐴𝑚𝑛𝐼𝐼 𝑠𝑖𝑛(𝛺𝜏) +∑𝛼𝑚𝑛𝑘𝐵𝑚𝑛𝑘 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑚𝑛𝑘𝜏)

𝐼𝐼

𝑘=𝐼

] ,

∞

𝑚,𝑛=1

 

(4.2.1.6) 

где су 

𝐴𝑚𝑛𝐼 =
16𝑓𝑀

𝑅𝑚𝑛𝜋2
(𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼)

−1 [
𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼

𝜔𝑚𝑛𝐼
2  

 
− 𝛺2

−
𝛼𝑚𝑛𝐼

𝜔𝑚𝑛𝐼𝐼
2  

 
− 𝛺2

],                                 (4.2.1.7) 

𝐴𝑚𝑛𝐼𝐼 =
16𝑓𝑀

𝑅𝑚𝑛𝜋2
𝛼𝑚𝑛𝐼𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼(𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼)

−1 [
1

𝜔𝑚𝑛𝐼
2  

 
− 𝛺2

−
1

𝜔𝑚𝑛𝐼𝐼
2 − 𝛺2

],             (4.2.1.8) 
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𝐵𝑚𝑛𝐼 =
16𝑓𝑀

𝑅𝑚𝑛𝜋2
𝛺𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼(𝛼𝑚𝑛𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼)

−1
1

𝜔𝑚𝑛𝐼
(𝜔𝑚𝑛𝐼

2  

 
− 𝛺2),                                    (4.2.1.9) 

𝐵𝑚𝑛𝐼𝐼 =
16𝑓𝑀

𝑅𝑚𝑛𝜋2
𝛺𝛼𝑚𝑛𝐼(𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼)

−1
1

𝜔𝑚𝑛𝐼𝐼
(𝜔𝑚𝑛𝐼𝐼

2  

 
− 𝛺2) ,   𝑚, 𝑛 = 1,3,5… (4.2.1.10) 

Закони промена малих трансверзалних померања представљеног нано-система 

(4.2.1.5) и (4.2.1.6) садрже по два члана. Први који садржи sin (𝛺𝜏), представља принудне 

осцилације, док други члан који укључује 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑚𝑛𝑘𝜏), означава слободне (сопствене) 

осцилације представљеног нано-система. Након дужег времена ће нестати слободне 

осцилације, те се принудне осцилације представљеног нано-система могу изразити у 

облику 

𝑤̅1(𝜉, 𝜁, 𝜏) = 𝑠𝑖𝑛(𝛺𝜏) ∑ 𝐴𝑚𝑛𝐼 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁)

∞

𝑚,𝑛=1

,                              (4.2.1.11) 

𝑤̅2(𝜉, 𝜁, 𝜏) = 𝑠𝑖𝑛(𝛺𝜏) ∑ 𝐴𝑚𝑛𝐼𝐼 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉) 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁)

∞

𝑚,𝑛=1

,     𝑚, 𝑛 = 1,3,5….   (4.2.1.12) 

Анализа амплитуда стабилног осциловања 𝐴𝑚𝑛𝐼 и  𝐴𝑚𝑛𝐼𝐼 даје основне услове који 

су важни по питању динамике анализираног нано-система. 

Следећи основни услови настанка резонанције и понашања система као 

динамичког абсорбера имају практични значај: 

Резонанца 

Ω = 𝜔𝑚𝑛𝑘 , 𝑚, 𝑛 = 1,3,5….                                                           (4.2.1.13) 

              Услови за динамички абсорбер су испуњени када је  

Ω2 = 𝒟̃ + 𝐾 +𝑀𝑃[(𝛼𝑚)
2−𝑅2( 𝛽𝑛)

2],                                                (4.2.1.14) 

док су у раду  (Oniszczuk, Z., 2000б, 2004) приказани ови услови без утицаја магнетног 

поља и нелокалног параметра.  

За те услове амплитуде осциловања 𝐴𝑚𝑛𝑘 , 𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼, из (4.2.1.7) и (4.2.1.8) имају 

облик  

𝐴𝑚𝑛𝐼 = 0,    𝐴𝑚𝑛𝐼𝐼 = −
16𝑓𝑀

𝑅𝐾𝑚𝑛𝜋2
,    𝑚, 𝑛 = 1,3,5….                       (4.2.1.15) 
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4.2.2. Равномерно распоређено линијско хармонијско оптерећење 

Равномерно распоређено линијско хармонијско оптерећење које делује на горњу 

нано-плочу представљеног нано-система је приказано на Слици 4.2.2.1. 

 

 

Слика 4.2.2.1 Дејство равномерно распоређеног линијског хармонијског оптерећења на 

горњу нано-плочу представљеног нано-система 

 

Равномерно распоређено линијско хармонијско оптерећење представљено је 

помоћу 

𝑓1(𝜉, 𝜁, 𝜏) = 𝑓𝑠𝑖𝑛(𝛺𝜏)𝛿(𝜉 − 𝜉0),                                               (4.2.2.1) 

на делу од 𝜁 = 0 до 𝜁 = 1/𝑅, дуж правца линије 𝜉 = 𝜉0 паралелне са осом 𝜁, где је 𝑓 

магнитуда, а 𝛺 фреквенција постојећег хармонијског оптерећења.  

Заменом (4.2.2.1) у изразе (4.2.20) и (4.2.21), добија се  

𝑅𝑚𝑛𝐼(𝜏) = 𝑐𝑚𝑛𝐼𝐹𝑚𝑛 sin(𝛺𝜏),                                                        (4.2.2.2) 

𝑅𝑚𝑛𝐼𝐼(𝜏) = 𝑐𝑚𝑛𝐼𝐼𝐹𝑚𝑛 sin(Ω𝜏) ,        𝑚, 𝑛 = 1,3,5. . .                    (4.2.2.3) 

 

где је 
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𝐹𝑚𝑛 = ∫∫  

1/𝑅

0

1

0

𝑓 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉)𝛿(𝜉 − 𝜉0) 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁) 𝑑𝜉𝑑𝜁

− ∫∫  

1/𝑅

0

1

0

𝜂2 (
𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
)𝑓 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉)𝛿(𝜉 − 𝜉0) 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁) 𝑑𝜉𝑑𝜁 

=
2𝑓

𝑅𝑛𝜋  
𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉0)[1 + 𝜂

2(𝛼𝑚)
2] .                                           (4.2.2.4) 

Заменом израза (4.2.2.2) и (4.2.2.3) у (4.2.18) и (4.2.19) добијају се решења 

математичког модела разматраног нано-система, која представљају законе промена малих 

трансверзалних померања у облику (4.2.1.5) и (4.2.1.6), где су сада амплитуде  

𝐴𝑚𝑛𝐼 =
8𝑓𝑀

𝑅𝑛𝜋  
[1 + 𝜂2(𝛼𝑚)

2]𝑐𝑚(𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼)
−1
[

𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼
𝜔𝑚𝑛𝐼
2  

 
− 𝛺2

−
𝛼𝑚𝑛𝐼

𝜔𝑚𝑛𝐼𝐼
2  

 
− 𝛺2

] , (4.2.2.5) 

𝐴𝑚𝑛𝐼𝐼 =
8𝑓𝑀

𝑅𝑛𝜋  
[1 + 𝜂2(𝛼𝑚)

2]𝑐𝑚𝛼𝑚𝑛𝐼𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼(𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼)
−1 [

1

𝜔𝑚𝑛𝐼
2  

 
− 𝛺2

−
1

𝜔𝑚𝑛𝐼𝐼
2  

 
− 𝛺2

],  

(4.2.2.6) 

𝐵𝑚𝑛𝐼 =
8𝑓𝑀

𝑅𝑛𝜋  
[1 + 𝜂2(𝛼𝑚)

2]𝑐𝑚𝛺𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼(𝛼𝑚𝑛𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼)
−1

1

𝜔𝑚𝑛𝐼
(𝜔𝑚𝑛𝐼

2  

 
− 𝛺2),         (4.2.2.7) 

𝐵𝑚𝑛𝐼𝐼 =
8𝑓𝑀

𝑅𝑛𝜋  
[1 + 𝜂2(𝛼𝑚)

2]𝑐𝑚𝛺𝛼𝑚𝑛𝐼(𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼)
−1

1

𝜔𝑚𝑛𝐼𝐼
(𝜔𝑚𝑛𝐼𝐼

2  

 
− 𝛺2),      (4.2.2.8) 

𝑐𝑚 = 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉0),           𝑚, 𝑛 = 1,3,5… .                                      (4.2.2.9) 

Као и код претходног анализираног случаја, принудне осцилације датог нано-

система се могу представити изразима (4.2.1.11) и (4.2.1.12) у којима су амплитуде 𝐴𝑚𝑛𝐼   

и 𝐴𝑚𝑛𝐼𝐼 дате изразима (4.2.2.5) и (4.2.2.6). 

Следећи основни услови настанка резонанције и понашања нано-система као 

динамичког абсорбера имају практични значај: 

Резонанца     

Ω = 𝜔𝑚𝑛𝑘 , 𝑚, 𝑛 = 1,3,5….                                                         (4.2.2.10) 



80 
 

Услови за динамички абсорбер су испуњени за (видети израз 4.2.1.14)  

док су у раду  (Oniszczuk, Z., 2000б, 2004) приказани ови услови без утицаја магнетног 

поља и нелокалног параметра.  

За те услове амплитуде осциловања 𝐴𝑚𝑛𝑘 , 𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼, из (4.2.2.5) и (4.2.2.6) имају 

облик  

𝐴𝑚𝑛𝐼 = 0, 𝐴𝑚𝑛𝐼𝐼 = −
8𝑓𝑀

𝑅𝐾𝑛𝜋  
[1 + 𝜂2(𝛼𝑚)

2]𝑐𝑚.                                 (4.2.2.11) 

4.2.3. Концентрисана хармонијска сила 

Концентрисана хармонијска сила која делује на средини горње нано-плоче 

представљеног нано-система приказанa је на Слици 4.2.3.1. 

Концентрисана хармонијска сила на средини горње нано-плоче представљена је 

помоћу 

𝑓1(𝜉, 𝜁, 𝜏) = 𝑄𝑠𝑖𝑛(𝛺𝜏)𝛿(𝜉 − 𝜉0)𝛿(𝜁 − 𝜁0),                                 (4.2.3.1) 

и распоређенa je од 𝜁 = 0 до 𝜁 = 1/𝑅, дуж правца линије 𝜉 = 𝜉0 паралелне са 𝜁-осом,  и 

𝜉 = 0 до 𝜉 = 1/𝑅, дуж правца линије 𝜁 = 𝜁0 паралелне са 𝜉-осом. 

У овом изразу 𝑄 је магнитуда, а 𝛺 фреквенција хармонијске силе.  

 

Слика 4.2.3.1 Дејство концентрисане хармонијске силе на горњу нано-плочу 

представљеног нано-система 

 

Заменом (4.2.3.1) у изразе (4.2.20) и (4.2.21), добија се  
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𝑅𝑚𝑛𝐼(𝜏) = 𝑐𝑚𝑛𝐼𝐹𝑚𝑛 sin(𝛺𝜏),                                                                   (4.2.3.2) 

𝑅𝑚𝑛𝐼𝐼(𝜏) = 𝑐𝑚𝑛𝐼𝐼𝐹𝑚𝑛 sin(Ω𝜏) ,        𝑚, 𝑛 = 1,3,5. . .                               (4.2.3.3) 

где је 

𝐹𝑚𝑛 = ∫∫  

1/𝑅

0

1

0

𝑄 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉)𝛿(𝜉 − 𝜉0) 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁)𝛿(𝜁 − 𝜁0) 𝑑𝜉𝑑𝜁

− 𝑄∫∫  

1

𝑅

0

1

0

𝜂2 (
𝜕2

𝜕𝜉2
+ 𝑅2

𝜕2

𝜕𝜁2
) 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉)𝛿(𝜉 − 𝜉0) 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁)𝛿(𝜁 − 𝜁0) 𝑑𝜉𝑑𝜁 

= 𝑄𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉0)𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁0)[1 + 𝜂
2(𝛼𝑚)

2 + 𝜂2𝑅2( 𝛽𝑛)
2].              (4.2.3.4) 

Увођењем израза (4.2.3.2) и (4.2.3.3) у (4.2.18) и (4.2.19) добијају се решења 

математичког модела разматраног нано-система, која представљају законе промена малих 

трансверзалних померања у облику (4.2.1.5) и (4.2.1.6), где су сада амплитуде  

𝐴𝑚𝑛𝐼 = 4𝑄𝑀[1 + 𝜂
2(𝛼𝑚)

2 + 𝜂2𝑅2( 𝛽𝑛)
2]𝑐𝑚𝑛(𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼)

−1
[

𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼
𝜔𝑚𝑛𝐼
2  

 
− 𝛺2

−
𝛼𝑚𝑛𝐼

𝜔𝑚𝑛𝐼𝐼
2  

 
− 𝛺2

],  

(4.2.3.5) 

   𝐴𝑚𝑛𝐼𝐼 = 4𝑄𝑀[1 + 𝜂
2(𝛼𝑚)

2 + 𝜂2𝑅2( 𝛽𝑛)
2]𝑐𝑚𝑛𝛼𝑚𝑛𝐼𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼(𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼)

−1
∙ 

∙ [
1

𝜔𝑚𝑛𝐼
2  

 
− 𝛺2

−
1

𝜔𝑚𝑛𝐼𝐼
2  

 
− 𝛺2

]                                                            (4.2.3.6) 

𝐵𝑚𝑛𝐼 = 4𝑄𝑀[1 + 𝜂
2(𝛼𝑚)

2 + 𝜂2𝑅2( 𝛽𝑛)
2]𝑐𝑚𝑛𝛺𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼

1

(𝛼𝑚𝑛𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼)

1

𝜔𝑚𝑛𝐼
(𝜔𝑚𝑛𝐼

2  

 
− 𝛺2),   

(4.2.3.7) 

𝐵𝑚𝑛𝐼𝐼 = 4𝑄𝑀[1 + 𝜂
2(𝛼𝑚)

2 + 𝜂2𝑅2( 𝛽𝑛)
2]𝑐𝑚𝑛𝛺𝛼𝑚𝑛𝐼

1

(𝛼𝑚𝑛𝐼𝐼 − 𝛼𝑚𝑛𝐼)

1

𝜔𝑚𝑛𝐼𝐼
(𝜔𝑚𝑛𝐼𝐼

2 − 𝛺2) 

(4.2.3.8) 

𝑐𝑚𝑛 = 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜉0)𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑛𝜁0),              𝑚, 𝑛 = 1,3,5… .                   (4.2.3.9) 
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Принудне осцилације представљеног нано-система се могу описати изразима  

(4.2.1.11) и (4.2.1.12) у којима су амплитуде 𝐴𝑚𝑛𝐼   и 𝐴𝑚𝑛𝐼𝐼 дате изразима 

(4.2.3.5) и (4.2.3.6). 

Следећи основни услови настанка резонанције и понашања система као 

динамичког абсорбера имају практични значај: 

Резонанца     

Ω = 𝜔𝑘𝑚𝑛, 𝑚, 𝑛 = 1,3,5….                                                             (4.2.3.10) 

Услови за динамички абсорбер су испуњени када важи (4.2.1.14)  

док су у раду  (Oniszczuk, Z., 2000б, 2004) приказани ови услови без утицаја магнетног 

поља и нелокалног параметра. 

За те услове амплитуде осциловања 𝐴𝑚𝑛𝑘 , 𝑘 = 𝐼, 𝐼𝐼, из (4.2.3.5) и (4.2.3.6) имају 

облик  

𝐴𝑚𝑛𝐼 = 0, 𝐴𝑚𝑛𝐼𝐼 = −
4𝑄𝑀

𝐾
[1 + 𝜂2(𝛼𝑚)

2 + 𝜂2𝑅2( 𝛽𝑛)
2]𝑐𝑚𝑛.            (4.2.3.11) 

4.3. Нумеричка aнализа  

Нумеричка дискусија приказаног нано-система подељена је у два под-поглавља. У 

првом, аналитички резултати су поређени са резултатима из рада (Oniszczuk, Z., 2004).  

Показано је одлично поклапање вредности амплитуда осциловања са вредностима 

из овог рада. У другом делу су разматрана трансверзална померања горње и доње нано-

плоче за различите случајеве спољашњих оптерећења: равномерно распоређено 

површинско хармонијско оптерећење, равномерно распоређено линијско хармонијско 

оптерећење и концентрисана хармонијска сила.  

Геометријски и материјални параметри исти су за обе плоче и узети су из рада 

(Pouresmaeeli, S. и сарадници 2013). Young-ови модули еластичности су 𝐸𝑥 = 2,434 TPa и 
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𝐸𝑦 = 2,473 TPa, густина материјала 𝜌 = 6316 𝑘𝑔/𝑚3, Poisson-ови коефицијенти 𝜈𝑥𝑦 =

𝜈𝑦𝑥 = 0,197, дужина, ширина и дебљина нано-плоча 𝑎 = 1𝑛𝑚, 𝑏 = 2𝑎 и ℎ = 0,129 𝑛𝑚.  

Нелокални параметар, параметар магнетног поља и крутост Winkler-овог 

еластичног слоја биће назначени поред сваке табеле и слике. Вредност магнитуде 

принудне силе је 100 𝑛𝑁. Дискусија се односи на први сопствени мод (амплитудни облик) 

осциловања, тј. 𝑚 = 𝑛 = 1. 

4.3.1. Упоредна анализа 

За различите вредности нелокалног параметра и магнетног поља, вредности 

амплитуда осциловања приказане су табеларно и поређене са резултатима из рада 

(Oniszczuk, Z., 2004). Табела 4.3.1.1 приказује вредности амплитуда осциловања за 

равномерно распоређено површинско хармонијско оптерећење. Табела 4.3.1.2 приказује 

вредности амплитуда осциловања за равномерно распоређено линијско хармонијско 

оптерећење. 

Примећује се да пораст интензитета магнетног поља и нелокалног параметра за 

случајеве равномерно распоређеног површинско хармонијског оптерећења и равномерно 

распоређеног линијско хармонијског оптерећења, утиче на смањење вредности амплитуда 

осциловања нано-система, при константној крутости еластичног слоја, Табеле 4.3.1.1, 

4.3.1.2. За бездимензиони коефицијент крутости еластичног слоја узета је вредност 𝐾 =

1000.  

Резултати добијени у овом истраживању показују веома добра поклапања са 

резултатима добијеним у раду (Oniszczuk, Z., 2004) када се занемаре утицаји магнетног 

поља и нелокалног параметра. 

 

 

 

 

 

 



84 
 

Табела 4.3.1.1 Вредности амплитуда осциловања за равномерно распоређено површинско 

хармонијско оптерећење 

 𝐴𝑚𝑛𝐼 𝐴𝑚𝑛𝐼𝐼 

(Oniszczuk, Z., 2004) -0,049262 -0,17591 

Представљена студија, систем изотропних плоча, 

MP=0, 𝜂 = 0. 

-0,049259 -0,17591 

Представљена студија, систем ортотропних плоча, 

MP=0, 𝜂 = 0. 

-0,064757 -0,184805 

Представљена студија, систем ортотропних плоча, 

MP=20, 𝜂 = 0,3. 

-0,044695 -0,10283 

Представљена студија, систем ортотропних плоча,  

MP=50, 𝜂 = 0,5. 

-0,041307 -0,06936 

Табела 4.3.1.2 Вредности амплитуда осциловања за равномерно распоређено линијско 

хармонијско оптерећење 

 𝐴𝑚𝑛𝐼 𝐴𝑚𝑛𝐼𝐼 

(Oniszczuk, Z., 2004) -0,077381 -0,276318 

Представљена студија, систем изотропних плоча, 

MP=0, 𝜂 = 0. 

-0,077377 -0,276316 

Представљена студија, систем ортотропних плоча, 

MP=0, 𝜂 = 0. 

-0,101719 -0,290291 

Представљена студија, систем ортотропних плоча, 

MP=20, 𝜂 = 0,3. 

-0,070207 -0,161522 

Представљена студија, систем ортотропних плоча,  

MP=50, 𝜂 = 0,5. 

-0,064886 -0,108955 
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Tабела 4.3.1.3 Поређење аналитичких резулатата за основну природну фреквенцију 

једнослојног графенског листића 

Основна природна фреквенција  ((𝑒0𝑎̃)
2 = 1,34 nm2) 

 

𝑎 ×  𝑏 

Симулација молекуларне динамике (THz), 

(Ansari, R. и сарадници 2010) 

 

Представљени 

нано-систем 

(THz) 

 

10 × 10 0,0595014 0,0592 

15 × 15 0,0277928 0,0284 

20 ×  20 0,0158141 0,0165 

25 ×  25 0,0099975 0,0107 

Да би се верификовали резултати представљеног нано-система, неопходно је 

извршити симулацију молекуларне динамике (MD simulation). Резултати за најнижу 

природну фреквенцију нано-система се могу користити за њихово поређење са 

резултатима добијеним за слободне осцилације једнослојног графенског листића, 

симулацијом молекуларне динамике из рада (Ansari, R. и сарадници 2010).  

У овој студији поређења усвојена су следећа механичка својства графенског 

листића: Young-ov модул еластичности 𝐸 = 1 TPa, Poisson-ов коефицијент 𝜈 = 0.16, 

густина 𝜌 = 2250 kg/m3 и дебљина ℎ = 0.34 nm. У Табели 4.3.1.3 приказане су 

вредности за основне природне фреквенције, добијене применом симулације молекуларне 

динамике и приступа нелокалне механике континуума, за различите величине квадратних 

једнослојних графенских листића. У овом случају, једнослојни листић графена моделиран 

је као просто ослоњена нелокална Kirchhoff-Love плоча. Вредност нелокалног параметра 

у анализи слободних осцилација је 𝜇 = 1.34 nm2. На основу резултата из Табеле 4.3.1.3 

се може приметити да резултати добијени аналитичким методама одговарају резултатима 

представљеним у раду (Ansari, R. и сарадници 2010). 
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4.3.2. Анализа принудних осцилација нано-система 

Детаљном аналитичком анализом принудних трансверзалних осцилација добијене 

су једначине (4.2.1.11) и (4.2.1.12) које описују мала трансверзална  померања 

представљеног нано-система који је подвргнут дејству различитих спољашњих 

оптерећења.  

У овом делу детаљно ће се описати принудно осциловање нано-система за 

равномерно распоређено површинско хармонијско оптерећење, равномерно распоређено 

линијско хармонијско оптерећење и концентрисану хармонијску силу. 

Сва три случаја принудних трансверзалних осцилација су под утицајем магнетног 

поља у оквиру теорије нелокалне еластичности. Коришћењем аналитичких решења 

трансверзалних померања добијених за ова три случаја спољашњих оптерећења, 

померања 𝑤̅1(𝜉, 𝜁, 𝜏) и 𝑤̅2(𝜉, 𝜁, 𝜏) су представљена као временске функције за различите 

нелокалне параметре и параметре магнетног поља, као што је приказано на Сликама 

4.3.2.1 до 4.3.2.6. 

За анализу принудних осцилација користе се следићи бездимензиони параметри: 

𝐾 = 10, 𝑀𝑃 = 100 и Ω = 0.6𝜔𝑚𝑛𝐼𝐼. Као што се може приметити, параметри нелокалног и 

магнетног поља утичу на смањење трансверзалних померања 𝑤̅1(0.4,0.4, 𝜏) и 

𝑤̅2(0.4,0.4, 𝜏) за различите вредности принудних оптерећења. За положај тачке 𝜉 =  𝜁 =

0,4 су приказана померања нано-плоча 𝑤̅1 и 𝑤̅2. 

На Слици 4.3.2.1 приказана су трансверзална померања горње и доње нано-плоче 

код равномерно распоређеног површинског хармонијског оптерећења где је разматран 

утицај магнетног поља и нелокалног параметра. Вредности малих трансверзалних 

померања локалног модела (без утицаја магнетног поља и нелокалног параметра) су 

упоређиване са вредностима нелокалног модела. Одавде се може закључити да утицај 

нелокалног и магнетног поља доводи до смањења вредности трансверзалних померања 

горње и доње нано-плоче за разлику од случаја када су ови параметри занемарени. На 

увећаној Слици 4.3.2.1б  истакнута су трансверзална померања у временском интервалу 

од 0 до 0.5 где се јасно може уочити нижа вредност амплитуде принудних осцилација.  



87 
 

Код равномерно распоређеног линијског хармонијског оптерећења и 

концентрисане хармонијске силе јављају се слична запажања, (Слике 4.3.2.2 и 4.3.2.3). 

Уочавамо да су вредности трансверзалних померања узрокована концентрисаном 

хармонијском силом, услед промене разматраних параметра, доста веће него код 

равномерно распоређеног површинског и линијског хармонијског оптерећења (Слика 

4.3.2.3). 

Такође се може закључити да пораст интензитета магнетног поља видно пригушује 

трансверзална померања нано-система. Пажљивим одабиром интензитета магнетног поља 

се може подесити амплитуда принудних осцилација у одређеном опсегу без промене 

других материјалних и геометријских карактеристика нано-система. Ова чињеница има 

значај у практичним применама за контролу амплитуде осцилација у NEMS - нано-

електромеханичким системима.  

На Сликама 4.3.2.4, 4.3.2.5 и 4.3.2.6 приказани су утицаји различитих вредности 

магнитуда спољашњих оптерећења за сва три разматрана случаја, на мала трансверзална 

померања горње и доње нано-плоче. Примећује се да се са повећањем вредности 

магнитуде спољашњих оптерећења, повећава и вредност амплитуде трансверзалних 

осцилација горње и доње нано-плоче. Минимална вредност трансверзалних померања 

горње и доње нано-плоче јавља се у случају равномерно распоређеног површинског 

хармонијског оптерећења (Слика 4.3.2.4), док се највећа вредност примећује у случају 

концентрисане хармонијске силе (Слика 4.3.2.6).  

Параметарска зависност облика функције трансверзалних померања горње нано-

плоче  𝑤̅1 од нелокалног параметра при промени магнитуде принудне силе приказана је 

на Слици 4.3.2.7. Док је  параметарска зависност облика функције трансверзалних 

померања доње нано-плоче  𝑤̅2 од нелокалног параметра при промени магнитуде 

принудне силе приказана на Слици 4.3.2.8.  

Са Слика 4.3.2.7 и 4.3.2.8 се може уочити да се све три криве са различитим 

вредностима магнитуде спољашњих оптерећења пресецају у једној тачки за вредност 

нелокалног параметра 𝜂 = 0.4. За вредности нелокалног параметра нижег од 0.4, 

трансверзалне осцилације се повећавају са повећањем вредности магнитуде спољашњих 

оптерећења. За вредности нелокалног параметра већих од 0.4, трансверзалне осцилације 

нано-плоча опадају са порастом вредности магнитуде спољашњих оптерећења. 
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Слика 4.3.2.1 Принудне осцилације нано-плоча под дејством равномерно распоређеног 

површинског хармонијског оптерећења са утицајем магнетног поља и нелокалног 

параметра, a) трансверзална померања горње нано-плоче, б) трансверзална померања 

доње нано-плоче 

 

 

Слика 4.3.2.2 Принудне осцилације нано-плоча под дејством равномерно распоређеног 

линијског хармонијског оптерећења са утицајем магнетног поља и нелокалног 

параметра, a) трансверзална померања горње нано-плоче, б) трансверзална померања 

доње нано-плоче 
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Слика 4.3.2.3  Принудне осцилације нано-плоча под дејством концентрисане 

хармонијске силе са утицајем магнетног поља и нелокалног параметра,  

a) трансверзална померања горње нано-плоче, б) трансверзална померања доње 

нано-плоче 

 

Слика 4.3.2.4  Утицај промене вредности магнитуде код равномерног распоређеног 

површинског хармонијског оптерећења на a) трансверзална померања горње нано-

плоче, б) трансверзална померања доње нано-плоче 
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Слика 4.3.2.5  Утицај промене вредности магнитуде код равномерног распоређеног 

линијског хармонијског оптерећења на a) трансверзална померања горње нано-плоче, 

б) трансверзална померања доње нано-плоче 

 

Слика 4.3.2.6  Утицај промене вредности магнитуде код концентрисане хармонијске 

силе на a) трансверзална померања горње нано-плоче, б) трансверзална померања доње 

нано-плоче 
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Слика 4.3.2.7  Параметарска зависност облика функције трансверзалних померања 

горње нано-плоче  𝑤̅1 од нелокалног параметра при промени магнитуде принудне силе   

а) равномерно распоређено површинско хармонијско оптерећење, б) равномерно 

распоређено линијско хармонијско оптерећење и в) концентрисана хармонијска сила 
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Слика 4.3.2.8  Параметарска зависност облика функције трансверзалних померања 

доње нано-плоче  𝑤̅2 од нелокалног параметра при промени магнитуде принудне силе   

 а) равномерно распоређено површинско хармонијско оптерећење, б) равномерно 

распоређено линијско хармонијско оптерећење и в) концентрисана хармонијска сила 

 

 

 

 

 

 

Резултати из овог поглавља објављени су у раду (Atanasov, M. S. и сарадници 2017a). 
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5. Слободне и принудне осцилације спрегнуте 

нано-плоче и нано-љуске 

У овом поглављу представљен је нано-систем сачињен од еластично повезаних 

елемената нано-плоче и нано-љуске. Нано-плоча и двострано закривљена плитка нано-

љуска направљене су од орторопних материјала. Оба нано-елемента су просто ослоњена 

и спојена еластичним слојем, који се апроксимира Winkler-овим моделом дискретно 

распоређених опруга линеарних крутости 𝑘̃, које делују по површини плоче и љуске, као 

што је приказано на Слици 5.1.  

За представљени нано-систем биће спроведена анализа слободних и принудних 

осцилација. На основу Eringen-ове конститутивне еластичне релације, Kirchhoff-Love 

теорије плоча (Reddy, J. N., 2004, Reddy, J. N., 2006 и Karličić, D. и сарадници, 2015а) и 

Novozhilov-е линеарне теорије плитких љуски (Amabili, M., 2008), изведен је систем од 

четири спрегнуте парцијалне диференцијалне једначине малих трансверзалних 

осцилација. Решења диференцијалних једначина која описују мала трансверзална 

померања принудних осцилација нано-система добијена су применом методе модалне 

анализе, која је представњена у  (Kelly, S. G., 2012). 

Главни циљ разматрања овог нано-система је истраживање утицаја закривљених 

доњих елемената на амплитуде осциловања горњих нано-елемената. Упоређивањем 

амплитуда осциловања еластично повезаних нано-система, од две нано-плоче  

(наносистем плоча-плоча)  са еластично повезаним системом од нано-плоче и двострано 

закривљене нано-љуске (наносистем плоча-љуска) очекује се појава умањења амплитуде 

осциловања горњег нано-елемента наносистема плоча-љуска. У овом поглављу показано 

је да се такав феномен може појавити унутар линеарних нано-система.  

Материјалне и геометријске карактеристике материјала нано-љуске су исте као и 

код нано-плоче, с тим што код нано-љуске постоје и главни полупречници закривљености 

означени са 𝑅1 и 𝑅2. Модули еластичности у два ортогонална правца су означени са 𝐸𝑥 и 

 𝐸𝑦, Poison-ови коефицијенти са 𝜈𝑥𝑦 = 𝜈𝑦𝑥, модул смицања са 𝐺𝑥𝑦 и густина са 𝜌. 

Геометријске карактеристике, дужина 𝑎, ширина 𝑏 и дебљина ℎ су исте за нано-плочу и 

нано-љуску. Трансверзално померање нано-плоче је представљено са 𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑡). 
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Померање нано-љуске у правцу 𝑥 означено је са 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡), у правцу y са  𝑣2(𝑥, 𝑦, 𝑡) и 

правцу z са 𝑤2(𝑥, 𝑦, 𝑡).  

 

 

Слика 5.1 Нано-систем сачињен од нано-плоче и нано-љуске међусобно повезане 

Winkler-овим еластичним слојем, а) Физички модел, б) Механички модел  

Табела 5.1 Материјална и геометријска својства нано-плоче и двострано закривљене 

плитке нано-љуске 

𝐸1 

TPa 

𝐸2 

TPa 

𝐺12 

TPa 

𝜈1

= 𝜈2 

𝜌 

𝑘𝑔/𝑚3 

ℎ 

nm 

𝑎 

nm 

𝑏 

nm 

𝑘̃ 

GPa/nm 

2.434 2.473 1.039 0.197 6316 0.129 10 4.5 0.075 

 

Својства материјала из Табеле 5.1 узета су из рада (Pouresmaeeli, S. и сарадници 

2013). Вредност коефицијента крутости Winkler-овог слоја 𝑘̃ узета је из рада (Radić, N. и 

сарадници 2018).  

Ако искористимо диференцијалне једначине малих трансверзалних осцилација 

(2.2.26 и 2.3.18-2.3.20) и ако се узме  у обзир еластични слој који повезује нано-плочу и 

нано-љуску преко померања крајева опруга 𝑤𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑖 = 1,2, (где је са 1 означена нано-

плоча, а са 2 нано-љуска), добијају се диференцијалне једначине спрегнутог система које 

представљају мала трансверзална померања средње равни наносистема плоча-љуска  
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𝜌ℎ
𝜕2𝑤1
𝜕𝑡2

− (𝑒0𝑎̃)
2𝜌ℎ (

𝜕4𝑤1
𝜕𝑥2𝜕𝑡2

+
𝜕4𝑤1
𝜕𝑦2𝜕𝑡2

) + 𝐷11
𝜕4𝑤1
𝜕𝑥4

+ 𝐷22
𝜕4𝑤1
𝜕𝑦4

+ 2(𝐷12 + 2𝐷66)
𝜕4𝑤1
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

 

  +𝑘̃(𝑤1 − 𝑤2) − 𝑘̃(𝑒0𝑎̃)
2 [(

𝜕2𝑤1
𝜕𝑥2

−
𝜕2𝑤2
𝜕𝑥2

) + (
𝜕2𝑤1
𝜕𝑦2

−
𝜕2𝑤2
𝜕𝑦2

)] = 𝑓 − (𝑒0𝑎̃)
2 (
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
), 

(5.1) 

 

𝜌ℎ
𝜕2𝑢2
𝜕𝑡2

− (𝑒0𝑎̃)
2𝜌ℎ (

𝜕4𝑢2
𝜕𝑥2𝜕𝑡2

+
𝜕4𝑢2
𝜕𝑦2𝜕𝑡2

) + (2 (𝑐 +
1

𝑅1
)𝐷66 +

𝐷12
𝑅1
)
𝜕3𝑤2
𝜕𝑥𝜕𝑦2

+
𝐷11
𝑅1

𝜕3𝑤2
𝜕𝑥3

 

−(𝐴66 + 2𝑐 (𝑐 +
1

𝑅1
)𝐷66)

𝜕2𝑢2
𝜕𝑦2

− (А12 + А66 − 2𝑐 (𝑐 +
1

𝑅1
)𝐷66 +

𝐷11
𝑅1
2 +

𝐷12
𝑅1𝑅2

)
𝜕2𝑣2
𝜕𝑥𝜕𝑦

 

−(А11 +
𝐷11
𝑅1
2 +

𝐷12
𝑅1𝑅2

)
𝜕2𝑢2
𝜕𝑥2

− (
𝐴11
𝑅1

+
𝐴12
𝑅2

+
𝐷11 + 𝐷12
𝑅1
2𝑅2

)
𝜕𝑤2
𝜕𝑥

= 0,                                (5.2) 

 

𝜌ℎ
𝜕2𝑣2
𝜕𝑡2

− (𝑒0𝑎̃)
2𝜌ℎ (

𝜕4𝑣2
𝜕𝑥2𝜕𝑡2

+
𝜕4𝑣2
𝜕𝑦2𝜕𝑡2

) + (2 (
1

𝑅2
− 𝑐)𝐷66 +

𝐷12
𝑅2
)
𝜕3𝑤2
𝜕𝑥2𝜕𝑦

+
𝐷22
𝑅2

𝜕3𝑤2
𝜕𝑦3

 

−(А12 + А66 + 2𝑐 (
1

𝑅2
− 𝑐)𝐷66 +

𝐷22
𝑅2
2 +

𝐷12
𝑅1𝑅2

)
𝜕2𝑢2
𝜕𝑥𝜕𝑦

− (А66 + 2𝑐 (
1

𝑅2
− 𝑐)𝐷66)

𝜕2𝑣2
𝜕𝑥2

 

−(А22 +
𝐷22
𝑅2
2 +

𝐷12
𝑅1𝑅2

)
𝜕2𝑣2
𝜕𝑦2

− (
А12
𝑅1

+
А22
𝑅2

+
𝐷22 + 𝐷12
𝑅1𝑅2

2 )
𝜕𝑤2
𝜕𝑦

= 0,      (5.3) 

 

𝜌ℎ
𝜕2𝑤2
𝜕𝑡2

− (𝑒0𝑎̃)
2𝜌ℎ (

𝜕4𝑤2
𝜕𝑥2𝜕𝑡2

+
𝜕4𝑤2
𝜕𝑦2𝜕𝑡2

) + 𝐷11
𝜕4𝑤2
𝜕𝑥4

+ 𝐷22
𝜕4𝑤2
𝜕𝑦4

+ 2(𝐷12 + 2𝐷66)
𝜕4𝑤2
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

 

+(
А11
𝑅1

+
А12
𝑅2
)
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

− (4𝑐𝐷66 +
𝐷12
𝑅1

+
𝐷22
𝑅2
)
𝜕3𝑢2
𝜕𝑥𝜕𝑦2

− (
𝐷11
𝑅1

+
𝐷12
𝑅2
)
𝜕3𝑢2
𝜕𝑥3

+ (
А22
𝑅2

+
А12
𝑅1
)
𝜕𝑣2
𝜕𝑦

 

−(
𝐷11
𝑅1

+
𝐷12
𝑅2

− 4𝑐𝐷66)
𝜕3𝑣2
𝜕𝑥2𝜕𝑦

− (
𝐷12
𝑅1

+
𝐷22
𝑅2
)
𝜕3𝑣2
𝜕𝑦3

− (
𝐷11 + 𝐷12
𝑅1𝑅2

)
𝜕2𝑤2
𝜕𝑥2

 

−(
𝐷22 + 𝐷12
𝑅1𝑅2

)
𝜕2𝑤2
𝜕𝑦2

+ (
𝐴11
𝑅1
2 + 2

А12
𝑅1𝑅2

+
𝐴22
𝑅2
2 )𝑤2 − 𝑘̃(𝑤1 − 𝑤2) 

+𝑘̃(𝑒0𝑎̃)
2 [(

𝜕2𝑤1
𝜕𝑥2

−
𝜕2𝑤2
𝜕𝑥2

) + (
𝜕2𝑤1
𝜕𝑦2

−
𝜕2𝑤2
𝜕𝑦2

)] = 0.                              (5.4) 
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Мала трансверзална померања средње равни нано-плоче описана су помоћу 𝑤1 у 

једначини (5.1). У једначинама (5.2 − 5.4) се може приметити да фигуришу компоненте 

померања у сва три правца 𝑢2, 𝑣2 и 𝑤2. Због тога се све једначине морају узети у обзир 

при описивању малих трансверзалних осцилација ортотропне двострано закривљене 

плитке нано-љуске. Сви параметри описани су у Поглављу 2.3.   

Гранични услови просто ослоњене нано-плоче и нано-љуске, дужине a и ширине b 

су  

𝑤𝑖(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑤𝑖(𝑥, 𝑏, 𝑡) = 0,            𝑤𝑖(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑤𝑖(𝑎, 𝑦, 𝑡) = 0,            𝑖 = 1,2.    (5.5) 

𝑀𝑥𝑥𝑖(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑀𝑥𝑥𝑖(𝑎, 𝑦, 𝑡) = 0, 𝑀𝑦𝑦𝑖(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑀𝑦𝑦𝑖(𝑥, 𝑏, 𝑡) = 0.      𝑖 = 1,2.    (5.6) 

𝑁𝑥𝑥𝑖(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑁𝑥𝑥𝑖(𝑎, 𝑦, 𝑡) = 0,          𝑁𝑦𝑦𝑖(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑁𝑦𝑦𝑖(𝑥, 𝑏, 𝑡) = 0,            𝑖 = 1,2.    (5.7) 

Са 𝑖 = 1 је означена нано-плоча, док је са 𝑖 = 2 означена двострано закривљена 

плитка нано-љуска. 

5.1. Слободне осцилације спрегнуте нано-плоче и нано-

љуске 

Утицај трансверзалне силе 𝑓 − (𝑒0𝑎̃)
2 (

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
) у једначини (5.1) код анализе 

слободних осцилација биће занемарен, односно биће једнак нули, па се та једначина може 

написати 

𝜌ℎ
𝜕2𝑤1
𝜕𝑡2

− (𝑒0𝑎̃)
2𝜌ℎ (

𝜕4𝑤1
𝜕𝑥2𝜕𝑡2

+
𝜕4𝑤1
𝜕𝑦2𝜕𝑡2

) + 𝐷11
𝜕4𝑤1
𝜕𝑥4

+ 𝐷22
𝜕4𝑤1
𝜕𝑦4

+ 2(𝐷12 + 2𝐷66)
𝜕4𝑤1
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

 

  +𝑘̃(𝑤1 − 𝑤2) − 𝑘̃(𝑒0𝑎̃)
2 [(

𝜕2𝑤1
𝜕𝑥2

−
𝜕2𝑤2
𝜕𝑥2

) + (
𝜕2𝑤1
𝜕𝑦2

−
𝜕2𝑤2
𝜕𝑦2

)] = 0.                          (5.1.1) 
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Приказане једначине (5.1.1) и (5.2-5.4) могу се решити претпостављањем померања 

за граничне услове просто ослоњене нано-плоче и нано-љуске (Oniszczuk, Z., 2004, 

Ghavanloo, E., и Fazelzadeh, S. A., 2013) у облику  

𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑𝑊1𝑚𝑛
(𝑡)𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝑥)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝑦),                                      (5.1.2) 

𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑𝑈2𝑚𝑛(𝑡)𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑚𝑥)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝑦),                                     (5.1.3) 

𝑣2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑𝑉2𝑚𝑛(𝑡)𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝑥)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑛𝑦),                                     (5.1.4) 

𝑤2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ ∑𝑊2𝑚𝑛
(𝑡)𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝑥)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝑦),                                    (5.1.5) 

где су 𝛼𝑚 =
𝑚𝜋

𝑎
 и  𝛽𝑛 =

𝑛𝜋

𝑏
, 𝑚 = 1,2,3,… ;  𝑛 = 1,2,3….    

Непознате временске функције означене су са 𝑊1𝑚𝑛
(𝑡),  𝑈2𝑚𝑛(𝑡), 𝑉2𝑚𝑛(𝑡) и 

𝑊2𝑚𝑛
(𝑡). 

Заменом решења (5.1.2-5.1.5) у једначине (5.1.1) и (5.2-5.4) и применом услова 

отогоналности добија се систем обичних диференцијалних једначина слободних 

осцилација  

𝑚1𝑊1
̈
𝑚𝑛
(𝑡) + 𝑠1𝑊1𝑚𝑛

(𝑡) + 𝜅̃𝑤𝑊2𝑚𝑛
(𝑡) = 0,                                      (5.1.6) 

𝑚1𝑈̈2𝑚𝑛2(𝑡) + 𝑠2 𝑈2𝑚𝑛(𝑡) + 𝑠3 𝑉2𝑚𝑛(𝑡) + 𝑠4 𝑊2𝑚𝑛
(𝑡) = 0,                     (5.1.7) 

𝑚1𝑉̈2𝑚𝑛2(𝑡) + 𝑠5 𝑉2𝑚𝑛(𝑡) + 𝑠6 𝑈2𝑚𝑛(𝑡) + 𝑠7 𝑊2𝑚𝑛
(𝑡) = 0,                (5.1.8) 

𝑚1𝑊̈2𝑚𝑛
(𝑡) + 𝑠8𝑊2𝑚𝑛

(𝑡) + 𝜅̃𝑤𝑊1𝑚𝑛
(𝑡) + 𝑠9 𝑈2𝑚𝑛(𝑡) + 𝑠10 𝑉2𝑚𝑛(𝑡) = 0,         (5.1.9) 

где су  
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𝑚1 = ℎ𝜌[1 + (𝑒0𝑎̃)
2(𝛼𝑚

2 + 𝛽𝑛
2)], 

 

𝜅̃𝑤 = −𝑘̃[1 + (𝑒0𝑎̃)
2(𝛼𝑚

2 + 𝛽𝑛
2)] , 

 

𝑠1 = 𝐷11𝛼𝑚
4 + 2(𝐷12 + 2𝐷66)𝛼𝑚

2 𝛽𝑛
2 + 𝐷22𝛽𝑛

4 + 𝑘̃[1 + (𝑒0𝑎̃)
2(𝛼𝑚

2 + 𝛽𝑛
2)] , 

 

𝑠2 = (А11 +
𝐷11
𝑅1
2 +

𝐷12
𝑅1𝑅2

)𝛼𝑚
2 + (А66 + 2𝑐

2𝐷66 +
2𝑐𝐷66
𝑅1

) 𝛽𝑛
2 

 

𝑠3 = (А12 + А66 − 2𝑐
2𝐷66 +

𝐷11
𝑅1
2 −

2𝑐𝐷66
𝑅1

+
𝐷12
𝑅1𝑅2

)𝛼𝑚𝛽𝑛, 

𝑠4 = −(
А11
𝑅1

+
А12
𝑅2

+
𝐷11 + 𝐷12
𝑅1
2𝑅2

)𝛼𝑚 −
𝐷11
𝑅1

𝛼𝑚
3 − (2𝑐2𝐷66 +

𝐷12
𝑅1

+
2𝑐𝐷66
𝑅1

) 𝛼𝑚𝛽𝑛
2, 

𝑠5 = (А66 + 2𝑐
2𝐷66 −

2𝑐𝐷66
𝑅2

) 𝛼𝑚
2 + (А22 +

𝐷22
𝑅2
2 +

𝐷12
𝑅1𝑅2

)𝛽𝑛
2,                       (5.1.10) 

𝑠6 = (А12 + А66 − 2𝑐
2𝐷66 +

𝐷22
𝑅2
2 +

2𝑐𝐷66
𝑅2

+
𝐷12
𝑅1𝑅2

)𝛼𝑚𝛽𝑛, 

𝑠7 = −(
А12
𝑅1

+
𝐷22 + 𝐷12
𝑅2
2𝑅1

+
А22
𝑅2
)𝛽𝑛 + (2𝑐

2𝐷66 −
𝐷12
𝑅2

−
2𝑐𝐷66
𝑅2

) 𝛼𝑚
2 𝛽𝑛 −

𝐷22
𝑅2

𝛽𝑛
3, 

𝑠8 = 𝐷11𝛼𝑚
4 + 2(𝐷12 + 2𝐷66)𝛼𝑚

2 𝛽𝑛
2 + 𝐷22𝛽𝑛

4 +
𝐴11
𝑅1
2 +

𝐴22
𝑅2
2 +

2𝐴12
𝑅1𝑅2

+
𝐷11 + 𝐷12
𝑅1𝑅2

𝛼𝑚
2

+
𝐷12 + 𝐷22
𝑅1𝑅2

𝛽𝑛
2 + 𝑘̃[1 + (𝑒0𝑎̃)

2(𝛼𝑚
2 + 𝛽𝑛

2)], 

𝑠9 = −(
А11
𝑅1

+
А12
𝑅2
) 𝛼𝑚 − (

𝐷11
𝑅1

+
𝐷12
𝑅2
) 𝛼𝑚

3 − (4𝑐𝐷66 +
𝐷12
𝑅1

+
𝐷22
𝑅2
) 𝛼𝑚𝛽𝑛

2 

𝑠10 = −(
А12
𝑅1

+
А22
𝑅2
) 𝛽𝑛 + (4𝑐𝐷66 −

𝐷11
𝑅1

−
𝐷12
𝑅2
) 𝛼𝑚

2 𝛽𝑛 − (
𝐷12
𝑅1

+
𝐷22
𝑅2
) 𝛽𝑛

3. 

Може се претпоставити да су непознате временске функције у облику 
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𝑊1𝑚𝑛
(𝑡) = C1𝑒

𝑖𝑡𝜔𝑚𝑛 ,                                                    (5.1.11) 

𝑈2𝑚𝑛(𝑡) = C2𝑒
𝑖𝑡𝜔𝑚𝑛 ,                                                    (5.1.12) 

𝑉2𝑚𝑛(𝑡) = C3𝑒
𝑖𝑡𝜔𝑚𝑛 ,                                                   (5.1.13) 

𝑊2𝑚𝑛
(𝑡) = C4𝑒

𝑖𝑡𝜔𝑚𝑛 .                                                   (5.1.14) 

Заменом израза (5.1.11 − 5.1.14) у једначине (5.1.6 − 5.1.9), добија се стандардна 

форма хомогених диференцијалних једначина која се може записати у матричном облику  

[
 
 
 
 
𝑠1 −𝑚1𝜔𝑚𝑛

2 0 0 𝜅̃𝑤
0 𝑠2 −𝑚1𝜔𝑚𝑛

2 𝑠3 𝑠4
0 𝑠6 𝑠5 −𝑚1𝜔𝑚𝑛

2 𝑠7
𝜅̃𝑤 𝑠9 𝑠10 𝑠8 −𝑚1𝜔𝑚𝑛

2 ]
 
 
 
 

{

C1
C2
C3
C4

} = {

0
0
0
0

},        (5.1.15) 

За нетривијална решења, детерминанта сачињена од сета алгебарских једначина 

мора да буде једнака нули 

det ||

[
 
 
 
 
𝑠1 −𝑚1𝜔𝑚𝑛

2 0 0 𝜅̃𝑤
0 𝑠2 −𝑚1𝜔𝑚𝑛

2 𝑠3 𝑠4
0 𝑠6 𝑠5 −𝑚1𝜔𝑚𝑛

2 𝑠7
𝜅̃𝑤 𝑠9 𝑠10 𝑠8 −𝑚1𝜔𝑚𝑛

2 ]
 
 
 
 

|| = 0.              (5.1.16) 

Решавањем детерминанте (5.1.16)  по непознатој 𝜔𝑚𝑛, добијају се четири 

сопствене фреквенције за свако (𝑚, 𝑛), што даје четири различита облика осциловања.  

Анализа различитих облика осциловања биће приказана у Поглављу 5.4. 

Решења диференцијалних једначина (5.1.6-5.1.9) могу се описати помоћу главних 

координата  

𝑊1𝑚𝑛
(𝑡) = 𝜉1𝑚𝑛(𝑡) + 𝜉2𝑚𝑛(𝑡) + 𝜉3𝑚𝑛(𝑡) + 𝜉4𝑚𝑛(𝑡),                                               (5.1.17) 

𝑈2𝑚𝑛(𝑡) = 𝛼𝑚𝑛
(1)𝜉1𝑚𝑛(𝑡) + 𝛼𝑚𝑛

(2)𝜉2𝑚𝑛(𝑡) + 𝛼𝑚𝑛
(3)𝜉3𝑚𝑛(𝑡) + 𝛼𝑚𝑛

(4)𝜉4𝑚𝑛(𝑡),               (5.1.18) 

𝑉2𝑚𝑛(𝑡) = 𝛽𝑚𝑛
(1)𝜉1𝑚𝑛(𝑡) + 𝛽𝑚𝑛

(2)𝜉2𝑚𝑛(𝑡) + 𝛽𝑚𝑛
(3)𝜉3𝑚𝑛(𝑡) + 𝛽𝑚𝑛

(4)𝜉4𝑚𝑛(𝑡),                (5.1.19) 
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𝑊2𝑚𝑛
(𝑡) = 𝛾𝑚𝑛

(1)𝜉1𝑚𝑛(𝑡) + 𝛾𝑚𝑛
(2)𝜉2𝑚𝑛(𝑡) + 𝛾𝑚𝑛

(3)𝜉3𝑚𝑛(𝑡) + 𝛾𝑚𝑛
(4)𝜉4𝑚𝑛(𝑡),                  (5.1.20) 

где су 𝛼𝑚𝑛
(𝑘) , 𝛽𝑚𝑛

(𝑘)  и  𝛾𝑚𝑛
(𝑘) односи амплитуда,  𝑘 = 1,2,3,4, 𝑚 = 1,2,3, … ,∞, 𝑛 = 1,2,3,… ,∞. 

Из представљене матричне форме (5.1.15) налазе се односи амплитуда  

𝛼𝑚𝑛
(𝑘) =

𝐶2
𝐶1
(𝜔𝑚𝑛𝑘);    𝛽𝑚𝑛

(𝑘) =
𝐶3
𝐶1
(𝜔𝑚𝑛𝑘);    𝛾𝑚𝑛

(𝑘) =
𝐶4
𝐶1
(𝜔𝑚𝑛𝑘);     𝑘 = 1,2,3,4, (5.1.21) 

Применом почетних услова  𝑊1𝑚𝑛
(0) = 𝑊01𝑚𝑛

, 𝑈2𝑚𝑛(0) = 𝑈02𝑚𝑛
, 𝑉2𝑚𝑛(0) =

𝑉02𝑚𝑛
,  𝑊2𝑚𝑛

(0) = 𝑊02𝑚𝑛
 се може записати сет следећих једначина 

𝑊01𝑚𝑛
= 𝜉01𝑚𝑛

+ 𝜉02𝑚𝑛
+ 𝜉03𝑚𝑛

+ 𝜉04𝑚𝑛
,                                                       (5.1.22) 

𝑈02𝑚𝑛
= 𝛼𝑚𝑛

(1)𝜉01𝑚𝑛
+ 𝛼𝑚𝑛

(2)𝜉02𝑚𝑛
+ 𝛼𝑚𝑛

(3)𝜉03𝑚𝑛
+ 𝛼𝑚𝑛

(4)𝜉04𝑚𝑛
,                        (5.1.23) 

𝑉02𝑚𝑛
= 𝛽𝑚𝑛

(1)𝜉01𝑚𝑛
+ 𝛽𝑚𝑛

(2)𝜉02𝑚𝑛
+ 𝛽𝑚𝑛

(3)𝜉03𝑚𝑛
+ 𝛽𝑚𝑛

(4)𝜉04𝑚𝑛
,                         (5.1.24) 

𝑊02𝑚𝑛
= 𝛾𝑚𝑛

(1)𝜉01𝑚𝑛
+ 𝛾𝑚𝑛

(2)𝜉02𝑚𝑛
+ 𝛾𝑚𝑛

(3)𝜉03𝑚𝑛
+ 𝛾𝑚𝑛

(4)𝜉04𝑚𝑛
,                         (5.1.25) 

и   𝑊̇1𝑚𝑛
(0) = 𝑊̇01𝑚𝑛

, 𝑈̇2𝑚𝑛(0) = 𝑈̇02𝑚𝑛
, 𝑉̇2𝑚𝑛(0) = 𝑉̇02𝑚𝑛

𝑊̇2𝑚𝑛
(0) = 𝑊̇02𝑚𝑛

 за  

𝑚 = 1,2,3,… ,∞,   𝑛 = 1,2,3, … ,∞,  даје да су 

𝑊̇01𝑚𝑛
= 𝜉̇01𝑚𝑛

+ 𝜉̇02𝑚𝑛
+ 𝜉̇03𝑚𝑛

+ 𝜉̇04𝑚𝑛
,                                                     (5.1.26) 

𝑈̇2𝑚𝑛 = 𝛼𝑚𝑛
(1) 𝜉̇01𝑚𝑛

+ 𝛼𝑚𝑛
(2) 𝜉̇02𝑚𝑛

+ 𝛼𝑚𝑛
(3) 𝜉̇03𝑚𝑛

+ 𝛼𝑚𝑛
(4) 𝜉̇04𝑚𝑛

,                      (5.1.27) 

𝑉̇2𝑚𝑛 = 𝛽𝑚𝑛
(1) 𝜉̇01𝑚𝑛

+ 𝛽𝑚𝑛
(2) 𝜉̇02𝑚𝑛

+ 𝛽𝑚𝑛
(3) 𝜉̇03𝑚𝑛

+ 𝛽𝑚𝑛
(4) 𝜉̇04𝑚𝑛

,                       (5.1.28) 

𝑊̇2𝑚𝑛
= 𝛾𝑚𝑛

(1)𝜉̇01𝑚𝑛
+ 𝛾𝑚𝑛

(2)𝜉̇02𝑚𝑛
+ 𝛾𝑚𝑛

(3)𝜉̇03𝑚𝑛
+ 𝛾𝑚𝑛

(4)𝜉̇04𝑚𝑛
.                        (5.1.29) 
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Решавањем система једначина (5.1.22 − 5.1.25) по  𝜉01𝑚𝑛
, 𝜉02𝑚𝑛

, 𝜉03𝑚𝑛
и 𝜉04𝑚𝑛

 у 

функцији од 𝑊01𝑚𝑛
, 𝑈02𝑚𝑛

, 𝑉02𝑚𝑛
и 𝑊02𝑚𝑛

 добија се  

𝜉01𝑚𝑛
=

1

𝑝𝑚𝑛
[𝜆1𝑚𝑛𝑊01𝑚𝑛

+ 𝜆2𝑚𝑛𝑈02𝑚𝑛
+ 𝜆3𝑚𝑛𝑉02𝑚𝑛

+ 𝜆4𝑚𝑛𝑊02𝑚𝑛
],          (5.1.30) 

𝜉02𝑚𝑛
=

1

𝑝𝑚𝑛
[𝜆5𝑚𝑛𝑊01𝑚𝑛

+ 𝜆6𝑚𝑛𝑈02𝑚𝑛
+ 𝜆7𝑚𝑛𝑉02𝑚𝑛

+ 𝜆8𝑚𝑛𝑊02𝑚𝑛
],         (5.1.31) 

𝜉03𝑚𝑛
=

1

𝑝𝑚𝑛
[𝜆9𝑚𝑛𝑊01𝑚𝑛

+ 𝜆10𝑚𝑛𝑈02𝑚𝑛
+ 𝜆11𝑚𝑛𝑉02𝑚𝑛

+ 𝜆12𝑚𝑛𝑊02𝑚𝑛
],    (5.1.32) 

𝜉04𝑚𝑛
=

1

𝑝𝑚𝑛
[𝜆13𝑚𝑛𝑊01𝑚𝑛

+ 𝜆14𝑚𝑛𝑈02𝑚𝑛
+ 𝜆15𝑚𝑛𝑉02𝑚𝑛

+ 𝜆16𝑚𝑛𝑊02𝑚𝑛
].   (5.1.33) 

Такође, решавањем система (5.1.26 − 5.1.29) по  𝜉̇01𝑚𝑛
, 𝜉̇02𝑚𝑛

, 𝜉̇03𝑚𝑛
и 𝜉̇04𝑚𝑛

 у 

функцији од 𝑊̇01𝑚𝑛
, 𝑈̇02𝑚𝑛

, 𝑉̇02𝑚𝑛
and 𝑊̇02𝑚𝑛

   добија се  

𝜉̇01𝑚𝑛
=

1

𝑝𝑚𝑛
[𝜆1𝑚𝑛𝑊̇01𝑚𝑛

+ 𝜆2𝑚𝑛𝑈̇02𝑚𝑛
+ 𝜆3𝑚𝑛𝑉̇02𝑚𝑛

+ 𝜆4𝑚𝑛𝑊̇02𝑚𝑛
],            (5.1.34) 

𝜉̇02𝑚𝑛
=

1

𝑝𝑚𝑛
[𝜆5𝑚𝑛𝑊̇01𝑚𝑛

+ 𝜆6𝑚𝑛𝑈̇02𝑚𝑛
+ 𝜆7𝑚𝑛𝑉̇02𝑚𝑛

+ 𝜆8𝑚𝑛𝑊̇02𝑚𝑛
],           (5.1.35) 

𝜉̇03𝑚𝑛
=

1

𝑝𝑚𝑛
[𝜆9𝑚𝑛𝑊̇01𝑚𝑛

+ 𝜆10𝑚𝑛𝑈̇02𝑚𝑛
+ 𝜆11𝑚𝑛𝑉̇02𝑚𝑛

+ 𝜆12𝑚𝑛𝑊̇02𝑚𝑛
],      (5.1.36) 

𝜉̇04𝑚𝑛
=

1

𝑝𝑚𝑛
[𝜆13𝑚𝑛𝑊̇01𝑚𝑛

+ 𝜆14𝑚𝑛𝑈̇02𝑚𝑛
+ 𝜆15𝑚𝑛𝑉̇02𝑚𝑛

+ 𝜆16𝑚𝑛𝑊̇02𝑚𝑛
],   (5.1.37) 

где су 𝜆𝑖 за  𝑖 = 1,… , 16 и 𝑝𝑚𝑛  представљени у Прилогу Б .  

Диференцијалне једначине (5.1.6 - 5.1.9) изражене помоћу главних координата су  

𝜉̈1𝑚𝑛(𝑡) + 𝜔𝑚𝑛
2 𝜉1𝑚𝑛(𝑡) = 0,                                                        (5.1.38) 

𝜉̈2𝑚𝑛(𝑡) + 𝜔𝑚𝑛
2 𝜉2𝑚𝑛(𝑡) = 0,                                                        (5.1.39) 
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𝜉̈3𝑚𝑛(𝑡) + 𝜔𝑚𝑛
2 𝜉3𝑚𝑛(𝑡) = 0,                                                        (5.1.40) 

𝜉̈4𝑚𝑛(𝑡) + 𝜔𝑚𝑛
2 𝜉4𝑚𝑛(𝑡) = 0.                                                        (5.1.41) 

Док су општа решења  

𝜉1𝑚𝑛(𝑡) = 𝐴1 cos(𝜔𝑚𝑛1𝑡) + 𝐵1 sin(𝜔𝑚𝑛1𝑡),                                     (5.1.42) 

𝜉2𝑚𝑛(𝑡) = 𝐴2 cos(𝜔𝑚𝑛2𝑡) + 𝐵2 sin(𝜔𝑚𝑛2𝑡),                                     (5.1.43) 

𝜉3𝑚𝑛(𝑡) = 𝐴3 cos(𝜔𝑚𝑛3𝑡) + 𝐵3 sin(𝜔𝑚𝑛3𝑡),                                     (5.1.44) 

𝜉4𝑚𝑛(𝑡) = 𝐴4 cos(𝜔𝑚𝑛4𝑡) + 𝐵4 sin(𝜔𝑚𝑛4𝑡).                                     (5.1.45) 

Применом почетних услова за главне координате 𝜉𝑘𝑚𝑛(0) = 𝜉0𝑘𝑚𝑛
и 𝜉̇𝑘𝑚𝑛(0) =

𝜉̇0𝑘𝑚𝑛
 за   𝑘 = 1,2,3,4,  из једначина (5.1.42 -5.1.45) добија се  

𝐴𝑘 = 𝜉0𝑘𝑚𝑛
  и     𝐵𝑘 = 

𝜉̇0𝑘𝑚𝑛
𝜔𝑚𝑛𝑘

,           𝑘 = 1,2,3,4.     𝑚 = 𝑛 = 1,2,3, … ,∞.          (5.1.46) 

Коришћењем константи (5.1.46) са добијеним 𝜉0𝑘𝑚𝑛
и  𝜉̇0𝑘𝑚𝑛

,    𝑘 = 1,2,3,4  из 

једначина  (5.1.30 − 5.1.33) и (5.1.34 − 5.1.37), општа решења за главне координате су 

𝜉1𝑚𝑛(𝑡) = 𝜉01𝑚𝑛
cos(𝜔𝑚𝑛1𝑡) +

𝜉̇01𝑚𝑛
𝜔𝑚𝑛1

sin(𝜔𝑚𝑛1𝑡),                                     (5.1.47) 

𝜉2𝑚𝑛(𝑡) = 𝜉02𝑚𝑛
cos(𝜔𝑚𝑛2𝑡) +

𝜉̇02𝑚𝑛
𝜔𝑚𝑛2

sin(𝜔𝑚𝑛2𝑡),                                     (5.1.48) 

𝜉3𝑚𝑛(𝑡) = 𝜉03𝑚𝑛
cos(𝜔𝑚𝑛3𝑡) +

𝜉̇03𝑚𝑛
𝜔𝑚𝑛3

sin(𝜔𝑚𝑛3𝑡),                                     (5.1.49) 

𝜉4𝑚𝑛(𝑡) = 𝜉04𝑚𝑛
cos(𝜔𝑚𝑛4𝑡) +

𝜉̇04𝑚𝑛
𝜔𝑚𝑛4

sin(𝜔𝑚𝑛4𝑡).                                     (5.1.50) 



103 
 

Заменом општих решења (5.1.47 − 5.1.50) у (5.1.17 − 5.1.20) и заменом у изразе 

(5.1.2 − 5.1.5), могу се написати решења слободних осцилација нано-система у облику  

𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝑦)[𝜉1𝑚𝑛(𝑡) + 𝜉2𝑚𝑛(𝑡) + 𝜉3𝑚𝑛(𝑡)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

+ 𝜉4𝑚𝑛(𝑡)],                                                                                                          (5.1.51) 

 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ ∑𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑚𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝑦)[𝛼𝑚𝑛
(1)𝜉1𝑚𝑛(𝑡) + 𝛼𝑚𝑛

(2)𝜉2𝑚𝑛(𝑡) + 𝛼𝑚𝑛
(3)𝜉3𝑚𝑛(𝑡)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

+ 𝛼𝑚𝑛
(4)𝜉4𝑚𝑛(𝑡)],                                                                                                  (5.1.52) 

𝑣2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑛𝑦)[𝛽𝑚𝑛
(1)𝜉1𝑚𝑛(𝑡) + 𝛽𝑚𝑛

(2)𝜉2𝑚𝑛(𝑡) + 𝛽𝑚𝑛
(3)𝜉3𝑚𝑛(𝑡)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

+ 𝛽𝑚𝑛
(4)𝜉4𝑚𝑛(𝑡)],                                                                                                  (5.1.53) 

𝑤2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝑦)[𝛾𝑚𝑛
(1)𝜉1𝑚𝑛(𝑡) + 𝛾𝑚𝑛

(2)𝜉2𝑚𝑛(𝑡) + 𝛾𝑚𝑛
(3)𝜉3𝑚𝑛(𝑡)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

+ 𝛾𝑚𝑛
(4)𝜉4𝑚𝑛(𝑡)] , 𝑚 = 1,2,3,… ,∞, 𝑛 = 1,2,3, … ,∞.                            (5.1.54) 

5.2. Принудне непригушене осцилације спрегнуте нано-

плоче и нано-љуске 

Код анализе принудних непригушених осцилација представљеног нано-система, 

разматра се случај када је само нано-плоча под дејством равномерно распоређеног 

површинског хармонијског оптерећења 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡). Узимајући у обзир представљене 

диференцијалне једначине нано-плоче (5.1) и диференцијалне једначине нано-љуске 

(5.2 − 5.4), диференцијалне једначине временских модова малих трансверзалних 

осцилација које описују принудно осциловање непригушеног посматраног нано-система 

имају следећи матрични облик 
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[

𝑚1 0 0 0
0 𝑚1 0 0
0 0 𝑚1 0
0 0 0 𝑚1

]

{
 
 

 
 𝑊̈𝑚𝑛1(𝑡)

𝑈̈𝑚𝑛2(𝑡)

𝑉̈𝑚𝑛2(𝑡)

𝑊̈𝑚𝑛2(𝑡)}
 
 

 
 

+ [

𝑠1 0 0 𝜅̃𝑤
0 𝑠2 𝑠3 𝑠4
0 𝑠6 𝑠5 𝑠7
𝜅̃𝑤 𝑠9 𝑠10 𝑠8

]

{
 

 
𝑊𝑚𝑛1(𝑡)

𝑈𝑚𝑛2(𝑡)

𝑉𝑚𝑛2(𝑡)

𝑊𝑚𝑛2(𝑡)}
 

 
 

=

{
 
 

 
 𝑓 − (𝑒0𝑎̃)

2 (
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
)

0
0
0 }

 
 

 
 

.                                                    (5.2.1) 

Једначине (5.2.1) се могу записати у поједностављенијој форми  

𝐌{S̈} + 𝐊{S} = {F},                                                           (5.2.2) 

где су 

{S̈} =

{
 
 

 
 𝑊̈𝑚𝑛1(𝑡)

𝑈̈𝑚𝑛2(𝑡)

𝑉̈𝑚𝑛2(𝑡)

𝑊̈𝑚𝑛2(𝑡)}
 
 

 
 

, {S} = {

𝑊𝑚𝑛1(𝑡)
𝑈𝑚𝑛2(𝑡)
𝑉𝑚𝑛2(𝑡)
𝑊𝑚𝑛2(𝑡)

} , {F} =

{
 
 

 
 𝑓 − (𝑒0𝑎̃)

2 (
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
)

0
0
0 }

 
 

 
 

.           (5.2.3) 

 Матрица 𝐌  је матрица масе, а 𝐊 је матрица крутости.  

За  решавање једначине (5.2.2) користи се стандардни поступак модалне анализе 

из литературе (Kelly, S. G., 2012), заснован на главним координатама. Вредности 

сопствених фреквенција система 𝜔𝑚𝑛1 ≤ 𝜔𝑚𝑛2 ≤ 𝜔𝑚𝑛3 ≤ 𝜔𝑚𝑛4 добијене су из матричне 

форме (5.1.16). 

Систему нехомогених диференцијалних једначина (5.2.1) или (5.2.2) одговарају 

генералисане координате {S} које се могу превести на систем главних координата 𝑝𝑗(𝑡),

𝑗 = 1,2,3,4 увођењем модалне матрице P. 

Матрица P представља модалну матрицу датог система чије колоне представљају 

нормализоване основне облике осциловања  

𝐏 = {X1 X2 X3 X4}.                                                (5.2.4) 

Трансформација  
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S(𝑡) =∑𝑝𝑗(𝑡)

4

𝑗=1

X𝑗 ,                                                        (5.2.5) 

је еквивалентна линеарној трансформацији између генералисаних и главних координата 

система  

S(𝑡) = 𝐏p(𝑡).                                                             (5.2.6) 

Заменом једначине (5.2.5) у (5.2.2) добија се 

𝐌∑𝑝̈𝑗(𝑡)

4

𝑗=1

X𝑗 + 𝐊∑𝑝𝑗(𝑡)

4

𝑗=1

X𝑗 = {F}.                                       (5.2.7) 

Скаларним множењем једначине (5.2.7) са X𝑘,  за произвољно 𝑘 = 1, 2, 3,4  добија 

се 

∑𝑝̈𝑗(𝑡)

4

𝑗=1

(X𝑘MX𝑗) +∑𝑝𝑗(𝑡)

4

𝑗=1

(X𝑘KX𝑗) = (X𝑘F).                                (5.2.8) 

Коришћењем услова ортогоналности основних облика, добија се по један члан за 

сваку од сума, а који је различит од нуле за одговарајући мод 𝑘 = 𝑗. С обзиром да су 

основни облици осциловања нормализовани, једначина (5.2.8) се може записати као 

∑𝑝̈𝑘(𝑡)

4

𝑘=1

(X𝑘X𝑘)𝑀 +∑𝑝𝑘(𝑡)

4

𝑘=1

(X𝑘X𝑘)𝐾 = (X𝑘F),                               (5.2.9) 

или 

𝑝̈𝑘(𝑡) + 𝜔𝑚𝑛𝑘
2 𝑝𝑘(𝑡) = 𝑔𝑘(𝑡),               𝑘 = 1, 2, 3,4                                  (5.2.10) 

где је 

𝑔𝑘(𝑡) = (X𝑘F).                                                                           (5.2.11) 

За оптерећење {F} приказано изразом (5.2.3), узима се равномерно распоређено 

површинско хармонијско оптерећење у облику 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐹0cos (Ωt).                                                               (5.2.12) 
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Почетни услови дефинисани су главним координатама као 𝑝𝑘(0) = 0  и  𝑝̇𝑘(0) = 0, 

па се решења могу записати у облику конволуционог интеграла  

𝑝𝑘(𝑡) =
1

𝜔𝑚𝑛𝑘
∫𝑔𝑘(𝑠)

𝑡

0

sin[𝜔𝑚𝑛𝑘(𝑡 − 𝑠)]d𝑠.        𝑘 = 1,2,3,4.                             (5.2.13) 

Када се решења добијена помоћу (5.2.13) врате у једначину (5.2.6), добија се 

           S(𝑡) = {

𝑊𝑚𝑛1(𝑡)
𝑈𝑚𝑛2(𝑡)
𝑉𝑚𝑛2(𝑡)
𝑊𝑚𝑛2(𝑡)

} 

=

{
 
 

 
 
𝑋11(𝜔𝑚𝑛1)𝑝1(𝑡) + 𝑋12(𝜔𝑚𝑛2)𝑝2(𝑡) + 𝑋13(𝜔𝑚𝑛3)𝑝3(𝑡) + 𝑋14(𝜔𝑚𝑛4)𝑝4(𝑡)

𝑋21(𝜔𝑚𝑛1)𝑝1(𝑡) + 𝑋22(𝜔𝑚𝑛2)𝑝2(𝑡) + 𝑋23(𝜔𝑚𝑛3)𝑝3(𝑡) + 𝑋24(𝜔𝑚𝑛4)𝑝4(𝑡)

𝑋31(𝜔𝑚𝑛1)𝑝1(𝑡) + 𝑋32(𝜔𝑚𝑛2)𝑝2(𝑡) + 𝑋33(𝜔𝑚𝑛3)𝑝3(𝑡) + 𝑋34(𝜔𝑚𝑛4)𝑝4(𝑡)

𝑋41(𝜔𝑚𝑛1)𝑝1(𝑡) + 𝑋42(𝜔𝑚𝑛2)𝑝2(𝑡) + 𝑋43(𝜔𝑚𝑛3)𝑝3(𝑡) + 𝑋44(𝜔𝑚𝑛4)𝑝4(𝑡)}
 
 

 
 

 

𝑚 = 1,2,3… ,∞. 𝑛 = 1,2,3,… . ,∞.        (5.2.14) 

Овако добијене функције времена могу се заменити у претпостављена решења 

(5.1.2-5.1.5) која сада представљају општа решења принудних непригушених малих 

трансверзалних осцилација разматраног нано-система  

𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝑥)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝑦)[𝑋11(𝜔1𝑚𝑛)𝑝1(𝑡) + 𝑋12(𝜔2𝑚𝑛)𝑝2(𝑡)

+ 𝑋13(𝜔3𝑚𝑛)𝑝3(𝑡) + 𝑋14(𝜔4𝑚𝑛)𝑝4(𝑡)],                                                        (5.2.15) 

𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ ∑𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑚𝑥)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝑦)[𝑋21(𝜔1𝑚𝑛)𝑝1(𝑡) + 𝑋22(𝜔2𝑚𝑛)𝑝2(𝑡)

+ 𝑋23(𝜔3𝑚𝑛)𝑝3(𝑡) + 𝑋24(𝜔4𝑚𝑛)𝑝4(𝑡)],                                                        (5.2.16) 

𝑣2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ ∑𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝑥)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑛𝑦)[𝑋31(𝜔1𝑚𝑛)𝑝1(𝑡) + 𝑋32(𝜔2𝑚𝑛)𝑝2(𝑡)

+ 𝑋33(𝜔3𝑚𝑛)𝑝3(𝑡) + 𝑋34(𝜔4𝑚𝑛)𝑝4(𝑡)],                                                        (5.2.17) 
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𝑤2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ ∑𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝑥)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝑦)[𝑋41(𝜔1𝑚𝑛)𝑝1(𝑡) + 𝑋42(𝜔2𝑚𝑛)𝑝2(𝑡)

+ 𝑋43(𝜔3𝑚𝑛)𝑝3(𝑡) + 𝑋44(𝜔4𝑚𝑛)𝑝4(𝑡)],   

𝑚 = 𝑛 = 1,2,3… ,∞, (5.2.18) 

5.3. Принудне пригушене осцилације спрегнуте нано-плоче и 

нано-љуске 

У овом подпоглављу анализиране су принудне пригушене осцилације разматраног 

нано-система. Пригушење је остварено помоћу Rayleigh-евог типа пропорционалног 

пригушења дефинисаног коефициентима 𝛼 и 𝛽, односно матрица пригушења је линеарна 

комбинација матрице масе 𝛽𝐌 и матрице крутости 𝛼𝐊, (Kelly, S. G., 2012). 

Узимајући у обзир диференцијалне једначине нано-плоче (5.1) и нано-љуске (5.2 −

5.4), диференцијалне једначине временских модова малих трансверзалних осцилација, 

које описују принудно осциловање пригушеног посматраног нано-система се могу 

приказати у следећој матричној форми 

[

𝑚1 0 0 0
0 𝑚1 0 0
0 0 𝑚1 0
0 0 0 𝑚1

]

{
 
 

 
 𝑊̈𝑚𝑛1(𝑡)

𝑈̈𝑚𝑛2(𝑡)

𝑉̈𝑚𝑛2(𝑡)

𝑊̈𝑚𝑛2(𝑡)}
 
 

 
 

+ (𝛼 [

𝑠1 0 0 𝜅̃𝑤
0 𝑠2 𝑠3 𝑠4
0 𝑠6 𝑠5 𝑠7
𝜅̃𝑤 𝑠9 𝑠10 𝑠8

] + 𝛽 [

𝑚1 0 0 0
0 𝑚1 0 0
0 0 𝑚1 0
0 0 0 𝑚1

])

{
 
 

 
 𝑊̇𝑚𝑛1(𝑡)

𝑈̇𝑚𝑛2(𝑡)

𝑉̇𝑚𝑛2(𝑡)

𝑊̇𝑚𝑛2(𝑡)}
 
 

 
 

+ [

𝑠1 0 0 𝜅̃𝑤
0 𝑠2 𝑠3 𝑠4
0 𝑠6 𝑠5 𝑠7
𝜅̃𝑤 𝑠9 𝑠10 𝑠8

] {

𝑊𝑚𝑛1(𝑡)
𝑈𝑚𝑛2(𝑡)
𝑉𝑚𝑛2(𝑡)
𝑊𝑚𝑛2(𝑡)

} =

{
 
 

 
 𝑓 − (𝑒0𝑎̃)

2 (
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
)

0
0
0 }

 
 

 
 

.       (5.3.1) 

Помоћу уведеног Rayleigh-евог типа пропорционалног пригушења, једначине 

(5.3.1) се могу записати у поједностављенијој форми  
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𝐌{S̈} + (𝛼𝐊 + 𝛽𝐌){Ṡ} + 𝐊{S} = {F}.                                                    (5.3.2) 

Решавање ове једначине такође је спроведено поступком модалне анализе 

приказане у литератури (Kelly, S. G., 2012).  

Систему нехомогених диференцијалних једначина (5.3.1) или (5.3.2) одговарају 

генералисане координате {S} које се могу свести на систем главних координата 𝑝𝑗(𝑡), 𝑗 =

1,2,3,4, увођењем модалне матрице P чије колоне представљају нормализоване основне 

облике осциловања приказане у (5.2.4). 

Поменуто је код непригушених принудних осцилација посматраног нано-система, 

да је трансформација (5.2.5) еквивалентна линеарној трансформацији између 

генералисаних и главних координата система помоћу (5.2.6). 

Заменом једначине (5.2.5) у (5.3.2), као и скаларним обостраним множењем са  X𝑘 ,  

за произвољно одговарајући мод 𝑘 = 1, 2, 3,4  добија се 

∑𝑝̈ј(𝑡)

4

ј=1

(X𝑗М𝑋𝑘) +∑𝑝̇ј(𝑡)[𝛼(X𝑗K𝑋𝑘) + 𝛽(X𝑗М𝑋𝑘)]

4

ј=1

 

+∑𝑝ј(𝑡)

4

ј=1

(X𝑗K𝑋𝑘) = (𝑋𝑘𝐹).                                  (5.3.3) 

Коришћењем услова ортогоналности основних облика, добија се по један члан за 

сваку од сума и који је различит од нуле за 𝑘 = 𝑗. С обзиром да су основни облици 

осциловања нормализовани, једначина (5.3.3) се може записати као 

∑𝑝̈𝑘(𝑡)

4

𝑘=1

(X𝑘X𝑘)M +∑𝑝̇𝑘(𝑡)[𝛼(X𝑘X𝑘)𝐾 + 𝛽(X𝑘X𝑘)M]

4

𝑘=1

 

 +∑𝑝𝑘(𝑡)

4

𝑘=1

(X𝑘X𝑘)𝐾 = (X𝑘F).                                  (5.3.4) 

Једначина (5.3.4) се може представити у облику 

𝑝̈𝑘(𝑡) + 2𝜁𝑘𝑝̇𝑘(𝑡) + 𝜔𝑚𝑛𝑘
2 𝑝𝑘(𝑡) = 𝑔𝑘(t),       𝑘 = 1, 2, 3, 4,                      (5.3.5) 

где је 

𝜁𝑘 =
1

2
(𝛼𝜔𝑚𝑛𝑘

2 + 𝛽),                                                              (5.3.6) 
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Оптерећење {F} приказано изразом (5.2.3), представљено је као равномерно 

распоређено површинско хармонијско оптерећење у облику 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐹0cos (Ωt).                                                            (5.3.7) 

Заменом (5.3.7) у израз (5.2.3), добија се 

𝐅 = {𝐹} cos(Ω̃t) =

{
 
 

 
 𝑓 − (𝑒0𝑎̃)

2 (
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
)

0
0
0 }

 
 

 
 

cos(Ωt) .                       (5.3.8) 

Једначина (5.3.5) се може  написати у облику 

 

𝑝̈𝑘(𝑡) + 2𝜁𝑘𝑝̇𝑘(𝑡) + 𝜔𝑚𝑛𝑘
2 𝑝𝑘(𝑡) = ℎ𝑘 cos(Ωt),        𝑘 = 1, 2, 3, 4,                       (5.3.9) 

где је 

ℎ𝑘 = (𝐐𝑘𝐅𝟎).                                                                   (5.3.10) 

Опште решење нехомогене линеарне једначине другог реда (5.3.9), се може 

изразити у облику 

𝑝𝑘(𝑡) = 𝑝𝑘ℎ(𝑡) + 𝑝𝑘𝑝(𝑡),                                                          (5.3.11) 

где су  𝑝𝑘ℎ(𝑡) и  𝑝𝑘𝑝(𝑡) хомогена и партикуларна решења једначине (5.3.9).  

Свака нехомогена једначина (5.3.9) има одговарајућу хомогену једначину 

𝑝̈𝑘(𝑡) + 2𝜁𝑘𝑝̇𝑘(𝑡) + 𝜔𝑚𝑛𝑘
2 𝑝𝑘(𝑡) = 0,        𝑘 = 1, 2, 3, 4.                                (5.3.12) 

Хомогено решење се претпоставља у следећем облику 

𝑝𝑘ℎ = (𝐴cos𝜗𝑡 + 𝐵sin𝜗𝑡)𝑒
−𝜁𝑘𝑡 ,                                                       (5.3.13) 

где је 

𝜗 = √𝜔𝑚𝑛𝑘
2 − 𝜁𝑘

2 ,                                                                     (5.3.14) 

а A и B су произвољне константе добијене из почетних услова. 
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На основу нехомогеног члана ℎ𝑘 cos(Ωt)  приказаног у једначини (5.3.9) се може 

предвидети облик функције којом би се одредило решење 𝑝𝑘𝑝 

𝑝𝑘𝑝 = 𝐶cos(Ωt) + 𝐷sin(Ωt),                                                       (5.3.15) 

где су C и D коефицијенти који се одређују на следећи начин.  Заменом 𝑝̇𝑘𝑝 и 𝑝̈𝑘𝑝 у 

једначину (5.3.9), добијају се две једначине 

(𝜔𝑚𝑛𝑘
2 − Ω2)𝐶 + 2𝜁𝑘ΩD = ℎ𝑘,                                                (5.3.16) 

−2𝜁𝑘ΩC + (𝜔𝑚𝑛𝑘
2 − Ω2)𝐷 = 0.                                                (5.3.17) 

 

Из система једначина (5.3.16) и (5.3.17), одређују се коефицијенти 

𝐶 =
ℎ𝑘(𝜔𝑚𝑛𝑘

2 − Ω2)

(𝜔𝑚𝑛
2

𝑘
− Ω2)

2
+ 4𝜁𝑘

2Ω2
= 𝑁cos𝜑,                                           (5.3.18) 

 

𝐷 =
2ℎ𝑘𝜁𝑘Ω

(𝜔𝑚𝑛𝑘
2 − Ω2)

2
+ 4𝜁𝑘

2Ω2
= 𝑁sin𝜑,                                           (5.3.19) 

 

где је N амплитуда осцилације.  

Из једначина (5.3.18) и (5.3.19) одређују се непознате N и 𝜑  

𝑁 =
ℎ𝑘

√(𝜔𝑚𝑛𝑘
2 − Ω2)

2
+ 4𝜁𝑘

2Ω2
 ,                                                  (5.3.20) 

и 

𝜑 = arctg
2𝜁𝑘Ω

(𝜔𝑚𝑛𝑘
2 − Ω2)

 .                                                        (5.3.21) 

Партикуларно и опште решење је  

𝑝𝑘𝑝 = 𝑁cos(Ωt − 𝜑).                                                             (5.3.22) 

 

𝑝𝑘(𝑡) = (𝐴cos𝜗𝑡 + 𝐵sin𝜗𝑡)𝑒
−𝜁𝑘𝑡 + 𝑁cos(Ωt − 𝜑).                              (5.3.23) 
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За произвољне почетне услове 𝑝𝑘(0) = 𝑝𝑘0 и  𝑝̇𝑘(0) = 𝑝̇𝑘0, могуће је добити 

преостале константе A и B  

𝐴 = 𝑝𝑘0 − 𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑,                                                              (5.3.24) 

 

𝐵 =
𝑝̇𝑘0 + 𝜁𝑘𝑝𝑘0

𝜗
−
𝑁

𝜗
(𝜁𝑘cos𝜑 + Ωsin𝜑).                                       (5.3.25) 

Након замене константи A и B у (5.3.23), добија се опште решење једначине (5.3.9) 

у следећем облику 

𝑝𝑘(𝑡) = (𝑝𝑘0cos𝜗𝑡 +
𝑝̇𝑘0 + 𝜁𝑘𝑝𝑘0

𝜗
sin𝜗𝑡) 𝑒−𝜁𝑘𝑡 

−[cos𝜑cos𝜗𝑡 +
(𝜁𝑘cos𝜑 + Ωsin𝜑)

𝜗
sin𝜗𝑡]𝑁𝑒−𝜁𝑘𝑡 + 𝑁cos(Ωt − 𝜑),   𝑘 = 1,2,3,4.   (5.3.26) 

Заменом решења (5.3.26) у једначину (5.2.6) добијају се временске функције у 

облику (5.2.14). 

Овако добијене функције (5.2.14) могу се заменити у (5.1.2-5.1.5), па решења 

принудних пригушених малих трансверзалних осцилација разматраног нано-система 

добијају облик (5.2.15 - 5.2.18). 

5.4. Нумеричка анализа  

Ово поглавље је подељено у три дела. У првом делу анализирају се природне 

фреквенције представљеног нано-система. У циљу валидације, добијени резултати 

природних фреквенција при занемаривању утицаја нелокалног параметра и радијуса 

кривине су поређени са резултатима природних фреквенција из рада (Oniszczuk, Z., 2000b, 

2004). 

У другом делу су представљени резултати слободних осцилација нано-система из 

Поглавља 5.1.  
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У трећем делу је приказана детаљна анализа принудних малих трансверзалних 

осцилација нано-система из Поглавља 5.2 и 5.3. За материјалне и геометријске параметре 

користе се вредности из Табеле 5.1. Разматрани су утицаји нелокалног параметра, 

радијуса кривине, амплитуде побуђене силе и коефицијената пропорционалности 

пригушења на трансверзална померања средње тачке нано-система.  

5.4.1. Анализа природне фреквенције осциловања нано-система 

За материјалне и геометријске карактеристике дате у Табели 5.1, природне 

фреквенције разматраног нано-система 𝜔𝑚𝑛𝑘, 𝑘 = 1,2,3,4, (𝜔𝑚𝑛1 < 𝜔𝑚𝑛2 < 𝜔𝑚𝑛3 <

𝜔𝑚𝑛4) су приказане у Taбели 5.4.1.1. Вредности природних фреквенција представљеног 

нано-система означене су са 𝜔𝑚𝑛1  , 𝜔𝑚𝑛2  , 𝜔𝑚𝑛3 , 𝜔𝑚𝑛4 , за прва три сопствена мода 𝑚, 𝑛 =

1,2,3.   У Табели 5.4.1.1 приказано је поређење вредности природних фреквенција услед 

промене нелокалног параметра. Примећује се да веће вредности нелокалног параметара 

смањују вредност природних фреквенција.  

Општи облици осциловања спрегнутих плоча приказани су у раду (Oniszczuk, Z., 

2000b, 2004). Претпоставља се да је нелокални параметар једнак нули, да радијуси 

закривљености двострано закривљене плитке љуске теже бесконачности, 𝑅1 = 𝑅2 → ∞ и 

А11 = А12 = А22 = А66 = 0. Тада се систем од четири спрегнуте диференцијалне 

једначине (5.1)- (5.2, 5.3 и 5.4) своди на систем од две спрегнуте диференцијалне 

једначине, које представљају законе малих трансверзалних померања две еластично 

спрегнуте плоче (Oniszczuk, Z., 2000b, 2004). На овај начин је разматрани нано-систем 

сведен на систем од две нано-плоче међусобно повезане Winkler-овим еластичним слојем. 

Вредности природних фреквенција посматраног нано-система су упоређене са 

резултатима из рада (Oniszczuk, Z., 2000b, 2004).  У једначинама (5.1) и  (5.2, 5.3 и 5.4) 

коришћене су вредности геометријских и материјалних параметара из рада (Oniszczuk, Z., 

2000b, 2004). Занемаривањем нелокалног параметра и под претпоставком да радијуси 

закривљености плитке љуске теже бесконачности, добија се веома добро поклапање 

резултата са вредностима фреквенција из рада (Oniszczuk, Z., 2000b, 2004), Табела 5.4.1.2. 
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Taбела 5.4.1.1 Природне фреквенције еластично спрегнуте нано-плоче и нано-љуске 

𝜔𝑚𝑛𝑘  у  
𝑟𝑎𝑑

𝑠
, 𝑘 = 1,2,3,4, за 𝑅1 → ∞ , 𝑅2 = 150 𝑛𝑚  

 
𝑒0𝑎̃ = 1 nm 

 𝜔𝑚𝑛1 𝜔𝑚𝑛2 𝜔𝑚𝑛3 𝜔𝑚𝑛4 

 

𝑚 = 1 

𝑛 = 1 4.61953 × 1011 2.99085 × 1012 7.38604 × 1012 1.21507 × 1013 

𝑛 = 2 9.31595 × 1011 2.30851 × 1012 1.03814 × 1013 1.64871 × 1013 

𝑛 = 3 1.46995 × 1012 2.15757 × 1012 1.15336 × 1013 1.82203 × 1013 

 

𝑚 = 2 

𝑛 = 1 5.70087 × 1011 5.67846 × 1012 6.99782 × 1012 1.36309 × 1013 

𝑛 = 2 1.01025 × 1012 4.20984 × 1012 1.01672 × 1013 1.67344 × 1013 

𝑛 = 3 1.52519 × 1012 3.45108 × 1012 1.13942 × 1013 1.82509 × 1013 

 

𝑚 = 3 

𝑛 = 1 7.34647 × 1011 6.85678 × 1012 7.19172 × 1012 1.51839 × 1013 

𝑛 = 2 1.13034 × 1012 5.94912 × 1012 9.69245 × 1012 1.71264 × 1013 

𝑛 = 3 1.61201 × 1012 4.78913 × 1012 1.11226 × 1013 1.83239 × 1013 

 
𝑒0𝑎̃ = 2 nm , 

 𝜔𝑚𝑛1 𝜔𝑚𝑛2 𝜔𝑚𝑛3 𝜔𝑚𝑛4 

 

𝑚 = 1 

𝑛 = 1 3.84471 × 1011 2.07360 × 1012 5.08588 × 1012 8.36769 × 1012 

𝑛 = 2 5.86577 × 1011 1.35492 × 1012 5.97785 × 1012 9.49374 × 1012 

𝑛 = 3 8.24879 × 1011 1.19378 × 1012 6.20668 × 1012 9.80507 × 1012 

 

𝑚 = 2 

𝑛 = 1 4.33619 × 1011 3.68099 × 1012 4.50109 × 1012 8.78749 × 1012 

𝑛 = 2 6.24265 × 1011 2.40523 × 1012 5.77111 × 1012 9.49987 × 1012 

𝑛 = 3 8.54911 × 1011 1.86919 × 1012 6.1067 × 1012 9.78197 × 1012 

 

𝑚 = 3 

𝑛 = 1 5.04771 × 1011 4.25083 × 1012 4.25083 × 1012 9.17758 × 1012 

𝑛 = 2 6.77858 × 1011 3.33059 × 1012 5.40006 × 1012 9.54656 × 1012 

𝑛 = 3 8.95666 × 1011 2.56714 × 1012 5.92601 × 1012 9.76398 × 1012 

 
𝑒0𝑎̃ = 3 nm , 

 𝜔𝑚𝑛1 𝜔𝑚𝑛2 𝜔𝑚𝑛3 𝜔𝑚𝑛4 

 

𝑚 = 1 

𝑛 = 1 3.44521 × 1011 1.53112 × 1012 3.71222 × 1012 6.10881 × 1012 

𝑛 = 2 4.49233 × 1011 9.63276 × 1011 4.11125 × 1012 6.52950 × 1012 

𝑛 = 3 5.85347 × 1011 8.49677 × 1011 4.19978 × 1012 6.63473 × 1012 

 

𝑚 = 2 

𝑛 = 1 3.73072 × 1011 2.64494 × 1012 3.19060 × 1012 6.25442 × 1012 

𝑛 = 2 4.78425 × 1011 1.66611 × 1012 3.95389 × 1012 6.50982 × 1012 

𝑛 = 3 6.15194 × 1011 1.28667 × 1012 4.12822 × 1012 6.61318 × 1012 

 

𝑚 = 3 

𝑛 = 1 4.11932 × 1011 2.96932 × 1012 2.96932 × 1012 6.39772 × 1012 

𝑛 = 2 5.11162 × 1011 2.2887 × 1012 3.68065 × 1012 6.51242 × 1012 

𝑛 = 3 6.42609 × 1011 1.75086 × 1012 4.00041 × 1012 6.59264 × 1012 
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Taбела 5.4.1.2 Упоређивање природних фреквенција 𝜔𝑚𝑛𝑘 𝑖𝑛 
𝑟𝑎𝑑

𝑠
, 𝑘 = 1,2, еластично 

спрегнутих плоча из рада (Oniszczuk, Z., 2000b, 2004), за прва три мода осциловања, са 

фреквенцијама представљеног нано-система, када је (𝑒0𝑎̃) = 𝜇 = 0 и 𝑅1 = 𝑅2 → ∞. 

 
(Oniszczuk, Z., 2000b, 2004) 

Представљен модел 

𝜇 = 0 и 𝑅1 = 𝑅2 → ∞ 

 ωmn1 ωmn2 ωmn1 ωmn2 

 

𝑚 = 1 

𝑛 = 1 52.8 72.0 52.7975095047 72.0248360629 

𝑛 = 2 84.5 97.7 84.4760152075 97.6534543441 

𝑛 = 3 137.3 145.8 137.2735247122 145.7532867105 

 

𝑚 = 2 

𝑛 = 1 179.5 186.1 179.5115323161 186.0763021839 

𝑛 = 2 211.2 216.8 211.1900380189 216.7976756296 

𝑛 = 3 264.0 268.5 263.9875475236 268.4947397018 

 

𝑚 = 3 

𝑛 = 1 390.7 393.8 390.7015703349 393.7609897669 

𝑛 = 2 422.4 425.2 422.3800760378 425.2116280556 

𝑛 = 3 475.2 477.7 475.1775855425 477.6962819637 

      

Taбела 5.4.1.3 Упоређивање вредности природних фреквенција 𝛺𝑘 = 𝜔𝑚𝑛𝑘𝑅1√
𝜌(1−𝜗12𝜗21)

𝐸1
  

плитких сферичних љуски за  𝑅1/𝑅2 = 1, 𝑎/𝑏 = 1,
𝑅1

ℎ
= 25, 𝐸𝑦/𝐸𝑥 = 0.75, 𝐺𝑥𝑦/𝐸𝑥 = 0.2,  

𝜈𝑥𝑦 = 𝜈𝑦𝑥 = 0.3, (𝑒0𝑎̃) = 0 𝑛𝑚
2, 𝑎/𝑅1 = 0.2. 

 
(Ghavanloo, E., и 

Fazelzadeh, S. A., 2013) 

Представљени 

модел 

Ω1 5.0843 5.2304 

Ω2 12.2689 12.3081 

Ω3 13.4459 13.5241 

Ω4 20.1542 20.4447 

 

Када би се изоставила нано-љуска и еластични слој, вредност сопствене 

фреквенције нано-плоче се може користити за поређење са резултатима сопствене 

фреквенције једнослојног графенског листића, симулацијом молекуларне динамике из 

рада (Ansari, R. и сарадници 2010) као што је показано у Поглављу 4, Табели 4.3.1.3. 
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Када би се изоставила горња нано-плоча и еластични слој, вредности природних 

фреквенција нано-љуске се могу поредити са резултатима из рада (Ghavanloo, E., и 

Fazelzadeh, S. A., 2013), Табела 5.4.1.3. Из Табеле 5.4.1.3 се може уочити да су вредности 

природних фреквенција приближне вредностима добијених у раду (Ghavanloo, E., и 

Fazelzadeh, S. A., 2013). Разлика у вредностима се појављује због примене Градијентне 

теорије еластичности у раду (Ghavanloo, E., и Fazelzadeh, S. A., 2013). 

5.4.2. Анализа слободних осцилација нано-система 

У овом поглављу је приказана анализа слободних осцилација нано-система 

сачињеног од еластично спрегнуте  нано-плоче и  нано-љуске, Слика 5.4.2.1а и нано-

система сачињеног од еластично спрегнуте две нано-плоче, Слика 5.4.2.1б. Оба нано-

система су спрегнута слојем Winkler-овог типа и имају исте материјалне и геометријске 

карактеристике, с тим што је нано-љуска моделирана као плитка и обострано закривљена 

и има радијусе кривине 𝑅1 и 𝑅2. 

Главни циљ овог истраживања је анализа очекиване појаве смањења амплитуде 

осциловања побуђене нано-плоче код наносистема плоча-љуска у поређењу са 

наносистемом плоча-плоча.  

 

Слика 5.4.2.1 Нано-системи спрегнути слојем Winkler-овог типа 

а) еластично спрегнути нано-систем састављен од нано-плоче и нано-љуске  

б)  еластично спрегнути нано-систем састављен од две нано-плоче  
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За прва три облика (мода) осциловања приказане су контуре и максималне 

вредности амплитуда слободних осцилација нано-система. 

Упоређивање вредности слободних малих трансверзалних померања средње равни 

нано-плоче наносистема плоча-љуска, са слободним малим трансверзалним померањем 

наносистема плоча-плоча, приказано је на Сликама 5.4.2.2 и 5.4.2.3. На Слици 5.4.2.2а 

се могу видети контуре и максимална вредност амплитуде код слободног осциловања 

нано-плоче код наносистема плоча-љуска. Док се на Слици 5.4.2.2б могу видети контуре 

и максимална вредност амплитуде код слободног осциловања горње нано-плоче код 

наносистема плоча-плоча. Примећује се да је вредност амплитуде осциловања горње 

нано-плоче код наносистема плоча-љуска, нижа од вредности амплитуде осциловања 

горње нано-плоче наносистема плоча-плоча. За полупречнике кривине плитке нано-љуске 

узето је да  𝑅1 → ∞ и да је 𝑅2 = 150 nm.  

Слична запажања приказана су и на Слици 5.4.2.3, где су вредности полупречника 

кривине плитке нано-љуске 𝑅1 → ∞ и 𝑅2 = 450 nm.  

Вредности амплитуде осциловања (реда величине 0,8 ∙ 10−9)  горње нано-плоче са 

Слике 5.4.2.2а упоређене су са вредношћу амплитуде (реда величине 3 ∙ 10−9)  горње 

нано-плоче са Слике 5.4.2.3а нано-система плоча-љуска. Уочено је да се са повећањем 

радијуса кривине са 𝑅2 = 150 nm (Слика 5.4.2.2а) на 𝑅2 = 450 nm (Слика 5.4.2.3а) 

повећава вредност амплитуде осциловања горње нано-плоче наносистема плоча-љуска. 

Вредност амплитуде осциловања горње нано-плоче (реда величине 0,8 ∙ 10−9) код 

наносистема плоча-љуска са радијусом кривине 𝑅2 = 150 nm (Слика 5.4.2.2а) је мања од 

вредности амплитуде осциловања горње нано-плоче (реда величине 3 ∙ 10−9) код 

наносистема плоча-љуска са радијусом кривине 𝑅2 = 450 nm, (Слика 5.4.2.3а). Можемо 

закључити да се са повећањем полупречника кривине (када и 𝑅2 → ∞) приближавамо 

случају система плоча-плоча, док у случају када постоји радијус кривине слободна 

трансверзална померања горње нано-плоче су мања. 

На Слици 5.4.2.4 приказана су мала трансверзална померања слободних 

осцилација на средини плоче(љуске) наносистема плоча-љуска и наносистема плоча-

плоча. Сивом бојом приказане су амплитуде малих трансверзалних осцилација 

наносистема плоча-плоча, док су плавом бојом приказане амплитуде наносистема плоча-

љуска. На Слици 5.4.2.4а поређене су амплитуде слободних осцилација горњих нано-
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плоча наносистема плоча-љуска и наносистема плоча-плоча. Вредности радијуса кривине 

нано-љуске су 𝑅1 → ∞ и 𝑅2 = 450 nm. Са Слике 5.4.2.4а уочава се смањење амплитуде 

осциловања горње нано-плоче код наносистема плоча-љуска. Поређење вредности 

амплитуда слободних осцилација нано-љуске код наносистема плоча-љуска са доњом 

нано-плочом  наносистема плоча-плоча, приказано је на Слици 5.4.2.4б. Као што је 

очекивано, амплитуда осциловања нано-љуске за наносистем плоча-љуска је мања у 

поређењу са амплитудом осциловања нано-плоче наносистема плоча-плоча. 

 

Слика 5.4.2.2 Контуре и вредности трансверзалнних померања слободних осцилација за 

𝑅1 → ∞, 𝑅2 = 150 𝑛𝑚,  a) наносистем плоча-љуска,  б) наносистем плоча-плоча 

 

 

 

Слика 5.4.2.3 Контуре и вредности трансверзалнних померања слободних осцилација за 

𝑅1 → ∞,𝑅2 = 450 𝑛𝑚,  a) наносистем плоча-љуска,  б) наносистем плоча-плоча 
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Слика 5.4.2.4  Трансверзално померање нано-система у временском домену  

a) Упоређивање амплитуда горњих нано-плоча код оба анализирана наносистема,   

б) Упоређивање амплитуда доње нано-љуске код наносистема плоча-љуска са доњом 

нано-плочом  наносистема плоча-плоча  

5.4.3. Анализа принудних осцилација нано-система 

У овом делу је дата анализа принудних осцилација наносистема еластично 

спрегнуте нано-плоче и нано-љуске, Слика 5.4.2.1а и наносистема сачињеног од две 

еластично спрегнуте нано-плоче, Слика 5.4.2.1б. Оба система су повезана Winkler-овим 

еластичним слојем.  Као и у претходној анализи, оба нано елемената имају исте 

материјалне и геометријске карактеристике, с тим што је нано-љуска моделирана као 

плитка и обострано закривљена, радијуса кривина 𝑅1 и 𝑅2. 

Горњи нано-елементи наносистема плоча-љуска и наносистема плоча-плоча 

оптерећени су континуално распоређеним површинским оптерећењем 𝐹0cos (Ωt), где је 

𝐹0 = 10 nN магнитуда побуде и Ω = 0.8𝜔1 фреквенција побуде. Вредности коефицијената 

пропорционалности пригушења су 𝛼 = 𝛽 = 1 nNs/m. 

Разматран је утицај промене различитих параметара у наносистему, на мала 

трансверзална померања средње тачке нано-плоче и нано-љуске у времену за прва три 

мода осциловања.  
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Поређење вредности амплитуда малих трансверзалних осцилација наносистема 

плоча-љуска и плоча-плоча приказано је на Слици 5.4.3.1. Мала трансверзална померања 

наносистема плоча-плоча приказана су сивом бојом, док су плавом приказана за 

наносистем плоча-љуска.  На Слици 5.4.3.1а је приказано упоређивање вредности 

амплитуда малих трансверзалних осцилација нано-плоче код наносистема плоча-љуска  

са нано-плочом наносистема плоча-плоча. Најважније је напоменути да се при 

упоређивању вредности амплитуда осциловања горњих елемената наносистема плоча-

љуска и наносистема плоча-плоча уочава смањење амплитуде код нано-плоче 

наносистема плоча-љуска (плава линија). Овим је испуњен један од главних циљева 

проучавања оваквог нано-система. На Слици 5.4.3.1 вредности радијуса кривине нано-

љуске су  𝑅1 → ∞ и 𝑅2 = 450 nm. 

 На Слици 5.4.3.1б је приказано поређење амплитуда малих трансверзалних 

померања нано-љуске наносистема плоча-љуска са доњом нано-плочом наносистема 

плоча-плоча. Примећено је да је вредност амплитуде значајно мања за нано-љуску код 

наносистема плоча-љуска у поређењу са амплитудом осциловања доње нано-плоче 

наносистема плоча-плоча. 

 

Слика 5.4.3.1 Поређење амплитуде осциловања принудних осцилација наносистема 

плоча-љуска и наносистема плоча-плоча а) горње нано-плоче наносистема плоча-љуска 

са горњом нано-плочом наносистема плоча-плоча б) доње нано-љуске наносистема 

плоча-љуска са доњом нано-плочом наносистема плоча-плоча 
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На Сликама 5.4.3.2 и 5.4.3.3 су приказани утицаји промене закривљености љуске 

на померање средње тачке нано-система током времена. 

На Слици 5.4.3.2 су приказани утицаји закривљености нано-љуске на мала 

трансверзална померања наносистема плоча-љуска. Мењане су вредности радијуса 

кривине 𝑅2 од 150 до 850 𝑛𝑚, док радијус кривине 𝑅1 тежи бесконачности. Ниже 

вредности радијуса кривине 𝑅2 утичу на смањење вредности амплитуде осциловања и 

нано-плоче и нано-љуске. Вредност амплитуде осциловања нано-љуске је доста мања са 

смањењем вредности радијуса кривине, Слика 5.4.3.2б, уколико би се упоредила са 

амплитудом нано-плоче на Слици 5.4.3.2а. 

 

Слика 5.4.3.2 Утицај радијуса закривљености 𝑅2, при 𝑅1 → ∞, на мала трансверзална 

померања a) нано-плоче б) нано-љуске, наносистема плоча-љуска  

 

На Слици 5.4.3.3 приказан је утицај једностраног и двостраног закривљења плитке 

нано-љуске на мала трансверзална померања средње равни наносистема плоча-љуска. 

Трансверзално померање нано-система са једнострано закривљеном нано-љуском је 

означено плавом бојом, док је сивом бојом означено трансверзално померање 

наносистема са двострано закривљеном нано-љуском. Са Слике 5.4.3.3а се може запазити 

да је амплитуда осциловања нано-плоче мања код наносистема са једнострано 

закривљеном нано-љуском. Са Слике 5.4.3.3б се такође примећује да је амплитуда 

осциловања нано-љуске мања код наносистема са једнострано закривљеном нано-љуском.  

Закључак је да је амплитуда осциловања мања и за нано-плоче и за нано-љуске код 

нано-система са једнострано закривљеном нано-љуском. 
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Слика 5.4.3.3  Утицај једнострано и двострано закривљене нано-љуске на мала 

трансверзална  померања, a) нано-плоче б) нано-љуске, наносистема плоча-љуска  

 

 

Слика 5.4.3.4  Утицај промене магнитуде принудне силе на мала трансверзална 

померања a) нано-плоче б) нано-љуске, наносистема плоча-љуска  

 

На Слици 5.4.3.4 се може видети утицај промене магнитуде принудне силе на мала 

трансверзална померања наносистема плоча-љуска. На Слици 5.4.3.4а разматрано је 

трансверзално померање средње равни нано-плоче и нано-љуске на Слици 5.4.3.4б. 

Мењане су вредности магнитуде равномерно распоређеног површинског хармонијског 

оптерећења 𝐹0 = 10 nN, 50 nN  и 100 nN. Примећује се да повећање вредности  магнитуде 

спољашњег оптерећења повећава амплитуду осциловања и нано-плоче и нано-љуске 

наносистема плоча-љуска.  
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Утицај нелокалног параметра на мала трансверзална померања наносистема плоча-

љуска приказан је на Слици 5.4.3.5. Мала трансверзална померања нано-плоче приказана 

су на Слици 5.4.3.5а, док су за нано-љуску приказана на Слици 5.4.3.5б. Уочава се да 

амплитуда осциловања нано-плоче наносистема плоча-љуска опада са порастом 

нелокалног параметра, Слика 5.4.3.5а. Док се са Слике 5.4.3.5б може видети да вредност 

амплитуде нано-љуске наносистема плоча-љуска расте са порастом нелокалног 

параметра. Слична запажања уочена су и у раду (Arefi, M., 2018). 

Утицаји коефицијената пропорционалности пригушења на мала трансверзална 

померања наносистема плоча-љуска, се могу видети на Слици 5.4.3.6. Трансверзално 

померање нано-плоче услед промене вредности коефицијената  пропорционалности 

пригушења приказано је на Слици 5.4.3.6а. Трансверзално померање нано-љуске 

приказано је на Слици 5.4.3.6б. Уочава се да пораст коефицијената пропорционалности 

пригушења смањује вредност амплитуде трансверзалних осцилација код оба нано-

елемента наносистема плоча-љуска.  

 

 

 

Слика 5.4.3.5  Утицај нелокалног параметра на мала трансверзална померања 

a) нано-плоче б) нано-љуске, наносистема плоча-љуска  
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Слика 5.4.3.6   Утицај коефицијената пропорционалности пригушења на мала 

трансверзална померања a) нано-плоче б) нано-љуске, наносистема плоча-љуска  
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6. Параметарска анализа принудних 

осцилација нано-носача 

Утицаји различитих параметара на амплитуде осциловања принудних осцилација 

нано-система су од великог практичног значаја за нано-електро-механичке системе. 

Утицаји нелокалног параметра и спољашњих оптерећења разматрани су код свих нано-

модела у предходним поглављима. У овом поглављу се поред наведених утицаја у 

разматрање узима параметар угаоне брзине и параметар радијуса главчине. Анализа ових 

параметара примењује се на нано-систем који је представљен као ротирајући нано-носач, 

Слика 6.1.   

Динамика ротирајућег нано-носача, односно ротирајуће нано-греде је од 

практичног значаја, посебно када се испитује утицај спољашњег оптерећења. Ротирајуће 

нано-структуре побољшавају своја функционална својства и налазе примену код осовина 

нано-мотора, тачније хибридизованим нано-генераторима са различитим утицајима 

спољашњих оптерећења, (Zhang, B. и сарадници 2016).  

Хибридизовани нано-генератор ефикасно генерише соларну енергију и енергију 

ветра и може наћи примену у енергетским и сензорским системима са сопственим 

напајањем, (Zhao, X. и сарадници 2021). Техника прикупљања енергије привукла је пажњу 

многих истраживача за пројектовање нано-сензора који имају високу чврстоћу, малу 

тежину, а велику отпорност на спољашње утицаје попут ветра, кише, сунчеве светлости... 

Према томе, динамичка анализа ротирајућег нано-носача веома је важна због 

практичне примене таквих минијатурних и отпорних уређаја.  

У овом поглављу се разматра нано-греда дужине L која је причвршћена у тачки О 

на круту главчину. Главчина има радијус r и константну брзину ротације Ω. Нано-греда је 

под дејством спољашњег оптерећења 𝑓(𝑥, 𝑡), Слика 6.1. 
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Слика 6.1 Ротирајућа нано-греда под утицајем спољашњег оптерећења; a) Физички 

модел б) Механички модел 

Парцијална диференцијална једначина осциловања Euler–Bernoulli-јеве греде дата 

је једначином (2.1.10). Уколико се у једначину (2.1.10) уведе центрифугална сила 𝑇(𝑥), 

диференцијална једначина која описује мала трансверзална померања ротирајуће нано-

греде се може написати у облику 

𝐸𝐼
∂4𝑤

∂𝑥4
+ 𝜌𝐴

∂2𝑤

∂𝑡2
− 𝑓(𝑥, 𝑡) −

∂

∂𝑥
(𝑇
∂𝑤

∂𝑥
) = (𝑒0𝑎)

2
𝜕2

𝜕𝑥2
[𝜌𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ [

𝜕

𝜕𝑥
(𝑇
∂𝑤

∂𝑥
)] − 𝑓(𝑥, 𝑡)]. 

(6.1) 

Центрифугална сила је облика 

𝑇(𝑥) = ∫𝜌𝐴Ω2(𝑟 + 𝑥)d𝑥

𝐿

𝑥

.                                                       (6.2) 

где је 𝑟 = 𝑅/2 радијус, Ω брзина главчине.  

Решавањем интеграла (6.2) добија се, 

 

𝑇(𝑥) = 𝜌𝐴Ω2 [
𝑅

2
𝐿 +

𝐿2

2
−
𝑅

2
𝑥 −

𝑥2

2
] = 𝜌𝐴Ω2 [𝑟𝐿 +

𝐿2

2
− 𝑟𝑥 −

𝑥2

2
].                      (6.3) 

 

Диференцирањем израза (6.3) одређују се парцијални изводи 
∂

∂𝑥
(𝑇

∂𝑤

∂𝑥
)  и  

𝜕2

𝜕𝑥2
[
𝜕

𝜕𝑥
(𝑇

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)] у једначини (6.1) 

𝜕

𝜕𝑥
(𝑇
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) =

𝜕𝑇

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑇

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
= 𝜌𝐴Ω2 [(−𝑟 − 𝑥)

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ (𝑟𝐿 +

𝐿2

2
− 𝑟𝑥 −

𝑥2

2
)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
]   (6.4) 
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𝜕2

𝜕𝑥2
[
𝜕

𝜕𝑥
(𝑇
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)] =

𝜕3𝑇

𝜕𝑥3
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑇

𝜕𝑥

𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
= 

+
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑇

𝜕𝑥

𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
+
𝜕𝑇

𝜕𝑥

𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
+ 𝑇

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
= 

= 𝜌𝐴Ω2 [−3
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 3(−𝑟 − 𝑥)

𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
+ (𝑟𝐿 +

𝐿2

2
− 𝑟𝑥 −

𝑥2

2
)
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
].                 (6.5) 

Заменом парцијалних извода центрифугалне силе (6.4) и (6.5) у једначину (6.1) 

добија се једначина осциловања ротирајућег нано-носача под утицајем спољашњег 

оптерећења у облику 

𝐸𝐼
∂4𝑤

∂𝑥4
+ 𝜌𝐴

∂2𝑤

∂𝑡2
− (𝑒0𝑎)

2𝜌𝐴
∂4𝑤

∂𝑥2 ∂𝑡2
− 𝜌𝐴Ω2 [(−𝑟 − 𝑥)

∂𝑤

∂𝑥
+ (𝑟𝐿 +

𝐿2

2
− 𝑟𝑥 −

𝑥2

2
)
∂2𝑤

∂𝑥2
] 

+(𝑒0𝑎)
2𝜌𝐴Ω2 [−3

∂2𝑤

∂𝑥2
+ 3(−𝑟 − 𝑥)

∂3𝑤

∂𝑥3
+ (𝑟𝐿 +

𝐿2

2
− 𝑟𝑥 −

𝑥2

2
)
∂4𝑤

∂𝑥4
] 

= 𝑓(𝑥, 𝑡) − (𝑒0𝑎)
2
∂2𝑓(𝑥, 𝑡)

∂𝑥2
.                                                            (6.6) 

Према једначини (22) из рада (Han, S. M. и сарадници, 1999), гранични услови 

ротирајућег носача су једнаки граничним условима конзолно ослоњене греде 

∂𝑤

∂𝑥
= 0, 𝑤 = 0    за   𝑥 = 0,                                                 (6.7) 

∂2𝑤

∂𝑥2
= 0,

∂3𝑤

∂𝑥3
− (𝑒0𝑎)

2𝜌𝐴
∂3𝑤

∂𝑥 ∂𝑡2
= 0    за   𝑥 = 𝐿 .                                 (6.8) 

 

Слободне осцилације ротирајуће конзолне нано-греде разматране су у раду 

(Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010), док ће принудне осцилације бити анализиране у овом 

поглављу докторске дисертације.  

У наставку се за решавање једначине (6.6) користити Galerkin-ова метода (Duncan, 

W. J., 1937, 1938). Решавање једначине (6.6) са граничним условима (6.7) и (6.8) је у складу 

са резултатима приказаним у раду (Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010) и (Atanasov, M. S., 

Stojanović, V., 2020). 
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6.1. Методологија решавања  

Једначина (6.6) се не може решити стандардним аналитичким поступком у 

затвореном облику и потребно је извршити одговарајућу дискретизацију. Једна од 

корисних метода је Galerkin-ова метода (Duncan, W. J., 1937, 1938). Решење једначине 

(6.6) се може написати у следећем облику 

𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑𝑊𝑘(𝑥)𝑞𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

,                                                           (6.1.1) 

где 𝑘 представља број линеарних комбинација функције 𝑤(𝑥, 𝑡). 𝑊𝑘(𝑥),  𝑘 = 1,2, … . , 𝑛 су 

функције основних облика осциловања чији облик зависи од посебних граничних услова 

(6.7) и (6.8), датом у (Reddy, J. N., 2004) 

 

𝑊𝑘(𝑥) = cosh(𝜆̃𝑘𝑥) − cos(𝜆̃𝑘𝑥) −
sinh(𝜆̃𝑘𝐿) − sin(𝜆̃𝑘𝐿)

cosh(𝜆̃𝑘𝐿) + cos(𝜆̃𝑘𝐿)
[sinh(𝜆̃𝑘𝑥) − sin(𝜆̃𝑘𝑥)],    (6.1.2) 

 

где су  𝜆̃𝑘, 𝑘 = 1,2, … . , 𝑛  корени карактеристичне једначине (Reddy, J. N., 2004) 

1 + cos(𝜆̃𝑘)cosh(𝜆̃𝑘) = 0.                                                            (6.1.3) 

Заменом претпостављеног решења из израза (6.1.1) у једначину (6.6) добија се 

∑{𝐸𝐼
∂4𝑊𝑘(𝑥)

∂𝑥4
𝑞𝑘(𝑡) + 𝜌𝐴𝑊𝑘(𝑥)𝑞̈𝑘(𝑡) − (𝑒0𝑎)

2𝜌𝐴
∂2𝑊𝑘(𝑥)

∂𝑥2
𝑞̈𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

− 𝜌𝐴Ω2 [(−𝑟 − 𝑥)
∂𝑊𝑘(𝑥)

∂𝑥
+ (𝑟𝐿 +

𝐿2

2
− 𝑟𝑥 −

𝑥2

2
)
∂2𝑊𝑘(𝑥)

∂𝑥2
] 𝑞𝑘(𝑡)

+ (𝑒0𝑎)
2𝜌𝐴Ω2 [−3

∂2𝑊𝑘(𝑥)

∂𝑥2
+ 3(−𝑟 − 𝑥)

∂3𝑊𝑘(𝑥)

∂𝑥3

+ (𝑟𝐿 +
𝐿2

2
− 𝑟𝑥 −

𝑥2

2
)
∂4𝑊𝑘(𝑥)

∂𝑥4
] 𝑞𝑘(𝑡)} = 𝑓(𝑥, 𝑡) − (𝑒0𝑎)

2
𝜕2𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
,  

(6.1.4) 
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или у сажетом облику  

∑Ψ𝑘(𝑥, 𝑡)

𝑛

𝑘=1

= 𝑓(𝑥, 𝑡).                                                             (6.1.5) 

Сукцесивним множењем једначине (6.1.5) са пробном функцијом (6.1.2) која 

задовољава граничне услове (6.7), за свако 𝑘 = 1, 2, …𝑛 и интеграљењем од 0 до L, добија 

се скуп од n обичних диференцијалних једначина 

∫ [∑Ψ𝑘(𝑥, 𝑡)𝑊1(𝑥)

𝑛

𝑘=1

]
𝐿

0

d𝑥 = ∫ [𝑓(𝑥, 𝑡)
𝐿

0

𝑊1(𝑥)]d𝑥,                                   (6.1.6) 

∫ [∑Ψ𝑘(𝑥, 𝑡)𝑊2(𝑥)

𝑛

𝑘=1

]
𝐿

0

d𝑥 = ∫ [𝑓(𝑥, 𝑡)
𝐿

0

𝑊2(𝑥)]d𝑥,                                    (6.1.7) 

 

⋮ 

∫ [∑Ψ𝑘(𝑥, 𝑡)𝑊𝑛(𝑥)

𝑛

𝑘=1

]
𝐿

0

d𝑥 = ∫ [𝑓(𝑥, 𝑡)
𝐿

0

𝑊𝑛(𝑥)]d𝑥.                                  (6.1.8) 

 

Приказани поступак је за  𝑘 = 1,2, … . , 𝑛, међутим  𝑛 се ограничава до 4. реда и 

нумеричка анализа је приказана за  𝑘 = 1,2,3,4. 

Систем диференцијалних једначина малих трансверзалних осцилација (6.1.6), 

(6.1.7) до (6.1.8) се може представити у матричном облику  

𝐌𝐪̈ + 𝐊𝐪 = 𝐅,                                                              (6.1.9 ) 

где су 𝐌 и 𝐊 симетричне 𝑛 × 𝑛 матрице масе и крутости, 𝐪 је n-димензионални вектор 

колоне генералисаних координата и 𝐅 је систем спољашњег оптерећења представљен 

помоћу 
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𝐅 =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
∫(𝑓(𝑥, 𝑡) − (𝑒0𝑎)

2
∂2𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

𝐿

0

𝑊1(𝑥)d𝑥 

∫(𝑓(𝑥, 𝑡) − (𝑒0𝑎)
2
∂2𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

𝐿

0

𝑊2(𝑥)d𝑥 

⋮

∫(𝑓(𝑥, 𝑡) − (𝑒0𝑎)
2
∂2𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

𝐿

0

𝑊𝑛(𝑥)d𝑥 
}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

.                                 (6.1.10 ) 

6.2. Одређивање природне фреквенције 

За одређивање вредности природних фреквенција ротирајуће нелокалне нано-

греде коришћен је стандардни поступак модалне анализе из литературе (Kelly, S. G., 2012). 

Разматран је стандардни облик хомогених диференцијалних једначина слободних 

осцилација у облику 

𝐌𝐪̈ + 𝐊𝐪 = 𝟎.                                                                     (6.2.1) 

Када је систем непригушен, очекује се да су слободне осцилације описане решењем 

једначине (6.2.1) периодичне. Претпоставља се да су осцилације синхроне. Kада су 

слободне осцилације поједине фреквенце инициране за одређени систем, однос између 

било које две зависне променљиве не зависи од времена.  

На основу наведеног, претпостављено решење једначине (6.2.1) има облик 

𝐪(t) = 𝐐𝑒𝑗𝜔𝑛𝑡 ,    𝑛 = 1.2, … ,∞,                                           (6.2.2) 

где је 𝐐 m-димензионални вектор константе (према облицима осциловања) и 𝜔𝑛 је 

природна фреквенција нано-система. Заменом једначине (6.2.2) у једначину (6.2.1) следи 

(−𝜔𝑛
2𝐌𝐐+ 𝐊𝐐)𝑒𝑗𝜔𝑛𝑡 = 𝟎.                                                    (6.2.3) 

Пошто је 𝑒𝑗𝜔𝑛𝑡 ≠ 0 за било коју реалну вредност t, следи да је 
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−𝜔𝑛
2𝐌𝐐+ 𝐊𝐐 = 𝟎.                                                             (6.2.4) 

Матрица масе није сингуларна, и самим тим 𝐌−1 постоји. Множењем једначине 

(6.2.4) са 𝐌−1 добија се 

(𝐌−𝟏𝐊 − 𝜔𝑛
2𝐈)𝐐 = 𝟎,                                                      (6.2.5) 

где је  𝐈  𝑛 × 𝑛  јединична матрица. Систем једначина (6.2.5) има нетривијална решења 

када је детерминанта матрице система једнака нули, тј. 

det|𝐌−𝟏𝐊 − 𝜔𝑛
2𝐈| = 𝟎.                                                       (6.2.6) 

На основу тога, квадрати сопствених вредности матрице 𝐌−𝟏𝐊 предстаљају 

природне фреквенције система 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3,  𝜔4, … ,  𝜔𝑛.  

6.3. Принудне осцилације непригушеног нано-система 

Диференцијалне једначине малих трансверзалних осцилација непригушеног нано-

система представљене су једначином (6.1.9). Један од начина за одређивање закона малих 

трансверзалних осцилација представљеног нано-система је стандардни поступак модалне 

анализе заснован на главним координатама, као што је детаљно описано у (Kelly, S. 

G., 2012). У претходном излагању, фреквенције 𝜔1 ≤ 𝜔2 ≤ 𝜔3 ≤ ⋯𝜔𝑛 представљају 

природне фреквенције нано-система, а решења су добијена помоћу једначине (6.2.6).  

Матрица 𝐏 представља модалну матрицу разматраног нано-система чије колоне 

представљају нормализоване основне облике осциловања  

𝐏 = {𝐐1 𝐐2 ⋯ 𝐐𝑛}.                                                      (6.3.1) 

Облик осциловања (мод) који одговара одређеној природној фреквенцији 

непригушеног линеарног система са n -степени слободе (nDOF) система, изабран је да 

задовољи ограничења нормализације и назива се нормализовани основни облик 
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осциловања. Ограничења треба изабрати у складу са даљом употребом нормализованог 

облика осциловања. 

 Систем од n-диференцијалних једначина који одговара генералисаним 

координатама 𝐪(t) се може трансформисати у систем са главним координатама 𝑝𝑗(𝑡), 𝑗 =

1,2, … , 𝑛 увођењем модалне матрице система 𝐏, чије колоне представљају нормализоване 

основне облике осциловања.  

Трансформација 

𝐪(𝑡) =∑𝑝𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

𝐐𝑗 ,                                                             (6.3.2) 

је еквивалентна линеарној трансформацији између генералисаних и главних координата 

система 

𝐪(𝑡) = 𝐏𝐩(𝑡).                                                                    (6.3.3) 

Заменом (6.3.2) у једначину (6.1.9), добија се 

𝐌∑𝑝̈𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

𝐐𝑗 + 𝐊∑𝑝𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

𝐐𝑗 = 𝐅.                                       (6.3.4) 

Скаларним множењем једначине (6.3.4) са 𝐐𝒌, за произвољно одговарајући мод 

 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛,  добија се 

∑𝑝̈𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

(𝐐𝑘𝐌𝐐𝑗) +∑𝑝𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

(𝐐𝑘𝐊𝐐𝑗) = (𝐐𝑘𝐅).                                (6.3.5) 

Коришћењем услова ортогоналности основних облика осциловања у свакој од 

сума, добија се само један члан који се разликује од нуле и то за 𝑘 = 𝑗. Облици осциловања 

су нормализовани у једначини (6.3.5), па је 

∑𝑝̈𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

(𝐐𝑘𝐐𝑘)𝑀 +∑𝑝𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

(𝐐𝑘𝐐𝑘)𝐾 = (𝐐𝑘𝐅),                                (6.3.6) 

или 
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𝑝̈𝑘(𝑡) + 𝜔𝑘
2𝑝𝑘(𝑡) = 𝑔𝑘(𝑡),               𝑘 = 1, 2, 3, … , 𝑛                                  (6.3.7) 

где је 

𝜔𝑘
2 =

(𝐐𝑘𝐐𝑘)𝐾
(𝐐𝑘𝐐𝑘)𝑀

,                                                            (6.3.8) 

 

𝑔𝑘(𝑡) = (𝐐𝑘𝐅).                                                             (6.3.9) 

За спољашње оптерећење 𝐅 представљено изразом (6.1.10), узима се равномерно 

распоређено површинско хармонијско оптерећење у облику 

𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝐹0 cos(Ω̃t).                                                    (6.3.10) 

где је 𝐹0 амплитуда, а Ω̃ је фреквенција хармонијског оптерећења. 

Ако су почетни услови за главне координате добијени из једначине (6.3.3), 𝑝𝑘(0) =

0  и  𝑝̇𝑘(0) = 0, решење главних координата је у следећем облику 

𝑝𝑘(𝑡) =
1

𝜔𝑘
∫𝑔𝑘(𝑠)

𝑡

0

sin[𝜔𝑘(𝑡 − 𝑠)]d𝑠.        𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛.                             (6.3.11) 

Када се решење из једначине (6.3.11) замени у једначину (6.3.3), добија се 

𝐪(𝑡) = {

𝑄11(𝜔1)𝑝1(𝑡) + 𝑄12(𝜔2)𝑝2(𝑡) + ⋯+ 𝑄1𝑛(𝜔𝑛)𝑝𝑛(𝑡)

𝑄21(𝜔1)𝑝1(𝑡) + 𝑄22(𝜔2)𝑝2(𝑡) + ⋯+ 𝑄2𝑛(𝜔𝑛)𝑝𝑛(𝑡)
⋮

𝑄𝑛1(𝜔1)𝑝1(𝑡) + 𝑄𝑛2(𝜔2)𝑝2(𝑡) + ⋯+ 𝑄𝑛𝑛(𝜔𝑛)𝑝𝑛(𝑡)

}.                  (6.3.12) 

Коначно, решење једначине ротирајуће нано-греде дато једначином (6.6) за 

непригушени систем има следећи облик  

             𝑤(𝑥, 𝑡) =∑𝑊𝑖(𝑥)𝑞𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

 

= {𝑊1(𝑥)[𝑄11(𝜔1)𝑝1(𝑡) + 𝑄12(𝜔2)𝑝2(𝑡) + ⋯+ 𝑄1𝑛(𝜔𝑛)𝑝𝑛(𝑡)]}

+ {𝑊2(𝑥)[𝑄21(𝜔1)𝑝1(𝑡) + 𝑄22(𝜔2)𝑝2(𝑡) + ⋯+ 𝑄2𝑛(𝜔𝑛)𝑝𝑛(𝑡)]} + ⋯

+ {𝑊𝑛(𝑥)[𝑄𝑛1(𝜔1)𝑝1(𝑡) + 𝑄𝑛2(𝜔2)𝑝2(𝑡) + ⋯

+ 𝑄𝑛𝑛(𝜔𝑛)𝑝𝑛(𝑡)]},                                                                                        (6.3.13) 
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које сада представља опште решење принудних непригушених малих трансверзалних 

осцилација, где је 𝑊𝑖(𝑥) функција основних облика осциловања представљена 

једначином (6.1.2).  

6.4. Принудне осцилације пригушеног нано-система 

Увођењем Rayleigh-јевог типа пропорционалног пригушења, диференцијалне 

једначине временских модова малих трансверзалних осцилација које описују принудно 

осциловање пригушеног нано-система се могу записати у облику 

𝐌𝐪̈ + (𝛼𝐊 + 𝛽𝐌)𝐪̇ + 𝐊𝐪 = 𝐅.                                                    (6.4.1) 

Једначина (6.4.1) представља модел пропорционално пригушеног нано-система, 

при чему је матрица пригушења линеарна комбинација матрице масе 𝛽𝐌 и матрице 

крутости 𝛼𝐊. За одређивање малих трансверзалних принудних пригушених осцилација 

представљеног нано-система  примењује се стандардни поступак модалне анализе, 

заснован на главним координатама, (Kelly, S. G., 2012). 

Заменом израза (6.3.2) у једначину (6.4.1) добија се  

𝐌∑𝑝̈𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

𝐐𝑗 + (𝛼𝐊 + 𝛽𝐌)∑𝑝̇𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

𝐐𝑗 + 𝐊∑𝑝𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

𝐐𝑗 = 𝐅.                  (6.4.2) 

Скаларним множењем једначине (6.4.2) са 𝐐𝑘, за произвољно 𝑘 = 1,2, … , 𝑛, добија 

се  

∑𝑝̈𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

(𝐐𝑘𝐌𝐐𝑗) +∑𝑝̇𝑗(𝑡)[𝛼(𝐐𝑘𝐊𝐐𝑗) + 𝛽(𝐐𝑘𝐌𝐐𝑗)]

𝑛

𝑗=1

 

+∑𝑝𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

(𝐐𝑘𝐊𝐐𝑗) = (𝐐𝑘𝐅).                                                (6.4.3) 
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Коришћењем услова ортогоналности основних облика осциловања, у свакој од 

сума добија се само један члан који се разликује од нуле и то за мод 𝑘 = 𝑗. Облици 

осциловања су нормализовани, па једначина (6.4.3) добија облик 

 

∑𝑝̈𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

(𝐐𝑘𝐐𝑘)M +∑𝑝̇𝑘(𝑡)[𝛼(𝐐𝑘𝐐𝑘)𝐾 + 𝛽(𝐐𝑘𝐐𝑘)M]

𝑛

𝑘=1

 

+∑𝑝𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

(𝐐𝑘𝐐𝑘)𝐾 = (𝐐𝑘𝐅),                                               (6.4.4) 

или 

𝑝̈𝑘(𝑡) + 2𝜁𝑘𝑝̇𝑘(𝑡) + 𝜔𝑘
2𝑝𝑘(𝑡) = 𝑔𝑘(𝑡),        𝑘 = 1, 2, 3, … , 𝑛,                      (6.4.5) 

где је 

𝜁𝑘 =
1

2
(𝛼𝜔𝑘

2 + 𝛽),                                                              (6.4.6) 

За спољашње оптерећење 𝐅 дато изразом (6.1.10), узима се равномерно 

распоређено површинско хармонијско оптерећење у облику 

𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝐹0cos (Ω̃t).                                                           (6.4.7) 

Заменом (6.4.7) у (6.1.10) добија се 

𝐅 = 𝐅𝟎 cos(Ω̃t) =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
∫𝐹0

𝐿

0

𝑊1(𝑥)d𝑥 

∫𝐹0

𝐿

0

𝑊2(𝑥)d𝑥 

⋮

∫𝐹0

𝐿

0

𝑊𝑛(𝑥)d𝑥 
}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

cos(Ω̃t) .                                         (6.4.8) 

Једначина (6.4.5) у моду k има облик  
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𝑝̈𝑘(𝑡) + 2𝜁𝑘𝑝̇𝑘(𝑡) + 𝜔𝑘
2𝑝𝑘(𝑡) = ℎ𝑘 cos(Ω̃t),         𝑘 = 1, 2, … , 𝑛,                   (6.4.9) 

где је 

ℎ𝑘 = (𝐐𝑘𝐅𝟎).                                                                   (6.4.10) 

 

У нумеричкој анализи је 𝑛 = 4, односно 𝑘 = 1, 2, 3, 4.  

Решење нехомогене линеарне диференцијалне једначине (6.4.9) се може написати 

у облику 

𝑝𝑘(𝑡) = 𝑝𝑘ℎ(𝑡) + 𝑝𝑘𝑝(𝑡),                                                         (6.4.11) 

где су  𝑝𝑘ℎ(𝑡) и  𝑝𝑘𝑝(𝑡) хомогено и партикуларно решење једначине (6.4.9).  

Свака нехомогена једначина (6.4.9) има одговарајућу хомогену једначину у облику 

𝑝̈𝑘(𝑡) + 2𝜁𝑘𝑝̇𝑘(𝑡) + 𝜔𝑘
2𝑝𝑘(𝑡) = 0,        𝑘 = 1, 2, 3, 4.                                (6.4.12) 

Хомогено решење се претпоставља у следећем облику 

𝑝𝑘ℎ = (𝐴cos𝜗𝑡 + 𝐵sin𝜗𝑡)𝑒
−𝜁𝑘𝑡 ,                                                       (6.4.13) 

где су  A и B произвољне константе које се добијају из почетних услова  

𝜗 = √𝜔𝑘
2 − 𝜁𝑘

2 .                                                                     (6.4.14) 

На основу нехомогеног члана ℎ𝑘 cos(Ωt)  приказаног у (6.4.9) се може 

претпоставити облик функције којом би се одредило партикуларно решење 𝑝𝑟𝑝 

𝑝𝑘𝑝 = 𝐶cos(Ωt) + 𝐷sin(Ωt),                                                       (6.4.15) 

где су C и D коефицијенти који се одређују на следећи начин.   

Заменом 𝑝̇𝑘𝑝 и 𝑝̈𝑘𝑝 у једначину (6.4.9), добијају се две једначине 

(𝜔𝑘
2 − Ω̃2)𝐶 + 2𝜁𝑘Ω̃D = ℎ𝑘,                                                (6.4.16) 

−2𝜁𝑘Ω̃C + (𝜔𝑘
2 − Ω̃2)𝐷 = 0.                                                 (6.4.17) 
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Из система једначина (6.4.16) и (6.4.17), одређују се коефицијенти 

𝐶 =
ℎ𝑘(𝜔𝑘

2 − Ω̃2)

(𝜔𝑘
2 − Ω̃2)

2
+ 4𝜁𝑘

2Ω̃2
= 𝑁cos𝜑,                                           (6.4.18) 

𝐷 =
2ℎ𝑘𝜁𝑘Ω̃

(𝜔𝑘
2 − Ω̃2)

2
+ 4𝜁𝑘

2Ω̃2
= 𝑁sin𝜑,                                           (6.4.19) 

где је N амплитуда осциловања.  

Из једначина (6.4.18) и (6.4.19) одређују се непознате N и 𝜑  

𝑁 =
ℎ𝑘

√(𝜔𝑘
2 − Ω̃2)

2
+ 4𝜁𝑘

2Ω̃2
 ,                                                   (6.4.20) 

и 

𝜑 = arctg
2𝜁𝑘Ω̃

(𝜔𝑘
2 − Ω̃2)

 .                                                         (6.4.21) 

Партикуларно и опште решење су сада у облику 

𝑝𝑘𝑝 = 𝑁cos(Ω̃t − 𝜑).                                                             (6.4.22) 

𝑝𝑘(𝑡) = (𝐴cos𝜗𝑡 + 𝐵sin𝜗𝑡)𝑒
−𝜁𝑘𝑡 + 𝑁cos(Ω̃t − 𝜑).                               (6.4.23) 

За произвољне почетне услове 𝑝𝑘(0) = 𝑝𝑘0 и  𝑝̇𝑘(0) = 𝑝̇𝑘0, могуће је добити 

преостале константе A и B у следећем облику 

𝐴 = 𝑝𝑘0 − 𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑,                                                              (6.4.24) 

𝐵 =
𝑝̇𝑘0 + 𝜁𝑘𝑝𝑘0

𝜗
−
𝑁

𝜗
(𝜁𝑘cos𝜑 + Ω̃sin𝜑).                                       (6.4.25) 

Заменом константи A и B у (6.4.13), опште решење једначине (6.4.9) добија облик 

𝑝𝑘(𝑡) = (𝑝𝑘0cos𝜗𝑡 +
𝑝̇𝑘0 + 𝜁𝑘𝑝𝑘0

𝜗
sin𝜗𝑡) 𝑒−𝜁𝑘𝑡 

−[cos𝜑cos𝜗𝑡 +
(𝜁𝑘cos𝜑 + Ω̃sin𝜑)

𝜗
sin𝜗𝑡]𝑁𝑒−𝜁𝑘𝑡 + 𝑁cos(Ω̃t − 𝜑),   

𝑘 = 1,2, …𝑛.                     (6.4.26) 
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Заменом решења (6.4.26) у једначину (6.3.3) добија се 

𝐪(𝑡) = {

𝑄11(𝜔1)𝑝1(𝑡) + 𝑄12(𝜔2)𝑝2(𝑡) + ⋯+ 𝑄1𝑛(𝜔𝑛)𝑝𝑛(𝑡)

𝑄21(𝜔1)𝑝1(𝑡) + 𝑄22(𝜔2)𝑝2(𝑡) + ⋯+ 𝑄2𝑛(𝜔𝑛)𝑝𝑛(𝑡)
⋮

𝑄𝑛1(𝜔1)𝑝1(𝑡) + 𝑄𝑛2(𝜔2)𝑝2(𝑡) + ⋯+ 𝑄𝑛𝑛(𝜔𝑛)𝑝𝑛(𝑡)

}.                  (6.4.27) 

Коначно, опште решење принудних пригушених малих трансверзалних осцилација  

ротирајуће нано-греде има облик 

                     𝑤(𝑥, 𝑡) =∑𝑊𝑖(𝑥)𝑞𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

 

= {𝑊1(𝑥)[𝑄11(𝜔1)𝑝1(𝑡) + 𝑄12(𝜔2)𝑝2(𝑡) + ⋯+ 𝑄1𝑛(𝜔𝑛)𝑝𝑛(𝑡)]} 

+{𝑊2(𝑥)[𝑄21(𝜔1)𝑝1(𝑡) + 𝑄22(𝜔2)𝑝2(𝑡) + ⋯+ 𝑄2𝑛(𝜔𝑛)𝑝𝑛(𝑡)]} + ⋯ 

+{𝑊𝑛(𝑥)[𝑄𝑛1(𝜔1)𝑝1(𝑡) + 𝑄𝑛2(𝜔2)𝑝2(𝑡) + ⋯+ 𝑄𝑛𝑛(𝜔𝑛𝑚)𝑝𝑛(𝑡)]}, (6.4.28) 

 

6.5. Нумеричка анализа 

Анализа принудних осцилација ротирајуће нано-греде са утицајима нелокалног 

параметра, угаоне брзине и радијуса главчине, инспирисана је радом (Pradhan, S. C. и 

Murmu, T., 2010). За разлику од истраживања у наведеном раду овде се анализирају мале 

трансверзалне осцилације ротирајуће конзолне нано-греде при промени наведених 

параметара. Ово поглавље је подељено на три дела.  

У првом делу је извршена анализа природних фреквенција представљеног нано-

система из Поглавља 6.2. Решавање парцијалне диференцијалне једначине и одређивање 

природне фреквенције у раду  (Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010) добијено је на основу 

диференцијале квадратурне методе (DQM). У овој студији коришћен је Galerkin-ов метод 

и метод стандардне модалне анализе. Добијени резултати су поређени са резултатима из 

поменутог рада. 
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У другом делу су разматрани утицаји нелокалног параметра, угаоне брзине и 

ефекта радијуса главчине на мале трансверзалне осцилације непригушене ротирајуће 

нано-греде из Поглавља 6.3.  

У трећем делу је спроведена детаљна анализа пригушеног осциловања ротирајуће 

нано-греде из Поглавља 6.4 са променљивим утицајима нелокалног параметра, угаоне 

брзине и ефекта радијуса главчине.  

За материјалне и геометријске параметре ротирајуће нано-греде коришћене су 

вредности из рада (Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010), где је Young-ов модул еластичности 

𝐸 = 0.971 𝑇𝑃𝑎, густина материјала је 𝜌 = 2300 𝑘𝑔/𝑚3, дужина је 𝐿 = 100 𝑛𝑚 и пречник 

нано-греде је 𝑑 = 0.34 𝑛𝑚. За бездимензиону угаону брзину узете су вредности 𝛾 =

1; 2; 3, за бездимензиони полупречник главчине 𝛿 = 0; 1; 2 и за бездимензиони нелокални 

параметар 𝜓 = 0; 0,1; 0,2.  

6.5.1. Анализа природне фреквенције 

Вредности природних фреквенција ротирајуће нано-греде су поређене са 

вредностима из рада (Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010). 

У Поглављу 6.2 дата је детерминанта (6.2.6) у којој квадрати сопствених вредности 

матрице 𝐌−𝟏𝐊 предстаљају природне фреквенције система 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3,  𝜔4, … ,  𝜔𝑛. 

У раду (Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010) су уведени бездимензиони параметри. У 

циљу потврде  резултата природних фреквенција добијених другом методом решавања, 

најпре је потребно утицајне параметре представити у бездимензионом облику: 

1) бездимензиони радијус (полупречник) главчине 

𝛿 =
𝑟

𝐿
,                                                                                  (6.5.1.1) 

2) бездимензиона угаона брзина  

𝛾 = √
𝜌𝐴Ω2𝐿4

𝐸𝐼
 ,                                                                 (6.5.1.2) 
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3) бездимензиона сопствена фреквенција 

𝜆 = √
𝜌𝐴𝜔𝑛

2𝐿4

𝐸𝐼
 ,                                                                (6.5.1.3) 

4) бездимензиони нелокални параметар  

 

𝜓 =
𝑒0𝑎̃

𝐿
 .                                                                           (6.5.1.4) 

Као што се може и видети, у овом поглављу је бездимензиони нелокални параметар 

означен са 𝜓  ради лакшег поређења са резултатима из рада (Pradhan, S. C. и Murmu, T., 

2010). 

Табела 6.5.1.1 Вредности фреквенција за нелокалне параметре 𝜓 = 0; 0,1;  0,2;  0,3;  0,4, 

где су угаона брзина 𝛾 = 1 и радијус главчине 𝛿 = 1. 

  
λ1 λ2 λ3 λ4 

 
Представљена студија, 3,889 22,375 62,043 121,263 

𝜓 = 0 
(Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010) 3,890 22,380 62,050 - 

 
Представљена студија, 3,932 21,122 51,603 86,356 

𝜓 = 0,1 
(Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010) 3,932 21,122 51,603 - 

 
Представљена студија, 4,065 18,257 37,744 55,350 

𝜓 = 0,2 
(Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010) 4,065 18,257 37,744 - 

 
Представљена студија, 4,305 15,107 29,519 39,189 

𝜓 = 0,3 
(Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010) 4,305 15,110 29,520 - 

 
Представљена студија, 4,701 12,229 26,018 28,587 

𝜓 = 0,4 
(Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010) 4.701 12.230 26.0201 - 

 

У Табели 6.5.1.1  дате су вредности за прве четири бездимензионе сопствене 

фреквенције 𝜆𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3, 4 за радијус главчине  𝛿 = 1 и угаону брзину 𝛾 = 1. У  Табели 

6.5.1.2  приказане су вредности за прве четири бездимензионе фреквенције 𝜆𝑘, 𝑘 =
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1, 2, 3, 4 за радијус главчине 𝛿 = 0 и угаону брзину 𝛾 = 1. Бездимензиони нелокални 

параметар 𝜓 узет је у опсегу од 0 до 0.4. 

Из Табеле 6.5.1.1 вредност прве сопствене фреквенције 𝜆1 једнака је одговарајућој 

вредности из рада (Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010). У Табели 6.5.1.2 су приказане и друге 

вредности бездимензионих фреквенција када нема радијуса главчине (𝛿 = 0) у функцији 

нелокалног параметра ψ. Примећује се да повећање нелокалног параметра 𝜓 доводи до 

повећања вредности прве фреквенције 𝜆1, док се вредности фреквенција λ2, λ3, λ4 

смањују. За вредност нелокалног параметра 𝜓 = 0, уочава се највећа вредност 

бездимензионе фреквенције λ4. 

Запажено је да се нешто веће вредности фреквенција λ𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3, 4 добијају када 

се узме у обзир повећање радијуса главчине (𝛿 > 0).  

Табела 6.5.1.2  Вредности сопствених фреквенција за нелокалне параметре 

 𝜓 = 0; 0,1;  0,2;  0,3;  0,4,  где су угаона брзина 𝛾 = 1 и радијус главчине 𝛿 = 0. 

  λ1 λ2 λ3 λ4 

 Представљена студија, 3,682 22,181 61,842 121,051 

𝜓 = 0 (Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010) 3,690 - - - 

 Представљена студија, 3,706 20,868 51,295 85,982 

𝜓 = 0,1 (Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010) 3,710 - - - 

 Представљена студија, 3,783 17,866 37,223 54,704 

𝜓 = 0,2 (Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010) 3,783 - - - 

 Представљена студија, 3,923 14,589 28,709 38,346 

𝜓 = 0,3 (Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010) 3,923 - - - 

 Представљена студија, 4,153 11,675 24,468 28,043 

𝜓 = 0,4 (Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010) 4,154 - - - 

 



141 
 

У Табели 6.5.1.1 и Табели 6.5.1.2 приказане су вредности сопствених фреквенција 

за (𝑛 = 1,2, . . ,6). На овај начин се постиже боља сагласност вредности сопствених 

фреквенција са резултатима из рада (Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010). Такође, користећи 

другу теорију за одређивање природних фреквенција нано-система, добијени су резултати 

веома блиски вредностима из радова (Hodges, D.Y., Rutkowski, M.Y., 1981) и (Shafiei, N. и 

сарадници, 2016). 

Студија конвергенције је представљена у Табели 6.5.1.3 из које се може приметити 

да повећање броја реда у дискретизацији доводи до смањења вредности бездимензионих 

фреквенција. Разлике између друге и шесте тачке реда у дискретизацији уочене су у петом 

децималном запису.  

Табела 6.5.1.3  Студија конвергенције бездимензионих сопствених фреквенција за 

  𝜓 = 0, 𝛾 = 1и 𝛿 = 0. 

 𝜆1 𝜆2 𝜆3 𝜆4 

n=2 3,68167306 22,18102852   

n=3 3,68165070 22,18102833 61,84178166  

n=4 3,68164789 22,18101484 61,84177366 121,05094094 

n=5 3,68164718 22,18101281 61,84176519 121,05092897 

n=6 3,68164697 22,18101185 61,84176414 121,05092360 

 

На Слици 6.5.1.1 је приказана веза између бездимензионе сопствене фреквенције 

за први мод осциловања 𝜆1 у односу на бездимензиону угаону брзину 𝛾 ротирајуће нано-

греде, за различите вредности нелокалног параметра и полупречника главчине. 

Са повећањем вредности нелокалног параметра ψ, повећава се фреквенција у првом моду 

осциловања 𝜆1. До сличног запажања се долази када постоји радијус главчине, односно 

када је 𝛿 = 1 и 𝛿 = 2. Примећује се да је фреквенција у првом моду осциловања најнижа 

када је нелокални параметар занемарен, 𝜓 = 0. Са повећањем угаоне брзине 𝛾 се може  

уочити повећање фреквенције у првом моду осциловања 𝜆1.  
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На Сликама 6.5.1.2, 6.5.1.3 и 6.5.1.4 приказане су везе између бездимензионих 

сопствених фреквенција у другом, трећем и четвртом моду осциловања 𝜆2, 𝜆3,и 𝜆4,, 

респективно и бездимензионе угаоне брзине 𝛾 ротирајуће нано-греде, за различите 

вредности нелокалног параметра и полупречника главчине. Сасвим супротна запажања 

него при првом моду осциловања се уочавају код виших облика осциловања. Односно, са 

повећањем вредности нелокалног параметра ψ, смањују се вредности фреквенција у 

другом, трећем и четвртом моду осциловања 𝜆2, 𝜆3,и 𝜆4 . Са Слика 6.5.1.2, 6.5.1.3 и 6.5.1.4 

се може запазити да утицај радијуса главчине 𝛿 доводи до пораста вредности фреквенција 

за сваки мод осциловања. 

Када је нелокални параметар 𝜓 =  0.4, рачунањем се не добијају стварне сопствене 

вредности. Из тог разлога јавља се прекид на дијаграму зависности између фреквенција у 

трећем и четвртом моду осциловања и угаоне брзине, Слике 6.5.1.3 и 6.5.1.4. За разлику 

од сопствених фреквенције у првом моду осциловања, сопствене фреквенције код виших 

модова имају увек другачију почетну тачку између фреквенција према локалном и 

нелокалном моделу. Ово истраживање је у складу са објављеним резултатима приказаним 

у раду (Pradhan, S. C. и Murmu, T. 2010). 

 

 

Слика 6.5.1.1 Зависност између сопствене фреквенције у првом моду осциловања и 

угаоне брзине ротирајуће нано-греде, за различите вредности нелокалног параметра и 

полупречника главчине 
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Слика 6.5.1.2  Зависност између сопствене фреквенције у другом моду осциловања и 

угаоне брзине ротирајуће нано-греде, за различите вредности нелокалног параметра и 

полупречника главчине 

 

Слика 6.5.1.3  Зависност између сопствене фреквенције у трећем моду осциловања и 

угаоне брзине ротирајуће нано-греде, за различите вредности нелокалног параметра и 

полупречника главчине 
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Слика 6.5.1.4  Зависност између сопствене фреквенције у четвртом моду осциловања и 

угаоне брзине ротирајуће нано-греде, за различите вредности нелокалног параметра и 

полупречника главчине 

6.5.2. Анализа принудних непригушених осцилација  

У овом поглављу приказана је анализа непригушених осцилација ротирајуће нано-

греде. На основу добијеног решења за непригушени систем представљен једначином 

(6.3.13), разматран је утицај нелокалног параметра, угаоне брзине и радијуса главчине на 

посматрани систем. Ротирајућа нано-греда је под дејством равномерно распоређеног 

површинско хармонијског оптерећења  𝐹 = 𝐹0cos (Ω̃t) магнитуде 𝐹0 = 0.5 nN и 

фреквенције спољашњег оптерећења Ω̃ = 0.9𝜔1.  

Бездимензионо трансверзално померање греде је дато у следећем облику 

  𝑤̅(𝐿, 𝑡) = 𝑤(𝐿, 𝑡)/𝑑.                                                    (6.5.2.1)   

На Сликама 6.5.2.1 и 6.5.2.2 приказани су краћи и дужи временски периоди 

принудних непригушених осцилација ротирајуће нано-греде, под утицајем нелокалног 
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параметра, угаоне брзине и радијуса главчине. У случају одсуства пригушења јавља се 

периодични одзив. Са Слика 6.5.2.1 и 6.5.2.2, се може приметити да се овај феномен 

непрестано јавља у одређеним временским интервалима. Другим речима, појављује се 

подрхтавање (бијење).  Дијаграми су добијени за почетне услове, угиби и брзине за све 

случајеве су нула. 

Слика 6.5.2.1а приказује краћи временски период принудног непригушеног 

осциловања ротирајуће нано-греде под утицајем нелокалног параметра. За бездимензионе 

параметре угаоне брзине и полупречника главчине узете су вредности 𝛾 = 1 и 𝛿 = 1. 

Уочава се да се трансверзална померања смањују са повећањем вредности нелокалног 

параметра. Са повећањем вредности нелокалног параметра јавља се више периода 

подрхтавања за исти временски период. Амплитуда удара (бијења) је мања за веће 

вредности нелокалног параметра. 

На Слици 6.5.2.1б је приказан краћи временски период принудног непригушеног 

осциловања ротирајуће нано-греде у функцији промене бездимензионих угаоних брзина. 

За бездимензиони нелокални параметар и бездимензиони радијус главчине узете су 

вредности 𝜓 = 0.1 and 𝛿 = 1. Очигледно је да се са повећањем угаоне брзине смањују 

трансверзална померања непригушених осцилација ротирајуће нано-греде. 

Подрхтавањем су описана и трансверзална померања непригушених осцилација 

ротирајуће нано-греде само за вредности угаоне брзине 𝛾 = 1.  

Одавде се може закључити да се само при нижим вредностима угаоних брзина код 

принудно непригушених осцилација јавља подрхтавање. Мала трансверзална померања 

непригушених осцилација при нижим вредностима угаоне брзине  𝛾 = 1  су знатно већа 

него за вредности 𝛾 = 2   и 𝛾 = 3. Подрхтавање се не јавља за веће вредности угаоних 

брзина, у овом случају 𝛾 = 2  и 𝛾 = 3. 

На Слици 6.5.2.1в приказан је краћи временски период принудног непригушеног 

осциловања ротирајуће нано-греде при промени радијуса главчине. Утицај радијуса 

главчине на трансверзална померања је такође описан феноменом подрхтавања. 

Повећање вредности полупречника главчине доводи до смањења амплитуде удара. Јасно 

се може видети да се са повећањем вредности радијуса главчине повећао број удара 
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(периода подрхтавања). За δ = 0 јавља се један период подрхтавања, за δ = 1 два периода 

подрхтавања и за δ = 2 три периода подрхтавања. 

Вредност амплитуде осциловања трансверзалних померања је при већим 

вредностима радијуса главчина нижа него у случају занемаривања радијуса главчине (δ = 

0). Вредности  угаоне брзине и нелокалног параметра на Слици 6.5.2.1в су 𝛾 = 1 и 𝜓 =

0.1.  

Промена нелокалног параметра, угаоне брзине и радијуса главчине за дужи 

временски период принудног непригушеног осциловања ротирајуће нано-греде приказана 

је на Слици 6.5.2.2. Претходна дискусија везана за краће временске периоде осциловања  

(Слика 6.5.2.1) важи и за Слику 6.5.2.2, само што се код дужег временског периода 

осциловања појављује већи број периода подрхтавања. 

 

 

6.5.2.1 Краћи временски период принудног непригушеног осциловања ротирајуће нано-

греде са утицајем бездимензионог a) нелокалног параметра; б) параметра угаоне 

брзине; в) параметра радијуса главчине 
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6.5.2.2   Дужи временски период принудног непригушеног осциловања ротирајуће нано-

греде са утицајем бездимензионог a) нелокалног параметра; б) параметра угаоне 

брзине; в) параметра радијуса главчине 

6.5.3. Анализа принудних пригушених осцилација  

У овом поглављу је приказана анализа принудних пригушених осцилација 

ротирајуће нано-греде. На основу решења за пригушени систем (6.4.28), анализиран је 

утицај нелокалног параметра, угаоне брзине и радијуса главчине. Вредности 

коефицијената пропорционалности пригушења су 𝛼 = 𝛽 = 10 nNs/m. Ротирајућа нано-

греда је под дејством равномерно распоређеног површинско хармонијског оптерећења 

𝐹 = 𝐹0cos (Ω̃t), где је 𝐹0 = 1 nN и Ω̃ = 0.9𝜔𝑙1. 

На Слици 6.5.3.1а приказан је закон промене малих трансверзалних осцилација 

принудног пригушеног осциловања ротирајуће нано-греде у стационарном стању, где је 

уочено да се са повећањем нелокалног параметра неприметно смањују трансверзална 

померања. Односно, вредност амплитуде осциловања неприметно опада, па се може 

закључити да нелокални параметар не утиче значајно на крутост нано-носача.  

На Слици 6.5.3.1 спроведена је анализа за вредност бездимензионе угаоне брзине  𝛾 = 1 

и полупречника главчине 𝛿 = 1. Одговарајући фазни дијаграм дат је на Слици 6.5.3.1б.  
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Дијаграм угиба ротирајуће нано-греде услед промене вредности нелокалног 

параметра је приказан на Слици 6.5.3.1в. Удаљење мерено од причвршћеног краја греде 

дефинисано је величином x. Примећује се да промена нелокалног параметра није утицала 

на угибе на слободном крају конзоле.  

 

Слика 6.5.3.1 Утицај нелокалног параметра на пригушене осцилације ротирајуће нано-

греде: a) промена у времену; б) фазни дијаграм; в) дијаграм угиба 

Утицај угаоне брзине је приказан на Слици 6.5.3.2. Овде су вредности нелокалног 

параметра и радијуса главчине 𝜓 = 0.1 и 𝛿 = 1. Са Слике 6.5.3.2а се уочава да повећање 

угаоне брзине доводи до смањења трансверзалних осцилација ротирајуће нано-греде. 

Одговарајући фазни дијаграм је приказан на Слици 6.5.3.2б. Дијаграм угиба ротирајуће 

нано-греде услед промене угаоне брзине је приказан на Слици 6.5.3.2в. Евидентно је да 

су најудаљеније тачке нано-греде (мерено од укљештења) изложене највећем утицају 

промене угаоне брзине, при чему су мањи угиби за веће вредности угаоне брзине. 

На Слици 6.5.3.3 приказан је закон промене малих трансверзалних осцилација, 

фазни дијаграм и дијаграм угиба за различите вредности радијуса главчине ротирајуће 

нано-греде. Вредности нелокалног параметра и угаоне брзине у овој анализи су  𝜓 = 0.1 

и 𝛾 = 1. Тенденција смањења трансверзалних осцилација, као и појава максималног угиба 

у најудаљенијим тачкама нано-греде иста је као и у претходном случају. Повећање 
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радијуса главчине доводи до смањења трансверзалног померања ротирајуће нано-греде. 

Очигледно је да ефекти угаоне брзине и полупречника главчине имају сличан утицај. 

На основу добијених резултата се може закључити да се са порастом параметра 

угаоне брзине и параметра радијуса главчине смањују трансверзална померања 

ротирајуће нано-греде. Промена вредности нелокалног параметра при разматрању 

трансверзалних померања ротирајуће нано-греде је занемарљивог утицаја. 

 

Слика 6.5.3.2 Утицај параметра угаоне брзине на пригушене осцилације ротирајуће 

нано-греде: a) промена у времену; б) фазни дијаграм; в) дијаграм угиба 

 

Слика 6.5.3.3 Утицај параметра радијуса главчине на пригушене осцилације ротирајуће 

нано-греде: a) промена у времену; б) фазни дијаграм; в) дијаграм угиба 

Резултати из овог поглавља објављени су у раду (Atanasov, M. S., Stojanović, V., 2020). 
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У овом поглављу приказана је параметарска анализа принудног осциловања 

ротирајуће нано-греде изложене дејству равномерно распоређеног површинског 

хармонијског оптерећења. Показано је да се са повећањем вредности параметара угаоне 

брзине и радијуса главчине смањују вредности амплитуда трансверзалног померања нано-

греде, истовремено нелокални параметар има занемрљив утицај. 

Овом анализом је потврђено да Eringen-ова диференцијална форма не даје 

резултате који се поклапају са емпиријским понашањима носача (нарочито код 

испитивања утицаја нелокалног пареметра на крутост конзолног носача). Овде је 

показано, а и резултати потврђују парадокс Ерингерове теорије. Постоје неколико 

сугестија аутора (Fernández-Sáez, J. и сараници, 2016; Eptaimeros, K.G. и сарадници, 2016, 

Batra, R. C., 2021, Penna, R. и сарадници, 2021) који су се бавили превазилажењем овoг 

парадоксa.  Интегрална форма у смислу деформација, а не напона приказана је у раду 

(Batra, R. C., 2021). У раду (Batra, R. C., 2021) предложено је неколико алтернативних 

решења како би се избегао парадокс Ерингерове теорије. 

Овде је доказано да Eringen-ова метода у диференцијалној форми има недостатак 

јер не обухвата тачност решења у случају свих граничних услова (поготово код конзолног 

носача као што је у овом примеру) и свих овлика оптерећења (највише изражено у случају 

конзолног носача са концентрисаном силом на слободном крају), видети рад  (Fernández-

Sáez, J. и сараници, 2016). 

Недостатак изражавања, односно извођења Eringen-ове диференцијалне форме која 

следи из интегралне захтева додатна ограничења за подинтегралне функције (спољашњег 

оптерећења) да би се могла свести на свој еквивалент у интегралној форми (Penna, R. и 

сарадници, 2021). Ови услови су задовољени код носача као што су проста греда са 

концентричном силом на средини или континуалним периодичним оптертећењем 

(Fernández-Sáez, J. и сараници, 2016).  

Одавде се може закључити да се приликом проучавања нано-система описаног 

ротирајућом нано-гредом показује недостатак у приступу решавања применом Eringen-

ове диференцијалне методе, јер решење није могуће вратити у интегралну форму за услов 

ослањања конзолне греде и све облике спољашњих оптерећења. Примена Eringen-ove 

интегралне форме на представљени нано-систем би могла дати даље усмерење за наредна 

истраживања и поређења. 
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7. ЗАКЉУЧАК 

У овој докторској дисертацији представљена је анализа динамике различитих 

типова еластично спрегнутих нано-структура сачињених од две угљеничнe нано-цеви 

моделиранe као две нано-греде, двa графенскa нано-листића моделиранa као две нано-

плоче и комбинација нано-плоче и двострано закривљене плитке нано-љуске. Спрежући 

слој између нано-елемената је моделиран Winkler-овим еластичним слојем, који 

представља међуатомске силе између два нано-елемента, попут van der Waаls-ове 

интеракције. За наведене нано-системе, применом Eringen-ове нелокалне теорије напона 

и Euler–Bernoulli-јеве теорије греда, теорије плоча Kirchhoff-Love и линеарне теорије 

плитких љуски Novozhilov-а, написане су једначине којима се описује њихово осциловање 

и објашњава динамика.  За посматране спрегнуте нано-стуктуре аналитички су одређене 

вредности сопствених кружних фреквенција, изведени закони малих трансверзалних 

померања услед дејства различитих типова спољашњег оптерећења, те су разматрани 

критеријуми  критичних сила извијања.  

Типови оптерећења који су анализирани у овој докторској дисертацији су 

континуално равномерно распоређено хармонијско оптерећење, концентрисана 

хармонијска сила, покретна сила константног интензитета и покретна хармонијска сила. 

Детаљно је спроведена параметарска анализа слободног и принудног осциловања 

наведених нано-система. Такође, детаљно je извршена параметарска анализа принудног 

непригушеног и пригушеног осциловања ротирајуће нано-греде изложене дејству 

равномерно распоређеног површинског хармонијског оптерећења. 

Један од главних циљева ове докторске дисертације је испитивање утицаја 

различитих параметара (нелокалног, магнетног поља, радијуса закривљења, 

коефицијената пропорционалности пригушења, различитих вредности спољашњих 

оптерећења, радијуса главчине и угаоне брзине) на законе промена малих трансверзалних 

осцилација горњих и доњих нано-елемената. 

Eringen-ова диференцијална нелокална теорија еластичности и Maxwell-ове 

релације су описане у ПРВОМ поглављу докторске дисертације. 
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У ДРУГОМ поглављу су приказане основе теорије греда, плоча и двострано 

закривљених плитких љуски. Применом другог Newton-овог закона, Hamilton-овог 

принципа, Eringen-ове теорије напона и одговарајућих теорија у зависности да ли је у 

питању греда, плоча или љуска, изведене су диференцијалне једначине помоћу којих су 

описана мала трансверзална померања представљених нано-система. Код нано-греда је 

коришћена Euler–Bernoulli-јевa теоријa греда, код нано-плоча теоријa плоча Kirchhoff-

Love и код двострано закривљених плитких нано-љуски линеарна теорија Novozhilov-а. 

У ТРЕЋЕМ поглављу је представљена анализа слободних и принудних осцилација 

просто ослоњених нано-греда међусобно спрегнутих еластичним слојем, који се 

апроксимира Winkler-овим моделом дискретно распоређених опруга линеарних крутости, 

које делују по дужини греде. Написана је диференцијална једначина малих 

трансверзалних померања нано-система. Аналитички су одређене вредности сопствених 

кружних фреквенција и односа амплитуда осциловања нано-система. Приказани су закони 

малих трансверзалних померања услед дејства различитих типова спољашњег 

оптерећења, те су разматрани критеријуми  критичних сила извијања. 

Континуално равномерно распоређено хармонијско оптерећење, концентрисана 

хармонијска сила, покретна сила константног интензитета и покретна хармонијска сила 

су типови оптерећења за која су представљена аналитичка решења и нумеричка анализа 

принудних осцилација спрегнутих нано-греда.  

Представљена је веза између односа амплитуда осциловања стационарног стања 

(стања пре појаве извијених геометријских облика напрегнутог нано-носача) и односа 

аксијалне силе притиска и критичног оптерећења извијања. На основу добијених 

вредности показано је веома добро поклапање са резултатима из рада (Zhang, Y. Q. и 

сарадници 2008а) када се занемаре утицаји аксијалног магнетног поља и нелокалног 

параметра.   

Доказано је да утицаји нелокалног параметра и аксијалног магнетног поља смањују 

вредност амплитуде осциловања, што са физичке тачке гледишта доводи до повећања 

укупне крутости нано-система. Промена крутости система доводи до промена у природној 

фреквенцији система, чиме је могуће избећи настанак резонанције код различитих 

случајева спољних оптерећења.  
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Детаљном нумеричком анализом амплитуда осциловања, закључено је да брзина 

покретног оптерећења има утицаја на промену вредности амплитуда осциловања.  

Вредности амплитуда осциловања су веће код покретне хармонијске силе, него код 

покретне силе константног интензитета.  

За два случаја спољашњих оптерећења: равномерно распоређеног хармонијског и 

покретне хармонијске силе изведени су закони малих трансверзалних померања 

принудних осцилација анализираног нано-система у средњим равнима нано-греда.  

Доказано је да аксијално магнетно поље смањује вредност амплитуде 

трансверзалних померања нано-система код оба случаја спољашњих оптерећења.  

Закључено је да се пажљивим одабиром интензитета магнетног поља може 

подесити амплитуда принудних осцилација у одређеном опсегу без промене других 

материјалних и геометријских карактеристика нано-система. Ово омогућава практичну 

примену таквих система у динамичким абсорберима, нано-резонаторима и нано-актуатор 

уређајима.  

Нумеричком анализом нелокалног параметра, закључено је да пораст његове 

вредности узрокује смањење вредности амплитуда малих трансверзалних померања 

горње и доње нано-греде за оба анализирана случаја спољашњих оптерећења. 

Тачност добијених резултата је упоређивана са резултатима из објављених радова.  

Приказано је добро слагање резултата упоређивањем вредности најниже природне 

фреквенције нано-система са резултатом природне фреквенције једне угљеничне нано-

цеви добијене молекуларно динамичким симулацијама у радовима (Ansari, R. и Sahmani, 

S., 2012 и Ansari, R. и сарадници 2012b).  

У ЧЕТВРТОМ поглављу изучаване су слободне и принудне осцилације просто 

ослоњених нано-плоча међусобно спрегнутих еластичним слојем, који се апроксимира 

Winkler-овим моделом дискретно распоређених опруга линеарних крутости, које делују 

по површини плоче.  Аналитички су одређене вредности сопствених кружних 

фреквенција и односа амплитуда осциловања оваквог нано-система. Приказани су закони 

малих трансверзалних осцилација горње и доње нано-плоче за различите случајеве 

спољашњих оптерећења: равномерно распоређено површинско и линијско хармонијско 

оптерећење и концентрисана хармонијска сила. За разматране случајеве спољашњих 
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оптерећења, на основу сопствене фреквенције система, приказани су услови настанка 

резонанције и понашања нано-система као динамичког абсорбера. Извршено је поређење 

вредности амплитуда осциловања са резултатима добијеним у раду (Oniszczuk, Z., 2004), 

када се занемаре утицаји магнетног поља и нелокалног параметра. 

Уочено је да пораст интензитета магнетног поља и нелокалног параметра код 

равномерно распоређеног површинског и линијског хармонијског оптерећења, утиче на 

смањење вредности амплитуда осциловања нано-система, при константној крутости 

еластичног слоја.  

Приликом анализе малих трансверзалних померања представљеног нано-система 

за све случајеве спољашњих оптерећења (равномерно распоређеног површинског и 

линијског хармонијског оптерећења, као и концентрисане хармонијске силе) разматрани 

су утицаји нелокалног параметра, магнетног поља и магнитуде спољашњих побуда, при 

чему се дошло се закључка: 

- пораст интензитета магнетног поља и нелокалног параметра смањује вредност 

амплитуде осциловања и горње и доње нано-плоче разматраног система, 

- повећање вредности магнитуда спољашњих оптерећења, воде до повећања 

вредности амплитуда трансверзалних померања и горње и доње нано-плоче 

разматраног нано-система. Минимална вредност амплитуде малих трансверзалних 

померања горње и доње нано-плоче је примећена у случају равномерно 

распоређеног површинског хармонијског оптерећења, док се највећа вредност 

уочава у случају концентрисане хармонијске силе.  

Представљена је параметарска зависност облика функције трансверзалних 

померања нано-система од нелокалног параметра, услед промене вредности магнитуда 

спољашњих оптерећења. Уочено је да се све три криве са различитим вредностима 

магнитуде спољашњих оптерећења пресецају у једној тачки када је вредност нелокалног 

параметра 0.4. За вредности нелокалног параметра нижег од 0.4 трансверзалне осцилације 

се повећавају са повећањем вредности магнитуде спољашњих оптерећења. Са друге 

стране, за вредности нелокалног параметра већих од 0.4, трансверзалне осцилације нано-

плоча опадају са порастом вредности магнитуде спољашњих оптерећења.  

Приказано је веома добро слагање добијених резултата упоређивањем вредности 

најниже природне фреквенције нано-система са резултатом природне фреквенције 
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једнослојног графенског листића добијене молекуларно динамичким симулацијама из 

рада (Ansari, R. и сарадници 2010).  

У ПЕТОМ поглављу представљен је наносистем плоча-љуска сачињен од 

еластично спрегнутих елемената нано-плоче и нано-љуске. Нано-плоча и двострано 

закривљена плитка нано-љуска направљени су од орторопних материјала. Оба нано-

елемента су просто ослоњена и спојена еластичним слојем, који се апроксимира Winkler-

овим моделом дискретно распоређених опруга линеарних крутости, које делују по 

површини плоче и љуске. Спроведена је детаљна анализа слободних и принудних 

осцилација наносистема плоча-љуска. Изведен је систем од четири спрегнуте парцијалне 

диференцијалне једначине малих трансверзалних осцилација. Решења диференцијалних 

једначина која описују мала трансверзална померања принудних осцилација нано-система 

добијена су применом методе модалне анализе. Претпостављено је да је нано-систем под 

дејством равномерно распоређеног површинско хармонијског оптерећења. 

Анализиране су природне фреквенције представљеног нано-система. У циљу 

валидације, вредности природних фреквенција су поређене са резултатима из рада 

(Oniszczuk, Z., 2000b, 2004), занемаривањем утицаја нелокалног параметра и радијуса 

кривине, при чему је разматрани нано-систем сведен на систем од две нано-плоче 

(наносистем плоча-плоча). Приказано је упоређивање вредности природних фреквенција 

услед промене нелокалног параметра. Веће вредности нелокалног параметара снижавају 

вредност природних фреквенција. Уочено је добро слагање резултата упоређивањем 

вредности најниже природне фреквенције нано-система са резултатом природне 

фреквенције једнослојног графенског листића добијене молекуларно динамичким 

симулацијама из рада (Ansari, R. и сарадници 2010).  

Детаљном анализом слободних осцилација и упоређивањем вредности амплитуда 

осциловања, показано је да је вредност амплитуде нано-плоче за наносистем плоча-љуска 

мања у поређењу са амплитудом осциловања нано-плоче наносистема плоча-плоча.  

Анализом вредности амплитуде слободних осцилација услед промене радијуса 

закривљења нано-љуске, уочено је да се са повећањем радијуса кривине повећала и 

вредност амплитуде осциловања горње нано-плоче наносистема плоча-љуска. При томе 

се дошло до закључка да се са повећањем вредности полупречника кривине 
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приближавамо случају система плоча-плоча, док су у случају постојања радијуса кривине 

слободна трансверзална померања горње нано-плоче мања. 

Код детаљне анализе принудних пригушених осцилација нано-система (где је 

пригушење остварено помоћу Rayleigh-евог типа пропорционалног пригушења) 

разматран је утицај промене различитих параметара у нано-систему, на мала 

трансверзална померања средње тачке нано-плоче и нано-љуске. Најважније је 

напоменути да се при упоређивању вредности амплитуда осциловања горњих елемената 

наносистема плоча-љуска и наносистема плоча-плоча уочило смањење амплитуде код 

нано-плоче наносистема плоча-љуска. Овим доказивањем испуњен је један од главних 

циљева истраживања оваквог нано-система.   

Испитивањем утицаја закривљености нано-љуске на мала трансверзална померања 

нано-система показано је да ниже вредности радијуса кривине утичу на смањење 

вредности амплитуде осциловања и нано-плоче и нано-љуске. Приказан је и утицај 

једностраног и двостраног закривљења плитке нано-љуске на мала трансверзална 

померања наносистема плоча-љуска. Установљено је да је амплитуда осциловања мања 

код нано-система са једнострано закривљеном нано-љуском него код нано-система са 

двострано закривљеном нано-љуском. 

Разматрани су утицаји нелокалног параметра, магнитуде спољашњег оптерећења и 

коефицијената пропорционалности пригушења на мала трансверзална померања средње 

равни нано-система. 

Примећено је да повећање вредности  магнитуде спољашњег оптерећења повећава 

амплитуду осциловања и нано-плоче и нано-љуске наносистема плоча-љуска. Са 

порастом коефицијената пропорционалности пригушења уочено је смањење вредности 

амплитуде трансверзалних осцилација и нано-плоче и нано-љуске наносистема плоча-

љуска. 

Показано је да вредност амплитуде осциловања нано-плоче наносистема плоча-

љуска опада са порастом нелокалног параметра, док вредност трансверзалних померања 

нано-љуске наносистема плоча-љуска расте са порастом нелокалног параметра. Слична 

запажања изнета су и у раду (Arefi, M., 2018).  
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Закључак је да су утицаји различитих параметара на вредности амплитуде малих 

трансверзалних осцилација нано-система од великог практичног значаја за нано-електро-

механичке системе.  

У ШЕСТОМ поглављу детаљно су испитивани утицаји различитих параметара на 

амплитуде осциловања малих трансверзалних померања ротирајуће нано-греде. 

Динамика ротирајуће нано-греде је од практичног значаја, посебно када се испитује утицај 

спољашњег оптерећења. Ротирајуће нано-структуре побољшавају своја функционална 

својства и налазе примену код осовина нано-мотора, тачније хибридизованим нано-

генераторима са различитим утицајима спољашњих оптерећења. 

Поред нелокалног параметра и спољашњег оптерећења у овом поглављу су 

разматрани параметар угаоне брзине и параметар радијуса главчине. Како би се потврдила 

тачност вредности природних фреквенција добијених другачијом методом решавања у 

односу на рад (Pradhan, S. C. и Murmu, T., 2010), уведени су утицајни параметри у 

бездимензионом облику.  

Представљена је параметарска зависност облика функције сопствених фреквенција 

(у првом, другом, трећем и четвртом моду осциловања) од угаоне брзине, услед промене 

вредности нелокалног параметра и полупречника главчине. Са повећањем вредности 

нелокалног параметра, повећала се сопствена фреквенција у првом моду осциловања. Код 

виших модова осциловања је констатовано супротно, односно са повећањем вредности 

нелокалног параметра су се смањиле вредности сопствених фреквенција. Слична 

запажања су представљена у раду (Pradhan, S. C. и Murmu, T. 2010).  

Спроведена је детаљна анализа принудних непригушених и пригушених 

осцилација коришћењем стандардног поступка модалне анализе.  

За ротирајућу нано-греду која је под дејством равномерно распоређеног 

површинско хармонијског оптерећења, приказане су мале трансверзалне осцилације за 

краћи временски и дужи временски период принудних непригушених осцилација, 

респективно са утицајима нелокалних параметара, угаоних брзина и радијуса главчине.  

Запажен је феномен подрхтавања (удара) код малих трансверзалних померања 

непригушених осцилација ротирајуће нано-греде. 



158 
 

Уочено је да се са повећањем вредности нелокалног параметра појавило више 

периода подрхтавања (посматрањем и краћег и дужег временског домена) и да је тада 

вредност амплитуде удара мања.   

Закључено је да се са повећањем угаоне брзине смањила вредност амплитуде малих 

трансверзалних померања и да се само при нижим вредностима угаоних брзина појавило 

подрхтавање. 

Повећање вредности полупречника главчине довело је до смањења вредности 

амплитуде малих трансверзалних померања. Показано је да се са повећањем вредности 

радијуса главчине повећао и број удара.  

Код анализе пригушених осцилација представљене ротирајуће нано-греде, 

пригушење је остварено помоћу Rayleigh-евог типа пропорционалног пригушења. Такође, 

анализирани су утицаји нелокалног параметра, угаоне брзине и радијуса главчине на мала 

трансверзална померања ротирајуће нано-греде. Одговарајући фазни дијаграми као и 

дијаграми угиба ротирајуће нано-греде представљени су приликом анализирања свих 

разматраних утицаја.  

Са повећањем вредности угаоних брзина и радијуса главчина уочено је смањење 

вредности амплитуда малих трансверзалних померања ротирајуће нано-греде. 

Приказано је да су најудаљеније тачке нано-греде (мерено од укљештења) 

изложене највећем утицају промене угаоне брзине и радијуса главчине, при чему су 

уочени мањи угиби при већим вредностима и угаоних брзина и радијуса главчина. Тиме 

је доказано да та два параметра утичу на крутост ротирајуће нано-греде.  

Уочено је да нелокални параметар није значајно утицао на промену вредности 

амплитуде малих трансверзалних принудних пригушених осцилација ротирајуће нано-

греде. Такође, промена нелокалног параметра није утицала ни на угибе на слободном 

крају конзоле. Тиме је показано да нелокални параметар не утиче на крутост нано-греде. 

Овом анализом је потврђено да диференцијална Eringen-ова форма не даје 

резултате који се поклапају са емпиријским понашањима носача (нарочито код 

испитивања утицаја нелокалног пареметра на крутост конзолног носача). Приликом 

испитивања утицаја нелокалног параметра, приказани резултати потврђују парадокс 

Ерингерове теорије. Одавде се може  закључити да се приликом проучавања нано-система 

описаног ротирајућом нано-гредом показује недостатак у приступу решавања применом 
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Eringen-ове диференцијалне методе јер решење није могуће вратити у интегралну форму 

за услов ослањања конзолне греде и све облике спољашњих оптерећења. Указано је на 

који начин би се могло доћи до алтернативних решења како би се избегао парадокс 

Ерингерове теорије. Ово истраживање би могло бити полазна основа за наредна 

испитивања и упоређивања. 

Што се тиче резултата добијених код просто ослоњених нано-система, у раду 

(Fernández-Sáez, J. и сараници, 2016) потврђено је да се они подударају у оба случаја: било 

да се користи нелокална интегрална или нелокала диференцијална Eringen-ова 

конститутивна релација. 

Утицаји различитих параметара на наведене нано-системе могу допринети 

побољшању пројектовања нано-електромеханичких уређаја. Резултати из ове дисертације 

могу бити корисни за будућа истраживања различитих типова сложених нано-система.  
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Прилог А 

Коришћењем Buckingham-ове теореме (Szirtes, T., Rozsa, P., 2006), могуће је увести 

бездимензионе променљиве тако да описивање проблема буде независно од специфичних 

мерних јединица. Број бездимензионих променљивих (параметара) изражен је 

Buckingham-овom π – теоремом, где за дате n променљиве, изражене терминима r 

независних димензија, не постоји више од (n – r) независних бездимензионих 

променљивих. Обично се узимају три основне димензије маса М, дужина L и време Т, или 

скраћено МLТ систем. 

Математички изрази или физички значајна једначина која повезује свих петнаест 

променљивих (n =15) у задатку, односно у диференцијалним једначинама (4.1) и (4.2)  

дефинише се као  

𝐹(𝑎, 𝜌ℎ, 𝐷11, 𝑘̃, 𝑏, 𝑡,  𝑤𝑖 ,  𝜂̃ℎ𝐻𝑥
2, 𝐷22, 𝐷12, 𝐷66, (𝑒0𝑎̃)

2 , 𝑓𝑖 , 𝑥, 𝑦 ) = 0,                          (А. 1) 

где је (𝑎, 𝜌ℎ, 𝐷11,  𝑘̃, 𝑏, 𝑡,  𝑤𝑖 , 𝜂̃ℎ𝐻𝑥
2, 𝐷22, 𝐷12, 𝐷66, (𝑒0𝑎̃)

2 , 𝑓𝑖 , 𝑥, 𝑦 ) сет промељивих 

димезионих константи. 

У Поглављу 4 уведене су променљиве 𝑎, 𝜌ℎ, и 𝐷11 као примарне променљиве, при 

чему главна својства ових променљивих спречавају да се формира бездимензиони број у 

било којој комбинацији. Другим речима, било која комбинација, односно било које прве 

две променљиве (𝑎, 𝜌ℎ) не могу дати трећу променљиву 𝐷11.  

На основу овога се може формирати карактеристична детерминанта коришћењем 

експонената основних променљивих, чије вредности морају бити различите од нуле. У 

наставку су приказане коришћене променљиве и њихове димензије 

𝑎 → [𝐿], 𝜌ℎ → [𝑀𝐿−2],    𝐷11 →  [𝑀𝐿
2𝑇−2],                                    (А. 2) 

и карактеристична детерминанта 
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[
 
𝜌ℎ]

[𝑎]
[𝐷11]

𝑀

|
1
0
1

𝐿
−2
1
2

𝑇
0
0
−2
| = −2.                                           (А. 3) 

Услов некомпатибилности је задовољен решавањем наведене детерминанте за 

усвојене варијабле. На основу Buckingham-ове π – теореме (m = n – 3 = 15 - 3  = 12), 

функција 𝐹 дефинисана једначином (А.1) се може свести на функцију са бездимензионим 

параметрима као 

𝜙( 𝜋1𝑘̃ , 𝜋2𝑏 , 𝜋3𝑡 , 𝜋 4𝑤𝑖 , 𝜋5𝜂̃ℎ𝐻𝑥2  , 𝜋6𝐷22 , 𝜋7𝐷12  , 𝜋8𝐷66  , 𝜋9(𝑒0𝑎̃)2  , 𝜋10𝑓𝑖  , 𝜋11𝑥 , 𝜋12𝑦  ) = 0, (А. 4) 

где су димензије осталих променљивих  

𝑥 → [𝐿], 𝑦 → [𝐿], 𝑘̃ → [𝑀𝐿−2𝑇−2], 𝑏 → [𝐿], 𝑡 → [𝑇],  𝑤𝑖 → [𝐿],       

(𝐷22, 𝐷12, 𝐷66) →  [𝑀𝐿
2𝑇−2],    (𝑒0𝑎̃)

2 → [𝐿2],     𝑓𝑖 → [𝑀𝐿−1𝑇−2],   𝜂̃ℎ𝐻𝑥
2 → [𝑀𝑇−2].     (А. 5) 

Треба напоменути да су бездимензиони π – чланови из израза (А.4) дефинисани у 

облику 

𝜋1𝑘 = 𝑘̃ ∙ (𝜌ℎ)
𝑥1 ∙ (𝑎)𝑦1 ∙ (𝐷11)

𝑧1 ,    𝜋2𝑏 =  𝑏 ∙ (𝜌ℎ)
𝑥1 ∙ (𝑎)𝑦1 ∙ (𝐷11)

𝑧1 ,                       (А. 6) 

 𝜋3𝑡 = 𝑡 ∙ (𝜌ℎ)
𝑥1 ∙ (𝑎)𝑦1 ∙ (𝐷11)

𝑧1 ,   𝜋 4𝑤𝑖 = 𝑤𝑖 ∙ (𝜌ℎ)
𝑥1 ∙ (𝑎)𝑦1 ∙ (𝐷11)

𝑧1 ,                    (А. 7) 

𝜋5𝜂ℎ𝐻𝑥2 = 𝜂̃ℎ𝐻𝑥
2 ∙ (𝜌ℎ)𝑥1 ∙ (𝑎)𝑦1 ∙ (𝐷11)

𝑧1 ,    𝜋6𝐷22 = 𝐷22 ∙ (𝜌ℎ)
𝑥1 ∙ (𝑎)𝑦1 ∙ (𝐷11)

𝑧1 ,         (А. 8) 

𝜋7𝐷12 = 𝐷12 ∙ (𝜌ℎ)
𝑥1 ∙ (𝑎)𝑦1 ∙ (𝐷11)

𝑧1 ,   𝜋8𝐷66 = 𝐷66 ∙ (𝜌ℎ)
𝑥1 ∙ (𝑎)𝑦1 ∙ (𝐷11)

𝑧1 ,              (А. 9) 

𝜋9 𝜇 = (𝑒0𝑎̃)
2 ∙ (𝜌ℎ)𝑥1 ∙ (𝑎)𝑦1 ∙ (𝐷11)

𝑧1 ,   𝜋10𝑓𝑖 = 𝑓𝑖 ∙ (𝜌ℎ)
𝑥1 ∙ (𝑎)𝑦1 ∙ (𝐷11)

𝑧1 ,          (А. 10) 

𝜋11𝑥 = 𝑥 ∙ (𝜌ℎ)
𝑥1 ∙ (𝑎)𝑦1 ∙ (𝐷11)

𝑧1 ,   𝜋12𝑦 = 𝑦𝑅 ∙ (𝜌ℎ)
𝑥1 ∙ (𝑎)𝑦1 ∙ (𝐷11)

𝑧1 .                   (А. 11) 

   На пример, бездимензиона анализа из једначине (А.6) представљена је као 

𝜋1𝑘 → [𝑀0𝐿0𝑇0], 

𝑘̃ ∙ (𝜌ℎ)𝑥1 ∙ (𝑎)𝑦1 ∙ (𝐷11)
𝑧1 → [𝑀𝐿−2𝑇−2 ∙ (𝑀𝐿−2)𝑥1 ∙ (𝐿)𝑦1 ∙ (𝑀𝐿2𝑇−2)𝑧1],    (А. 12) 

где је 
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𝑀0𝐿0𝑇0 =  𝑀𝐿−2𝑇−2 ∙ (𝑀𝐿−2)𝑥1 ∙ (𝐿)𝑦1 ∙ (𝑀𝐿2𝑇−2)𝑧1 .                      (А. 13) 

Након изједначавања експонената са истом основом добијају се следеће једначине 

𝑀:                         1 + 𝑥1 + 𝑧1 = 0,    

𝐿:                − 2 − 2𝑥1 + 𝑦1 + 2𝑧1 = 0,                                (А. 14) 

𝑇:                           − 2 − 2𝑧1 = 0.  

Решавањем горњег система алгебарских једначина (А. 14), добија се 

(𝑥1 = 0,   𝑦1 = 4,    𝑧1 = −1),→  𝜋1𝑘 = 𝑘̃ ∙ (𝜌ℎ)
𝑥1 ∙ (𝑎)𝑦1 ∙ (𝐷11)

𝑧1 = 𝑘̃
𝑎4

𝐷11
= 𝐾.   (А. 15) 

Пратећи представљену методологију, добијају се остали бездимензиони 𝜋 – изрази 

као 

𝜋1𝑘 = 𝐾 = 𝑘̃
𝑎4

𝐷11
, 𝜋2𝑏 =

1

𝑅
=
𝑏

𝑎
,     𝜋3𝑡 = 𝜏 = 𝑡√

𝐷11
𝑎4𝜌ℎ

,   𝜋 4𝑤𝑖 = 𝑤̅𝑖 =
 𝑤𝑖
𝑎
, 

𝜋5𝜂ℎ𝐻𝑥2 = 𝑀𝑃 =
𝜂̃ℎ𝐻𝑥

2𝑎2

𝐷11
,      𝜋6𝐷22 = 𝐷̃22 =

𝐷22
𝐷11

, 𝜋7𝐷12 = 𝐷̃12 =
𝐷12
𝐷11

,           (А. 16) 

𝜋8𝐷66 = 𝐷̃66 =
𝐷66
𝐷11

, 𝜋9 𝜇 = 𝜂 = √
(𝑒0𝑎̃)

2

𝑎2
, 𝜋10𝑓𝑖 = 𝑓𝑖 = 𝑓𝑖

𝑎3

𝐷11
,

𝜋11𝑥 = 𝜉 =
𝑥

𝑎
,    𝜋12𝑦 = 𝜁 =

𝑦

𝑏
. 
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Прилог Б 

У Поглављу  5, прецизније Подпоглављу (5.5.1) уведени су параметри у функцији 

од односа амплитуда осциловања који се налазе у поставци добијања решења слободних 

осцилација нано-система сачињеног од еластично спрегнутих елемената нано-плоче и 

нано-љуске.  Параметри су у облику: 

                 𝜆1𝑚𝑛 = (𝛼𝑚𝑛
(4)𝛽𝑚𝑛

(3) − 𝛼𝑚𝑛
(3)𝛽𝑚𝑛

(4))𝛾𝑚𝑛
(2) + (𝛼𝑚𝑛

(2)𝛽𝑚𝑛
(4) − 𝛼𝑚𝑛

(4)𝛽𝑚𝑛
(2))𝛾𝑚𝑛

(3)
 

+(𝛼𝑚𝑛
(3)𝛽𝑚𝑛

(2) − 𝛼𝑚𝑛
(2)𝛽𝑚𝑛

(3))𝛾𝑚𝑛
(4),                                                                   (Б. 1) 

𝜆2𝑚𝑛 = (𝛽𝑚𝑛
(4) − 𝛽𝑚𝑛

(3))𝛾𝑚𝑛
(2) + (𝛽𝑚𝑛

(2) − 𝛽𝑚𝑛
(4))𝛾𝑚𝑛

(3) + (𝛽𝑚𝑛
(3) − 𝛽𝑚𝑛

(2))𝛾𝑚𝑛
(4),               (Б. 2) 

𝜆3𝑚𝑛 = (𝛼𝑚𝑛
(3) − 𝛼𝑚𝑛

(4))𝛾𝑚𝑛
(2) + (𝛼𝑚𝑛

(4) − 𝛼𝑚𝑛
(2))𝛾𝑚𝑛

(3) + (𝛼𝑚𝑛
(2) − 𝛼𝑚𝑛

(3))𝛾𝑚𝑛
(4),             (Б. 3) 

𝜆4𝑚𝑛 = (𝛼𝑚𝑛
(4) − 𝛼𝑚𝑛

(3))𝛽𝑚𝑛
(2) + (𝛼𝑚𝑛

(2) − 𝛼𝑚𝑛
(4))𝛽𝑚𝑛

(3) + (𝛼𝑚𝑛
(3) − 𝛼𝑚𝑛

(2))𝛽𝑚𝑛
(4) ,            (Б. 4) 

                     𝜆5𝑚𝑛 = (𝛼𝑚𝑛
(3)𝛽𝑚𝑛

(4) − 𝛼𝑚𝑛
(4)𝛽𝑚𝑛

(3))𝛾𝑚𝑛
(1) + (𝛼𝑚𝑛

(4)𝛽𝑚𝑛
(1) − 𝛼𝑚𝑛

(1)𝛽𝑚𝑛
(4))𝛾𝑚𝑛

(3)
 

+(𝛼𝑚𝑛
(1)𝛽𝑚𝑛

(3) − 𝛼𝑚𝑛
(3)𝛽𝑚𝑛

(1))𝛾𝑚𝑛
(4),                                                                        (Б. 5) 

𝜆6𝑚𝑛 = (𝛽𝑚𝑛
(3) − 𝛽𝑚𝑛

(4))𝛾𝑚𝑛
(1) + (𝛽𝑚𝑛

(4) − 𝛽𝑚𝑛
(1))𝛾𝑚𝑛

(3) + (𝛽𝑚𝑛
(1) − 𝛽𝑚𝑛

(3))𝛾𝑚𝑛
(4),               (Б. 6) 

𝜆7𝑚𝑛 = (𝛼𝑚𝑛
(4) − 𝛼𝑚𝑛

(3))𝛾𝑚𝑛
(1) + (𝛼𝑚𝑛

(1) − 𝛼𝑚𝑛
(4))𝛾𝑚𝑛

(3) + (𝛼𝑚𝑛
(3) − 𝛼𝑚𝑛

(1))𝛾𝑚𝑛
(4),              (Б. 7) 

𝜆8𝑚𝑛 = (𝛼𝑚𝑛
(3) − 𝛼𝑚𝑛

(4))𝛽𝑚𝑛
(1) + (𝛼𝑚𝑛

(4) − 𝛼𝑚𝑛
(1))𝛽𝑚𝑛

(3) + (𝛼𝑚𝑛
(1) − 𝛼𝑚𝑛

(3))𝛽𝑚𝑛
(4) ,            (Б. 8) 

                𝜆9𝑚𝑛 = (𝛼𝑚𝑛
(4)𝛽𝑚𝑛

(2) − 𝛼𝑚𝑛
(2)𝛽𝑚𝑛

(4))𝛾𝑚𝑛
(1) + (𝛼𝑚𝑛

(1)𝛽𝑚𝑛
(4) − 𝛼𝑚𝑛

(4)𝛽𝑚𝑛
(1))𝛾𝑚𝑛

(2)
 

+(𝛼𝑚𝑛
(2)𝛽𝑚𝑛

(1) − 𝛼𝑚𝑛
(1)𝛽𝑚𝑛

(2))𝛾𝑚𝑛
(4),                                                                         (Б. 9) 
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𝜆10𝑚𝑛 = (𝛽𝑚𝑛
(4) − 𝛽𝑚𝑛

(2))𝛾𝑚𝑛
(1) + (𝛽𝑚𝑛

(1) − 𝛽𝑚𝑛
(4))𝛾𝑚𝑛

(2) + (𝛽𝑚𝑛
(2) − 𝛽𝑚𝑛

(1))𝛾𝑚𝑛
(4),             (Б. 10) 

𝜆11𝑚𝑛 = (𝛼𝑚𝑛
(2) − 𝛼𝑚𝑛

(4))𝛾𝑚𝑛
(1) + (𝛼𝑚𝑛

(4) − 𝛼𝑚𝑛
(1))𝛾𝑚𝑛

(2) + (𝛼𝑚𝑛
(2) − 𝛼𝑚𝑛

(1))𝛾𝑚𝑛
(4),           (Б. 11) 

𝜆12𝑚𝑛 = (𝛼𝑚𝑛
(4) − 𝛼𝑚𝑛

(2))𝛽𝑚𝑛
(1) + (𝛼𝑚𝑛

(1) − 𝛼𝑚𝑛
(4))𝛽𝑚𝑛

(2) + (𝛼𝑚𝑛
(2) − 𝛼𝑚𝑛

(1))𝛽𝑚𝑛
(4) ,          (Б. 12) 

                𝜆13𝑚𝑛 = (𝛼𝑚𝑛
(2)𝛽𝑚𝑛

(3) − 𝛼𝑚𝑛
(3)𝛽𝑚𝑛

(2))𝛾𝑚𝑛
(1) + (𝛼𝑚𝑛

(3)𝛽𝑚𝑛
(1) − 𝛼𝑚𝑛

(1)𝛽𝑚𝑛
(3))𝛾𝑚𝑛

(2)
 

+(𝛼𝑚𝑛
(1)𝛽𝑚𝑛

(2) − 𝛼𝑚𝑛
(2)𝛽𝑚𝑛

(1))𝛾𝑚𝑛
(3),                                                                        (Б. 13) 

𝜆14𝑚𝑛 = (𝛽𝑚𝑛
(2) − 𝛽𝑚𝑛

(3))𝛾𝑚𝑛
(1) + (𝛽𝑚𝑛

(3) − 𝛽𝑚𝑛
(1))𝛾𝑚𝑛

(2) + (𝛽𝑚𝑛
(1) − 𝛽𝑚𝑛

(2))𝛾𝑚𝑛
(3),            (Б. 14) 

𝜆15𝑚𝑛 = (𝛼𝑚𝑛
(3) − 𝛼𝑚𝑛

(2))𝛾𝑚𝑛
(1) + (𝛼𝑚𝑛

(1) − 𝛼𝑚𝑛
(3))𝛾𝑚𝑛

(2) + (𝛼𝑚𝑛
(2) − 𝛼𝑚𝑛

(1))𝛾𝑚𝑛
(3),          (Б. 15) 

𝜆16𝑚𝑛 = (𝛼𝑚𝑛
(2)
− 𝛼𝑚𝑛

(3)
)𝛽𝑚𝑛

(1)
+ (𝛼𝑚𝑛

(3)
− 𝛼𝑚𝑛

(1)
)𝛽𝑚𝑛

(2)
+ (𝛼𝑚𝑛

(1)
− 𝛼𝑚𝑛

(2)
)𝛽𝑚𝑛

(3)
,         (Б. 16) 

                       𝑝𝑚𝑛 = [(𝛼𝑚𝑛
(4) − 𝛼𝑚𝑛

(3))𝛽𝑚𝑛
(2) + (𝛼𝑚𝑛

(2) − 𝛼𝑚𝑛
(4))𝛽𝑚𝑛

(3) + (𝛼𝑚𝑛
(3) − 𝛼𝑚𝑛

(2))𝛽𝑚𝑛
(4)] 𝛾𝑚𝑛

(1)
 

+ [(𝛼𝑚𝑛
(3) − 𝛼𝑚𝑛

(4))𝛽𝑚𝑛
(1) + (𝛼𝑚𝑛

(4) − 𝛼𝑚𝑛
(1))𝛽𝑚𝑛

(3) + (𝛼𝑚𝑛
(1) − 𝛼𝑚𝑛

(3))𝛽𝑚𝑛
(4)] 𝛾𝑚𝑛

(2)
 

+ [(𝛼𝑚𝑛
(4) − 𝛼𝑚𝑛

(2))𝛽𝑚𝑛
(1) + (𝛼𝑚𝑛

(1) − 𝛼𝑚𝑛
(4))𝛽𝑚𝑛

(2) + (𝛼𝑚𝑛
(2) − 𝛼𝑚𝑛

(1))𝛽𝑚𝑛
(4)] 𝛾𝑚𝑛

(3)
 

+ [(𝛼𝑚𝑛
(2) − 𝛼𝑚𝑛

(3))𝛽𝑚𝑛
(1) + (𝛼𝑚𝑛

(3) − 𝛼𝑚𝑛
(1))𝛽𝑚𝑛

(2) + (𝛼𝑚𝑛
(1) − 𝛼𝑚𝑛

(2))𝛽𝑚𝑛
(3)] 𝛾𝑚𝑛

(4).     (Б. 17) 
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БИОГРАФИЈА АУТОРА 

Марија (Бранислав) Стаменковић 

Атанасов рођена је 03. 09. 1986. године у 

Нишу. Основну школу и средњу техничку 

школу „Прота Стеван Димитријевић“ смер 

„Машински техничар за компјутерско 

конструисање“ завршила је у Алексинцу са 

одличним успехом. Машински факултет у 

Нишу уписала је школске 2005/2006 године. 

Током студирања на основним студијама 

освојила је прво место на такмичењу у 

знању из предмета „МЕХАНИКА“ на скупу 

студената са простора бивше Југославије („Машинијада“) 2008. године. Од треће године 

факултета школске 2007/2008 године определила се за смер „Енергетика и процесна 

техника“. Дипломски рад је одбранила 25. марта 2011. године под називом „Прорачун 

добошастог размењивача топлоте вода-вода снаге 650 kW” са оценом 10 (десет). Просечна 

оцена током студирања основних академских студија је 9.14 (девет и 14/100).  Школске 

2011/2012 године уписала је докторске студије на Машинском факултету у Нишу и 

положила све испите предвиђене планом и програмом до 2015. године са просечном 

оценом 10,00 (десет). Са стеченом дипломом мастер инжењер машинства (десет 

семестара) засновала је радни однос на „Математичком институту САНУ“  у Београду 01. 

05. 2011. године на пројекту ОИ 174001 под називом „Динамика хибридних система 

сложених структура. Механика материјала“, под руководством проф. др Катице 

(Стевановић) Хедрих. Активно  је учествовала у раду научних и семинара за младе 

истраживаче који су се организовали на Математичком институту САНУ. Одлуком 

Научног већа Машинског факултета Универзитета у Нишу, 27. 04. 2017. године изабрана 

је у звање асистент на Катедри за механику. Због трудничког и породиљског одсуства 

радни однос на Катедри за механику заснива 01. 11. 2017. год. Након завршетка пројектног 

циклуса на ком је била ангажована (пројекат ОИ 174001), од 01. 01. 2020. године прелази 

на пројекту „Министарства науке, технолошког развоја и иновација Републике Србије 
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(Уговор бр. 451-03-47/2023-01/200109)“ при Машинском факултету у Нишу. Аутор је 

више радова у часописима са „SCI“ листе категорије М20 на којима је први аутор. 

Учествовала је како на домаћим тако и на иностраним научним скуповима. Удата је и 
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Изјава 1. 

 

 

ИЗЈАВА О АУТОРСТВУ 

 

Изјављујем да је докторска дисертација, под насловом: 

 

„Стабилност и принудне осцилације спрегнутих нано-структура“ 

 

која је одбрањена на Машинском факултету Универзитета у Нишу: 

• резултат сопственог истраживачког рада; 

• да ову дисертацију, ни у целини, нити у деловима, нисам пријављивао/ла на другим 

факултетима, нити универзитетима; 

• да нисам повредио/ла ауторска права, нити злоупотребио/ла интелектуалну 

својину других лица.  

 

Дозвољавам да се објаве моји лични подаци, који су у вези са ауторством и 

добијањем академског звања доктора наука, као што су име и презиме, година и место 

рођења и датум одбране рада, и то у каталогу Библиотеке, Дигиталном репозиторијуму 

Универзитета у Нишу, као и у публикацијама Универзитета у Нишу. 

 

У Нишу, _________________                                           

                                                                                        Потпис аутора дисертације: 

 

  ______________________________ 

                                                                                  Стаменковић Атанасов Марија 
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Изјава 2. 

 

 

 

 

ИЗЈАВА О ИСТОВЕТНОСТИ ЕЛЕКТРОНСКОГ  И ШТАМПАНОГ 

ОБЛИКА ДОКТОРСКЕ ДИСЕРТАЦИЈЕ 

 

 

Наслов дисертације:  

 

„Стабилност и принудне осцилације спрегнутих нано-структура“ 

 

Изјављујем да је електронски облик моје докторске дисертације, коју сам предао/ла 

за уношење у Дигитални репозиторијум Универзитета у Нишу, истоветан штампаном 

облику.  

 

У Нишу, _________________                                           

                                                     

                               Потпис аутора дисертације: 

  

      ___________________________ 

Стаменковић Атанасов Марија 
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Изјава 3: 

 

ИЗЈАВА О КОРИШЋЕЊУ 

 

Овлашћујем Универзитетску библиотеку „Никола Тесла“ да у Дигитални репозиторијум 

Универзитета у Нишу унесе моју докторску дисертацију, под насловом: 

„Стабилност и принудне осцилације спрегнутих нано-структура“ 

 

Дисертацију са свим прилозима предао/ла сам у електронском облику, погодном за трајно 

архивирање.  

Моју докторску дисертацију, унету у Дигитални репозиторијум Универзитета у Нишу, 

могу користити сви који поштују одредбе садржане у одабраном типу лиценце Креативне 

заједнице (Creative Commons), за коју сам се одлучио/ла. 

1. Ауторство (CC BY) 

2. Ауторство – некомерцијално (CC BY-NC)  

3. Ауторство – некомерцијално – без прераде (CC BY-NC-ND) 

4. Ауторство – некомерцијално – делити под истим условима (CC BY-NC-SA) 

5. Ауторство –  без прераде (CC BY-ND) 

6. Ауторство –  делити под истим условима (CC BY-SA)1 

 

У Нишу, _________________                                          

                                                                                     Потпис аутора дисертације: 

 

          ___________________________ 

           Стаменковић Атанасов Марија  

 
1 Аутор дисертације обавезан је да изабере и означи (заокружи) само једну од шест понуђених лиценци; опис лиценци 

дат је у наставку текста. 


