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лисаних координата (y, ẏ) - лево и (w, ẇ) - десно за α = 0.2 и Ω = 4. . . . . 103
6.6 Периодично решење у фазној равни (дијаграм померање-брзина) генера-
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Глава 1

Уводна разматрања

1.1 Избор теме и мотива за проучавање

У овој докторској дисертацији проучавани су различити механички проблеми чије се
динамичко понашање може описати нелинеарним фракционим диференцијалним једна-
чинама Дуфинговог типа или еквивалентним системима нелинеарних фракционих дифе-
ренцијалних једначина. Такви проблеми могу потицати из структурне динамике и мо-
гу укључивати осцилације различитих деформабилних тела на вискоеластичном слоју са
фракционим карактеристикама, као у случају функционално градијентних греда, микро и
нано греда, аксијално покретних греда и слично. Код оваквих примера се јавља неопход-
ност описивања и моделирања вискоеластичног слоја са фракционим карактеристикама,
где ред извода варира у интервалу од 0 до 1, како би се описао читав низ материјалних
карактеристика различитих материјала од идеално еластичних, преко сунђера, до идеал-
но вискозних, па чак и различитих материјала са својствима пене. У овој дисертацији се
користе изводи нецелог реда за моделирање пригушења иако je у тексту и наслову кори-
шћен назив фракциони извод. Подразумева се да се односе на исто. Поред тога примери
са динамичком абсорбцијом вибрација у системима нелинарних спрегнутих структура се
такође могу свести на поменути систем нелинеарних фракционих диференцијалних јед-
начина. У овој дисертацији се анализирају и континуални системи деформабилних тела
и дискретни системи. Као пример континуалног система деформабилног тела, разматра-
на је нелинеарна Ојлер-Бернулијева греда, састављена од материјала чије карактеристике
(модуо еластичности, густина) по попречном пресеку варирају по одређеној функцији.
Као веза између напона и деформација, користи се теорија напонског градијента (нело-
кална теорија) и теорија дилатационог градијента. Греда је просто ослоњена на крајевима,
а на преосталом делу лежи на фракционом виско-еластичном слоју Пастернаковог типа.
Хармонијском побудом у трансверзалном правцу је доведена у стање осциловања. Као
пример дискретних система је проучаван нелинеарни динамички апсорбер.

У природно-математичким наукама и инжењерству је често потребно симулирати пе-
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риодичне процесе. То омогућава да потврдимо наше разумевање тих процеса и предви-
ђање како промена одређених параметара утиче на њих. Ово је веома битно за објашња-
вање феномена који се јављају у природи и техници, за дизајн и побољшање квалитета
инжењерских производа и потврду њихове безбедности за употребу. Физички процеси
се обично моделирају математички коришћењем система диференцијалних једначина. За
одређени број специфичних случајева је могуће наћи тачна аналитичка решења тих си-
стема једначина. Међутим, велики број реалних проблема укључује нелинеарности, те за
системе диференцијалних нелинарних једначина углавном не постоји тачно аналитичко
решење, тако да је потребно прибећи примени приближних (апроксимативних) решења
која се добијају коришћењем приближних (апроксимативних) метода. То је нарочито слу-
чај када су једначине система бројне, спрегнуте, нелинеарне и нехомогене. Метода ин-
кременталног хармонијског баланса (МИХБ) је у овој тези уведена и примењена за изу-
чавање нелинеарних осцилаторних система и користи се заједно са методама: нумеричка
континуација (праћење путање), пертурбациона метода вишеструких временских скала и
Њумарк метода. МИХБ у комбинацији са методом нумеричке континуације даје напредне
могућности испитивања амплитудно-фреквентних карактеристика система, као и утицај
различитих параметара на динамику система. МИХБ је полу аналитичка - полу нумеричка
метода. За потврду нумеричких резултата користе се и друге апроксимативне методе као
што су: пертурбациона метода вишеструких временских скала, Њумаркова метода и мето-
да Рунге-Кута. Врши се упоређивање различитих метода у структурној анализи динамич-
ких проблема са једним и више степени слободе кретања. Поред тога, испитиван је ути-
цај различитих параметара сложених система на амплитудно-фреквентни одзив система
и испитан утицај параметара фракционог пригушења (ред нецелог извода и коефицијент
множитељ тог извода функције) на амплитудно-фреквентни одзив у условима примарне
резонанце и резонанци виших модова осциловања, као и услови и резултати интеракције
нелинеарних модова. У случају механичких система, нелинеарни чланови у једначина-
ма настају услед: великих деформација (нелинеарне кинематске релације), нелинеарног
понашања материјала (нпр. хипер-еластичност, вискоеластичност или пластичност) или
нелинеарних граничних услова (нпр. фрикциона интеракција или интеракција унилате-
ралним контактом). Када су механичке осцилације (вибрације) мале, често је оправдано
линеаризовати нелинеарне чланове, а затим применити теорију линеарних осцилација.
Ова стратегија се тренутно примењује свуда у апликацијама у машинском и ваздухоплов-
ном инжењерству. Многи научници и инжењери деле мишљење да ће се то драматично
променити у наредним деценијама и да ће бити неопходно прећи са линеарног на нели-
неарни дизајн. Постоје два главна разлога за ову тврдњу. Прво, потребан је екстреман
дизајн лаких конструкција да би се постигли амбициозни циљеви високе ефикасности ма-
теријала и енергије, што води ка већим осцилацијама тањих и виткијих структура. Као
последица, линеарне апроксимације нису више довољно прецизне и јављају се нелинеар-
ни феномени, који више не могу бити описани линеарном теоријом. Као друго, могу се
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користити специфични нелинеарни феномени, који не постоје у линеарном свету. Један
важан фундаментални и универзални пример је пасиван пренос енергије кроз различите
временске и дужинске скале. Пасиван пренос енергије је пренос енергије са једног тела на
друго или дуж једног тела, који је изазван без активног утицаја споља. Он омогућава, из-
међу осталог, много ефективније концепте за ублажавање вибрација (пасивни динамички
апсорбери) или сакупљање енергије (energy harvesting), на бази чега се моделирају мета-
материјали са супериорним својствима. Супротно томе, активан пренос енергије захтева
одговарајуће системе аутоматског управљања, који нису изучавани у овој тези.

Концепт фракционог рачуна датира још из времена Лајбницове и Лопиталове диску-
сије о изводу реда једне половине, од пре три века. Проблем је привукао пажњу многих
научника. Уопштено говорећи, претпоставља се да је извод нецелог реда користан за бољи
опис реалних појава. На пример, пригушење у механичким уређајима се обично моделује
као функција (линеарна или нелинеарна) извода првог реда и може се заменити фракцио-
ним пригушењем (у неким случајевима са одговарајућим физичким значењем). Да би се
решила фракциона диференцијална једначина, потребно је апроксимирати одговарајући
фракциони оператор, што значи укључивање информација о претходним стањима систе-
ма (тзв. меморијски ефекат). Овај ефекат уводи додатне степене слободе. Такви мултиди-
мензионални динамички системи, нарочито ако имају нелинеарности у себи, су сложени
и захтевају посебан математички апарат за њихову анализу. Као што је већ напоменуто,
у овој дисертацији се користе изводи нецелог реда за моделирање пригушења иако je у
тексту и наслову коришћен назив фракциони извод. Подразумева се да се односе на ис-
то. Разлог за то је да је у модерној литератури широко распрострањен назив фракциони
извод и фракциони рачун, чак и када се користе изводи који могу да буду општијег карак-
тера од разломка тј. нецели бројеви. Да би се испратили светски токови уведена је оваква
терминологија.

1.2 Преглед актуелних истраживања и литературе

Структуре са физичким својствима која се мењају континуално и постепено дуж оде-
ђеног правца су познате као функционално градијентни (ФГ) материјали [ton2021new,
1]. Главна предност оваквих материјала која је забележена у инжењерској пракси је ма-
њак концентрације напона, што је главни проблем на граничним слојевима (интерфеј-
сима) конвенционалних ламинатних композита [1]. ФГ материјали најчешће садрже два
различита материјала као што су нпр. метал и керамика. Упркос значајној количини ли-
тературе у области ФГ структура, још увек има простора и потребе за истраживање ми-
кро/нано електромеханичких система (МЕМС/НЕМС) који су базирани на ФГ матери-
јалима. Наногреде и наноплоче се користе у различитим МЕМС/НЕМС уређајима, као
што су микроактуатори [2, 3], микропрекидачи [4], микро сензори [5], разонатори на на-
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Глава 1: Уводна разматрања

но скали [6], наноуређаји за прикупљање (харвестинг) енергије [7], итд. За истраживање
динамичког понашања таквих система користе се различити приступи базирани на експе-
риментима, симулацијама молекуларне динамике и механике континуума [8, 9, 10, 11, 12,
13, 14]. Међутим, поставка и извођење експеримента, као и имплементација молекулар-
но динамичких симулација захтева време и одређене вештине. Из тих разлога су модели
механике континуума зависни од величине, тј. дужинске скале, добили на популарности
због њихове једноставности у предвиђању механичког понашања микро/нано-скалираних
структурних система. Различите некласичне теорије еластичности се користе да опишу
ефекат малих величина у микро- и наноструктурама. Међу њима се најчешће користе
следеће теорије континуума за испитивање наноструктура: нелокална теорија еластич-
ности [14, 15, 16], дилатацијско градијентна теорија [12], модификована теорија спрег-
нутих напона (или модификована дилатацијско градијентна теорија) [17] и теорија повр-
шинске еластичности [18]. Резултати експеримената приказаних у раду [12] су показали
да нелокална теорија еластичности има ограничења у приказивању ефекта очвршћива-
ња крутости (stiffness-hardening). Ова мана се може надоместити коришћењем нелокалне
дилатацијско-градијентне теорије (НДГТ) као што је оргинално описано у раду Lim и са-
радници [19]. Ова теорија укључује у разматрање и нелокални и ефекат дужинске (нано)
скале.

Многе студије користе НДГТ при анализи механичког понашања ФГ структура. Gao и
сарадници [20] су испитивали нелинеарне слободне осцилације ФГ кружних наноцевчи-
ца користећи НДГТ и двостепену пертурбациону методу. Јаневски [21, 22] је испитивао
линеарне осцилације, стабилности на извијање НДГТ Ојлер-Бернулијеве и Тимошенко-
ве греде под утицајем температуре. El-Borgi и сарадници [8] су се бавили испитивањем
слободних и принудних осцилација просто ослоњене ФГ греде на нелинеарној еластич-
ној подлози. Они су применили пертурбациону методу вишеструких временских скала
за добијање амплитудно-фреквентних кривих одзива система. Друга група аутора [23] се
бавила истраживањем топлотом индукованих нелинеарних осцилација капацитивне ФГ
наногреде у оквиру НДГТ. Применом полуаналитичке пертурбационе методе усредња-
вања анализиран је одзив стационарног стања. Такође су користили технику погађања
(shooting) заједно са Флокеовом теоријом за одређивање периодичних орбита кретања и
испитивање њихове стабилности. Wang и Shen [24] су испитивали трансверзалне нели-
неарне осцилације аксијално покретне вискоеластичне просто ослоњене греде описане
са НДГТ. Користили су директну методу вишеструких скала за одређивање амплитудно-
фреквентног одзива стационарних стања у субхармонијском параметарском резонантном
стању као и Routh–Hurwitz критеријум за одређивање стабилности решења. Jalaei и сарад-
ници [25] су испитивали динамичку стабилност температурно зависне Тимошенкове ФГ
наногреде изложене аксијалном оптерећењу и магнетном пољу у термичком окружењу.
Аутори су за решавање проблема користили приступ базиран на Навијеовој и Болотиновој
методи. Li и сарадници [26] су испитивали лонгитудиналне осцилације штапова описаних
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коришћењем НДГТ и извели аналитичка решења за предвиђање природних фреквенција и
модова осциловања за специфичне граничне услове. Закључили су да се код НДГТ штапа
јавља ефекат омекшавања крутости (stiffness-softening) када је нелокални параметар већи
од параметра скале дужине и врши ефекат учвршћивања крутости (stiffness-hardening) у
супротном случају. Li [27] је истраживао осцилације аксијално ФГ греда описаних преко
НДГТ и Ојлер-Бернулијеве теорије греда решио проблем преко метода уопштених дифе-
ренцијалних квадратура. Simsek [28] је испитивао слободне осцилације нелинеарне ФГ
наногреде са непокретним крајевима описане преко НДГТ и Ојлер-Бернулијеве теорије
греде и фон-Карманове геометријске нелинеарности. Liu [29] је испитао нелинеарно осци-
латорно понашање ФГ сендвич НДГТ наногреде у присуству почетне геометријске импер-
фекције. Нелинеарност је индукована кроз фон-Карманову теорију и косинусна функција
слична форми облика мода је искоришћена за описивање геометријске имперфекције мо-
да. Они су искористили Хеов варијациони принцип за решавање нелинеарне диференци-
јалне једначине и срачунавање фреквенције нелинеарног модела сендвич наногреде. На
основу НДГТ, Li и Hu [30] и Zhen и Zhou [31] су испитивали пропагацију таласа кроз јед-
нозидну угљеничну наноцевчицу кроз коју тече флуид. Поред тога, Li [32] је испитивао
критичне брзине струјања флуида кроз микроцевчице моделиране преко НДГТ, Тимо-
шенкове и Ојлер-Бернулијеве теорије греда.

Zhang и сарадници [33] су испитивали нелинеарну динамику просто ослоњене фракци-
оно вискоеластичне греде оптерећене трансверзалном хармонијском побудом. Коришће-
њем методе усредњавања, аутори су добили одзив стационарног стања система у једном
моду. Нумеричке резултате су добили уз помоћ алгоритма који је базиран на Грунвалд-
Летњиковој дефиницији фракционог извода, а њихову исправност су потврдили са ана-
литичким резултатима. Начин и методе нелинеарне динамике које су применили за ну-
меричку анализу су послужили као инспирација за представљање нумеричких резултата
добијених у овој дисертацији. Eyebe [34] је испитивао нелинеарне осцилације наногреде
која осцилује на фракционој Винклер-Пастернак-овој подлози коришћењем Даламберо-
вог принципа за извођење једначина осциловања и методу вишеструких скала за апрокси-
мацију резултујућег нелинеарног проблема. Поред тога, Lewandowski [35] је истраживао
нелинеарне осцилације стационарног стања и стабилност хармонијски побуђених фрак-
ционих вискоеластичних греда. Вискоеластични материјал греде је описан Зенеровим ре-
олошким моделом са фракционим изводима. Амплитудне једначине су добијене кори-
шћењем методе коначних елемената и методе хармонијског баланса заједно са методом
нумеричке континуације, која је коришћена и у овој докторској дисертацији.

У раду [36] је испитивана хомогена Ојлер-Бернулијева греда на нелинеарнoj, виско-
еластичнoј подлози која може да реагује само на притисак или и на истезање и при-
тисак. Представљен модел је подвргнут вишеструким концентрисаним или континуал-
но расподељеним трансверзалним статичким или динамичким оптерећењима. Методу
ИХБ су искористили за одређивање нелинеарног амплитудно-фреквентног одзива систе-
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ма. Ампитудно-фреквентни дијаграми које су добили и представили у раду су очекивано
сличног облика као дијаграми у овој докторској дисертацији. Међутим, разматрани сето-
ви параметара су другачији када посматрамо својства оптерећења и подлоге. Њихов циљ
је био испитивање подлоге, која представља модел пенастих материјала, на притисак и
истезање. Насупрот томе, у овом делу дисертације, испитиван је утицај параметара фрак-
ционог модела подлоге који може представљати широк спектар различитих материјала
од пена до гума и за различите вредности ових параметаре се показало добро поклапање
резултата. Поред тога, нумеричка срачунавања у докторској дисертацији су потврђена са
две додатне методе, методе вишеструких временских скала и Њумарк методе.

У петом поглављу ове дисертације је спроведено детаљно испитивање принудних не-
линеарних осцилација НДГТ Ојлер-Бернулијеве греде на вискоеластичној подлози моде-
лираној Пастернаковим моделом са фракционим карактеристикама. Предложени модел
садржи нелокални параметар, који произилази из нелокалног еластичног поља напона и
материјални параметар дужинске (нано) скале, који произилази из дилатацијског гради-
јентног поља. У овом истраживању најпре је приказана процедура извођења основне пар-
цијалне диференцијалне једначине кретања коришћењем Хамилтоновог принципа, која је
затим редукована на обичну нелинеарну фракциону диференцијалну једначину применом
Галеркинове апроксимације. Представљене су ИХБ метода и техника нумеричке контину-
ације за одређивање амплитудно-фреквентних одзива стационарног стања. Добијена пе-
риодична решења су потврђена пертурбационом методом вишеструких временских скала
и Њумарковом методом нумеричке интеграције. На крају је извршена детаљна параметар-
ска студија да би се показао утицај степеног индекса нехомогености материјала, нелокал-
ног параметра, параметра дужинске скале, параметара фракционе виско-Пастернакове по-
длоге и фактора спољашњег оптерећења на амплитудно-фреквентни одзив предложеног
нелинеарног модела. Додатно, ефекти фракционог извода и степеног индекса на пригу-
шење система су приказани на временским дијаграмима те су резултати дискутовани.

Смањење нежељених осцилација, које су побуђене на различите начине (ротационе
машине, резонанција изазвана цикличним ходом пешака или саобраћаја на мостовима,
турбулентно (вртложно) струјање флуида, итд.) представља изазован и значајан задатак
за инжењере. Интервал интензитета осцилација може бити широк, од веома малих осци-
лација до веома великих и девастирајућих. Због тога, решавање овог проблема може бити
од круцијалног значаја у превенцији оштећења у грађевинским структурним објектима,
односно катастрофалног лома механичких делова у машинама, гледано из угла њиховог
радног века или радних циклуса. Први корак у ублажавању таквих осцилација је адеква-
тан дизајн и избор материјала механичких и структурних делова.

Постоје активни и пасивни апсорбери вибрација. Код активних се у реалном време-
ну сензорима мере параметри попут убрзања и срачунава правац, смер и интензитет си-
ле, односно момента, којим треба деловати да се вибрације смање и пригуше. Са друге
стране, код пасивног пригушења нема сензора, микропроцесора и других електричних
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компоненти. Контрола вибрација код пасивног апсорбера је чисто механичка те их чини
поузданијим, јефтинијим и дугорочнијим. Пасивни динамички апсорбери вибрација су
механички системи, који играју значајну улогу у побољшању перформанси различитих
уређаја и структура у савременим инжењерским апликацијама и припадају групи уређаја
за пасивно пригушење вибрација. Њихова употреба је често веома пожељна јер им за рад
није потребна електрична енергија. У овој дисертацији су искључиво испитивани пасивни
апсорбери. Феномен динамичке апсорбције и његов ефекат на главно тело конструкције
је важно истражити и објаснити, што је нарочито важно у случају нелинеарних вибрација
апсорбера, те је цело шесто поглавље томе и посвећено.

Пригушење у структурама се најчешће моделира као пропорционално маси и круто-
сти [37], вискозно [38] и невискозно [39]. Експерименталне студије сугеришу да фактори
пригушења могу бити зависни од сопствене фреквенције и фреквенције побуде [40, 41,
42, 43, 44]. Chang и сарадници [45] су развили модел вискозног пригушења у времен-
ском домену заснован на односима пригушења зависним од фреквенције. Генерално се
пригушење математички моделира пропорционално брзини тј. првом изводу координате
померања по времену, с тим да тај извод не мора бити цео број. За линеарне системе код
којих је пригушење моделирано изводом првог реда Adhikari [37] је развио модел генера-
лизованог пропорционалног пригушења како би се регистровале промене фактора пригу-
шења у зависности од фреквенције. Rossikhin и Shitikova [46] су предложили коришћење
фракционих извода у описивању пригушења зависног од фреквенције код нелинеарних
структурних система. Опште је познато да се апсорбција вибрација може постићи уз по-
моћ динамичког апсорбера (tuned mass damper), где је помоћна мања маса закачена за већу
главну масу да би могла да интереагује са њом. Преносом енергије са веће на мању масу,
већа маса може бити стабилизована, јер мала додатна маса има улогу дисипатора енергије.
Ова идеја је најпре реализована од стране Frahm-а у његовом патенту из 1911. године [47].
Међутим, и у савременим истраживањима ово је актуелна област и многе студије сугери-
шу различит дизајн и начин подешавања механичких параметара динамичког пригуши-
вача. Gatti [48] и Li и сарадници [49] су истраживали нелинеарне осцилације структуре са
једним степеном слободе управљане нелинеарним подешеним пригушивачем масе и при-
меном методе хармонијског баланса одредили амплитуде стационарног стања управљане
структуре. Sun и сарадници [50] су испитивали експериментално и нумерички слабљења
амплитуда Дуфинговог осцилатора са два динамичка апсорбера, једним нелинеарним по-
дешеним пригушивачем масе и једним клатном променљиве дужине. Штавише, Pun и Liu
[51] су анализирали апсорбер у систему подвргнутом ускопојасном хармонијском оптере-
ћењу и на основу математичког модела система са два степена слободе пример решили
методом ИХБ.

У научној заједници је нагло порасло интересовање за тзв. инертере од тренутка када
је Smith [52] увео појам ”инертер” да би направио аналогију између електричних и меха-
ничких система. Према њему, инертер је механички елемент аналоган неуземљеном кон-
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дензатору у електричном колу. Преглед научних истраживања у овој области се може наћи
у радовима Wang-а [53], Smith-а [54] и књизи Chen and Hu [55]. Од скора, модели инерте-
ра су успешно искоришћени у многим областима примене машинског инжењерства, нпр.
код возова, вешања мотоцикала и аутомобила, кретања двоножних хуманоидних робота,
итд. [56, 57, 58, 59, 60]. Предности њихове примене су показала савремена нумеричка и
експериментална истраживања о појачањима инерционог ефекта и његовог утицаја код:
природних фреквенција осциловања и малих трансверзалних осцилација деформабилних
греда [61, 62, 63], дискретних система ланаца маса [64, 65], подешених инерционих при-
гушивача [66], ромбоидне решетке [67] и сл. Нарочито је значајна примена инертера у
грађевинском инжењерству, на пример код стамбених зграда и плутајућих конструкција
на отвореном мору [68, 69, 70, 71, 72]. Код моделовања физичког система, инертер се у
различитим варијантама комбинује са опругама и пригушницама. У пракси се најчешће
срећу два типа инертера. Један је са завојним вретеном са куглицама и замајцем (scre-
wball инертер), а други са зупчастом летвом, системом зупчаника и замајцем (rack-and-
pinion инертер) [73]. Оба користе велики ефекат инерције генерисан од стране ротирају-
ћег замајца. Код инертера са завојним вретеном, линијско кретање вретена се претвара у
ротационо кретање замајца. Код инертера са зупчаницима се трансмисија момента до за-
мајца одвија преко зупчасте летве и низа зупчаника [73, 74, 75, 76]. У теоријском систему
презентованом у овој дисертацији је коришћен модел идеалног инертера, без улажења у
детаље о његовој практичној реализацији и конструкцији.

Нелинеарне диференцијалне једначине или системи нелинеарних диференцијалних
једначина чине математички модел физичких модела конструкција и могу бити решавани
аналитичким и нумеричким методама. Практично се највише користе аналитичке методе
које су базиране на пертурбационим техникама [77]. Када су у питању полу аналитичке -
полу нумеричке методе, примена ИХБ методе добија све већи значај. Kong и сарадници
[78] су испитивали дво- и тро-димензионе динамичке системе са једним и два енергетска
понора (energy sinks) и са геометријски нелинеарним пригушењем. Они су истраживали
фреквентне одзиве и периодична решења добијена ИХБ методом и испитивали су стабил-
ност коришћењем Флокеове теорије. Увођењем Поанкареових мапа и енергетског спектра
спровели су нумеричку анализу система у близини резонантне фреквенције, те су извр-
шили оптимизацију параметара да би проценили ефикасност нелинеарних енергетских
понора у пригушењу осцилација. Hui и сарадници [79] су предложили уопштење ИХБ
методе како би се могла применити са било којом непрекидном нелинеарном функцијом
укључујући местимично линеарну функцију (piecewise linear function) и функцију силе са
нелинеарним хистерезисом, које се могу применити за системе са једним и више степе-
ни слободе кретања. Xiong и сарадници [80] су применили ИХБ методу за одређивање
периодичних осцилација система са билинеарним хистерезисом (двоструки хистерезис,
оптерећење и растерећење на криви оптерећења су паралелни и на једном правцу, а релак-
сација материјала на другом) са једним и два степена слободе кретања, који су примењени
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за апсорбцију и управљање магнетно-реолошком пригушницом и метал-гума апсорбером.
Поред тога, ИХБ метода се може применити на одређивање квази-периодичних осцило-
вања [81, 82]. Huang и сарадници [83] су испитивали бифуркације и квази-периодична
кретања вишедимензионалних нелинеарних модела коришћењем ИХБ методе са две вре-
менске скале. Ова метода је проширена за испитивање квази-периодичног кретања нели-
неарног система са комбинацијом побуде спољашњом силом и параметарске побуде чији
спектар садржи једнолико распоређене ”sideband” фреквенције. Аутори су такође при-
менили стандардне алате, као што су Флокеова теорија заједно са Hsu-овим методом за
испитивање стабилности периодичних решења. Dou и Jensen [84] су применили ИХБ ме-
тод у комбинацији са нелинеарним нормалним модовима за оптимизацију решеткастих
конструкција. Karličić и сарадници [85, 86] су користили ИХБ методу за решавање си-
стема два међусобно спрегнута осцилатора, где је један нелинеарни енергетски харвестер
(сакупљач енергије). Такође, метода ИХБ се користила за решавање математичких моде-
ла нелинеарних осцилација структура са нелокалним параметром [87]. У овој докторској
дисертацији, ИХБ метода у комбинацији са техником нумеричке континуације се приме-
њује за одређивање периодичних решења и одговарајућих крива амплитудно-фреквентног
одзива.

Mноги физички феномени се описују математичким моделима базираним на фракци-
оном рачуну [88, 89, 90]. Најчешћа примена таквих модела у механици је за описивање
понашања тела са вискоеластичним својствима. Детаљна студија у овој области је урађена
од стране Rossikhin and Shitikova [91]. У радовима [92, 93, 94] су истраживани нелинеарни
динамички системи са два степена слободе кретања и фракционим пригушењем, који се
јављају код осцилација мостова. Аутори су проширили пертурбациону методу вишестру-
ких временских скала, коју је Nayfeh [77] детаљно разрадио, да обухвати и нелинеарне
фракционе диференцијалне једначине.

Фракционе диференцијалне једначине [95], се у литератури нумерички решавају на
различите начине. На пример, у раду [96] су аутори предложили формулу за развој фрак-
ционог извода, чијом применом се нелинеарна фракциона диференцијална једначина ре-
дукује на систем обичних диференцијалних једначина и где су аутори показали конвер-
генцију решења. Liu и сарадници [97] су предложили нумерички метод за решавање нели-
неарних фракционих диференцијалних једначина који је базиран на Њумарк-β алгорит-
му. Evangelatos и Spanos [98] су искомбиновали Њумарк методу са Грунвалд-Летњиковом
репрезентацијом фракционог извода и развили шему за решавање нелинеарних фрак-
ционих диференцијалних једначина. Bucher и Pirrotta [99] су предложили методологи-
ју базирану на коначним елементима за динамичку анализу структурних система саста-
вљених од вискоеластичних тела која су описана фракционим изводима деформација.
Њихова модификација Њумарк методе узима у обзир фракционе изводе дискретизова-
не Грунвалд-Летњиковом формулом, што им омогућава анализу структурних система ба-
зирану на стандардним кодовима са коначним елементима. Diethelm и сарадници [100]
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су предложили Адамсов тип предвиђање-исправка (предиктор-коректор) методе за нуме-
ричко решавање фракционих линеарних и нелинеарних диференцијалних једначина, које
могу имати више од једног фракционог диференцијалног оператора. Други аутори су ко-
ристили ИХБ методу за решавање нелинеарних фракционих диференцијалних једначина
Матије-Дуфинговог типа [101, 102, 103, 104]. Поред тога, аутор ове докторске дисертације
је са својим коауторима у научним радовима [101, 102] применио методу ИХБ за решава-
ње нелинеарних фракционих диференцијалних једначина које, настају при математичком
моделирању осцилација наногреде на фракциониј виско-Пастернаковој подлози. У овој
дисертацији је методологија ИХБ из радова [101, 102] примењена, и проширена на дводи-
мензионални проблем. Поред тога, у овој дисертацији је систем нелинеарних фракционих
диференцијалних једначина решен са два различита приступа: ИХБ методом са техником
нумеричке континуације и модификованом Њумарк методом.

У шестом поглављу ове докторске дисертације је дат побољшан и уопштенији мате-
матички модел масеног пригушивача него што је доступно у литератури. Испитано је ње-
гово динамичко понашање коришћењем ИХБ методе и технике нумеричке континуације.
У литератури постоје радови, нпр. [105, 106, 107, 108] који се баве пасивним пригушењем
система применом фракционих извода. Међутим, у тим радовима су физички модели са
већим бројем рестриктивних претпоставки сведени на простије математичке моделе, та-
кође користе се и другачије методологије за њихово решавање него ли у овој дисертацији.
Са друге стране, реалност захтева да се физички модели апроксимирају са што мање прет-
поставки и поједностављења, тако да су модели представљени у овој дисертацији сложе-
нији и покривају већи опсег реалних материјалних карактеристика динамичких система.
Поред тога, нова нумеричка методологија базирана на Њумарк методи је представљена и
искоришћена за решавање система нелинеарних фракционих диференцијалних једначи-
на. Ова нова метода је надградња и уопштење методе представљене у раду [98] у коме
су решавали само једну нелинеарну фракциону диференцијалну једначину, а у доктор-
ској дисертацији је разматран систем од две једначине. У урађеном нумеричком примеру,
модел динамичког апсорбера вибрација је описан са те две једначине, које представљају
кретање система са два степена слободе. У том другом нумерички примеру је испитиван
феномен нелинеарне динамичке апсорбције вибрација базиран на побољшаном матема-
тичком моделу принудних осцилација система од два тела. Представљен на слици 6.1,
предложени механички систем се састоји од главне масе повезане за тло преко фракцио-
не пригушнице, опруге и инертера, док је додатно тело тј. нелинеарни апсорбер вибрација
повезан са главним телом линеарном и нелинеарном опругом у паралелној спрези, пригу-
шницом и инертером. Кретање овог система се може описати системом фракционалних
диференцијалних једначина са кубном нелинеарношћу. Систем је решен ИХБ методом и
испитиване су осцилације система са присутном јаком (великом) нелинеарношћу. Приме-
њена апроксимативна методологија је валидирана нумеричком методом Њумарка, која је
адаптирана за решавање система нелинеарних фракционих диференцијалних једначина.
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1.3 Oснове фракционог рачуна

Појам фракционог извода датира још из 1695. године када је Лајбниц (Gottfried Wil-
helm Leibniz) упутио писмо Лопиталу (Guillaume de l’Hôpital), у коме га је питао за ми-
шљење да ли ред извода поред природног броја може бити и ирационалан, комплексан
број или разломак. Та идеја је мотивисала многе математичаре, физичаре и инжењере да
развију концепт фракционог рачуна, тј. рачуна нецелог реда [109].

Фракциони рачун има бројне примене у физици и инжењерству [88]. Између оста-
лог, користи се за реалније моделирање пригушења и својства материјала који ”памте”
историју оптерећења [110], који су вискоеластични [111], за уопштење ПИД контроле-
ра управљања, где диференцијални и интегрални оператори фракционог реда дају бољу
управљивост одређених система од диференцијалних и интегралних оператора целог реда
[112, 113], моделирање елемената електричних струјних кола [112] и уопштење различи-
тих физичких закона [88, 113].

Осцилације деформабилних тела на различитим типовима подлога су присутне код
великог броја конструкција у инжењерској пракси. Најчешће утицај подлоге/темеља има
великог значаја и треба се моделирати на одговарајући начин. Модели подлога са различи-
тим својствима се могу наћи у литератури [114]. Виско-Пастернаков модел подлоге [101]
за потребе анализе примера у овој дисертацији је проширен временским изводом фрак-
ционог реда функције деформације. То омогућава да се обухвати и анализира читав низ
подлога са различитим својствима. Употребљава се Риман-Лиувилова (Riemann-Liouville)
дефиниција фракционог извода, када се користе метода инкременталног хармонијског
баланса и пертурбациона метода вишеструких скала и Грунвалд-Летњикова (Grünwald–
Letnikov) дефиниција, када се користи Њумаркова (Newmark) метода [115, 116]. Ове две
дефиниције фракционог извода су једнаке једна другој за широк спектар функција и веома
често се користе за реалне физичке и инжењерске проблеме [115]. Из тог разлога, најпре се
користи једна дефиниција када се изводе једначине осциловања, а затим прелази на дру-
гу када се срачунавају фреквенције амплитудних одзива апроксимативним и нумеричким
методама. У наставку су дате обе дефиниције ради јасноће. Риман-Лиувилов фракциони
временски извод може бити дефинисан као леви или десни. У читавом докторату ће се
користити искључиво леви.

За дефинисање фракционог извода (тј. извода нецелог реда), треба се најпре дефини-
сати гама функција Γ. Ова функција се у математици користи као уопштење факторијал
функције на комплексне бројеве. У том смислу, за сваки природан број n ∈ N важи:

Γ (n) = (n− 1) ! . (1.1)

За комплексне бројеве чији је реални део позитиван, Данијел Бернули (Daniel Bernoul-
li) је извео гама функцију коју је дефинисао као несвојствени конвергентни интеграл на
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следећи начин [95, 117]:

Γ (z) =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt, < (z) > 0. (1.2)

Гама функција нема нуле, тако да је функција 1
Γ(z)

цела функција.

1.3.1 Риман­Лиувилови фракциони изводи

Нека је [a, b] коначан интервал на реалној оси R, такав да је −∞ < a < b < ∞. Нека
је функција f(t) интеграбилна и n-пута диференцијабилна на интервалу [a, b], при чему
је n ∈ N. Нека је α ∈ C (< (α) = 0) и гама функција дефинисана са (1.2). Онда леви и
десни Риман-Лиувилов (Riemann-Liouville) извод реда α могу редом да се дефинишу на
следећи начин [95]:

Dα
a+f(t) =

1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

f(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, (n = [< (α)] + 1; t > a) , (1.3)

Dα
b−f(t) =

1

Γ(n− α)

(
− d

dt

)n ∫ b

t

f(τ)

(τ − t)α−n+1
dτ, (n = [< (α)] + 1; t < b) , (1.4)

где [< (α)] означава целобројни део од< (α). Када је 0 < < (α) < 1, онда се ова два извода
дефинишу као:

Dα
a+f(t) =

1

Γ(1− α)
d

dt

∫ t

a

f(τ)

(t− τ)α−[ℜ(α)]
dτ, (0 < < (α) < 1; t > a) , (1.5)

Dα
b−f(t) = −

1

Γ(1− α)
d

dt

∫ b

t

f(τ)

(τ − t)α−[ℜ(α)]
dτ, (0 < < (α) < 1; t < b) . (1.6)

Када је α ∈ R+, дефиниције извода (1.3) и (1.4) се своде на:

Dα
a+f(t) =

1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

f(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, (n = [α] + 1; t > a) , (1.7)

Dα
b−f(t) =

1

Γ(n− α)

(
− d

dt

)n ∫ b

t

f(τ)

(τ − t)α−n+1
dτ, (n = [α] + 1; t < b) . (1.8)

Када је α ∈ R+ и 0 < α < 1, дефиниције извода (1.5) и (1.6) се своде на:

Dα
a+f(t) =

1

Γ(1− α)
d

dt

∫ t

a

f(τ)

(t− τ)α
dτ, (0 < α < 1; t > a) , (1.9)

Dα
b−f(t) = −

1

Γ(1− α)
d

dt

∫ b

t

f(τ)

(τ − t)α
dτ, (0 < α < 1; t < b) . (1.10)
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Када је < (α) = 0, (α 6= 0), онда се из (1.3) и (1.4) добија дефиниција ова два извода за
чисто имагинарни ред извода:

Diθ
a+f(t) =

1

Γ(1− iθ)
d

dt

∫ t

a

f(τ)

(t− τ)iθ
dτ, (θ ∈ R \ {0}; t > a) , (1.11)

Diθ
b−f(t) = −

1

Γ(1− iθ)
d

dt

∫ b

t

f(τ)

(τ − t)iθ
dτ, (θ ∈ R \ {0}; t < b) . (1.12)

Како би се задовољили физички услови структура које су разматране, истраживање у
докторату је ограничено на случај када је α ∈ R, (0 < α ≤ 1) при чему је коришћен леви
извод.

1.3.2 Грунвалд­Летњикова дефиниција фракционог извода

Грунвалд-Летњикови (Grünwald-Letnikov) леви и десни фракциони извод реда α ∈
R (α > 0) на коначном интервалу [a, b] се дефинишу као:

Dα
a+f(t) := lim

h→+0

∆α
h,a+f(t)

hα
, (1.13)

Dα
b−f(t) := lim

h→+0

∆α
h,b−f(t)

hα
, (1.14)

где су

∆α
h,a+f(t) =

[ t−a
h ]∑

j=0

(−1)j
(
α

j

)
f(t− jh), (t ∈ R;h > 0;α > 0) , (1.15)

∆α
h,b−f(t) =

[ b−t
h ]∑

j=0

(−1)j
(
α

j

)
f(t+ jh), (t ∈ R;h > 0;α > 0) , (1.16)

док [x] означава целобројни део од x.
Ови изводи су настали уопштавањем метода коначних разлика на изводе нецелог реда

и углавном се примењују у нумеричким апроксимативним методама. У наставку је кори-
шћен само леви Грунвалд-Летњиков извод.

1.3.3 Капутова дефиниција фракционог извода

Капутови (Caputo) фракциони леви и десни извод CDα
a+f(t) и CDα

b−f(t) реда α ∈
C (< (α) = 0) на интервалу [a, b] ∈ R су дефинисани на следећи начин [118]:

CDα
a+f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, (n = [< (α)] + 1; t > a) , (1.17)
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CDα
b−f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ b

t

f (n)(τ)

(τ − t)α−n+1
dτ, (n = [< (α)] + 1; t < b) , (1.18)

Постоје и друге дефиниције фракционих извода, али се поменуте три највише срећу у
литератури.

1.3.4 Основна својства фракционих извода

Пошто су у дисертацији коришћени само леви фракциони изводи, својства која су дата
у наставку се односе на њих. Аналогна својства важе и за десне изводе, али она овде неће
бити наведена. За детаљније информације, читалац се упућује на [115, 117]. Означимо
извод Dα

a+f(t) са aD
α
t f(t). Главна својства фракционих извода су следећа:

1. Ако је f(t) аналитичка функција од t, онда је њен фракциони извод 0D
α
t f(t) анали-

тичка функција од t и α.

2. За α = n ∈ N0, оператор 0D
α
t f(t) је класичан оператор диференцирања реда n, tj.

важи:
D0

a+f(t) = D0
b−f(t) = f(t),

Dn
a+f(t) = f (n)(t), Dn

b−f(t) = (−1)n f (n)(t), (n ∈ N) ,
(1.19)

где је f (n)(t) извод реда n од функције f(t).

3. За α = 0, оператор 0D
0
t f(t) је идентичан оператор:

0D
0
t f(t) = f(t).

4. Оператор фракционог диференцирања је линеаран оператор:

aD
α
t (λf(t) + µg(t)) = λaD

α
t f(t) + µaD

α
t g(t). (1.20)

5. За композицију оператора фракционог диференцирања важи:

0D
α
t 0D

β
t f(t) = 0D

β
t 0D

α
t f(t) = 0D

α+β
t f(t). (1.21)

Важи комутативност између фракционих aD
r
t и целобројних извода dn

dtn
:

dn

dtn
(aD

r
t f(t)) = aD

r
t

(
dnf(t)

dtn

)
= aD

r+n
t f(t), (1.22)

под условом да у t = a важи f (k)(a) = 0, (k = 0, 1, 2, 1, . . . , n− 1).

6. Лајбницово (Leibniz) правило за фракционо диференцирање производа две функци-
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је гласи:

aD
r
t (ϕ(t)f(t)) =

∞∑
k=0

(
r

k

)
ϕ(k)(t)aD

r−k
t f(t), (1.23)

ако су функције ϕ(t) и f(t) и сви њихови изводи непрекидни у интервалу [a, t].

1.4 Функционално градијентни материјали

Концепт функционално градијентних (ФГ) материјала је иницијално представљен у
граду Сендаи у Јапану 1980-их година за описивање термалних баријера [119]. Код ових
материјала долази до постепених промена својства материјала услед континуалних про-
мена хемијске структуре у једном или више жељених праваца. У природи оваква својства
имају нпр. кости, зуби, кожа, дрво итд. Приликом избора материјала, ФГ материјали се
бирају због њихове могућности постепеног прелаза са једног на други материјал, радије
него материјали где је тај прелаз (интерфејс) оштар. Предности у односу на традиционал-
не ламинатне композите су већа чврстоћа, мањи заостали напони услед постепених про-
мена у физичким, металуршким и механичким својствима између суседних слојева, чиме
се побољшавају перформансе структуре и продужава њен радни век. ФГ материјали се
најчешће користе у апликацијама у којима се јавља потреба за компонентама, које требају
имати у различитим деловима различита и често супротна својства. Овакве компоненте се
могу наћи у енергетском, ваздухопловном, аутомобилском инжењерству, оптоелектрони-
ци, медицини, итд [120]. ФГ материјали најчешће настају адитивним технолошким про-
цесима производње [120, 121, 122].

Да би дво- и вишефазни ФГ материјали били погоднији за практичну примену и нуме-
ричку анализу (нпр. методом коначних елемената), корисно је применити хомогенизаци-
оне шеме које дефинишу паралелне хомогене слојеве са коначним еластичним модулом.
Својства сваког слоја се одређују одговарајућим методама усредњавања. Дебљина слоја
и запремински удели фазних компоненти садржаних у слоју се бирају да апроксимирају
значајне варијације у уделу фазне запремине градираних материјала. Најчешће се кори-
сте следећи хомогенизациони модели [123]: модел ФГМ степеног закона (power law mo-
del), модел ФГМ експоненцијалног закона (exponential law model), модел ФГМ законом
са сигмоидном функцијом (sigmoid law model), модел законом Viola Tornabene, тригоно-
метријски модел, правило мешавине (rule of mixture), Мори-Танака шема (Mori-Tanaka
scheme), ТТО модел (Tamura-Tomota-Ozawa), Војтов модел (Voigt), Ројсов модел (Reuss),
самоконзистентни модел процене (self-consistent estimation model), модел кубних локал-
них репрезентативних запреминских елемената (cubic local representative volume elements
model), Хашин-Штрикман гранични модел (Hashin-Shtrikman bounds model). У овој док-
торској дисертацији је коришћен хомогенизациони модел са степеним законом.

ФГ греда ширине b и дебљине h се састоји из два различита материјала. Ефективне ма-
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теријалне карактеристике (нпр. Јунгов модул еластичности E и запреминска густина ρ)
варирају континуално кроз њену дебљину у вертикалном z правцу. Те материјалне карак-
теристике у односу на геометријску средњу раван савијања се могу срачунати, применом
степене функције расподеле материјала:

P(zm) = (Pg −Pd)

(
zm
h

+
1

2

)k

+ Pd, (1.24)

где индекси g и d означавају горњи и доњи слој греде, а k је степени индекс, који дефинише
начин промене својстава материјала у вертикалном правцу греде. Геометријска и физичка
средња раван се поклапају (коинцидентне су) код хомогених материјала. Међутим, про-
мена особина материјала у једном правцу помера физичку средњу раван од геометријске
за неко коначно растојање c, као што је приказано на слици 1.1. Тако да је нови референт-
ни координатни систем предложен у више различитих студија [28], [124],[125]. Да би се
упростила анализа и спречио ефекат спрезања модова осциловања приликом савијања
и истезања, користиће се ново уведени координатни систем, где оса x лежи у физичкој
средњој равни, а вертикална оса је дата као z оса (Слика 1.1). Под спрезањем модова се
подразумева да модови померања у вертикалном правцу утичу на померање у хоризонтал-
ном правцу и обрнуто. У већини случајева се то спрезање може занемарити. Специјални
случајеви из литературе где спрезање није занемарено, укључују моделирање процеса бу-
шења [126, 127] и најчешће су последица ексцентричног деловања аксијалне силе [128].
Проблем оваквог типа ексцентричности је овде решен увођењем новог координатног си-
стема, тако да модови савијања и истезања не буду међусобно спрегнути (зависни):

z = zm + c. (1.25)

Константа c која означава позицију средње физичке равни, може се срачунати на сле-
дећи начин:

c =

∫ h
2

−h
2

zmP(zm)dzm∫ h
2

−h
2

P(zm)dzm

. (1.26)

У случају правоугаоне ФГ греде, ширине b и висине h, заменом (1.24) у (1.26), израз
за c добија простији облик:

c =
(Et − Eb)hk

2(2 + k)(Et + kEb)
. (1.27)

Узимањем физичке средње равни као референтне и заменом променљиве zm са z у
једначини (1.24), материјалне особине се могу исказати следећим изразима:

E(z) = (Et − Eb)

(
z

h
+

1

2

)k

+ Eb, (1.28)
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ρ(z) = (ρt − ρb)
(
z

h
+

1

2

)k

+ ρb. (1.29)

z

zm c x

L b

h

Физичка средња раван

Геометријска средња раван

Слика 1.1: Координатни системи у физичкој и геометријској средњој равни.

1.5 Нелокалнe теоријe механике континуума

Класична теорија еластичности je локална и описана је линеарним Хуковим (Hook) за-
коном. Њен назив потиче од њене локалне природе, односно од својства да стање напона
у произвољној тачки посматраног еластичног тела има линеарну везу са стањем деформа-
ција у посматраној тачки. Зато класична (линеарна) теорија еластичности даје резултате
који занемарују величину посматраног тела и ефекте који се јављају у складу са димензи-
јама. Због наведених недостатака класичне теорије еластичности, настале су бројне моди-
фикације ове теорије, које узимају у обзир ефекте који се јављају на микро/нано-скали као
што су: Ерингенова нелокална теорија еластичности (теорија градијената напона) [129,
130, 131], теорија градијената дилатација [132, 133], њихова комбинација (нелокална ди-
латацијско градијентна теорија) [19, 134, 135], теорија спрегнутих напона [17, 136], и сл.

1.5.1 Нелокална теорија еластичности

У нелокалној теорији еластичности, стање напона у некој тачки домена је дефинисан
као функција стања деформација не само у тој тачки, него као функција стања деформаци-
ја у свим тачкама посматраног домена. Таква формулација стања напона омогућава да се
у обзир узму и нелокални ефекти, као што је интеракција на даљину између атома и моле-
кула, чији утицај долази до изражаја када су димензије посматраних објеката веома мале,
тј. мерљиве дужинама међуатомских растојања у атомској решетки материјала. Модели
базирани на нелокалној теорији широко су распрострањени у литератури за описивање
бројних феномена везаних за микро/нано-структуре, дислокације у материјалима и др.
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У структурној механици се примењују нелокалне конститутивне релација у надградњи
класичних локалних теорија штапова, греда, плоча и љуски, који се у нелокалној теорији
називају наноштапови, наногреде, наноплоче и нанољуске [137, 138].

На основу претпоставке да је стање напона у тачки функција стања деформација свих
тачака посматраног еластичног тела, Еринген (Eringen) [130] је дао конститутивне једна-
чине у интегралном облику за нелокални еластични тензор напона. Нелокални ефекти су
описани у једначини преко једног материјалног параметра, тзв. нелокалног параметра. У
случају тродимензионалног еластичног тела ова једначина гласи:

tij(x) =

∫
V

α(‖x− x′‖, τ)σij(x′)dV (x′), (1.30)

где је tij нелокални тензор напона, а σij(x′) локални или макроскопски тензор напона у
тачки x′. Функцијаα(‖x−x′‖, τ) представља тзв. нелокални модул или функцију пригуше-
ња (атенуације), која узима у обзир нелокалне ефекте у некој референтној тачки x услед
локалне деформације у тачки x′, где ‖x − x′‖ дефинише расторање помоћу Еуклидске
норме. Функција атенуације практично дефинише слабљење утицаја нелокалних стања
дилатација са удаљењем од референтне тачке на стање напона у референтној тачки.

Материјална константа се дефинише као:

τ =
e0a

l
, (1.31)

где су: l - спољашња карактеристична дужина (дужина прслине, таласна дужина), a - уну-
трашња карактеристична дужина (параметар решетке, величина зрна, међуатомско расто-
јање), e0 - константа која је различита за различите материјале и може се одредити иден-
тификацијом параметра на основу симулација атомистичким методама (молекуларна ди-
намика) или преко Борн-Карманове (Born–Karman) криве дисперзних таласа добијене из
динамичке теорије кристалне решетке. Еринген је добио универзалну вредност константе
e0 = 0.39. У случају наноструктура вредности овог параметра су различите и зависе од
конкретне геометрије структуре, материјалних особина и граничних услова.

Еринген је у каснијем раду [131] преформулисао интегралну форму конститутивне
једначине избором одговарајуће функције језгра у изразу (1.30) и добио њену диференци-
јалну форму у следећем облику:

(1− τ 2l2∇2)tij = σij, (1.32)

где∇ представља Лапласов оператор.
У класичној теорији еластичних деформација изотропног тела, Хуков закон даје везу

између тензора стања напона σij(x′) у тачки x′ и тензора стања деформације εij(x′) у тој
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истој тачки:
σij = λεkkδij + 2Gεij, (1.33)

где су λ и G Ламеове константе [139], а δij је Кронекеров делта симбол. Заменом израза
(1.33) у једначину (1.32), у случају деформабилног изотропног тела где се узима у обзир
утицај нелокалног параметра дужинске (нано) скале, уз занемаривање нелокалног ефекта
у правцу дебљине тела, добијају се следеће конститутивне релације:

txx − µ
d2txx
dx2

= Eεxx, (1.34)

txz − µ
d2txz
dx2

= 2Gεxz, (1.35)

где јеE Јунгов модул еластичности,G модул смицања и µ = (e0a)
2 нелокални параметар.

Ако се усвоји да је нелокални параметар једнак нули µ = 0, онда се добија класична
конститутивна релација изотропног деформабилног тела.

Треба напоменути да је у истраживањима примећено да се јавља извесно неслагање
између резултата савијања код конзоле и греде на једном крају укљештене а на другом про-
сто ослоњене, чија је конститутивна релација описана преко диференцијалне форме Ерин-
герове нелокалне теорије еластичности и да се за одређене граничне услове и услове ра-
спореда оптерећења ово одступање не јавља. У раду [140] је доказано да и када се јаве по-
менута одступања примери могу да се реше употребом интегралне или диференцијално-
интегралне форме конститутивних релација. Примери деформабилних нано структура ко-
ји се разматрају у овој дисертацији су примери ослањања и распореда оптерећења где се
поменути парадокс не појављује и интегрална форма се може свести на диференцијалну,
као и обрнуто.

1.5.2 Дилатацијско градијентна теорија еластичности

Дилатацијско (деформацијско) градијентна теорија је настала из потребе описивања
утицаја микродеформација на макродеформације. Ова теорија се користи да се срачуна
ефекат нано-скале који може довести до макроскопског очвршћавања (strengthening) услед
местимичне концентрације чврстих везивних честица на микро нивоу, односно предви-
ђања ефекта макроскопског омекшавања (softening) услед местимичне концентрације ми-
кропукотина и микропразнина у материјалу. У преводу, дилатацијско градијентна теорија
описује како деформације на микро и нано нивоу (нивоу дислокација у кристалној решет-
ки, пукотина, прслина, нечистоћа и ситних примеса у материјалу) утичу на деформације
на макро нивоу [12, 141, 142].
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1.5.3 Нелокална дилатацијско градијентна теорија

Да би се понашање материјала што реалније и што прецизније описало и искористиле
погодности и напонско и дилатацијски градијентне теорије, у последње време у научном
свету је постала популарна напонско-дилатационо градијентна теорија, односно нелокал-
на дилатацијско градијентна теорија еластичности. Према нелокалној дилатацијско гра-
дијентној теорији [19], енергија дилатације U може се изразити као:

U =
1

2

∫
V

(σijεij + σ
(1)
ijkεij,k)dV, (1.36)

где је σij нелокални напон, а σ(1)
ijk нелокални напон вишег реда. Укупни напон је:

tij = σij −∇σ(1)
ijk. (1.37)

Конститутивна једначина за нелокални и локални део [131] може се написати као:

(1− µ2∇2)σxx = E(z)εxx, (1.38)

(1− µ2∇2)σ(1)
xxx = l2E(z)εxx,x, (1.39)

где су µ и l нелокални и параметар дужинске скале, редом, ∇ = ∂
∂x

, E(z) је Јунгов мо-
дул еластичности, εxx је аксијална дилатација, а εxx,x је аксијални градијент дилатације.
Конститутивна релација између напона и деформације код нелокално дилатацијско гра-
дијентне теорије је [26]:

(1− µ2∇2)txx = (1− l2∇2)E(z)εxx. (1.40)

Као главни недостатак диференцијалне форме конститутивне релације нелокално ди-
латацијско градијентне теорије (1.40), у литератури се наводи појава парадокса [143] који
се јавља код Ојлер-Бернулијеве (Euler–Bernoulli) греде, и најизраженији је када се ради о
граничним условима за конзолу. С друге стране интегрална форма још увек није у довољ-
ној мери применљива за решавање проблема из праксе због математичне комплексности
у њеној примени. За превазилажење овог недостатка група италијанских аутора је предло-
жила примену диференцијалне форме конститутивних једначина нелокалне еластичности
уз увођење додатних конститутивних граничних услова [144, 145, 146]. Они су показали
да се на тај начин добијају исти резултати као применом интегралне форме. Проблем који
се са оваквим приступом јавља је решавање карактеристичне једначине шестог степена,
чији карактер решења зависи од односа параметара те једначине.

Да би се проблем некомпатибилности интегралне и диференцијалне форме за одређе-
не специфичне случајеве решио, Salehipour [147] и касније Batra [143] су предложили мо-
дификовану нелокалну теорију која је применљива на нехомогене материјале. Међутим,
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према [147], када је Лапласов оператор своди на (∇ = ∂
∂x

) и материјалне особине греде су
само функције вертикалне координате z, тада се класична Ерингенова теорија може ко-
ристити да би обухватила ефекте мале скале код ФГ греда и плоча. Штавише, увођењем
референтног координатног система у физичку раван може се избећи спрезање модова са-
вијања и истезања. У овој дисертацији су примењене обе претпоставке да би се испитала
динамика нелокалне ФГ греде која осцилује на фракционом виско-Пастернаковом слоју.

21



Глава 2

Метода инкременталног хармонијског
баланса

2.1 Метода хармонијског баланса

Метода хармонијског баланса је апроксимативна метода за израчунавање периодич-
них решења обичних диференцијалних једначина (ОДЈ). Динамика многих система (струк-
туре, флуиди, електрична кола,…) може се описати помоћу ОДЈ. Метода се примењује
само ако се не зна тачно решење тј. код нелинеарнних ОДЈ-а. Периодичне осцилације су
често од примарног техничког значаја.

Идеја методе хармонијског баланса (ХБ) је следећа. Регуларно периодично решење
обичног или диференцијално-алгебарског система једначина може се представити Фури-
јеовим редом, односно комбинацијом синусних и косинусних функција. У многим случа-
јевима, апроксимација довољне тачности је већ постигнута када се узме у обзир само мали
број синусних и косинусних функција. Стога се чини да природни приступ тражи прибли-
жно решење у облику скраћеног Фуријеовог реда. Замена овог претпостављеног решења
(анзаца) у систем диференцијалних једначина генерално доводи до резидуалног члана
(остатка). Пошто је приближно решење периодично, онда је и резидуални члан периоди-
чан. Стога се он такође може развити у Фуријеов ред. ХБ метода сада захтева да Фурије-
ови коефицијенти заосталог члана нестану, до реда скраћења претпостављеног решења.
Ово даје систем алгебарских једначина у односу на непознате Фуријеове коефицијенте
апроксимације. То је укратко основна идеја ХБ методе.

У случају линеарних диференцијалних једначина, ХБ даје систем линеарних алгебар-
ских једначина, чије решење се обично може дати као израз затвореног облика.

У нелинеарном случају, систем алгебарских једначина је такође нелинеаран, а ХБ да-
је само апроксимацију (Галеркиновог типа). Може се очекивати да ће ова апроксимација
конвергирати тачном решењу како се ред одсецања виших чланова повећава ка бесконач-
ности. Када се може успоставити затворено решење овог система алгебарских једначина,
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добија се аналитичка апроксимација. Ово је обично могуће када је Фуријеов ред скраћен
на само један или два члана, а нелинеарности имају прилично једноставан (нпр. поли-
номски) облик. На овај начин, ХБ даје корисне резултате о зависностима квалитативних
параметара. Када је потребно узети у обзир више чланова у Фуријеовом реду да би се по-
стигла довољна тачност, или систем једначина садржи нелинеарности компликованијег
облика, обично се мора нумерички решити систем алгебарских једначина.

ХБ је применљив на аутономне и неаутономне проблеме и стога се може користити
за слободне, самопобуђене и екстерно вођене (принудне и побуђене параметром) осци-
лације. Иако се, наравно, може применити на линеарне проблеме, његова права вредност
лежи у приближном решењу система диференцијалних једначина са јаком и слабом не-
линеарношћу. Чак и нелинерни чланови са дискретним скоковима (дисконтинутетима) не
представљају нужно велики изазов, све док се тражено решење може добро представити
скраћеним Фуријеовим редом. ”Не-глатки” чланови (чланови са дискретним скоковима)
се појављују, на пример, када се моделују механички системи који су подвргнути трењу
клизањa или удару, материјала који пролазе кроз фазне трансформације, флуида са уда-
рима и електричних кола са диодама или прекидачима. ХБ се стога може применити на
већину проблема у природним наукама и инжењерству, а пре свега на периодичне проце-
се. За транзијентне, насумичне или понављајуће, али непериодичне процесе, не може се
очекивати да ће ХБ дати корисну апроксимацију. ХБ у најбољем случају може указати на
то када периодични процес постаје нестабилан при преласку у непериодични.

Стандардна метода за решавање нелинеарних диференцијалних једначина је нумерич-
ка интеграција. Почевши од датог скупа почетних вредности, временска еволуција зави-
сних променљивих се у овом случају одређује сукцесивно од једног корака до наредног
(нумеричка интеграција унапред). Овај поступак се такође често назива директна интегра-
ција временског корака. Ако транзијент (временска еволуција променљивих) опада само
споро, као у случају слабо пригушених вибрација, за симулацију је потребно много време-
на да би се на овај начин одредило периодично гранично стање. Дискретизација времена
последично уводи грешке апроксимације. Ове грешке се могу акумулирати и неограниче-
но расти (нумеричка нестабилност). У другим случајевима, грешка доводи до нефизичког
смањења енергије (нумеричко пригушење) или нефизичке прерасподеле енергије унутар
система. Штавише, неглатки нелинеарни чланови (чланови са дискретним скоковима -
дисконтинуитетима) у диференцијалним једначинама могу довести до скоковитих дис-
континуитета решења. Само неколико метода интеграције је применљиво на такве про-
блеме, које представљају отворена поља истраживања.

Диференцијално-алгебарске једначине је обично много теже нумерички интегралити
него обичне диференцијалне једначине, које не представљају посебан изазов за ХБ. Ну-
меричка интеграција система обичних диференцијалних једначина обично доводи до ек-
стремно малих временских корака (велики рачунски напори) или јаког нумеричког пригу-
шења (ниска тачност). ХБ је излаз из ове дилеме. По дизајну, апроксимација је увек пери-
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одична. Дакле, искорак у времену не доводи до нефизичког раста или смањења енергије.
Такође, ХБ избегава симулацију евентуално дугих транзијента (временске еволуције про-
менљивих). Довољно тачне апроксимације се често добијају већ за релативно мали број
непознатих (низак ред скраћења Фуријеовог реда). Из ових разлога, ХБ је обично много
ефикаснији од нумеричке интеграције. Још једна важна разлика у односу на директну ну-
меричку интеграцију је у томе што се и стабилне и нестабилне периодичне осцилације
могу израчунати коришћењем ХБ.

У наставку текста је дат пример примене методе ХБ на решавање Дуфинговог осци-
латора (2.1) [148], облика:

q̈ + γq̇ + ω2
0q + θq3 = f cosΩt. (2.1)

Нека је ради једноставности ω0 = 1. Циљ је наћи периодично решење q(t + T ) = q(t) са
периодом T = 2π

Ω
. Потражиће се у облику:

q(t) ≈ qh(t) = Qc cosΩt+Qs sinΩt. (2.2)

Временски изводи претпостављеног решења (2.2) су:

qh = Qc cosΩt +Qs sinΩt,

q̇h = −ΩQc sinΩt +ΩQs cosΩt,

q̈h = −Ω2Qc cosΩt −Ω2Qs sinΩt.

(2.3)

Користиће се следећи тригонометријски идентитети:

cos3 x =
3

4
cosx+

1

4
cos 3x,

cos2 x sinx =
1

4
sinx+

1

4
sin 3x,

cosx sin2 x =
1

4
cosx− 1

4
cos 3x,

sin3 x =
3

4
sinx− 1

4
sin 3x.

(2.4)

Развијањем нелинеарног кубног члана из израза (2.1) и коришћењем тригонометријских
идентитета (2.4), добија се:

q3h = (Qc cosΩt+Qs sinΩt)
3

= Q3
c cos

3Ωt+ 3Q2
cQs cos

2Ωt sinΩt+ 3QcQ
2
s cosΩt sin

2Ωt+Q3
s sin

3Ωt

=
3

4

(
Q3

c +QcQ
2
s

)
cosΩt+

3

4

(
Q3

s +Q2
cQs

)
sinΩt+ (...) cos 3Ωt+ (...) sin 3Ωt.

(2.5)
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Заменом једначина (2.3) и (2.5) у једначину кретања (2.1), следи:[(
1− Ω2

)
Qc + γΩQs +

3

4
θ
(
Q3

c +QcQ
2
s

)
− f

]
cosΩt+[(

1− Ω2
)
Qs − γΩQc +

3

4
θ
(
Q3

s +Q2
cQs

)]
sinΩt+ [...] cos 3Ωt+ [...] sin 3Ωt = 0

. (2.6)

Занемаривањем хармоника вишег реда од реда у претпостављеном решењу (2.2) (>1), тј.
тригонометријских чланова са фреквенцијама већим од Ω (2Ω, 3Ω, . . . ) и балансирањем
(уравнотежавањем) хармоника добија се:

Rc :=
(
1− Ω2

)
Qc + γΩQs +

3

4
θ
(
Q3

c +QcQ
2
s

)
− f = 0,

Rs :=
(
1− Ω2

)
Qs − γΩQc +

3

4
θ
(
Q3

s +Q2
cQs

)
= 0.

(2.7)

Израз (2.7) представља систем од 2 алгебарске једначине (Rc, Rs) са 2 непознате (Qc, Qs).
Највише је од интереса фреквентни одзив, односно потребно је познавати како се решења
(2.2) мењају са променом фреквенције побуде Ω. Уводи се следећи вектор решења:

X =

Qc

Qs

Ω

 . (2.8)

Сада се одређивање фреквентног одзива система може написати у облику проблема за
нумеричку континуацију са Ω као слободним параметром, односно на решавање система:

R (X) =

[
Rc

Rs

]
= 0, (2.9)

где су R ∈ R2, X ∈ R3, а фреквенција побуде лежи у интервалу Ω(s) ≤ Ω ≤ Ω(e).

2.2 Метода инкременталног хармонијског баланса

Методу инкременталног хармонијског баланса су првобитно развили Lau и Cheung
1981. године у сврху проучавања структурних вибрација еластичних система и демон-
стрирали примену на плоче и плитке љуске [149]. Методе хармонијског баланса (ХБМ)
засноване на Галекиновој апроксимацији могу се бавити системима са јаким нелинеарно-
стима јер не захтевају да системи буду непрекидни [150]. Као што је објашњено у [151],
метода инкременталног хармонијског баланса (ИХБ) је посебно погодна за компјутерску
имплементацију. У овој методи, прво се периодично решење нелинеарног динамичког си-
стема представља Фуријеовим редом са малим бројем хармоника, а затим се разматрани
систем трансформише у систем линеаризованих инкременталних алгебарских једначина
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по непознатим Фуријеовим коефицијентима. Затим, добијени систем линеарних једначи-
на се решава итеративно у сваком инкременталном кораку. Коначно, Фуријеови коефици-
јенти се могу одредити ако итеративни поступак конвергира.

У поређењу са класичним приступима, ИХБ метода је изузетно ефикасна за добијање
решења са жељеном тачношћу у широком опсегу променљивих параметара, где се и ста-
билна и нестабилна решења директно израчунавају. ИХБ метода је већ успешно приме-
њена на широк спектар динамичких система, на пример [151, 152, 153, 154]. ИХБ метода
се такође може користити за истраживање бифуркација и хаоса [155], анализу нелинеар-
не динамике временски променљивог динамичког система [156], предвиђање осцилација
граничног циклуса под неизвесношћу [157] и друге нелинеарне проблеме [158, 159, 160,
161], где се очекује периодичност предвиђених решења. ИХБ метода такође налази свој
пут у неким класама ”део-по-део” линеарних динамичких система [162, 163, 164, 165].
Метода инкременталног хармонијског баланса (ИХБ) се користи у пуно научних радо-
ва за решавање нелинеарних структурних проблема [166, 87, 167, 85, 104, 168]. Између
осталих, Dou и Jensen [166] су развили методу за оптимизацију нелинеарних принудних
осцилација деформабилних структура са временски променљивим хармонијским оптере-
ћењима, односно налажење оптималног облика греде за који основни или суперхармониј-
ски резонантни одзив има екстремну вредност (минимум или максимум) при чему су за
нелинеарну вибрациону анализу користили ИХБ методу. У раду [87] су коришћене ИХБ
и пертурбациона метода вишеструких временских скала за испитивање динамичког по-
нашања и стабилности једнослојне угљеничне наноцевчице моделиране као нелинеарна
наногреда у Келвин-Војтовом вискоеластичном медијуму. ИХБ метода је такође приме-
њена за испитивање спрегнутих осцилатора који се своде на Дуфингове диференцијалне
једначине [167], односно осцилатора који се своди на параметарску Матије-Дуфингову
диференцијалну једначину [85] који се примењује за прикупљање енергије. Ова два ти-
па диференцијалних једначина су добро позната у литератури и њима је могуће описати
више система са различитим физичким карактеристикама [169, 170, 104].

Размотра се обична нелинеарна диференцијална једначина у следећем облику:

F (x, ẋ, ẍ,Ω, τ) = F cos τ, (2.10)

односно:
f (x, ẋ, ẍ, F,Ω, τ) = 0. (2.11)

У једначини (2.11), скалар или вектор x = x(τ) представља закон кретања, односно не-
познату функцију временске променљиве τ , ( ˙ ) означава извод по времену τ , F је ам-
плитуда хармонијске силе побуде, док Ω представља нормализовану фреквенцију побу-
де. За праксу је поред проналажења периодичног решења x = x(τ), значајно одређива-
ње зависности x(Ω) односно x(F ). Да би се то остварило, потребно је најпре функцију
f , дату изразом (2.11), развити у Тејлоров ред у околини почетно-претпостављене тачке
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S (x0, ẋ0, ẍ0, F0,Ω0):

(2.12)
f (x0 +∆x, ẋ0 +∆ẋ, ẍ0 +∆ẍ, F0 +∆F,Ω0 +∆Ω, τ)

= f0 +
∂f

∂x

∣∣∣∣
S

∆x+
∂f

∂ẋ

∣∣∣∣
S

∆ẋ+
∂f

∂ẍ

∣∣∣∣
S

∆ẍ+
∂f

∂F

∣∣∣∣
S

∆F +
∂f

∂Ω

∣∣∣∣
S

∆Ω+ ч.в.р. = 0,

где је
f0 = f (x0, ẋ0, ẍ0, F0,Ω0, τ) , (2.13)

функција која зависи само од времена τ у почетно-претпостављеној тачки S. Одбацива-
њем чланова вишег реда (ч.в.р.), добија се инкрементална диференцијална једначина:

(2.14)L [∆x] = f0 +
∂f

∂x

∣∣∣∣
S

∆x+
∂f

∂ẋ

∣∣∣∣
S

∆ẋ+
∂f

∂ẍ

∣∣∣∣
S

∆ẍ+
∂f

∂F

∣∣∣∣
S

∆F +
∂f

∂Ω

∣∣∣∣
S

∆Ω

= 0,

коју треба решити по непознатој ∆x, док се вредности за ∆F и ∆Ω задају. L је линеарни
диференцијални оператор. Приближно решење x једначине (2.11) тражимо као периодич-
ну функцију, па x може да се развије у коначни Фуријеов ред облика:

x (τ) = ā0 +
N∑
i=1

(
āi cos iτ + b̄i sin iτ

)
. (2.15)

Приближно решење дато изразом (2.15) се добија итеративним процесом полазећи од по-
четне вредности x0:

x0 (τ) = a0 +
N∑
i=1

(ai cos iτ + bi sin iτ) , (2.16)

и одређујући у сваком кораку инкремент ∆x у облику:

(2.17)∆x (τ) = ∆a0 +
N∑
i=1

(∆ai cos iτ +∆bi sin iτ) ,

при чему важи x = x0 + ∆x, āi = ai + ∆ai, b̄j = bj + ∆bj , за i = 0, . . . N , j = 1, . . . N .
Први и други извод од x0 и ∆x по τ су онда:

ẋ0 =
N∑
i=1

(−iai sin iτ + ibi cos iτ) , (2.18)

∆ẋ0 =
N∑
i=1

(−i∆ai sin iτ + i∆bi cos iτ) , (2.19)

ẍ0 =
N∑
i=1

(
−i2ai cos iτ − i2bi sin iτ

)
, (2.20)
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∆ẍ0 =
N∑
i=1

(
−i2∆ai cos iτ − i2∆bi sin iτ

)
. (2.21)

Заменом израза (2.16)-(2.17) за x0 и ∆x и њихових извода (2.18)-(2.21) у једначину
(2.14), добија се:

L [∆x] = ψ(τ), (2.22)

где је ∆x непозната функција времена τ , L је линеарни диференцијални оператор, а ψ(τ)
функција грешке (тј. остатка). Пошто непознату функцију ∆x (τ) апроксимирамо изра-
зом (2.17), са десне стране једначине (2.22) се појавила функција грешке. Примењује се
теорија тежинских остатака, чији је циљ минимизација функције грешке. Непозната функ-
ција ∆x у диференцијалној једначини (2.22) апроксимира се преко израза (2.17) прибли-
жним решењем приказаним у виду суперпозиције производа познатих пробних (базних)
функција и непознатих коефицијената (или генералисаних степени слободе проблема).
Све пробне функције морају да буду допустиве, тј. да задовољавају есенцијалне граничне
услове и да буду непрекидне, односно диференцијабилне до потребног реда у складу са
редом диференцијалне једначине која се решава. Пробне функције могу бити различитог
облика: тригонометријске, полиномске, итд. у зависности од врсте проблема за чије реша-
вање се користе. Функција остатка ψ(τ) једнака је нули само за тачно решење једначине
облика (2.22). У методи тежинских остатака, фунција остатка минимизује се (своди на ну-
лу) у просечном, интегралном смислу. Наиме, функција остатка множи се са изабраним
тежинским функцијама и интеграли унутар домена проблема, па се добијени изрази изјед-
начавају са нулом. На тај начин постиже се да је функција остатка изједначена са нулом
у просечном смислу. Разне варијанте методе тежинских остатака разликују се међусоб-
но према избору тежинских функција. Метода Галеркина је специфична по томе што се
за тежинске функције бирају базне функције којима је апроксимирано тражено решење
(без коефицијената). Базне (пробне) функције претстављају један од облика непознатог
решења, док су коефицијенти уз базне функције (или генералисани степени слободе) ам-
плитуде у тим облицима решења.

Пошто су у овом конкретном случају за базне функције изабране тригонометријске
функције и примењује се Галеркинова метода, према којој су тежинске функције једнаке
базним, множењем остатка тежинским функцијама и интеграцијом унутар домена [0, 2π],
добија се: ∫ 2π

0

ψ (τ) cos iτdτ = 0, i = 0, 1, . . . , N∫ 2π

0

ψ (τ) sin jτdτ = 0, j = 1, 2, . . . , N.

(2.23)

Галеркинове методе, назване по руском математичару Борису Галеркину, конвертују не-
прекидни операторски проблем, као што је диференцијална једначина, обично у слабој
форми, у дискретни проблем применом линеарних ограничења одређених коначним ску-
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повима базних функција одговарајућег простора [171, 172]. Према томе, (2.23) предста-
вља систем од 2N + 1 линеарних алгебарских једначина по ∆a, ∆F и ∆Ω, где је ∆a =

[∆a0,∆a1, . . . ,∆aN ,∆b1, . . . ,∆bN ]
T . Пошто се добија систем од 2N + 1 једначина по

2N+3 непознатих, који је нерешив, узима се да су две од величина ∆a0, ∆F и ∆Ω једнаке
нули. Систем једначина (2.23) у општем случају може написати у матричном облику на
следећи начин:

R =

[
C11 C12

C21 C22

]
∆a+

[
P1

P2

]
∆F +

[
Q1

Q2

]
∆Ω. (2.24)

Једначина (2.24) се може написати у компактнијој форми:

R = [C]∆a+ P∆F +Q∆Ω. (2.25)

Матрице и вектори у систему једначина (2.24), односно (2.25), су следећих димензија:
[C] ∈ R(2N+1)×(2N+1); C11 ∈ R(N+1)×(N+1); C12 ∈ R(N+1)×N ; C21 ∈ RN×(N+1);

C22 ∈ RN×N ; R,∆a,P ,Q ∈ R(2N+1)×1; P1,Q1 ∈ R(N+1)×1; P2,Q2 ∈ RN×1;

∆F,∆Ω ∈ R, и имају следећи облик [173]:

C11
ij =

∫ 2π

0

(
∂f

∂x

∣∣∣∣
S

cos jτ − ∂f

∂ẋ

∣∣∣∣
S

j sin jτ − ∂f

∂ẍ

∣∣∣∣
S

j2 cos iτ

)
cos iτdτ,

i = 0, . . . , N, j = 0, . . . , N,

(2.26)

C12
ij =

∫ 2π

0

(
∂f

∂x

∣∣∣∣
S

sin jτ +
∂f

∂ẋ

∣∣∣∣
S

j cos jτ − ∂f

∂ẍ

∣∣∣∣
S

j2 sin iτ

)
cos iτdτ,

i = 0, . . . , N, j = 1, . . . , N,

(2.27)

C21
ij =

∫ 2π

0

(
∂f

∂x

∣∣∣∣
S

cos jτ − ∂f

∂ẋ

∣∣∣∣
S

j sin jτ − ∂f

∂ẍ

∣∣∣∣
S

j2 cos iτ

)
sin iτdτ,

i = 1, . . . , N, j = 0, . . . , N,

(2.28)

C22
ij =

∫ 2π

0

(
∂f

∂x

∣∣∣∣
S

sin jτ +
∂f

∂ẋ

∣∣∣∣
S

j cos jτ − ∂f

∂ẍ

∣∣∣∣
S

j2 sin iτ

)
sin iτdτ,

i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , N,

(2.29)

Pci =

∫ 2π

0

∂f

∂F

∣∣∣∣
S

cos iτdτ, i = 0, . . . , N, (2.30)

Psi =

∫ 2π

0

∂f

∂F

∣∣∣∣
S

sin iτdτ, i = 1, . . . , N, (2.31)

Qci =

∫ 2π

0

∂f

∂Ω

∣∣∣∣
S

cos iτdτ, i = 0, . . . , N, (2.32)
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Qsi =

∫ 2π

0

∂f

∂Ω

∣∣∣∣
S

sin iτdτ, i = 1, . . . , N, (2.33)

Rci = −
∫ 2π

0

f0 cos iτdτ, i = 0, . . . , N, (2.34)

Rsi = −
∫ 2π

0

f0 sin iτdτ, i = 1, . . . , N. (2.35)

Једначина (2.25) дефинише алгоритам за итеративно решавање једначине (2.11). На-
кон сваке итерације, вредности за x0, F0,Ω0, се мењају и добијају нове вредности које
износе x0+∆x, F0+∆F , Ω0+∆Ω. Када ће се итеративни процес прекинути, одређује се
срачунавањем величина e1 и/или e2 на следећи начин:

e1 =

√√√√ N∑
i=0

R2
ci
+

N∑
i=1

R2
si
= ‖R‖2, e2 =

√√√√ N∑
i=0

∆a2i +
N∑
i=1

∆b2i = ‖∆a‖2, (2.36)

које дају процену грешке, односно одступања од унапред задатних вредности [173]. Гре-
шка e1 указује да ли треба укључити већи број Фуријеових коефицијената у изразу (2.15)
који апроксимира решење, а грешка e2 да ли треба наставити итертивни процес срачу-
навања ∆a или га треба прекинути. Процена грешке e2 представља Еуклидску норму
Њутн-Рапсонових прираштаја добијених током итерације.

У овом поглављу је до сада представљена методологија решавања обичне нелинеар-
не диференцијалне једначине (2.11). Ова методологија се може уопштити на систем од n
диференцијалних једначина облика:

f (x, ẋ, ẍ, F,Ω, τ) = 0, (2.37)

где је x = [x1, x2, . . . xn]
T вектор, односно:

f1 (x1, x2, . . . , xn, ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn, ẍ1, ẍ2, , . . . , ẍn, F1, F2, . . . , Fn,Ω, τ) = 0,

f2 (x1, x2, . . . , xn, ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn, ẍ1, ẍ2, , . . . , ẍn, F1, F2, . . . , Fn,Ω, τ) = 0,

...

fn (x1, x2, . . . , xn, ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn, ẍ1, ẍ2, , . . . , ẍn, F1, F2, . . . , Fn,Ω, τ) = 0.

(2.38)

Процедура налажења решења је аналогна оној датој за једнодимензионални случај, одно-
сно решавање једне диференцијалне једначине.

2.3 Изазови у графичком представљању резултата

Слика 2.1 приказује понашање амплитудно фреквентног одзива у односу на предзнак
нелинеарног члана θ у Дуфинговој једначини (2.1) [174]. За θ < 0 се каже да систем има
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нелинеарност омекшавања (softening nonlinearity), a za θ > 0 нелинеарност очвршћавања
(hardening nonlinearity). Размотримо амплитудно-фреквентни одзив Дуфинговог осцила-

(а) θ < 0 (б) θ = 0 (в) θ > 0

Слика 2.1: Амплитудно-фреквентне криве одзива Дуфингове једначине за различите вред-
ности нелинеарног параметра θ: (а) нелинеарна крутост омешавања (θ < 0), (б) без нели-
неарног члана (θ = 0), (в) нелинеарна крутост учвршћивања (θ > 0) [174]

P Q

Ω1 Ω2

a

Слика 2.2: Феномени скока навише (C → D) и скока наниже (A → B) приликом срачу-
навања фреквентног одзива

тора, код кога је пик одзива савијен удесно, што се очекује када се разматра систем са
нелинеарношћу учвршћивања, који је дат на слици 2.2. Свакој тачки (Ω, a) на стабилној
грани (пуна линија) амплитудно-фреквентне криве дате на слици 2.2 одговара периодична
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орбита у фазној равни. Амплитудно-фреквентна крива је бифуркациони дијаграм, који се
добија, када се за задату (фиксирану) вредност параметра фреквенције (представљеног на
хоризонталној оси) срачунава амплитуда (дата на вертикалној оси). Оно што прави поте-
шкоће јесу бифуркације, тј. промене у стабилности и/или броју решења за малу промену
вредности параметра. Тачке A и C су бифуркационе тачке типа седло-чвор, где долази до
настајања или нестајања периодичног решења.

У области означеној црвеном бојом на слици 2.2, за вредности фреквенције између Ω1

и Ω2, постоје три периодична решења, два стабилна (на делу бифуркационе криве између
тачака D и A и између тачака B и C) и једно нестабилно (на делу бифуркационе криве
између тачака A и C). У овој области долази дакле до бистабилности, односно до по-
стојања два атрактора. Тачке A и C су бифуркационе тачке типа седло-чвор бифуркације
периодичних решења. У тачки A стабилно решење на делу између D и A и нестабилно
решење између C и A се спајају и са повећањем параметра нестају. У тачки C стабилно
решење на делу између B и C и нестабилно решење између C и A се спајају и са смање-
њем параметра нестају. При томе у оба случаја преостаје још једно стабилно периодично
решење.

Уколико би се само са методом вишеструких временских скала или ИХБ методом са
природном континуацијом покушао добити овај дијаграм, испрекидана линија између та-
чака A и C се не би могла одредити [101]. Срачунавањем приближних вредности коор-
дината тачака слева надесно, почев од тачке P , могла би се добити горња крива, али би
се у тачки A десио скок стационарних амплитуда надоле до тачке B, одакле би наредна
добијена решења била у правцу тачке Q. Дакле, решења од тачке A до тачке B дуж криве

⌢

ACB, се не би могла одредити. Ако би се пак срачунавала решења сдесна налево, почев
од тачке Q, у тачки C би био скок навише до тачке D након које би било настављено
срачунавање до тачке P . Овде би се изоставила решења дуж криве

⌢

CAD. Комбинацијом
срачунавања слева надесно и сдесна налево се може добити фреквентни одзив обележен
пуном линијом. Решења дуж испрекидане криве

⌢

AC се не могу добити на овај начин због
скока стационарних амплитуда наниже одA доB, односно навише одC доD. Један од на-
чина за добијање испрекиданог дела криве је примена методе континуације псеудолуком
као додатак ИХБ методи [102, 175].

2.4 Метода нумеричке континуације

У литератури се могу наћи примери примене методе нумеричке континуације [176, 36,
177]. Ова метода је позната и као метода праћења путање [178, 179].

Одређују се фиксне тачка динамичког система

x′ = f (x, α) , (2.39)
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са само једним параметром бифуркације α. Фиксна тачка може бити тачка статичке рав-
нотеже или тачка устаљеног стања. Тачка статичке равнотеже се проучава у случају ис-
питивања стабилности на извијање греда, плоча и љуски, где нема инерцијалних сила.
С друге стране, тачке устаљеног стања представљају затворене периодичне орбите (гра-
нични цикл) код периодичног кретања система. Оне се одређују за различите вредности
фреквенције. У овој докторској дисертацији је истраживање урађено за тачке устаљеног
стања.

Задатак је пратити бифуркациону криву x = x(α) (или неку норму ‖x‖) која пролази
кроз тачке (α,x), које су решења нелинеарне једначине:

f (x, α) = 0, (2.40)

где важи (f ,x, α) ∈ Rn × Rn × R. Пошто једначина (2.40) имплицитно дефинише x као
функцију од α, то најчешће није тако једноставан задатак и обично захтева нумеричке ме-
тоде. Он се може поједноставити коришћењем техника нумеричке континуације, тј. пре-
ласком од једне израчунате тачке криве до друге у малим корацима, уместо да се почиње
изнова за сваку тачку криве.

У наставку је дат кратак увод у методу нумеричке континуације, а више детаља о пред-
стављеним и другим специфичним методама везано за нумеричку континуацију се могу
наћи у [179, 180, 181, 182, 183, 184].

Постоји неколико техника које се користе за нумеричку методу континуације. Нај-
познатије су секвенцијална или нумеричка континуација природним параметром, проста
или линеарна део-по-део континуација, (Давиденко-)Гаус-Њутнова континуација и конти-
нуација (псеудо-)луком [178]. Кораци по којима се разликују различите методе нумеричке
континуације су следећи:

1. предиктор (предвиђа решење у следећој тачки)

2. стратегија параметризације (дефинише правац предвиђања решења)

3. коректор (геометријски у правцу нормалном на правац предикције, тражи решење
све док добијено решење не лежи унутар толеранција дефинисаног одступања од
тачног решења)

4. контрола дужине корака (дужина корака може бити фиксна у целом домену или
адаптибилниа у зависности од закривљености криве)

Прве три од ове четири ставке могу се изабрати независно једна од друге. Али контро-
ла дужине корака мора одговарати изабраном предиктору, коректору и параметризацији
[184]. За предикцију решења, односно тачака бифуркационе криве x = x(α), најчешће се
користи тангентни предиктор, који је и део Ојлеровог метода за решавање диференцијал-
них једначина, а за корекцију решења Њутн-Рапсонова метода.
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Ако је доступна добра апроксимација тачке на кривој решења, обично није тешко брзо
побољшати тачност ове апроксимације користећи, на пример, Њутн-Рапсонову итераци-
ју. Дакле, главни проблем је обично обезбедити почетне апроксимације довољно блиске
да би то функционисало, посебно близу прекретница (turning points), гранања или других
сингуларитета. Најчешће, ако се компликованија и нумерички скупља метода искористи
у предикцији, јефтинија метода се користи у корекцији и обрнуто. Под нумерички скупом
методом се подразумева она којој треба више времена за одређено срачунавање у одно-
су на нумерички јефтину. У наставку су дате основне карактеристике једнопараметарске
секвенцијалне континуације и нумеричке континуације фиксних тачака псеудолуком.

2.4.1 Секвенцијална континуација

Секвенцијална континуација тј. континуација природним параметром је често једно-
ставна за примену. Као што је илустровано на слици 2.3 (а), ова метода само разматра
промену од тачке (α0,x0) на кривој f (x, α) = 0 до следеће тачке, повећањем параметра
за довољно мали корак ∆α, тј. α1 = α0 +∆α и претпоставком да је у првој апроксимаци-
ји x непромењено, тј. предвиђање је (α1,x1) = (α1,x0). Предвиђање се затим коригује
решавањем f(x2, α1) = 0 по x2 (користећи нпр. Њутн-Рапсонову итерацију или бисекци-
ју) да пронађе следећу тачку решења (α2,x2) = (α1,x2). Ова процедура се понавља, при
чему тачка (α2,x2) сада служи као нова почетна тачка (α0,x0). Величина корака ∆α се
може унапред дефинисати као константа вредност, а може бити и променљива у сваком
итеративном кораку, тј да се мења у зависности од величине градијента криве у тој тачки.

Као што је очигледно са слике 2.3 (а), секвенцијалнa континуација не даје резултате у
тачкама нагле промене правца криве (превојне тачке, turning points) или гранања (раслоја-
вања, појаве вишезначних решења, односно нових грана), без обзира на то колико је мали
прираштај од α; не постоји начин да се тачке решења могу наставити (континуирати) око
превојне тачке. Такође, у регионима са стрмим градијентима (велики |dx

dα
| или мали ‖∂f

∂x‖)
биће потребни веома мали α-инкременти, а перформансе методе су онда мање ефикасне,
па чак и неефикасне [180].

2.4.2 Континуација псеудолуком

Континуација псеудолуком (Слика 2.3 (б)) функционише тако што се прво направи ко-
рак линеарног предвиђања ∆s, тј. 0− 1, дуж тангенте тренутне криве, а затим се примени
корак корекције дуж праве линије 1− 2, ортогоналне на ту тангенту како би се пратила
крива решења. Као што је илустровано на слици 2.3 (б), ово ће функционисати и са пре-
војна тачкама.

Суштина ове методе је да се размотри параметарски приказ криве f(α,x) = 0. Уводи
се параметар s и сматрамо да су и α и x функције од s, тако да је крива описана скупом
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(a) (б)

Слика 2.3: Техника нумеричке континуације за одређивање тачака (α, ‖x‖) криве
f (x, α) = 0. (а) Секвенцијална континуација са кораком предикције дужине ∆α; (б) Кон-
тинуација псеудолуком са кораком предикције дужине ∆s.©: превојна тачка (turning po-
int), •: тачка итерације; 0/1/2: почетна тачка / тачка добијена предикцијом / тачка добијена
корекцијом [180].

тачака (α(s),x(s)), при чему s припада неком релевантном интервалу.
За примену ове континуације, потребно је наћи тангенту на криву у датој дачки, а

затим дуж ње инкрементирати за вредност ∆s чиме се добија предвиђање решења. Да
бисмо одредили тангентни правац, налазимо однос између промена α и промена x у тачки
криве, тако што диференцирамо једначину (2.40) по променљивој s, одакле следи:

df

ds
=
∂f

∂x

dx

ds
+
∂f

∂α

dα

ds
= fxx

′ + fαα
′ = 0, (2.41)

односно:
fxz = −fα, (2.42)

где је:

z =
x′

α′ (2.43)

и:
fx =

∂f

∂x
, fα =

∂f

∂α
, x′ =

dx

ds
, α′ =

dα

ds
. (2.44)
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2.4.3 Параметризација

Сматраће се да је грана непрекидни део криве f (x, α) = 0. Ова крива се „параметри-
зује“. Параметаризација је извесна врста мере дуж гране, tj. математички начин иденти-
фикације сваке тачке на грани. Термини као што су „следеће“ или „претходно“ решење
се квантификују увођењем параметризације. Није могуће на свакој грани или неком ње-
ном делу извршити произвољну параметризацију, односно произвољно усвојити правац
тражења решења квантификованим параметром. Најједноставније је користити контрол-
ну променљиву α као параметризациони параметар, као што је приказано на слици 2.3
(а). Овај параметар има и физичко значење, што је његова додатна предност. Међутим,
параметризација са њим наилази на потешкоће у превојним тачкама (празан кружић на
слици 2.3 (а)), где је правац предвиђања следеће тачке решења 0− 1 нормалан на грану
криве, па се корекција предвиђеног решења тражи у бесконачности (тачка 2 сиве боје),
што је неповољно [184].

Једначина (2.40) се може проширити ако је задовољен услов потпуног ранга Јакобијан
матрице, тј.:

rank (fx,fα) = n, (2.45)

где је n број елемената вектора x.
Општи параметар криве, назовимо га s, може пре имати геометријско, него физичко

значење. Криву f (x, α) = 0 представљамо у параметарском облику:

x = x (s) , α = α (s) . (2.46)

За одређену вредност параметра s, систем f (x, α) = 0 се састоји од n једначина са n+ 1

непознатих (x, α). Ако је параметризација успостављена једном додатном скаларном јед-
начином:

p = p (x, α, s) , (2.47)

може се формулисати проширени систем:

F (X, s) :=

(
f (x, s)

p (x, α, s)

)
= 0, (2.48)

који се састоји од n+1 скаларних једначина за n+1 непознатих X = (x, α). Решавањем
једначине (2.48) за одређене вредности параметра s добија се информација о зависности
x (s) , α (s).
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2.5 Веза методa инкременталног хармонијског баланса и
нумеричке континуације

Након примене ИХБ систем диференцијалних једначина се своди на систем линеари-
зованих алгебарских једначина по непознатим ∆A и ∆Ω:

M∆A+ V ∆Ω = R. (2.49)

У општем случају, методом ИХБ се могу успешно израчунати амплитудно-фреквентне
криве инкрементацијом амплитуде или фреквенције. Међутим, ИХБ метода најчешће не
конвергира у близини оштрих пикова на амплитудно фреквентним дијаграмима, ако се ко-
ристи једноставна инкрементација [101]. Да би се превазишао овај недостатак и смањио
број потребних итерација за конвергенцију итеративног процеса користи се метода нуме-
ричке континуације [185]. За почетак рекурентног процеса нумеричке континуације, по-
требно је одредити периодично решење у две сукцесивне тачке коришћењем методе ИХБ.
Ове почетне тачке се углавном узимају далеко од резонантног стања, где су за обе тачке
амплитуде одзива мале и имају приближно исте вредности. Онда се примени предиктор-
коректор метода да би се екстраполацијом извршило срачунавање од тачке - до тачке и
тако одредиле одговарајуће гране амплитудно-фреквентног одзива. Да би сe применилa
нумеричкa континуацијa, потребно је извешити параметризацију. Први корак ка томе је
да се једначина (2.49) напише у општијој матричној форми на следећи начин:

[M V ]

[
∆A

∆Ω

]
= R. (2.50)

Уводе се нови вектори X = [A Ω]T и ∆X = [∆A ∆Ω]T . Матрица [M V ] се назива
матрица тангентне крутости. Један од начина да се спроведе параметризација је увођење
додатне једначине облика (2.47). Да би се формирала та додатна једначина, уводи се најпре
функција g(X) вектора X у облику израза:

g(X) = XTX. (2.51)

Треба напоменути да се функција g(X) може дефинисати на више различитих начи-
на, од којих је најуобичајенији дат изразом (2.51). Псеудо дужина лука (pseudoarclength)
је највише коришћен параметризацијски приступ у методи праћења путање, који омогу-
ћава праћење решења кроз граничне тачке (limit points) и петље (loops). Уводи се такође
параметар дужине лука η, да би се пратио правац путање. Додатна једначина ће бити:

g(X)− η = 0. (2.52)
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Нагиб криве се одређује коршћењем две претходне тачкеXk−1 иXk−2 на криви одзива
на следећи начин:

X ′ =
Xk−1 −Xk−2

‖Xk−1 −Xk−2‖
. (2.53)

Прво предвиђено решење се може срачунати уз помоћ прва два периодична решења
добијена методом ИХБ на следећи начин:

Xu = Xk−1 +∆ηX ′, (2.54)

где је ∆η прираштај параметра новоуведене криволинијске координате η.
За одређивање периодичних решења потребно је увести параметризацију криве ре-

шења, што се може постићи ако најпре систем једначина са матрицом тангентне кру-
тости (2.50) проширимо са додатном једначином и онда применимо итеративну Њутн-
Рапсонову методу за добијање корекције решења. Функција g(X), дата у додатнај јед-
начини (2.52) се развија у Тејлоров ред у околини тачке X0. Након проширења система
једначина (2.50) додатном једначином (2.52), добија се следећи систем једначина:[

M V
∂g

∂A
∂g
∂Ω

][
∆A

∆Ω

]
=

[
R

∆η − g

]
, (2.55)

са новом матрицом тангентне крутости и новим вектором остатка.

2.6 Флокеова теорија стабилности

Флокеова теорија се може применити за одређивање стабилности периодичног реше-
ња диференцијалних једначина целог реда или система диференцијалних једначина целог
реда. На пример, на бифуркационом дијаграму датом на слици (2.2), где свака тачка криве
представља решење диференцијалне једначине, за вредности бифуркационог параметра
Ω између Ω1 < Ω < Ω2 амплитуда може имати три различите вредности, а за Ω = Ω1 и
Ω = Ω2 по две различите вредности. Која од ових добијених вредности амплитуда пред-
ставља стабилно, а која нестабилно решење показује Флокеова теорија. Применом ове
теорије се може показати да испрекидан део криве

⌢

AC представља нестабилно решење
добијених амплитуда док су амплитуде у осталим деловима криве стабилне.

Прикажимо примену ове методе на Дуфинговој једначини облика (2.1), у коју се уведе
нова временска променљива τ = Ωt, што је почетни корак у примени ИХБ методе, па се
добија једначина:

Ω2q′′ + γΩq′ + ω2
0q + θq3 = f cos τ, (2.56)

где су изводи дефинисани као q̈ = dq
dt

и q′′ = dq
dτ

. Када се приближно периодично решење
једначине (2.56) добије ИХБ методом, његова стабилност се може испитати Флокеовом
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теоријом [155, 186]. Нека је:

q0 (τ) = a0 +
N∑
i=1

(
ai cos

iτ

m
+ bi sin

iτ

m

)
, (2.57)

добијено приближно периодично решење са периодом 2mπ (најчешће је m = 1), чија
стабилност се може испитати увођењем мале пертурбације ∆q решењу q0 (τ), тако да је:

q = q0 +∆q. (2.58)

Заменом израза (2.58) у једначину (2.56), и након линеаризације, односно изостављања
малих чланова вишег реда (∆q2,∆q3), добија се следећа одговарајућа хомогена обична
линеарна диференцијална једначина:

Ω2∆q′′ + γΩ∆q′ + ω2
0∆q + 3θq20∆q = 0. (2.59)

Једначина (2.59) се може записати у облику простора стања, тј.:

dY
dτ

= P (τ)Y, (2.60)

где јеY (τ) = [∆q,∆q′]T ∈ R2, а P (τ) је периодична матрица са истим периодом T = 2mπ

као q0, што се и може видети у специјалном случају за Дуфингову једначину (2.1), где је
облика:

P(τ) =

[
0 1

−ω2
0+3θq20(τ)

Ω2 − γ
Ω

]
. (2.61)

За једначину (2.60) се могу одредити фундаментална решења Φ1 (τ) и Φ2 (τ), тако да
задовољавају почетне услове Φ1 (0) = [1, 0]T и Φ2 (0) = [0, 1]T , односно фундаментална
матрица:

Φ (τ) =
[
Φ1 (τ) Φ2 (τ)

]
, (2.62)

за τ = 0 је једнака јединичној матрици тј. Φ (0) = I. Пошто је P (τ) периодична матрица
са периодом Т, онда важи P (τ + T ) = P (τ), па је вектор колона Φ (τ + T ) такође фунда-
ментално решење једначине (2.60). Веза између Φ (τ) и Φ (τ + T ) се може написати на
следећи начин:

Φ (τ)M = Φ (τ + T ) . (2.63)

Како је Φ (0) = I, из (2.63) следи да је:

M = Φ (T ) . (2.64)

Матрица M се назива монодрома или транзициона матрица, чије сопствене вредности
се називају Флокеови множитељи. Ако сви Флокеови множитељи леже унутар јединич-
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ног круга са центром у координатном почетку комплексне равни, периодично решење је
стабилно (асимптотски стабилно). У супротном је периодично решење нестабилно. Би-
фуркације се јављају када [155, 184]:

1. Постоји један реални Флокеов множитељ који излази из јединичног круга, док пре-
остали Флокеови множитељи остају унутар њега.

2. Постоји један пар коњуговано комплексних Флокеових множитеља који излази из
јединичног круга, док преостали Флокеови множитељи остају унутар њега.

Увођењем Hsu-ове [187] методологије за нумеричку апроксимацију транзиционе ма-
трице током једног периода могу се приближно одредити Флокеови множитељи као соп-
ствене вредности апроксимације транзиционе матрице [155]. Најпре се претпоставља да
је период T = 2mπ периодичног решења q0 (τ). Nека је интервал [nT, (n + 1)T ], n ∈ N0

подељен на Nk подинтервала, при чему дужина k-тог интервала износи ∆k = τk − τk−1

за τk = kT/Nk. Пошто је P (τ) непрекидна периодична матрица у односу на τ и период
T , може у k-том интервалу временски променљиву матрицу P (τ) заменити константна
матрица Pk, под условом да је Nk изабрано да буде довољно велики број. Константна ма-
трица се срачунава на следећи начин:

Pk =
1

∆k

∫ τk

τk−1

P (τ) dτ. (2.65)

Транзициона матрица M се може апроксимирати матрицом Ma на следећи начин:

M =

Nk∏
i=1

ePi∆i ≈
Nk∏
i=1

I+ Nj∑
j=1

(Pi∆i)
j

j!

 =Ma, (2.66)

где Nj означава број чланова коначне суме којом се апроксимира матрични експонент
константне матрице Pi. Флокеови множитељи биће сопствене вредности овако добијене
матрице Ma и одређују се на следећи начин:

det (Ma − σ I) = 0, (2.67)

односно:

σ1,2 =
trMa ±

√
(trMa)

2 − 4 detMa

2
, (2.68)

где trMa означава траг матрице Ma.
Приликом примене ове методе за апроксимацију монодроме матрице је усвојеноNk =

5000 и Nj = 5.
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3.1 Теорија пертурбација

У математици, теорија пертурбацијa обухвата методе које служе за проналажење при-
ближног решења једначине, полазећи од тачног решења сродне, једноставније једначине
[77, 188, 189]. Метода пертурбације користи математичке методе за налажење апрокси-
мативног решења и примењује се код једначина чије решење не може бити тачно одређе-
но или је његово проналажење превише компликовано. Теорија пертурбација подразуме-
ва да је дејство на систем довољно мало да систем задржи своје главне карактеристике.
Методи теорије пертурбација подразумевају решавање поједностављене једначине, која
се бира тако да буде егзактно решива. Затим се посматра како се понаша егзактно ре-
шење једноставније једначине при малој промени неких параметра. На овакав начин се
добија корекција на егзактно решење и тај метод се итеративно понавља. Критична ка-
рактеристика технике пертурбацијa је међукорак који разлаже једначину на ”решиве” и
”пертурбативне” делове. У теорији пертурбације решење се изражава као степени ред по
малом параметру, као нпр.:

ψ = ψ0 + ε1ψ1 + ε2ψ2 + · · · . (3.1)

Први члан је познато решење решиве једначине. Узастопни чланови у низу са вишим
степенима ε обично постају мањи. Приближно решење пертурбације се добија скраћива-
њем реда, обично задржавањем само прва два члана, решења познате једначине и корек-
ције пертурбације ”првог реда”. ε је мали параметар.

Одабир приближне методе зависи од једначина које се решавају. Најраније употре-
бе теорије пертурбација биле су решавање једначина унутар небеске механике, као што
је Њутново решење за орбиту Месеца, чије је кретање сложено услед збирног гравита-
ционог утицаја Земље и Сунца. У теорији пертурбација су се у почетку користиле само
аналитичке методе, али развојем рачунара данас све већи значај имају и нумеричке ме-
тоде. Примери врста решења која се налазе пертурбативно укључују решење једначине
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кретања (нпр. путању честице), статистички просек неке физичке величине (нпр. просеч-
на магнетизација), енергију основног стања квантномеханичког проблема и сл.

Примери тачно решивих једначина које се могу користити као полазне тачке укључу-
ју линеарне једначине, укључујући линеарне једначине кретања (хармонски осцилатор,
линеарну таласну једначину), статистичке или квантно-механичке системе честица које
нису у интеракцији (или уопште, Хамилтонијане или слободне енергије који садрже само
квадратне чланове у свим степенима слободе).

Примери система који се могу решити пертурбацијама укључују системе са нелине-
арним једначинама кретања, интеракцијама између честица, терминима виших степенова
у Хамилтонијану/слободној енергији.

Постоји велики број пертурбационих метода у литератури које се разликују по ком-
плексности и типовима једначина за које дају најбоље резултате. Неке од њих су: мето-
да дирекне експанзије, Линдштат-Поанкаре метода, методе усредњавања попут Крилов-
Богољубов-Митропољски методе, метода вишеструких временских скала, итд. [77].

Теорија асимптотских решења и теорија пертурбације су одиграле основну улогу у
развоју нашег разумевања физичких феномена и нелинеарних система. Ово је углавном
због чињенице да, уз неколико изузетака, немамо опште методе за решавање нелинеарних
система једначина, диференцијалних једначина или парцијалних диференцијалних једна-
чина. Теорија пертурбације, међутим, омогућава да се размотре решења сличних једна-
чина која се могу аналитички решити. Најједноставнији и један од најстаријих физичких
примера за разматрање је клатно. Иако се често клатно апроксимира линеарном диферен-
цијалном једначином другог реда, ово је заправо асимптотска апроксимација за једначине
кретања клатна за осцилације мале амплитуде.

Теорија пертурбације се може формулисати за алгебарски систем једначина, времен-
ски зависне диференцијалне једначине, просторно-временске парцијалне диференцијалне
једначине и проблеме граничних вредности.

Проблем временски зависне диференцијалне једначине представљен преко теорије
пертурбације се може представити у следећем општем облику:

Lu = εF (u, ut, . . . , t) , t ∈ [0,∞] , (3.2)

где је u = u(t) непозната функција са почетним условима датим са:

u(0) = A, ut(0) = B. (3.3)

Проблем просторно зависне диференцијалне једначине представљен преко теорије
пертурбације се може представити у следећем општем облику:

Lu = εF (u, ux, , uxx . . . , x) , x ∈ [0, l] , (3.4)
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са граничним условима датим у општем облику преко релација:

α1u(0) + β1ux(0) = 0, α2u(l) + β2ux(l) = 0. (3.5)

У једначини (3.4) ux представља извод функције u по просторној координати x, док у
једначини (3.2) ut извод функције u по временској координати t, са L се означава линеар-
ни диференцијални оператор и претпоставља се да за мали параметар ε важи 0 < ε � 1.
Поред тога, претпоставља се да не знамо да тачно решимо ове једначине када је ε 6= 0.
Међутим, када је ε = 0, може се решити једначина Lu = 0. Теорија пертурбације претпо-
ставља да можемо решити сличну једначину за малу вредност параметра ε.

Теорија пертурбације преобликује нелинеарни проблем у хијерархијски низ, принуд-
них линеарних проблема. Стога је тешкоћа непостојања аналитичких техника решавања
за нелинеарне једначине замењена решавањем система линеарних једначина са принудом.
Да би се показало како се теоријом пертурбације ово постиже, разматра се временски за-
вистан проблем (3.2) и (3.3). Да би се апроксимирало решење, оно се најпре развија у
пертурбациони ред:

u = u0 + ε1u1 + ε2u2 + · · · , (3.6)

где је сваки наредни члан у низу претпостављен као мањи од претходног због εn члана.
Tо ће се десити, под условом да је сваки појединачни допринос реда un ∼ O(1). Заме-
ном израза за развој у пертурбациони ред (3.6) у почетну једначину временски зависног
пертурбационог проблема (3.2), добија се:

L (u0 + εu1 + · · ·) = εF (u0 + εu1 + · · · , u0t + εu1t + · · · , t) , (3.7)

са граничним условима:

u(0) = u0(0) + εu1(0) + ε2u2(0) + · · · = A,

ut(0) = u0t(0) + εu1t(0) + ε2u2t(0) + · · · = B.
(3.8)

Након формалног развоја, циљ је груписати чланове уз сваки степен од ε. Да би се то
постигло, потребно је у једначини (3.7) развити функције у Тејлоров ред. Тиме се добија
следећи хијерархијски уређен скуп линеарних диференцијалних једначина:

O(1) : Lu0 = 0,

O(ε) : Lu1 = F1 (u0, u0t, · · · , t) ,

O(ε2) : Lu2 = F2 (u0, u1, u0t, u1t, · · · , t) ,
...

O(εn) : Lun = Fn (u0, u1, . . . , un, u0t, u1t, un−1t, · · · , t) .

(3.9)
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са одговарајућим почетним условима:

u0(0) = A, un(0) = 0, (n ≥ 2),

u0t(0) = B, unt(0) = 0, (n ≥ 2).
(3.10)

Пертурбациони развој тако замењује нелинеарну диференцијалну једначину са хије-
рархијски уређеним скупом линеарних диференцијалних једначина чија је функција при-
нуде (десна страна једнакости) прогресивно сложенија. Без обзира на сложеност, то је
линеаран проблем и може се решити кроз различите технике решавања диференцијалних
једначина. Решење проблема се тада може формално конструисати као линеарна комби-
нација у облику:

u =
∞∑
n=1

εnun. (3.11)

У пракси се, међутим, користе само првих пар чланова да би се апроксимирало реше-
ње, нпр.:

u = u0 + ε1u1 +O
(
ε2
)
, (3.12)

што даје прихватљиво тачну апроксимацију до времена реда величине T ∼ O(1
ε
) [190,

191]. Сваки корективни члан који се додаје при апроксимацији побољшава квалитет апрок-
симације, али обично не продужава опсег њене валидности у времену.

Општи циљ теорије пертурбације је да уради следеће: (1) Идентификује део проблема
који се може решити аналитички, (2) Одреди који су чланови у задатку мали и који се могу
поредати са малим параметром ε и (3) Израчуна приближно решење за жељену тачност
хијерархијским приступом, који побољшава апроксимацију у сваком кораку. Укратко ре-
чено, да би се решио проблем, који је тешко или немогуће егзактно решив, решава се један
у близини и усмерава (пертурбује) ка стварном проблему од интереса.

У вишим редовима пертурбационог развоја у ред, ако Фредхолмова алтернатива ни-
је задовољена, појавиће се секуларни чланови, па ће корекциони чланови uj(t) расти у
времену неограничено.

3.2 Егзистенција решења и Фредхолмова алтернатива

Нека је V векторски простор и L линерни оператор на том простору L : V 7→ V .
Адјунговани оператор L† : V 7→ V оператора L је линеарни оператор, такав да је

〈Lx, y〉 = 〈x, L†y〉, (3.13)

где 〈·, ·〉 означава унутрашњи производ векторског простора.
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Језгро оператора дефинише се као:

ker(L) = {v ∈ V |Lv = 0}. (3.14)

Језгро линеарног адјунгованог оператора L† : V 7→ V се дефинише као:

ker(L†) = {v ∈ V |L†v = 0}. (3.15)

Посматра се линеарни операторски проблем на бесконачно димензионом Банаховом
простору:

Lu = f. (3.16)

Фредхолмова алтернатива даје потребне и довољне услове егзистенције решења једначи-
не (3.16).

Из (3.16), (3.13) и узимајући у обзир дефиницију (3.15), добија се за произвољно v ∈
ker
(
L†):

〈f, v〉 = 〈Lu, v〉,

〈f, v〉 = 〈u, L†v〉,

〈f, v〉 = 0.

(3.17)

Према томе, вектор f на десној страни једначине (3.16) мора бити ортогоналaн на век-
тор v, који припада језгру адјунгованог оператора L†.

Фредхолмова алтернатива гласи: Једначина (3.16) има решења ако и само ако 〈f, v〉 = 0

за свако v које припада језгру адјунгованог оператора L† (тј. свако v које задовољава
L†v = 0).

3.3 Линштат­Поанкаре метода

Проблем са регуларном теоријом пертурбације је да она није конструисана да упра-
вља пертурбативним променама фреквенције, што доводи до секуларних чланова који са
временом неограничено расту. За разлику од регуларне теорије пертурбације, Линштат-
Поанкаре метода даје додатну флексибилност у асимптотском развоју дефинисањем нове
временске скале која је функција параметра развоја ε. Пертурбациони развој Линштат-
Поанкареа такође има облик (3.6), али је:

τ =
(
ω0 + εω1 + ε2ω2 + · · ·

)
t. (3.18)

Дакле, поред одређивања решења и његових корекција uj(t), морају се одредити и
корекције временске скале кроз ωj . Способност да се узме у обзир померање фреквенције
била је критична за коришћење ове методе у прорачунима планетарних орбита. Примена
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услова решивости, тј Фредхолмова алтернатива (3.17)3 омогућава одређивање вредности
ωj , које спречавају да решења неограничено расту. Конкретно, бирају се вредности ωj ,
тако да се секуларни чланови уклањају или постављају на нулу. Ово превазилази нека од
основних ограничења развојем уз помоћ регуларне теорије пертурбације.

3.4 Метода вишеструких временских скала

Иако је Линштат-Поанкаре метода моћна техника за карактеризацију ефеката пертур-
бација на нелинеарне динамичке системе, она је прилично ограничена у опсегу. Конкрет-
но, може само да прихвати промене фреквенције дефинисањем издужене временске про-
менљиве τ = ωt. У пракси, ово има примену само у проблемима са периодичним решењи-
ма. Тако на пример код Ван дер Половог осцилатора, она може помоћи у откривању тачне
фреквенције граничног циклуса (limit cycle), али није у стању да окарактерише прeлазну
динамику која води до граничног циклуса.

Метода вишеструких временских скала заобилази основна ограничења Линштат-По-
анкаре методе тако што се дефинише друга спора временска скала τ = εt и дозвољава се
да решења варирају и на брзим и на спорим скалама, тако да u(t)→ u(t, τ). За временске
системе, пертурбациони развој методом вишеструких временских скала има облик:

u = u0(t) + ε1u1(t, τ) + ε2u2(t, τ) + · · · , (3.19)

где је τ споро променљиво време. Нова променљива τ се третира као независна промен-
љива приликом развоја. Треба напоменути да је могуће увести произвољан број спорих и
брзих временских променљивих, нпр.:

Tm = εmt, m = 0, 1, 2, . . . . (3.20)

Временска скала T1 је спорија од T0, док је временска скала T2 спорија од T1. Уопштено,
Tn је спорије од Tn−1. Пертурбациони развој за M временских скала попут израза (3.19)
има облик:

u(t; ε) = ũ (T0, T1, . . . , TM ; ε)

=
M−1∑
m=0

εmxm (T0, T1, . . . , TM ; ε) +O (εTM) .
(3.21)

Апроксимациона грешка у (3.21), означена саO (εTM) говори да је овакав развој вали-
дан за времена до реда O

(
ε−M

)
. У случају да то не задовољава потребе задатка, морамо

узети додатне временске скале да би развој био униформно валидан [77]. Једначине (3.20)
и (3.21) нам говоре да је проблем трансформисан из обичне диференцијалне једначине
у парцијалну диференцијалну једначину. У случају да је оргинални проблем парцијал-
на диференцијална једначина, увођењем различитих временских скала се повећава број
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независних променљивих. Временски извод се трансформише према следећој једначини:

d

dt
=

∂

∂T0
+ ε

∂

∂T1
+ ε2

∂

∂T1
+ · · · . (3.22)
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Глава 4

Грунвалд­Летњикова апроксимација
фракционог извода за решавање
фракционих диференцијалних
једначина Њумарк методом

У раду [98] је представљена Њумарк метода за решавање једне фракционе диференци-
јалне једначине, која се јавља у анализи динамике једне класе задатака. У овој докторској
дисертацији је та метода уопштена на систем фракционих диференцијалних једначина на
начин као што је представљено у овом поглављу. Валидност овакве методе је потврђена
у другом нумеричком примеру датом у овој дисертацији.

4.1 Дискретизација фракционог извода у једначини кре­
тања

Аналитичким методама се интеграцијом и решавањем диференцијалних једначина до-
бијају непрекидна решења, дефинисана у општем случају у сваком временском тренутку.
Код компликованих проблема, где не постоји аналитичко решење диференцијалне једна-
чине, примењују се нумеричке методе. Док аналитичке методе дају решења на бесконач-
ном скупу тачака, нумеричке методе дају решења на коначном скупу тачака. Да би се
оне примениле, потребно је дискретизовати време и у изабраним временским тренуцима
срачунати решење једначине, у нашем случају интеграција фракционе диференцијалне
једначине кретања. Решења која нису добијена на овај начин се добијају интерполацијом
између два срачуната решења.

У овој дисертацији користи се већ представљена, у поглављу 1.3.2, Грунвалд-Летњи-
кова (Grünwald-Letnikov) репрезентација фракционог извода и примењује Њумарк-Бета
(Newmark β) метода за нумеричку интеграцију и решавање диференцијалне једначине од-
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носно система диференцијалних једначина. Користићемо леви Грунвалд-Летњиков извод
(изрази (1.13) и (1.15)) и две различите мреже (скале) за дискретизацију времена, фину и
грубу. У тренуцима добијеним грубом дискретизацијом времена примењујемо временску
интеграцију диференцијалне једначине Њумарк методом. Тренуци времена изабрани фи-
ном временском дискретизацијом служе за апроксимацију фракционог извода у тачкама
грубе дискретизације. За апроксимацију фракционог извода је битна предисторија и зато
се увођењем две временске скале повећава тачност методе. Према Гринвалд-Летњиковој
репрезентацији, леви фракциони извод функције q(τ) у тренутку времена τ је дефинисан
као:

GLD
α
0,τq(τ) = lim

h→0
h−α

n∑
k=0

GLkq(τ − kh), (4.1)

где је:

GLk = (−1)k
(
α

k

)
. (4.2)

Грунвалд-Летњикови коефицијенти могу такође бити представљени у рекурзивној форми
на следећи начин:

GLk=0 = 1, GLk =
k − α− 1

k
GLk−1. (4.3)

Овде се дефинише однос:
∆τ

h
= p = 5÷ 20. (4.4)

где је ∆τ временски корак грубе мреже дискретизације, а h временски корак фине мре-
же. Репрезентација фракционог извода дата једначином (4.1) у финој мрежи има следећи
облик:

q
(α)
i = h−α

[
GL0 GL1 · · · GLkjp

]



qi

qi−1

...
qi−p

qi−p−1

...
qi−2p

qi−2p−1

...
qkjp



, (4.5)

где су:
p - број чланова из прошлости дужине h у кораку временске интеграције дужине ∆τ ,
j - претходни временски кораци дужине ∆τ који се могу апроксимирати прецизно

Тејлоровим развојом уназад коришћењем померања, брзине и убрзања у одређеном вре-
менском кораку i,
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k - представља укупне интервале од j временских корака који се морају узети у обзир
да би се прецизно апроксимирао фракциони извод у датој тачки.

Тејлоров развој уназад последњих jp временских корака може се представити као у
изразу (4.6), тј.:

qi−1 = qi − hq̇i +
h2

2
q̈i +O(h3),

qi−2 = qi − 2hq̇i +
4h2

2
q̈i +O(h3),

qi−3 = qi − 3hq̇i +
9h2

2
q̈i +O(h3),

...

qi−jp = qi − jphq̇i +
j2p2h2

2
q̈i +O(h3),

(4.6)

где су qi, q̇i и q̈i померање, брзина и убрзање у временском кораку i. Ако се занемаре
чланови вишег реда (O(h3)), пошто је њихов утицај на тачност методе веома мали, онда
једначина (4.6) може бити написана у матричном облику као у једначини (4.7), тј.:

(4.7)



qi

qi−1

qi−2

qi−3

...
qi−(jp−1)


=



1 0 0

1 −h h2

2

1 −2h 4h2

2

1 −3h 9h2

2
...

...
...

1 −(jp− 1)h (jp−1)2h2

2



 qi

q̇i

q̈i



= [H0]

 qi

q̇i

q̈i

 .
Аналогно, померања од временског корака i− jp до корака i− (2jp− 1) у матричном

облику у функцији померања, брзине и убрзања од корака i− jp су дата изразом (4.8), тј.:

(4.8)



qi−jp

qi−jp−1

qi−jp−2

qi−jp−3

...
qi−(2jp−1)


=



1 0 0

1 −h h2

2

1 −2h 4h2

2

1 −3h 9h2

2
...

...
...

1 −(jp− 1)h (jp−1)2h2

2



 qi−j

q̇i−j

q̈i−j



= [H]

 qi−j

q̇i−j

q̈i−j

 .
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Овде би и трзај (
...
q i) могао бити укључен, али би се прецизност за потребе срачунавања

у овој дисертацији безначајно мало повећала, тако да је изостављен ради једноставности.
Последично следи да је [H] = [H0]. Заменом једначина (4.6), (4.7), односно (4.8) у израз
(4.5) добијају се следећи изрази:

q
(α)
i =h−α

[
GL0 GL1 · · · GLjp−1

]
[H0]

 qi

q̇i

q̈i



+ h−α
[
GLjp GLjp+1 · · · GL2jp−1

]
[H]

 qi−j

q̇i−j

q̈i−j

+ · · ·

+ h−α
[
GL(k−1)jp · · · GLkjp−1

]
[H]

 qi−(k−1)j

q̇i−(k−1)j

q̈i−(k−1)j

 ,

(4.9)

q
(α)
i =

[
D01 D02 D03

] qi

q̇i

q̈i

+
[
D11 D12 D13

] qi−j

q̇i−j

q̈i−j



+ · · ·+
[
D(k−1)1 D(k−1)2 D(k−1)3

] qi−(k−1)j

q̇i−(k−1)j

q̈i−(k−1)j

 ,
(4.10)

∆q
(α)
i =

[
D01 D02 D03

] ∆qi

∆q̇i

∆q̈i

+
[
D11 D12 D13

] ∆qi−j

∆q̇i−j

∆q̈i−j



+ · · ·+
[
D(k−1)1 D(k−1)2 D(k−1)3

] ∆qi−(k−1)j

∆q̇i−(k−1)j

∆q̈i−(k−1)j

 .
(4.11)

Једначине кретања се дискретизују како је описано у овом поглављу и потом решавају
Њумарк методом.

4.2 Њумарк­Бета метода

Након дискретизације, систем нелинеарних фракционих диференцијалних једначина
се своди на нелинеарни систем обичних диференцијалних једначина. Исто важи и ако
систем чини једна једначина, па ће се због општости користити термин систем. Тај систем
се решава коришћењем Њумарк-Бета методe за нелинеарне системе на начин представљен
у наставку ове дисертације. Систем нелинеарних диференцијалних једначина се може се
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представити на следећи начин:

Müi + r (ui, u̇i) = f(τi), (4.12)

односно као:
Müi + Cu̇i +K (ui)ui = f(τi), (4.13)

где је ui = [∆yi ∆wi]
T . За решавање овог нелинеарног система диференцијалних једна-

чина коришћен је имплицитни предиктор-коректор алгоритам (Алгоритам 1).

Algorithm 1 Њумаркова метода за нелинеарне системе диференцијалних једначина
1: üi+1 ← 0
2: ui+1 ← ui + u̇i∆τ + üi

(
1
2
− β

)
∆τ 2 + üi+1β∆τ

2

3: u̇i+1 ← u̇i + üi (1− γ)∆τ + üi+1γ∆τ
4: ε← f(τi+1)− r (ui+1, u̇i+1)−Müi+1

5: while ‖ε‖≥ Tol do
6: ∆üi+1 ← (M+ Cγ∆τ +Kβ∆τ 2)−1

ε
7: üi+1 ← üi+1 +∆üi+1

8: u̇i+1 ← u̇i+1 +∆üi+1γ∆τ
9: ui+1 ← ui+1 +∆üi+1β∆τ

2

10: ε← f(τi+1)− r(ui+1, u̇i+1)−Müi+1

11: end while

Константно просечно убрзање чини Њумарк методу безусловно стабилном. Због тога
се узимају следеће вредности основних параметара Њумарк метода: γ = 1

2
, β = 1

4
. То-

леранција за излазак из петље се поставља на 10−5. Алтернативно, избором параметра
β = 1

6
, метода добија назив метода линеарног убрзања, која је условно стабилна [192].

Поред тога, за случај да је γ = 1
2

и β = 0, Њумарк метода би се свела на методу централ-
них коначних разлика. Више информација о Њумарк методи се може наћи у раду Bursi
and Shing [193].
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Глава 5

Осцилације нелинеарне нелокалне
Ојлер­Бернулијеве греде на фракционој
вискоеластичној подлози
Пастернаковог типа

5.1 Ојлер­Бернулијева теорија греде

Греда је структурни елемент који се првенствено одупире оптерећењима управним на
осу греде. Ојлер-Берноулијева теорија греда представља поједностављење линеарне те-
орије еластичности, која обезбеђује средство за израчунавање карактеристика носивости
и угиба греда. Примењује се када је греда примарно оптерећена на савијање и њене де-
формације су мале. Ојлер-Берноулијева теорија уноси три основне претпоставке. Прва
претпоставка дефинише греду условом да је једна димензија (лонгитудинална) значајно
већа од друге две. Друга је да се попречни пресек не мења дуж греде. Трећа је Ојлер-
Бернулијева претпоставка да након деформације попречни пресеци остају у једној равни
и нормални су на лонгитудиналну осу греде [194]. Компоненте вектора померања Ојлер-
Бернулијеве греде (Слика 5.1) су:

ux(x, z, t) = u(x, t)− z∂w
∂x

, uy(x, z, t) = 0, uz(x, z, t) = w(x, t), (5.1)

где ux, uy и uz означавају померање у правцу дужине, ширине и дебљине греде, редом.
Величине u и w су аксијална и трансферзална померања физичке средње равни. Компо-
ненте стања (матрице, тензора) деформација имају према нелинеарној Фон Кармановој
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Слика 5.1: Савијање Ојлер-Бернулијеве греде.

теорији деформација [195] следећи облик:

εxx =
∂ux
∂x

+
1

2

(
∂uz
∂x

)2

, εyy =
∂uy
∂y

, εxy = εyx =
1

2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
,

εzz =
∂uz
∂z

, εxz = εzx =
1

2

(
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

)
, εyz = εzy =

1

2

(
∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

)
.

(5.2)

У случају линеарне теорије деформација у једначини (5.2), би једина разлика била у
компоненти εxx, где би други сабирак био нула, тј. важило би εxx = ∂ux

∂x
.

Заменом једначина (5.1) у једначине (5.2), једина компонента дилатације Ојлер-Берну-
лијеве греде са геометријском нелинеарношћу које се разликује од нуле има облик:

εxx =
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2

− z∂
2w

∂x2
. (5.3)

5.2 Модел греде и једначине малих трансверзалних осци­
лација

Модел греде који је разматран у наставку је дат на слици (5.2). Разматраће се следеће
компоненте главног вектора и главног момента посматраног елемента оптерећене греде:

Nxx =

∫
A

txxdA, N (0)
xx =

∫
A

σxxdA, N (1)
xx =

∫
A

σ(1)
xx dA,

M =

∫
A

ztxxdA, M (0) =

∫
A

zσxxdA, M (1) =

∫
A

zσ(1)
xx dA,

(5.4)
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Et, ρt

Eb, ρb

kw Kw

� @kg Kg

q(x, t)

Слика 5.2: Модел нелинеарне нелокалне дилатацијско градијентне греде на фракционој
виско-Пастернаковој подлози.

где су txx - укупни напон, σxx - нелокални напон и σ(1)
xx - нелокални напон вишег реда, као

што је објашњено у поглављу 1.5.3. Након тога, коефицијенти истезања Axx и савијања
Dxx се дефинишу као:

{Axx, Dxx} = b

∫ h
2
−c

−h
2
−c

{1, z2}E(z)dz. (5.5)

У случају хомогене греде Axx = EA и Dxx = EI , где Axx и Dxx и представљају акси-
јалну и савојну крутост. Крутост се може дефинисати као отпорност на деформацију, и
математички се дефинише као однос силе која узрокује деформацију и саме деформације.
Према томе, аксијална крутост представља отпорност греде на истезање дуж аксијалне
осе, а савојна крутост отпорност на деформацију савијања.

Најпре се замене изрази (1.38) и (1.39) у (1.40). Потом се у првом случају интеграли
цео израз по површиниA, а у другом најпре помножи цео израз са z, па да онда интеграли
по истој површини. С обзиром да важе изрази (5.4) за компоненте главног вектора и глав-
ног момента посматраног елемента оптерећене греде, добија се аксијална сила и момент
савијања:

Nxx = N (0)
xx −

∂N
(1)
xx

∂x
, M =M (0) − ∂M (1)

∂x
. (5.6)

Интеграцијом опште конститутивне релације (1.40) дуж попречног пресекаA, односно
множењем са z и интеграцијом дуж попречног пресека A, и коришћењем израза (5.5) и
(5.4), долази се до следећих израза:

Nxx = µ2∂
2Nxx

∂x2
+

(
1− l2 ∂

2

∂x2

)
Axx

(
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2
)
, (5.7)

M = µ2∂
2M

∂x2
−Dxx

(
1− l2 ∂

2

∂x2

)
∂2w

∂x2
. (5.8)
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Промена потенцијалне енергије деформације (1.36), обележена са δU , за ФГ греду се
може написати као у [125, 196]:

δU =

∫
V

(σxxδεxx + σ(1)
xx∇δεxx)dV

=

∫ L

0

(
Nxxδ

∂u

∂x
+Nxx

∂w

∂x
δ
∂w

∂x
−M∂2w

∂x2

)
dx+

[
N (1)

xx δ
∂u

∂x
+N (1)

xx

∂w

∂x
δ
∂w

∂x
−M (1)∂

2w

∂x2

]L
0

.

(5.9)

Промена укупне кинетичке енергије када се разматрају оба кретања, и лонгитудинално
и трансверзално, је:

(5.10)
δK = b

∫ L

0

∫ h
2
−c

−h
2
−c

ρ(z)
∂ux
∂t

δ
∂ux
∂t

dzdx+ b

∫ L

0

∫ h
2
−c

−h
2
−c

ρ(z)
∂uz
∂t

δ
∂uz
∂t

dzdx

=

∫ L

0

m0 (u̇δu̇+ ẇδẇ) dx+

∫ L

0

m2
∂ẇ

∂x
δ
∂ẇ

∂x
dx.

У изразу (5.10) моменти инерције масе су следећег облика:

{m0,m1,m2} = b

∫ h
2
−c

−h
2
−c

{1, z, z2}ρ(z)dz. (5.11)

У специјалном случају хомогене греде важи m0 = ρA и m2 = ρI . Према раду Emam-а
и Nayfeh-а [197], момент инерције масе првог реда m1 се може занемарити у изразу за
промену кинетичке енергије (5.10) пошто је његов утицај релативно мали.

Рад спољашњих сила на виртуелним померањима је [198]:

δW =

∫ L

0

(Fmb+ q)δwdx+

[
Qδw −Mδ

∂w

∂x

]L
0

, (5.12)

где је:

Fm = (kw +KwD
α)w − (kg +KgD

α)
∂2w

∂x2
,

q = Q0 +Q1cosΩ1t.

(5.13)

У изразу (5.12), Fm је реститутивна сила виско-Пастернаковог слоја, q је специфично кон-
тинуално оптерећење у трансверзалном правцу, а у попречном пресеку крајева греде де-
лују трансверзална сила Q и момент савијања M . Израз (5.12) је дат за општи случај спо-
љашњег оптерећења. За случај просте греде и њених услова ослањања на крајевима не
постоје само моменти, а силе су једнаке реакцијама ослонаца. У изразу (5.13) Dα је опе-
ратор Риман-Лиувиловог фракционог извода, који је дефинисан у уводу. За α = 1, он
прелази у први извод по временској координати ( ∂

∂t
). kw и Kw су Винклерови коефицијен-

ти еластичности подлоге, а kg и Kg Пастернакови коефицијенти вискозности подлоге. Q0

је статичка компонента континуалног оптерећења,Q1 максимална амплитуда (магнитуда)
динамичке компоненте континуалног оптерећења, аΩ1 фреквенција динамичког побудног
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оптерећења. У раду [199] је уведен слични тип подлоге, само без фракционих временских
извода.

Диференцијалне једначине осциловања греде се могу извести преко Хамилтоновог
принципа. То је варијациони принцип који каже да ће се од свих могућих путања кретања
система између две тачке у времену, систем или тело кретати оном која је стационарна
(функционал дејства има екстремну вредност, минимум или максимум), тј. оном за коју је
диференцијал функционала дејства једнак нули. Хамилтоновим принципом су једнознач-
но одређене Лагранжове једначине које описују кретање тела. Математички се Хамил-
тонов принцип описује на следећи начин. Ако функионал дејства система са коначним
бројем степени слободе дефинишемо као:

S[q] :=

∫ t2

t1

L (q(t), q̇(t), t) dt, (5.14)

где је q = (q1, q2, . . . qN) вектор N генералисаних координата које су функције време-
на, његов извод по времену q̇ су генералисане брзине, а L (q, q̇, t) је Лагранжијан, који је
функција са значењем укупне енергије система. Хамилтонов принцип од бесконачно мно-
го путања између две тачке q1 = q(t1) и q2 = q(t2) одређује праву путању као путању за
коју је дејство стационарно (варијација функционала (5.14) је једнака нули), тј. еволуција
система је задата једначином:

δS

δq(t)
= 0. (5.15)

Према Хамилтоновом принципу следи:∫ t2

t1

(δK − δU − δW )dt = 0. (5.16)

Заменом израза (5.9), (5.10) и (5.12) у једначину (5.16), добијају се једначине, које пред-
стављају компоненте вектора померања тачака у средњој линији греде у следећем облику:

∂Nxx

∂x
−m0

∂2u

∂t2
= 0, (5.17)

∂2M

∂x2
+

∂

∂x

(
Nxx

∂w

∂x

)
+m2

∂4w

∂x2∂t2
−m0

∂2w

∂t2
− bFm − q = 0, (5.18)

са граничним условима локалних компоненти (који се јављају и у локалној теорији ела-
стичности) за x = 0 и x = L:

Nxx или u,

∂M

∂x
+Q или w,

(5.19)

и граничним условима који се односе на нелокалне компоненте за x = 0 и x = L:
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N (1)
xx или

∂u

∂x
,

M (1) или
∂2w

∂x2
.

(5.20)

Над ослонцима су познате вредности померања или деформација, сила или момента као
што је дато у изразима (5.19)-(5.20) [194].

Пошто је димензија греде у аксијалном правцу знатно већа у односу на трансверзални
и бочни, а услед инертности материјала греде, може се закључити да се за претпоставку
брзе динамике, убрзање у аксијалном правцу у једначини (5.17) може занемарити. Одатле
следи да је:

Nxx = C = const. (5.21)

Заменом израза за дилатацију (5.3) у конститутивну релацију (1.40) и водећи рачуна о
(5.4) и (5.5), аксијална сила Nxx се може написати као:

Nxx =

(
1− l2 ∂

2

∂x2

)
Axx

[
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2
]
. (5.22)

Заменом израза (5.22) у (5.6) добија се:

N (0)
xx −

∂N
(1)
xx

∂x
=

(
1− l2 ∂

2

∂x2

)
Axx

[
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2
]
, (5.23)

где се аксијалне силе од локалног и нелокалног дела, узимајући у обзир израз за тоталну
аксијалну силу (5.6), могу написати као:

N (0)
xx = Axx

[
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2
]
, (5.24)

и:
N (1)

xx = l2Axx

[
∂2u

∂x2
+
∂w

∂x

∂2w

∂x2

]
. (5.25)

У случају просто ослоњене греде, следећи гранични услови важе:

u(x = 0) = 0, N (1)(x = 0) = 0,

u(x = L) = 0, N (1)(x = L) = 0.
(5.26)
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Заменом израза (5.25) у (5.22) добија се:

Nxx =

(
1− l2 ∂

2

∂x2

)
Axx

[
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2
]

= Axx

[
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2
]
− ∂N

(1)
xx

∂x
= const.

(5.27)

Пошто је добијено да је аксијална сила константа (5.21), то значи да има исту вредност
у било којој тачки дуж аксијалног правца, па и у крајњим тачкама у којима важе гранични
услови дати изразима (5.26). Применом граничног услова за нелокалну аксијалну силу из
(5.26) на једначину (5.27) се добија:

Axx

[
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2
]
= const. (5.28)

Интеграцијом израза (5.28) дуж греде и применом граничних услова померања из из-
раза (5.26), добија се једначина за аксијалну силу у следећем облику:

Nxx =
Axx

2L

∫ L

0

(
∂w

∂x

)2

dx. (5.29)

Заменом израза (5.29) у једначину (5.18), а потом израза за ∂2M
∂x2 у (5.8), следи да се

момент савијања може срачунати као:

(5.30)
M = µ2

[
−Axx

2L

∫ L

0

(
∂w

∂x

)2

dx
∂2w

∂x2
−m2

∂4w

∂x2∂t2
+m0

∂2w

∂t2
+ bFm + q

]

−Dxx

(
1− l2∇2

) ∂2w
∂x2

.

Заменом израза (5.30) у (5.8), добија се нелинеарна једначина у димензионом облику
(није бездимензионисана) по компоненти вектора померања у правцу z осе тј. по w, која
описује мала трансверзална померања ФГ Ојлер-Бернулијеве греде базирана на нелокал-
ној дилатацијско градијентној теорији:

(5.31)

(
1− µ2∇2

) [
−Axx

2L

∫ L

0

(
∂w

∂x

)2

dx
∂2w

∂x2
−m2

∂4w

∂x2∂t2
+m0

∂2w

∂t2
+ bFm + q

]

+Dxx

(
1− l2∇2

) ∂4w
∂x4

= 0.

Након замене израза за спољашња оптерећења (5.13) у израз (5.31), добија се следећа
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једначина:

(5.32)

(
1− µ2∇2

) [
−Axx

2L

∫ L

0

(
∂w

∂x

)2

dx
∂2w

∂x2
−m2

∂4w

∂x2∂t2
+m0

∂2w

∂t2

+ bkww + bKwD
αw − bkg

∂2w

∂x2
− bKgD

α∂
2w

∂x2
+Q0 +Q1cosΩ1t

]

+Dxx

(
1− l2∇2

) ∂4w
∂x4

= 0.

Да би се једначина (5.32) приказала у бездимензионом облику, уводе се следећи пара-
метри:

X =
x

L
, W =

w

kx
, Σ =

l

L
, λ =

µ

L
, ζ =

b

L
, τ = tS

τα = tαSα, S =
kx
L2

√
Axx

m0

y =
m2

m0L2
, F0 =

Q0L
4

Axxk3x

F1 =
Q1L

4

Axxk3x
, Ω = Ω1

L2

kx

√
m0

Axx

, k1 =
ζkwL

5

Axxk2x
,

K1 =
ζKwL

5

Axxk2x
Sα, k2 =

ζkgL
3

Axxk2x
, K2 =

ζKgL
3

Axxk2x
Sα.

(5.33)

Величина kx, која се јавља у изразима (5.33), је полупречник инерције, дефинисан као:

kx =

√
Dxx

Axx

. (5.34)

У специјалном случају хомогене греде важи: kx =
√

Ix
A

. Коришћењем смена (5.33) у изразу
(5.32) нелинеарна једначина која описује трансверзална померања је трансформисана у
следећи бездимензиони облик:

(5.35)

(
1− λ2 ∂2

∂X
2

)[
−1

2

∫ 1

0

(
∂W

∂X

)2

dX
∂2W

∂X
2 − y

∂4W

∂X
2
∂τ 2

+
∂2W

∂τ 2
+ k1W

+K1D
α
τW−k2

∂2W

∂X
2 −K2D

α
τ

∂2W

∂X
2 +F0+F1 cosΩτ

]
+

(
1−Σ2 ∂2

∂X
2

)
∂4W

∂X
4 =0.

Решење једначине (5.35) може се претпоставити Галерниковом апроксимацијом као
збир производа сопствених (карактеристичних) и временских функција за сваки мод (облик
осциловања). У општем случају за нелинеарне једначине сличне или исте као једначина
(5.35), користи се најчешће дискретизација само у једном моду (као и у радовима [8, 34,
200, 201, 23, 35, 26, 19, 199, 28, 202, 18]), где се решење може претпоставити у облику
(5.36):

W
(
X, τ

)
= ϕn

(
X
)
q(τ), (5.36)

где је: ϕn

(
X
)

карактеристична функција, q(τ) временска функција, а n = 1, 2, ... број мо-
да. Употребљено је сумирање дискретизованих решења по модовима, јер постоји само
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кубна нелинеарност, а Nayfeh и Lacarbonara су показали у својој студији [203] да Галер-
кинова апроксимација у једном моду не успева да предвиди динамичко понашање просто
ослоњених греда једино у случајевима квадратне нелинеарности (што у овој дисертацији
није случај) и парни модови су посматрани у одређеним субхармонијским и суперхармо-
нијским резонантним условима.

Карактеристична функција ϕn се може дефинисати преко тригонометријских функци-
ја, које задовољавају одређене граничне услове и дата је у наставку за три врсте граничних
услова [204, 194]. За просто ослоњену греду, карактеристична функција је дефинисана
као:

ϕn

(
X
)
= sin γnX, γn = nπ, (5.37)

за греду која је са једне стране укљештена, а са друге просто ослоњена важи:

ϕn

(
X
)
=
(
sin γnX − sinh γnX

)
− sin γn + sinh γn

cos γn + cosh γn

(
cos γnX − cosh γnX

)
,

tan γn = tanh γn,

(5.38)

док за за обострано-укљештену греду важи:

ϕn

(
X
)
=
(
sin γnX − sinh γnX

)
− sin γn − sinh γn

cos γn − cosh γn

(
cos γnX − cosh γnX

)
,

cos γn cosh γn = −1.
(5.39)

Коефицијенти s0 − s5 су одређени са:

{s0, s1, s2, s3, s4, s5} =
∫ 1

0

{ϕ, ϕ2, ϕ′′ϕ, ϕIV ϕ, ϕV Iϕ, ϕ′2}dX. (5.40)

Заменом израза (5.36) у (5.35), и коришћењем израза (5.40) добија се следећа нелине-
арна фракциона диференцијална једначина:

q̈ + γDα
τ q + ω2

0q + θq3 = f0 + f1 cosΩτ, (5.41)
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где су параметри:

γ =
K1s1 −K2s2 − λ2K1s2 + λ2K2s3

s1 − ys2 − λ2s2 + yλ2s3
,

ω2
0 =

k1s1 − k2s2 − λ2k1s2 + λ2k2s3 + s3 − Σ2s4
s1 − ys2 − λ2s2 + yλ2s3

,

θ =
−1

2
s5s2 +

1
2
s5s3λ

2

s1 − ys2 − λ2s2 + yλ2s3
,

f0 =
−s0F0

s1 − ys2 − λ2s2 + yλ2s3
,

f1 =
−s0F1

s1 − ys2 − λ2s2 + yλ2s3
.

(5.42)

Треба напоменути да се једначина (5.32) може бездимензионисати на више различи-
тих начина. Најпогоднији начин је овде дат. Полупречник инерције kx (5.34) је уведен
у процес бездимензионисања са сврхом смањења нелинеарног параметра θ у једначини
(5.41). Екстремно високе вредности θ у поређењу са параметром линеарне крутости ω2

0

би касније изазвале проблеме код решавања фракционе диференцијалне једначине крета-
ња (5.41). Алтернативно бездимензионисање трансверзалне координате дужином греде
уместо полупречником инерције, тј. W = w

L
уместо W = w

kx
у (5.33), у случају линеар-

не динамике, не би дало значајан утицај на даљу анализу. Међутим, однос w
kx

је мањи од
w
L

, а такво бездимензионисање би изменило форму и других коефицијента у (5.33) и по-
следично у (5.42), па би нелинеарни коефицијент θ био много већи, што је неповољно са
становишта анализе нелинеарне динамике. Алтернативним бездимензионисањем, које се
показало као неповољно, би се уместо параметара (5.33) увело (5.43), тј.:

X =
x

L
, W =

w

L
, Σ =

l

L
, λ =

µ

L
, ζ =

b

L
, τ = tS

τα = tαSα, S =
1

L

√
Axx

m0

y =
m2

m0L2
, cx =

Dxx

AxxL2
,

F0 =
Q0L

Axx

, F1 =
Q1L

Axx

, Ω = Ω1L

√
m0

Axx

, k1 =
ζkwL

3

Axx

,

K1 =
ζKwL

3

Axx

Sα, k2 =
ζkgL

Axx

, K2 =
ζKgL

Axx

Sα.

(5.43)

У том случају би једначина кретања задржала облик (5.41), док би њени параметри за-
држали вредности дате једначинама (5.42), осим параметра ω2

0 који би се у овом случају
срачунавао према једначини (5.44), тј.:

ω2
0 =

k1s1 − k2s2 − λ2k1s2 + λ2k2s3 + cxs3 − cxΣ2s4
s1 − ys2 − λ2s2 + yλ2s3

. (5.44)
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5.3 Решења једначина осциловања и нелинеарни перио­
дични одзив

Аналитичке пертурбационе методе, попут методе вишеструких временских скала се
углавном користе за решавање фракционих диференцијалних једначина у случају слабе
нелинеарности [94]. За јаке нелинеарности, уобичајеније је користити нумеричке мето-
де попут методе диференцијалних квадратура [205] или методе инкременталног хармо-
нијског баланса [101]. Преглед доступних нумеричких метода за решавање фракционих
диференцијалних једначина кретања је дат у студији Zhou и сарадници [206]. У овој док-
торској дисертацији, периодична решења ће бити добијена методом ИХБ, а резултати по-
тврђени пертурбационом методом вишеструких временских скала и Њумарк нумеричком
методом.

5.3.1 Применомпертурбационеметоде вишеструких временских ска­
ла

Метода вишеструких временских скала је аналитичка пертурбациона метода за кон-
струисање апроксимативних решења нелинеарних диференцијалних једначина. Ова ме-
тода је добро позната у литератури, али се може применити само за мале нелинеарности и
пригушења. Из тог разлога ће овде бити коришћена само за валидацију. Једначина (5.41)
је добро позната као Дуфингова диференцијална једначина са пригушењем фракционог
реда [207, 208, 209, 210, 211], и може се написати у облику датом изразом (5.45), као:

q̈ + ϵγDα
τ q + ω2

0q + ϵθq3 = f cosΩτ, (5.45)

где смо увели нове параметре: f = f1, γ = γ
ϵ
, θ = θ

ϵ
и ради једноставности анализе претпо-

ставили да је f0 = 0 (Видети једначину (5.41)). Новоуведени мали параметар [174] узима
вредност ϵ� 1, а у дисертацији је код нумеричких срачунавања усвојено ϵ = 0.01. Мали
параметар ϵ је стављен испред фракционог и нелинеарног члана да бисмо скалирањем до-
били слабо пригушење и слабу нелинеарност. Треба обратити пажњу да је члан побуде у
једначини (5.45) првог реда (такође познато као јака побуда) што ће нам помоћи у испити-
вању секундарних резонанци у систему коришћењем пертурбационе анализе првог реда.
Побуда реда величине ϵ указује на примарну резонанцу у истој Дуфинговој једначини, као
што је реферисано у [212].

Једначину (5.45) решавамо пертурбационом методом вишеструких временских скала.
За разлику од регуларне пертурбационе теорије са директим развојем, код које се у реше-
њима јављају секуларни чланови који неограничено расту у времену и Линштат-Поенкаре
метода, где се могу ”ухватити” само промене у фреквенцији услед пертурбација, метода
вишеструких временских скала, исказује супериорност јер поред периодичних решења
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може наћи и апериодична [213]. Главни концепт пертурбационог развоја методом више-
струких временских скала је дефинисање нове временске променљиве τ = ϵt, које се
назива спором временском скалом пошто је ϵ мало. Може се увести произвољан број бр-
зих и спорих временских променљивих. Брза променљивуа се уводи као τ = t

ϵ
. Без обзира

на везу τ = ϵt, τ и t се у даљој анализи разматрају као независне временске променљиве,
па се једначина (5.45) може написати уз помоћ нових променљивих.

Нека је T0 = τ брза временска скала (брзо-променљиво време), а T1 = ϵτ спора вре-
менска скала (споро-променљиво време). Решење (5.45) се претпоставља као пертурба-
циони ред изразом (5.46):

q(T0, T1, ϵ) = q0(T0, T1) + ϵq1(T0, T1) + · · · . (5.46)

Следећи временски изводи су потребни за даљи прорачун:

d

dτ
= D0 + ϵD1 +O(ϵ2), (5.47)

d2

dτ 2
= D2

0 + 2ϵD0D1 +O(ϵ2), (5.48)

Dα
τ = Dα

0+ − ϵαDα−1
0+ D1 + · · · , (5.49)

где су: Dn = ∂
∂Tn

, (n = 0, 1, 2, . . . ) и Dα−n
n+ = ∂α−n

∂Tα−n
n+

, (n = 0, 1, 2, . . .) класични и Риман-
Лиувилов фракциони извод за нове временске скале [115, 94]. За фракционе изводе експо-
ненцијалне функције [115, 94], ограничене на апроксимацију првог и другог реда, следећа
релација је коришћена:

Dα
0+e

iωτ = (iω)αeiωτ , (5.50)

где је i имагинарна јединица. Заменом једначина (5.46), (5.47), (5.48), (5.49) у (5.45) и
груписањем коефицијената уз ϵ0 и ϵ1 добијају се следеће једначине:

ϵ0 : D2
0q0 + ω2

0q0 = f cosΩτ, (5.51)

ϵ1 : D2
0q1 + ω2

0q1 = −2D0D1q0 − γDα
0+q0 − θq30. (5.52)

Решење једначине (5.51) се тражи у облику:

q0 = A(T1)e
iω0T0 + ΛeiΩT0 + A(T1)e

−iω0T0 + Λe−iΩT0 , (5.53)

где је A комплексна функција са члановима споре временске скале, A њена коњуговано
комплексна функција, док је Λ је дефинисано као:

Λ =
f

2(ω2
0 − Ω2)

. (5.54)
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Rезонанца

Резонанца (резонанција) је феномен који се јавља када подударне вибрације другог
објекта или принудне периодичне силе повећавају амплитуду осцилација посматраног
објекта. Код нелинеарних система са принудом, при претпоставци да принуда има једну
фреквенцију и да је њена амплитуда константна, могу постојати различити типови резо-
нанције [214]. Нека је са Ω означена фреквенција побуда, са ωi, i = 0, 1, 2, 3, . . . сопствене
фреквенције осциловања и ако су n,m и mi природни бројеви, онда се резонанце могу
класификовати у следеће групе:

а) главна или хармонијска, Ω ≈ ωi,

б) суперхармонијска, Ω ≈ ωi/n,

в) субхармонијска, Ω ≈ nωi,

г) комбинована, nΩ ≈ m1ω1 +m2ω2 + · · ·+miωi,

д) рационална, Ω ≈ (m/n)ωi,

ђ) интерна (унутрашња), m1ω1 +m2ω2 + · · ·+miωi ≈ 0.

Који облик резонанце може да настане зависи од вредности односа фреквенција побуде
и сопствених фрекценција осциловања.

Суперхармонијска резонанца 3Ω ≈ ω0

У овом поглављу се анализира систем за суперхармонијске услове резонанце. Пошто
израз (5.45) садржи само кубну нелинеарност, разматра се само случај када се варира фре-
квенција спољашње побуде око трећине вредности сопствене кружне фреквенције систе-
ма, тј. за:

3Ω = ω0 + ϵσ, (5.55)

где је σ параметар подешавања. Заменом односа фреквенција (5.55) у израз за q0 (5.53) и
имајући у виду да је T1 = ϵT0 добија се:

q0 = A(T1)e
iω0T0 + Λe

1
3
iω0T0e

1
3
iσT1 + A(T1)e

−iω0T0 + Λe−
1
3
iω0T0e−

1
3
iσT1 . (5.56)
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Заменом q0 из израза (5.56) у једначину (5.52) добија се:

D2
0q1 + ω2

0q1 = −2
(
iω0A

′eiω0T0 − iω0A
′
e−iω0T0

)
− γ

(
(iω0)

αAeiω0T0 − (−iω0)
αAe−iω0T0

)
− θ

(
3AA

2
e−iω0T0 + 3A2Aeiω0T0 + A

3
e−3iω0T0 + A3e3iω0T0

+ 6AAΛe−
1
3
iω0T0e−

1
3
iσT1 + 6AAΛe

1
3
iω0T0e

1
3
iσT1 + 3A

2
Λe−

5
3
iω0T0e

1
3
iσT1

+ 3A2Λe
5
3
iω0T0e−

1
3
iσT1 + 3A

2
Λe−

7
3
iω0T0e−

1
3
iσT1 + 3A2Λe

7
3
iω0T0e

1
3
iσT1

+ 6AΛ2e−iω0T0 + 6AΛ2eiω0T0 + 3AΛ2e−
1
3
iω0T0e

2
3
iσT1 + 3AΛ2e

1
3
iω0T0e−

2
3
iσT1

+ 3AΛ2e−
5
3
iω0T0e−

2
3
iσT1 + 3AΛ2e

5
3
iω0T0e

2
3
iσT1 + 3Λ3e−

1
3
iω0T0e−

1
3
iσT1

+ 3Λ3e
1
3
iω0T0e

1
3
iσT1 + Λ3e−iω0T0e−iσT1 + Λ3eiω0T0eiσT1

)
.

(5.57)

Уклањањем секуларних чланова који расту у времену неограничено, тј. груписањем
коефицијената уз eiω0T0 из једначине (5.57) и изједначавањем њиховог збира са нулом,
добија се следећа диференцијална једначина:

−2iω0A
′ − γA(iω0)

α − θ(3A2A+ 6AΛ2 + Λ3eiσT1) = 0, (5.58)

где је A′ = D1A. Да би се показало да је збир чланова уз eiω0T0 једнак нули, било би
потребно уврстити и чланове реда ϵ2, а занемарити оне више. Тада би поред (5.51) и (5.52)
настала додатна диференцијална једначина добијена изједначавањем чланова уз ϵ2 и у том
изразу би се показало да је збир секуларних чланова на десној страни једначине (5.52)
једнак нули.

За даљу анализу једначине (5.58) користи се следећа веза [94]:

iα = cos
απ

2
+ i sin

απ

2
= ei

απ
2 . (5.59)

Да би се задатак једноставније решио прелази се на запис у поларним координатама:

A =
1

2
aeiφ =

1

2
a (cosφ+ i sinφ) , (5.60)

где су реалне функције a и φ амплитуда и фазно кашњење временског одзива. Извод функ-
ције (5.60) се може записати као:

A′ =
1

2
eiφ (a′ + ai) , (5.61)

где је a′ = da
dT1

. Заменом израза (5.60) и (5.61) у услов (5.58) уз коришћење израза (5.59)
добија се:

(5.62)−ia′ω0e
iφ + aφ′ω0e

iφ − 1

2
γaωα

0 e
iφe−iαπ

2 − θ
(
3

8
a3eiφ + 3aΛ2eiφ + Λ3eiσT1

)
= 0.
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Множењем целе једначине са e−iφ и увођењем новог фазног угла ζ = σT1 − φ, при
чему је φ′ = σ − ζ ′, добија се:

(5.63)−ia′ω0 + a (σ − ζ ′)ω0 −
1

2
γaωα

0 e
−iαπ

2 − θ
(
3

8
a3 + 3aΛ2 + Λ3eiζ

)
= 0.

Груписањем и раздвајањем реалних и имагинарних чланова претходног израза добија
се систем од две алгебарске једначине у облику:

ω0a (σ − ζ ′)−
1

2
γaωα

0 cos
απ

2
− 3

8
θa3 − 3θaΛ2 − θΛ3 cos ζ = 0, (5.64)

ω0a
′ +

1

2
γaωα

0 sin
απ

2
− θΛ3 sin ζ = 0, (5.65)

Ако се искористе услови стационарног стања система када се не дешавају промене
амплитуде a и фазе ζ у времену, тј. када су њихови временски изводи једнаки нули, за-
меном a′ = 0, ζ ′ = 0 у једначинама (5.64) и (5.65), добија се релација између амплитуде,
фреквенција и параметра подешавања у следећем облику:

θΛ3

ω0a
cos ζ = σ − 1

2
γωα−1

0 cos
απ

2
− 3

8

θa2

ω0

− 3
θΛ2

ω0

, (5.66)

θΛ3

ω0a
sin ζ = −1

2
γωα−1

0 sin
απ

2
. (5.67)

Након квадрирања обе стране у једначинама (5.66) и (5.67) и сабирања одговарајућих
страна тих једначина, добија се следећа полиномска карактеристична једначина:

σ2 − 2σK +M = 0, (5.68)

чија решења:
σ1,2 = K ±

√
K2 −M, (5.69)

дају једначине амплитудно-фреквентних кривих, где су K и M дати као:

K =
1

2
γωα−1

0 cos
απ

2
+

3

8

θa2

ω0

− 3
θΛ2

ω0

, (5.70)

M = K2 +

(
1

2
γωα−1

0 sin
απ

2

)2

. (5.71)

Може се приметити да сви параметри доприносе појављивању суперхармонијске резо-
нанце реда 1/3, тј. постоји интеракција фракционог, нелинеарног и члана екстерне побуде.
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5.3.2 Применом методе инкременталног хармонијског баланса

За примену ИХБ методе, најпре се уведе нова временска скала, скалирањем времена
фреквенцијом побуде као τ = Ωτ и то унесе у једначину (5.41) чиме се добија нелинеарна
обична диференцијалнa једначина фракционог реда у следећем облику:

Ω2 d
2q

dτ 2
+ γΩαDα

τ q + ω2
0q + θq3 = f0 + f1 cos τ . (5.72)

Да би се испитало решење око стационарних стања, уводи се идеја о малим пертурба-
цијама и инкременталној разлици у односу на познато стационарно стање. За произвољно
изабране почетне услове за q0 и Ω0 стационарног стања амплитуде, оближње (просторно
блиско) стање кретања има инкременталне промене у односу на тренутно стање, што се
може изразити у следећем облику:

q = q0 +∆q, Ω = Ω0 +∆Ω. (5.73)

Заменом израза (5.73) у једначину (5.72) и занемаривањем чланова вишег реда, добија
се линеаризована инкрементална релација:

(5.74)Ω2∆q′′ + γΩα
0D

α
τ ∆q + ω2

0∆q + 3θq20∆q = r − 2Ω0q
′′
0∆Ωf0 + f1 cos τ ,

где је r члан остатка, који представља слободно осциловање у стационарном стању, дат
као:

r = −
(
Ω2

0q
′′
0 + γΩα

0D
α
τ q0 + ω2

0q0 + θq30
)
. (5.75)

Како решења за q и Ω теже тачном решењу, тако ће r тежити нули. Да би се одредила
периодична решења фракционе диференцијалне једначине, q0 и ∆q се развијају у коначан
Фуријеов ред од N чланова на следећи начин:

q0 = a0 +
N∑

n=1

[an cos (nτ) + bn sin (nτ)] = CA0, (5.76)

∆q = ∆a0 +
N∑

n=1

[∆an cos (nτ) + ∆bn sin (nτ)] = C∆A, (5.77)

где су:
C = [1 cos τ cos 2τ ... cosNτ sin τ sin 2τ ... sinNτ ] , (5.78)

A0 = [a0 a1 a2 ... aN b1 b2 ... bN ]
T , (5.79)

∆A = [∆a0 ∆a1 ∆a2 ... ∆aN ∆b1 ∆b2 ... ∆bN ]
T . (5.80)

Замењују се изрази (5.76)-(5.80) у једначину (5.74), и примењује Галеркинова метода,
која је објашњена у поглављу о ИХБ методи (видети једначину (2.23)). Пошто фракциони
извод није периодична функција, у процесу интеграције ових функција бира се временски
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период T = ∞ и усредњавају се резултати интеграције за фракциони извод. На исти на-
чин, за периодичне функције се бира временски период као T = 2π, одакле следи следећа
једначина:

(5.81)

1

2π

∫ 2π

0

(δ∆q)T
[
Ω2∆q′′ + ω2

0∆q + 3θq20∆q
]
dτ +

1

T

∫ T

0

(δ∆q)T [γΩαDα
τ ∆q] dτ

=
1

2π

∫ 2π

0

(δ∆q)T
[
−Ω2q′′0 − ω2

0q0 − θq30 + f0 + f1 cos τ
]
dτ

− 1

T

∫ T

0

(δ∆q)T [γΩαDα
τ q0] dτ −

1

2π

∫ 2π

0

(δ∆q)T [2Ω0q
′′
0 ] dτ∆Ω.

Уколико се у једначину (5.81) замене изрази (5.76) и (5.77) добија се систем од 2N +1

алгебарских једначина у следећем облику:

1

2π

∫ 2π

0

[
Ω2CT d

2C

dτ 2
+ ω2

0C
TC + 3θq20C

TC

]
dτ∆A+

1

T

∫ T

0

CT [γΩαDα
τ (C)] dτ∆A

= − 1

2π

∫ 2π

0

[
Ω2CT d

2C

dτ 2
+ω2

0C
TC + θq20C

TC

]
dτA0+

1

2π

∫ 2π

0

[
f0C

T + f0 cos τC
T
]
dτ

− 1

T

∫ T

0

CT [γΩαDα
τ (C)] dτA0 −

1

2π

∫ T

0

[
2Ω0C

T d
2C

dτ 2

]
dτA0.

(5.82)

Систем линеаризованих алгебарских једначина у функцији од ∆A и ∆Ω дат изразом
(5.82) може се компактније написати у следећем облику једначине (2.49), тј.:

M∆A+ V ∆Ω = R, (5.83)

где се: елементи Јакобијеве матрице M = M1 +Mα
2 , вектора корекције R = R1 +Rα

2 ,
и вектора V = V1 + V α

2 добијају на следећи начин:

M1 =
1

2π

∫ 2π

0

[
Ω2CT d

2C

dτ 2
+ ω2

0C
TC + 3θq20C

TC

]
dτ , (5.84)

Mα
2 =

1

T

∫ T

0

CT [γΩαDα
τ (C)] dτ , (5.85)

(5.86)
R1 = − 1

2π

∫ 2π

0

[(
Ω2CT d

2C

dτ 2
+ ω2

0C
TC + θq20C

TC

)
dτA0

+ f0C
T + f0 cos τC

T

]
dτ ,

Rα
2 = − 1

T

∫ T

0

CT [γΩαDα
τ (C)] dτA0, (5.87)

V1 =
1

2π

∫ T

0

[
2Ω0C

T d
2C

dτ 2

]
dτA0, (5.88)
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V α
2 = 0. (5.89)

У сваком итеративном кораку (кораку инкремантације), један линеарни систем једна-
чина (2.49) мора да се реши да би се добили подаци за следећи корак (инкремент). При-
меном процедуре дате у [104, 101] елементни матрице Mα

2 , и вектора Rα
2 и V α

2 се могу
изразити а следећи начин:

Mα
2 =

[
[M11]

α [M12]
α

[M21]
α [M22]

α

]
, Rα

2 =

R
α
10

Rα
1

Rα
2

 , V α
2 =

V
α
10

V α
1

V α
2

 . (5.90)

Елементи матрице Mα
2 , и вектора Rα

2 и V α
2 у једначини (5.90) су:

[M11]
α
ij = δijγΩ

α i
α

2
cos
(απ

2

)
,

i = 0, 1, 2, ..., N, j = 0, 1, 2, ..., N,

[M12]
α
ij = δijγΩ

α i
α

2
sin
(απ

2

)
,

i = 0, 1, 2, ..., N, j = 1, 2, ..., N,

[M21]
α
ij = −δijγΩ

α i
α

2
sin
(απ

2

)
,

i = 1, 2, ..., N, j = 0, 1, 2, ..., N,

[M22]
α
ij = δijγΩ

α i
α

2
cos
(απ

2

)
,

i = 1, 2, ..., N, j = 1, 2, ..., N,

(5.91)

Rα
10 = 0,

Rα
1i = −γΩα

[
ai
iα

2
cos
(απ

2

)
+ bi

iα

2
sin
(απ

2

)]
,

i = 1, 2, ..., N,

Rα
2i = −γΩα

[
ai
iα

2
sin
(απ

2

)
+ bi

iα

2
cos
(απ

2

)]
,

i = 1, 2, ..., N,

(5.92)

V α
10 = 0,

V α
1i = γαΩα−1

[
ai
iα

2
cos
(απ

2

)
+ bi

iα

2
sin
(απ

2

)]
,

i = 1, 2, ..., N,

V α
2i = γαΩα−1

[
ai
iα

2
sin
(απ

2

)
+ bi

iα

2
cos
(απ

2

)]
,

i = 1, 2, ..., N,

(5.93)
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где је δij Кронекеров делта симбол.

У случају да се жели решење за специфичну дату фреквенцију, изједначава се ∆Ω са
нулом у једначини (2.49). У супротном, решава се једначина (2.49) за непознат вектор
и непознат скалар (A и ∆Ω), с тим да се унесе ∆Ω као прва вредност у вектору ∆A и
трансформише систем једначина. У том случају се прва вредност вектора ∆A на чије
место иде ∆Ω сматра познатом и онда је само вектор ∆A непознат. Процес решавања се
започиње уношењем претпостављених вредностиA, и срачунава∆A коришћењем израза
(2.49). Решење ∆A се онда додаје тренутној процењеној вредности за A да би се одредио
нови вектор A, тј.:

Ak+1 = Ak +∆A. (5.94)

Овај нумерички процес се итеративно понавља заменом добијених вредности A у век-
торе R и V (једначине (5.86)-(5.89)) и поновним решавањем система алгебарских једна-
чина (2.49) све док вредност остатка норме |R| не постане мањи од задате толеранције (у
нашем случају мањи од 10−5).

Применом методе нумеричке континуације се добијају одговарајући амплитудно-фре-
квентни одзиви система.

5.3.3 Применом Њумарк методе

Разматра се једначина кретања (5.72) у два узастопна временска корака:

Ω2∆q̈i + ω2
0∆qi + θ(∆qi)

3

+ γΩα
(
GLD

α
0,τ i
qi − GLD

α
0,τ i−1

qi−1

)
= f0 +∆fi,

(5.95)

где је:
∆fi = f1 cos τ i. (5.96)

Заменом израза (4.11) у једначину (5.95) добија се:(
Ω2 + γΩαD03

)
∆q̈i + γΩαD02∆q̇i +

(
ω2
0 + γΩαD01

)
∆qi + θ(∆qi)

3 = f0 +∆fi −∆fkor,

(5.97)

где је:

∆fkor = γΩα
[
D11 D12 D13

] ∆qi−j

∆q̇i−j

∆q̈i−j

+ · · ·+

γΩα
[
D(k−1)1 D(k−1)2 D(k−1)3

] ∆qi−(k−1)j

∆q̇i−(k−1)j

∆q̈i−(k−1)j

 .
(5.98)
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Треба напоменути да у случају када је ∆fi = const, једначина (5.97) може бити решена
Рунге-Кута методом, која је имплементирана преко функције ode45 у програму Matlab.
Ако то није случај, нелинеарна једначина (5.97) се може решити Њумарк-Бета методом,
која је дата Алгоритмом 1. Треба само водити рачуна да је алгоритам дат за нелинеарни
систем диференцијалних једначина, и да у алгоритму скаларна променљива q узима место
векторској u. У кораку 6 алгоритма, тражење инверзне матрице и множење њоме се своди
на просто дељење два броја.

5.4 Нумерички резултати

Методологија која је представљена у претходним поглављима је примењена да би се
добило решење фракционе диференцијалне једначине Дуфинговог типа (5.41), која опи-
сује једначину временских функција малих трансверзалних осцилација модела греде са
слике 5.2. Решавањeм ове једначине може се испитати динамика и појава резонантних
режима, као и утицаји разних параметара (параметри фракционог виско-Пастернаковог
слоја, мали параметри нелокалне и дилатацијско градијентне теорије, спољашње силе
побуде, степеног индекса ФГ материјала), који изазивају исте. Комбинација методе ин-
кременталног хармонијског баланса и методе нумеричке континуације је уведена да би се
пратиле и исцртале гране периодичног решења нелинеарног модела посматране греде са
директном трансверзалном хармонијском побудом.

Добијени дијаграми, који представљају периодички одзив, дати су у облику ампли-
тудно-фреквентних кривих. Најпре су одређене сопствене фреквенције осциловања за два
различита модела, добијена упрошћавањем нашег модела, и резултати су компатибилни
са онима који се могу наћи у литератури (Табеле 5.1 и 5.2). У другом делу нумеричке сту-
дије је испитана тачност резултата добијених методом инкременталног хармонијског ба-
ланса (Слике 5.3, 5.4, 5.6), која је касније коришћена у параметарској студији у фреквент-
ном (Слике (5.5, 5.7-5.14)) и временском домену (Слика 5.15). Показано је да фракциони
виско-Пастернаков слој има значајан утицај на амплитудно-фреквентне одзиве. Тачност
резултата добијених методом инкременталног хармонијског баланса је упоређивана са
резултатима добијеним пертурбационом методом вишеструких временских скала и Њу-
марковом методом. Након тога је урађена параметарска анализа утицаја различитих пара-
метара на одзив. Резултати су указали на значај првог и трећег хармоника.

Вредности датог механичког модела су узети из рада [125] и проширени параметрима
за фракциони виско-Пастернаков слој и функционално расподељени материјал, и пред-
стављени у табели 5.3. Статички део силе побуде Q0 је занемарен, а њен динамички део
Q1 је дат у тебели. Када је параметар од интереса мењан дијаграми су добијени за вредно-
сти осталих параметара које су исте као у табели 5.3. Поред тога треба напоменути да је
број хармоника узетих у Фуријеовом развоју N = 6 и то у свим нумеричким примерима.
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Табела 5.1: Првих пет бездимензионих природних фреквенција осциловања Ојлер - Бер-
нулијеве греде са локалним ефектом на Винклер - Пастернаковој подлози за граничне
услове просто ослоњене греде (k1 = 25, k2 = 25)

Добијене вредности Рад [215] Рад [34] Рад [216] Рад [217]

19.2133 19.2133 19.2133 19.21 19.2178
50.7002 50.7002 50.7002 50.7 50.7804

100.6767 100.677 100.6767 100.7 -
170.0281 170.028 170.0281 170.1 -
258.9868 258.987 258.9868 259.1 -

Табела 5.2: Поређење првих пет бездимензионих природних фреквенција осциловања
Ојлер-Бернулијеве греде за различите вредности нелокалног параметра µ
(L = 10, h = 1, ρ = 1, E = 30 · 106, ν = 0.3.)

µ Добијене вредности Рад [14] Рад [218] Рад [219]

0 9.8293 9.8696 9.8298 9.8696
1 9.3774 9.4159 9.3814 9.4159
2 8.9826 9.0195 8.9892 9.0195
3 8.6338 8.6693 8.6424 8.6693
4 8.3228 8.3569 8.3329 8.3569

Амплитуде добијене методом инкременталног хармонијског баланса и одговарајући
Фуријеови коефицијенти (6.21) и хармоници (6.20) су срачунати на следећи начин:

A0 = a0, Ai =
√
a2i + b2i , (i = 1, 2, . . . , N). (5.99)

Приликом валидације пертурбационом методом вишеструких временских скала, мали без-
димензиони параметар је усвојен као ε = 0.01.

5.4.1 Потврда резултата са више апроксимативних метода

Да би се проверило извођење једначине кретања (5.35) односно (5.32) и добијених
решења, те прорачун сопствених кружних фреквенција, два упроштена модела из радова
[14, 34, 215, 216, 217, 218, 219] су коришћена, модел са слике 5.2 је исти као и ови модели
када се занемаре одређени параметри и резултати су дати у табелама 5.1 и 5.2.

Табела 5.1 пореди првих пет бездимензионалних природних фреквенција осциловања
локалне (класичне) Ојлер-Бернулијеве просте греде, која осцилује на Винклер-Пастерна-
ковој подлози са параметрима подлоге k1 = 25, k2 = 25, док су параметри λ, Σ, y, K1, K2,
F0, F1 и интегрални члан занемарени, са вредностима које су добили други аутори [34,
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Табела 5.3: Вредности параметара представљеног механичког модела греде на подлози

Параметар Симбол Вредност

Фракциони извод α 0.5
Јунгов модуо на врху Eg 390 GPa
Јунгов модуо на дну Ed 210 GPa
Густина на врху ρg 3960 kg/m3

Густина на дну ρd 7800 kg/m3

Степени индекс k 1
Висина греде h 100 nm
Ширина греде b 1 µm
Дужина греде L 10 µm
Нелокални параметар µ 10 nm
Параметар дужинске скале l 100 nm
Винклеров коеф. вискоеластичног слоја kw 0.0001 m−1

Винклеров коеф. вискоеластичног слоја Kw 0.0001 Nsα/m3

Пастернаков коеф. вискоеластичног слоја kg 0.0001 m
Пастернаков коеф. вискоеластичног слоја Kg 0.0001 Nsα/m
Амплитуда силе побуде Q1 0.003 N

215, 216, 217], где се може уочити добро поклапање резултата.
Поред тога, упоређена је прва сопствена бездимензионална фреквенција осциловања

просто ослоњене нелокалне Ојлер-Бернулијеве греде са различитим вредностима нело-
калног параметра (параметра напонског градијента) µ са резултатима пронађеним у до-
ступној литератури [14, 218, 219]. Сопствена бездимензионална фреквенција осцилова-
ња је добијена за упрошћени модел односно једначину (5.32) која је упрошћена, тако
што l, kw, kg, Kw, Kg, Q0, Q1 и члан са интегралом занемарујемо, а m0 = ρA, m2 = ρI ,
Axx = EA, Dxx = EI . Може се видети из табеле 5.2 да резултати показују добро слагање.

У сврху демонстрације поузданости и прецизности предложеног приступа (методоло-
гије) за одређивање амплитудно-фреквентног одзива и одговарајућих периодичних реше-
ња, резултати добијени методом ИХБ упоређени са резултатима добијеним другим двема
методама - пертурбационом методом вишеструких временских скала и директном нуме-
ричком интеграцијом коришћењем Њумарк методе. Прва од ове две додатне методе је
употребљена за добијање и валидацију амплитудно-фреквентних дијаграма одзива, док је
друга метода искоришћена да би се проверила тачност добијених резултата за периодична
кретања на жељеним фреквенцијама побуде.

Најпре су резултати верификовани поређењем амплитудно-фреквентних одзива ста-
ционарног стања за суперхармонијски случај резонанције Ω = 1

3
ω0 добијених методом

ИХБ са резултатима добијеним методом вишеструких временских скала, као што је дато
на сликама 5.3 и 5.4. На тим сликама, амплитуде одзива дате на ординатној вертикалној

74



Глава 5: Осцилације нелинеарне нелокалне Ојлер-Бернулијеве греде на фракционој
вискоеластичној подлози Пастернаковог типа

оси одговарају максималном отклону малих трансверзалних померања, док је фреквен-
ција побуде Ω на апцисној хоризонталној оси.

На слици 5.3 су дате криве амплитудно-фреквентног одзива за хармонијску амплиту-
ду временске функцијеA3 (амплитуда трећег хармоника временске функције осциловања
добијена из једначине (5.99) за i = 3, и за први карактеристични облик осциловања греде
тј. n = 1 у изразу (5.36)) добијене методом ИХБ, и амплитуде које одговарају фреквенцији
побуде Ω = 1

3
ω0 добијене коришћењем метода вишеструких временских скала. Фракци-

они параметар α је вариран. Слика 5.3 (б) представља увећан део слике 5.3 (a), да би се
јасније могли упоредити добијени резултати. Са слике 5.3 се може уочити да се резултати
добијени са те две методе добро поклапају. Поред тога, може се уочити да пораст фрак-
ционог параметра α доводи до смањења амплитуде, која бива мало померена у десно ка
већим фреквенцијама.
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Слика 5.3: Амплитудно-фреквентне криве одзива нелинеарне нелокалне ФГ греде на
фракционој виско-Пастернаковој подлози (а). Слика (б) је увећана Слика (а). Периодични
одзив добијен: ИХБ методом - пуна линија, методом вишеструких скала - кружићи.

На слици 5.4 су дате криве амплитудно-фреквентног одзива за амплитуде A3 доби-
јене коришћењем ИХБ методе и амплтуде одговарају фреквенцији побуде Ω = 1

3
ω0 до-

бијене методом вишеструких временских скала. Амплитуде спољашње силе побуде су:
Q1 = 0.001, Q1 = 0.002 и Q1 = 0.003. Са те слике може се приметити добро поклапање
резултата добијених са две различите методе. Поред тога, уочљиво је да пораст ампли-
туде силе спољашње побуде повећава амплитуду одзива и помера је надесно, ка већим
фреквенцијама.

На сликама 5.5(a) и 5.5(б) су дате криве амплитудно-фреквентног одзива за ампли-
туде првог и трећег хармоника временске функције осциловања A1 и A3, редом, које су
представљене на ординати, док је фреквенција побуде Ω на апсцији. Виши модови имају
мање вредности амплитуда и то се види на сликама. На сликама се уочава да не само да
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Слика 5.4: Амплитудно-фреквентне криве одзива нелинеарне нелокалне ФГ греде на
фракционој виско-Пастернаковој подлози. Периодични одзив добијен: ИХБ методом - пу-
на линија, методом вишеструких скала - кружићи.

максимална амплитуда расте, него су и криве фреквентног одзива померене у правцу ви-
ших фреквенција побуде, што одговара ефекту очвршћавања крутости (stiffness hardening)
услед повећања магнитуде спољашње побудне силе. Ово померање може бити уочено за
обе, прву (Слика 5.5 a)) и трећу хармонијску амплитуду (Слика 5.5 б)). Такође, повећање
магнитуде спољашње силе побуде доводи до значајног савијања амплитудно фреквентне
криве тако да вишеструка периодична решења могу постојати у случају примарне резо-
нанције код прве и треће хармонијске амплитуде.
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Слика 5.5: Амплитудно-фреквентне криве одзива A1 - Слика (а) и A3 - Слика (б) нелине-
арне нелокалне ФГ греде на фракционој виско-Пастернаковој подлози за различите вред-
ности амплитуде побуде Q1.

Три периодичне орбите су изабране са криве одзива за вредности фреквенција (озна-
чене звездицама на слици 5.5), које су онда валидоване методом базираном на Њумарк
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Слика 5.6: Периодични одзив добијен ИХБ и Њумарк методама за 3 различите фреквен-
ције означене звездицама на слици 5.5 за вредности (а) Ω ≈ 5, (б) Ω ≈ 9, (в) Ω ≈ 27.

методи. Периодична решења су представљена у фазној равни, у којој је брзина дата на
ординатној оси, док је померање представљено на апсциси, као што је представљенон на
подсликама а), б) и в) слике 5.6. Изабране су две тачке у близини резонантног стања и јед-
на далеко од њега (звездице на слици 5.5). Са слике 5.6 се може уочити добро подударање
резултата добијеним методама ИХБ и Њумарк. Међутим, боље поклапање резултата се
постиже далеко од резонантног стања.

5.4.2 Испитивање утицаја различитих параметара на динамику овог
модела

У наредним примерима у овом поглављу је приказан утицај различитих параметара
на амплитудно-фреквентни одзив, као што су: нелокални параметар, параметар дилата-
цијског градијента, степени индекс и параметри фракционе виско-Пастернакове подлоге.
Утицај принудне силе је дискутован у претходном поглављу.
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Слика 5.7: Амплитудно-фреквентне криве одзива нелинеарне нелокалне ФГ греде на
фракционој виско-Пастернаковој подлози. Амплитуде A1 (а) и A3 (б) за различите вред-
ности нелокалног параметра µ.

Слика 5.7 приказује карактеристични нелинеарни амплитудно-фреквентни одзив ФГ
греде на фракционој виско-Пастернаковој подлози са спољашњом силом принуде за ам-
плитуде првог и трећег хармоника временске функције осциловања и различите вредно-
сти нелокалног параметра µ. Поред тога, изабрани делови далеко и близу резонантног
стања су увећани на сликама. На слици 5.7 се може уочити да промена нелокалног па-
раметра има слаб утицај на обе, и прву и трећу хармонијску амплитуду осциловања. Као
последица велике нелинеарности и крутости система, утицај нелокалног параметра на
амплитудно-фреквенти одзив је мали, јер не може да дође до изражаја поред друге две
величине. Другим речима, нелинеарност редукује утицај нелокалног параметра на дина-
мички одзив система.

Криве амплитудно-фреквентног одзива за различите вредности параметра дужинске
скале l су дате на слици 5.8 за амплитуду првог A1 и трећег A3 хармоника временске
фунције осциловања. Поред тога, одабрани делови далеко и блиско резонантном стању су
увећани на сликама. Може се лако уочити да промена дужинског параметра l има мали
утицај на амплитуде осцилација у случају примарне резонанце и мали утицај на макси-
малну вредност амплитуде одзива. Услед велике нелинеарности и крутости система, ути-
цај параметра дужинске скале на амплитудно-фреквенти одзив је мали. Другим речима,
нелинеарност редукује утицај параметра дужинске скале на динамички одзив система.

Иако је утицај параметра µ и l мали ипак долази до незнатног смањења вредности
амплитуда при порасту вредности ових параметара.

Утицај промене параметраKw фракционе виско-Пастернакове подлоге на амплитудно-
фреквентни одзив је испитан за амплитуде првог A1 (Слика 5.9 a)) и трећег хармоника
A3 (Слика 5.9 б)) временске функције осциловања. Може се уочити да повећање параме-
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Слика 5.8: Амплитудно-фреквентне криве одзива нелинеарне нелокалне ФГ греде на
фракционој виско-Пастернаковој подлози. Амплитуде A1 (а) и A3 (б) за различите вред-
ности нелокалног малог параметра дужинске скале l.
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Слика 5.9: Амплитудно-фреквентне криве одзива нелинеарне нелокалне ФГ греде на
фракционој виско-Пастернаковој подлози. Амплитуде A1 (а) и A3 (б) за различите вред-
ности параметра Kw.

тра Kw доводи до смањења амплитуде одзива и последично повећавања укупне крутости
система. Штавише, повећањем Kw као параметра пригушења, смањују се природне фре-
квенције осциловања система и због тога се резонантна фреквенција помера улево. Поред
тога, може се уочити да се угао нагиба криве у односу на вертикалну осу, као и ампли-
туда, смањују са повећањем параметра Kw, што за резултат истовремено има слабљење
укрућујућег нелинеарног ефекта (hardening type).

Слика 5.10 приказује криве амплитудно-фреквентног одзива за прву A1 (Слика 5.10
a)) и трећу хармонијску амплитуду A3 (Слика 5.10 б)) при промени параметра подлоге
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Слика 5.10: Амплитудно-фреквентне криве одзива нелинеарне нелокалне ФГ греде на
фракционој виско-Пастернаковој подлози. Амплитуде A1 (а) и A3 (б) за различите вред-
ности параметра kw.
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Слика 5.11: Амплитудно-фреквентне криве одзива нелинеарне нелокалне ФГ греде на
фракционој виско-Пастернаковој подлози. Амплитуде A1 (а) и A3 (б) за различите вред-
ности параметра Kg.

kw. Може се уочити да повећање параметра kw доводи до смањења амплитуде са ефектом
стабилизације осцилација система и тиме се укупна крутост система увећава. Поред тога,
повећање kw као параметра пригушења смањује природне фреквенције система и помера
резонантну фреквенцију удесно.

Амплитудно-фреквентне криве одзива амплитуда првогA1 (Слика 5.11 a)) и трећегA3

(Слика 5.11 б)) хармоника осциловања су дате за различите вредности параметра фракци-
оне виско-Пастернакове подлоге Kg. Са слике се може приметити да повећање параметра
Kg доводи до смањења резонантних амплитуда, које су уједно померене улево. То је ин-
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Слика 5.12: Амплитудно-фреквентне криве одзива нелинеарне нелокалне ФГ греде на
фракционој виско-Пастернаковој подлози. Амплитуде A1 (а) и A3 (б) за различите вред-
ности параметра kg.

дикатор да пораст параметра Kg повећава укупну крутост система. Штавише, повећање
параметра Kg проузрокује слабљење утицаја ефекта нелинеарног очвршћавања. Наиме,
очвршћујући тип (hardening-type) нелинеарности, као што је случај на слици 2.1 в) има
израженији утицај, када је параметар пригушења Kg мањи.

Слика 5.12 приказује криве амплитудно-фреквентног одзива за првуA1 (Слика 5.12 a))
и трећу хармонијску амплитуду A3 (Слика 5.12 б)) при различитим вредностима параме-
тра подлоге kg. Може се приметити да повећање параметра kg доводи до смањења резо-
нантне амплитуде која истовремено бива померена удесно значајно појачавајући ефекат
очврћавања нелинеарности. То указује да пораст параметра kg повећава укупну крутост
система.

Поређењем утицаја параметара Kw, kw, Kg, kg, може се приметити да повећање пара-
метра Kg има већи утицај на повећање укупне крутости система од повећања параметра
Kw, без обзира на то што оба параметра доприносе смањењу амплитуде. С друге стра-
не, повећања kg и kw стварају сличне ефекте померања амплитудно-фреквентних кривих
надесно ка вишим вредностима фреквенције спољашње побуде са благим смањењем ам-
плитуде.

Амплитудно-фреквентне криве одзива за прву A1 (Слика 5.13 a)) и трећу хармониј-
ску амплитуду A3 (Слика 5.13 б)) су дате за различите вредности параметра фракционог
извода α у моделу виско-Пастернакове подлоге. Може се приметити да смањење фрак-
ционог параметра α за корак 0,05 доводи до скоро двоструког увећавања амплитуде у
случају примарне резонације. Овај значајан утицај параметра α је проузрокован тиме што
својства пригушења система постају мање изражена услед еластичног понашања фракци-
оног члана. Штавише, смањење параметра реда фракционог извода α доводи до повећања
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Слика 5.13: Амплитудно-фреквентне криве одзива нелинеарне нелокалне ФГ греде на
фракционој виско-Пастернаковој подлози. Амплитуде A1 (а) и A3 (б) за различите вред-
ности фракционог параметра α.

коефицијента еквивалентне крутости, што резултује савијањем амплитудно-фреквентних
кривих удесно и већим фреквенцијама примарне резонанције.
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Слика 5.14: Амплитудно-фреквентне криве одзива нелинеарне нелокалне ФГ греде на
фракционој виско-Пастернаковој подлози. Амплитуде A1 (а) и A3 (б) за различите вред-
ности степеног индекса материјала k.

Амплитуде првогA1 (Слика 5.14 a)) и трећег хармоникаA3 (Слика 5.14 б)) амплитудно-
фреквентног одзива су дате за различите вредности степеног индекса k који описује ФГ
материјал. Може се приметити да за k = 1 и k = 3 резонантне фреквенције и домен
нелинеарног хистерезиса постају већи и амплитудно-фреквентне криве више померене и
савијене ка позитивном смеру апсцисне осе у односу на случај када је k = 2 и k = 4.
Ово се може приписати повећаном својству крутости нелокалне греде за непарне вред-
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ности степеног индекса, које повећавају нелинеарност отврдњавања и својства крутости
система.

5.4.3 Анализа амплитудно­временских дијаграма

У овом поглављу су приказани временски одзиви система добијени Њумарк методом.
Утицаји параметра фракционог извода α (Слика 5.15) су испитани да би се показао њи-
хов утицај на временски-зависно понашање система. Да би се разумео утицај фракцио-
ног виско-Пастернаковог слоја на почетну хармонијску побуду греде, следећи почетни
услови су усвојени q(0) = 1, q̇(0) = 1. За фракциони параметар су усвојене вредности
α = 0.5, 0.6, 0.7. Бездимензиони временски период T = 200 је коришћен у симулацији.
Овде се може доћи до сличних закључака као и за амплитудно-фреквентни одзив. Може
се уочити да повећање фракционог параметра α доводи до јачег пригушења у времену и
смањења и слабљења амплитуда. Такође, може се уочити феномен слабог подрхтавања са
скраћивањем периода осциловања.
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Слика 5.15: Временски одзив нелинеарне нелокалне ФГ греде на фракционој виско-
Пастернаковој подлози. Амплитуде за различите вредности фракционог параметра α.

5.4.4 Стабилност за специјални случај без фракционих извода (α = 1)

У овом поглављу се испитује стабилност периодичних решења за специјални случај
када параметар реда извода, који је у претходном поглављу био фракциони, износи α = 1.
У том случају се нелинеарна диференцијална једначина са фракционим изводом (5.72)
своди на облик (2.56), односно нелинеарну диференцијалну једначину другог реда [175].
Стабилност решења је овде испитана применом Флокеове теорије, која је представљена у
поглављу 2. Примењене су методе ИХБ и нумеричке континуације за праћење грана пе-
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риодичних решења нелинеарних осцилација нелокалне ФГ греде на виско-Пастернаковој
подлози са трансверзалном хармонијском побудом.

Флокеова теорија је примењена да би се проверила стабилност периодичних решења
на датим амплитудно-фреквентним кривама. Да би решења за варијацију одређених пара-
метара била графички добро уочљива, коришћене су вредности физичких параметара из
табеле 5.4, које се мало разликују у односу на вредности које су коришћене за претходне
анализе, када је било 0 < α < 1. Преостале вредности параметара су узете из табеле 5.3.

Табела 5.4: Вредности параметара представљеног механичког модела греде на подлози,
за α = 1

Параметар Симбол Вредност

Винклеров коеф. вискоеластичног слоја kw 1e-8 m−1

Винклеров коеф. вискоеластичног слоја Kw 1e-8 Nsα/m3

Пастернаков коеф. вискоеластичног слоја kg 1e-8 m
Пастернаков коеф. вискоеластичног слоја Kg 1e-8 Nsα/m
Амплитуда силе побуде Q1 0.002 N

И овде је број хармоника узетих након Фуријеовог развоја N = 6. Амплитуде доби-
јене методом IHB и одговарајући Фуријеови коефицијенти (5.79) и хармоници (5.78) су
срачунати преко једначине (5.99).
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Слика 5.16: Периодични одзив добијен ИХБ и Рунге-Кута методом за 2 тачке обележене
љубичастом и светло плавом звездицом на слици 5.17 (а), (б).

Да би се демонстрирала поузданост и прецизност представљених метода за одређива-
ње периодичних решења и амплитудно-фреквентних одзива, добијени резултати са ИХБ
методом су упоређени са резултатима добијеним директном нумеричком интеграцијом
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применом Рунге-Кута (Runge-Kutta) методе. Два периодична решења су упоређена на сли-
ци 5.16. Та изабрана периодична решења су обележена са љубичастом и плавом звездицом
на слици 5.17 (a,b). Може се приметити добро поклапање решења добијених са поменуте
две методе на слици 5.16.

У наставку је приказано како сила побуде, параметри ФГ материјала и подлоге, утичу
на амплитудно-фреквентни одзив и стабилност решења, код амплитуде првог и трећег хар-
моника временске функције осциловања за различите граничне услове посматране греде.

Слика 5.17 (a) и (b) приказује криве амплитудно-фреквентног одзива просто ослоњене
греде за амплитуде првог и трећег хармоника временске функције, које су дате на орди-
нати, док је фреквенција побуде Ω на апсциси. Овде се може приметити да се максимална
амплитуда повећава у две резонантне фреквенције. Два таква региона могу се приметити
на фреквенцијама око Ω = 4 и Ω = 16 − 27, у зависности од силе побуде Q. У случају
прве доминантне амплитуде A1, ова промена је слаба у првом резонантном региону, док
је веома висока у другом региону, где се нелинеарна крутост учвршћава (повећан нагиб на
десно) . Овде се може посматрати понашање скока надоле и скока навише, као и коегзи-
стирајућа периодична решења, што је карактеристика овог нелинеарног феномена [220].
С друге стране, упркос много нижим вредностима од A1, амплитуде A3 показују повећа-
ње у првом резонантном региону које је израженије у поређењу са онима које се јављају
у другом региону, али приказују само линеарно понашање. Међутим, у другом резонант-
ном региону, јака нелинеарна крутост се јавља, чак и за веома ниске вредности амплитуде.
Повећањем магнитуде силе побуде Q, повећава се и вредности амплитуде и резонантни
скокови. Услед повећања фреквенције побуде Ω, почевши од малих вредности, долази до
промене амплитуда одзива до тачке када периодични одзив губи своју стабилност. Ова
критична тачка позната као тачка прегиба (fold point) дата је као горња браон тачка на
слици 5.17. Може се приметити да даље померање фреквенције унапред производи другу
грану стабилних периодичних решења, која је такође позната као доња грана периодич-
них решења. Може се приметити да горња грана амплитуде расте до критичног момента
(пика одзива) који представља максималну вредност амплитуде одзива. У овој вршној тач-
ки, периодична решења губе своју стабилност што доводи до феномена скока амплитуде
одзива, односно наглог скока амплитуде одзива на знатно ниже вредности. Даље повећање
фреквенције производи стабилна периодична решења. С друге стране, у смеру смањива-
ња фреквенције почев од вредности виших од резонантне фреквенције, амплитуда одзива
се полако повећава до критичне тачке (још једна тачка преклопа) где периодично реше-
ње губи стабилност и долази до појаве скока. Ако додатно смањимо фреквенцију побуде,
јавља се још једна стабилна (горња) грана периодичних решења. Гране нестабилних пе-
риодичних решења приказаних као дебеле пуне линије могу се детектовати између две
различите тачке прегиба (fold points) исте криве применом методе праћења путање (ну-
меричке континуације) у комбинацији са Флокеовом теоријом. Слична запажања се могу
направити на слици 5.17 (ц)-(ф), за граничне услове укљештено-просто ослоњене и обо-
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Слика 5.17: Криве амплитудно-фреквентих одзива нелинеарне нелокалне ФГ греде на
фракционој виско-Пастернаковој подлози за следеће граничне услове: просто ослоњени
(a,б), укљештено-просто ослоњени (в,г) и обострано укљештени (д,ђ). Амплитуде A1 и
A3 за различите вредности магнитуде спољашње силе побуде Q. Нестабилна периодична
решења су представљена задебљаним пуним линијама.

86



Глава 5: Осцилације нелинеарне нелокалне Ојлер-Бернулијеве греде на фракционој
вискоеластичној подлози Пастернаковог типа

страно укљештене греде.
Слика 5.18 приказује амплитудно-фреквентни одзив за четири различите вредности

параметра k ФГ материјала. Код просто ослоњене греде прате се први (Слика 5.18 (а))
и трећи хармоник (Слика 5.18 (б)) временске амплитуде, који приказују стабилну и не-
стабилну грану одзива. Линеарни раст амплитуде одзива A1 (или A3) се јавља за пове-
ћање фреквенције побуде од неких малих вредности до тачке прегиба (fold point) када
периодични одзив губи своју стабилност. Исто као у претходном случају, даље повећање
фреквенције производи доњу грану стабилних периодичних решења. Дакле, горња грана
амплитуде расте до критичног момента (пика одзива) који представља максималну вред-
ност амплитуде одзива. На овом врхунцу, периодична решења губе своју стабилност што
доводи до феномена скока наниже амплитуде одзива. С друге стране, у смеру смањења
фреквенције, почевши од вредности виших од резонантне фреквенције, показује споро
повећање до критичне тачке у којој периодично решење губи стабилност и долази до фе-
номена скока навише. Даље смањење фреквенције побуде даје стабилну (горњу) грану
периодичних одзива. Гране нестабилних периодичних решења могу се детектовати из-
међу две тачке нестабилности (доња и горња браон тачка на слици 5.18 и представљене
су дебљим пуним линијама. У овим нестабилним тачкама, Флокеови множитељи излазе
из јединичног круга комплексне равни као што је приказано на слици 5.21. Слична за-
пажања се могу направити за граничне услове укљештено-просто ослоњене и обострано
укљештене греде. (Слика 5.18 (ц)-(ф)).

Слика 5.19 приказује криве амплитудно-фреквентног одзива за промене параметраKg

виско-Пастернакове подлоге. Може се приметити да промена овог параметра даје сличне
облике криве амплитудно-фреквентног одзива, које показују нелинеарно понашање круто-
сти учвршћивања. Штавише, повећање параметраKg, повезаног са вискозним својствима
темеља, доводи до смањења вредности амплитуде пика. Последично, то доводи до скра-
ћења нестабилних грана (дебље пуне линије) периодичних решења која се налазе изме-
ђу одговарајућих тачака прегиба (fold points). Ово понашање се може посматрати за обе
амплитуде A1 и A3. За граничне услове укљештено-просто ослоњене и обострано укље-
штене греде, повећање параметра Kg може чак да стабилизује систем тако што нестане
нестабилни регион (подебљана линија).

Да би се проучио утицај типа граничних услова на криву амплитудно-фреквентног од-
зива, три различита случаја (просто ослоњена, укљештено-просто ослоњена и обострано
укљештена греда) су приказана на једној слици 5.20. Може се приметити, да се смањењем
степена слободе у ослонцима, смањује и максимална амплитуда и помера резонантна фре-
квенција удесно, што је очекивано понашање.

У свим претходним примерима, нестабилна периодична решења се детектују изра-
чунавањем Флокеових множитеља, где бар један од њих прелази јединични круг у ком-
плексној равни у правцу +1. Слика 5.21 приказује јединични круг у комплексној равни
и Флокеове множитеље за случај параметара усвојених из табеле 5.4. Може се примети-
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Слика 5.18: Криве амплитудно-фреквентих одзива нелинеарне нелокалне ФГ греде на
фракционој виско-Пастернаковој подлози за следеће граничне услове: просто ослоњени
(a,б), укљештено-просто ослоњени (в,г) и обострано укљештени (д,ђ). Амплитуде A1 и
A3 за различите вредности параметра k. Нестабилна периодична решења су представље-
на задебљаним пуним линијама.
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Слика 5.19: Криве амплитудно-фреквентих одзива нелинеарне нелокалне ФГ греде на
фракционој виско-Пастернаковој подлози за следеће граничне услове: просто ослоњени
(а,б), укљештено-просто ослоњени (в,г) ис обострано укљештени (д,ђ). Амплитуде A1 и
A3 за различите вредности параметра Kg. Нестабилна периодична решења су предста-
вљена задебљаним пуним линијама.
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Слика 5.20: Различити гранични услови.
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Слика 5.21: Флокеови множитељи који прелазе јединични круг у комплексној равни (ре-
ална оса је хоризонтална, а имагинарна вертикална).

ти да Флокеови множитељи прелазе јединични круг у комплексној равни у правцу +1 за
нестабилна периодична решења, која се налазе између две различите тачке прегиба кри-

90



Глава 5: Осцилације нелинеарне нелокалне Ојлер-Бернулијеве греде на фракционој
вискоеластичној подлози Пастернаковог типа

ве амплитудно-фреквентног одзива. Добро је познато да се различите тачке бифуркације
могу детектовати у зависности од тога где Флокеови множитељи прелазе јединични круг.
Стога, када Флокеови множитељи прелазе јединични круг у правцу +1, може се схватити
да се у том случају јавља бифуркација типа седло-чвор. Такође примећује се да је број
Флокеових множитеља, који прелазе јединични круг највећи у случају просто ослоњене
греде и да су они који прелазе јединични круг најудаљенији од њега у поређењу са другим
граничним условима.

С друге стране, у случају обострано-укљештених греда, број Флокеових множитеља
који прелазе јединични круг и њихово растојање до њега је минималан. Као последица
оваквог понашања, гранични услови обострано-укљештене греде одговарају највише, а
гранични услови просто ослоњене греде најмање стабилном систему. Стога се утицај гра-
ничних услова на стабилност не може занемарити.
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Слика 5.22: Модуо првих (FMM1) и других (FMM2) Флокеових множитења у функцији
фреквенције побуде Ω.

Слика 5.22 приказује пар Флокеових множитеља за тачке са различитом фреквенци-
јом побуде Ω. На слици 5.22 (a-b) се може приметити да између приближно Ω = 14.5 и
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Ω = 23, бар један од два Флокеових множитеља има модуо већи од један, што значи да
је овај регион нестабилан. Граница стабилности је достигнута када је модуо Флокеовог
множитеља (ФММ) једнак један. Степен нестабилности је дефинисан растојањем тачке у
региону нестабилности од јединичног круга (Слика 5.21), што је еквивалентно растојању
криве која полако расте (са малим нагибом) на слици 5.22.

На пример, за случај просто ослоњене греде и Ω = 16, нестабилност је већа него у
случају Ω = 22 (Слика 5.22 (а-б)). Такође се може приметити са слике 5.22 да са повећа-
њем крутости система смањењем степена слободе у граничним условима, главна област
нестабилности се смањује и помера удесно ка вишим фреквенцијама побуде. Стабилност
решења за веће фреквенције побуде може се постићи увођењем граничних услова просто
ослоњене греде. С друге стране, стабилност на нижим фреквенцијама побуде може се по-
стићи уз граничне услове обострано-укљештене греде. Нестабилна област са граничним
условима укљештено-просто ослоњене греде је између нестабилних региона остала два
пара граничних услова.

(а) просто ослоњена греда

горња грана

доња грана

(б) укљештено-просто ослоњена греда

горња грана

доња грана

Слика 5.23: Базени привлачности за Ω = 20.

Штавише, у амплитудно-фреквентним одзивима може се приметити да постоје коегзи-
стирајућа стабилна периодична решења за одређене фреквентне опсеге. Знајући да ампли-
туде ових периодичних решења зависе од почетних услова и почетних позиција у помера-
њу фреквенције побуде, за различите почетне услове ће амплитуда одговора конвергирати
према доњој или горњој грани периодичних решења, чиме се формира базен привлачења
два атрактора, као што је дато на сликама 5.23 и 5.24. Према томе, систем ће поседова-
ти два атрактора за дату фреквенцију побуде и параметре система. Базени привлачности
два атрактора су означени са две различите боје и добијени за различите парове почетних
услова (померање q (0) и брзина q̇ (0)) из опсега [−10, 10]. За представљени нелинеарни
систем са различитим почетним условима, базен привлачности је дат на сликама 5.23 и
5.24, а за фреквенцију побуде Ω = 20 и Ω = 25 коегзистирајућа стабилна периодична
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горња грана

доња грана

Слика 5.24: Базени привлачности за Ω = 25 и обострано укљештене граничне услове.

решења из криве амплитудно-фреквентног одзива дате на слици 5.17. Случај са почетним
стањем означеним црвеном бојом конвергира ка горњој стабилној грани, док случај са
почетним условима истакнутим плавом бојом конвергира ка доњој стабилној грани.

У посебном случају просто ослоњене греде, скуп почетних услова који конвергира у
горњу стабилну грану периодичних решења доминира над скупом почетних услова који
конвергира у доњу грану решења.
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Глава 6

Динамички апсорбер у систему са
пригушењем фракционог реда

6.1 Извођење једначина кретања разматраног модела

У овом поглављу ће бити испитане осцилације система од два крута тела (Слика (6.1)).
Мање тело (2) је уведено са сврхом смањења амплитуде осциловања главног тела (1) на
критичној фреквенцији осциловања. Маса m1 је повезана са фиксираном подлогом преко
опруге крутости k1, фракционе пригушнице c1 и инертера b1, такође је споља побуђена
силом F = F0 cosωt, где су F0 и ω магнитуда и побудна фреквенција спољашње принудне
силе. Маса m2 је повезана за главно тело преко следећих паралелно повезаних елемента:
линеарне опруге крутости k21, нелинеарне опруге крутости k22, пригушнице c2 и инертера
b2.

Да би сe боље разумеле силе, које делују на систем са слике 6.1, исти систем је пред-
стављен на начин приказан на слици 6.2, где су унешене све силе које дејствују и ис-
прекиданим правоугаоником је престављен могући положај након почетног дејства силе
спољашње побуде. Онда су одговарајући елементи (опруге, инертери, пригушнице) оп-
терећени на притисак односно затезање и силе реакције тих елемената су представљене
црвеном бојом на слици 6.2. Применом другог Њутновог закона mẍ =

∑i=n
i=1 Fi на сваку

од маса, добијају се једначине (6.1) у следећем облику:

m1ẍ1 = −Fk1 − Fc1 − Fb1 − Fk21 − Fk22 − Fc2 − Fb2 + F0 cosωt,

m2ẍ2 = Fk21 + Fk22 + Fc2 + Fb2,
(6.1)

где су силе, приказане на слици 6.2, дате као:

Fk1 = k1x1, Fc1 = Dα
t x1, Fb1 = b1ẍ1, Fk21 = k21 (x1 − x2) ,

Fk22 = k22 (x1 − x2)3 , Fc2 = c2 (ẋ1 − ẋ2) , Fb2 = b2 (ẍ1 − ẍ2) .
(6.2)
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c1 b1

F0 cosωt

Слика 6.1: Шематски приказ система са два степена слободе.

Заменом израза (6.2) у једначине добијене из другог Њутновог закона, (6.1) добијају
се једначине кретања у следећем облику:

(6.3)m1ẍ1+b1ẍ1+c1D
α
t x1+k1x1+b2(ẍ1− ẍ2)+c2(ẋ1− ẋ2)+k21(x1−x2)+k22(x1−x2)3

= F0 cosωt,

m2ẍ2 + b2(ẍ2 − ẍ1) + c2(ẋ2 − ẋ1) + k21(x2 − x1) + k22(x2 − x1)3 = 0. (6.4)

Увођењем смене z = x1 − x2 и заменом друге једначине кретања (6.4) у прву (6.3),
следи следећи систем:

m1ẍ1 + b1ẍ1 + c1D
α
t x1 + k1x1 +m2ẍ1 −m2z̈ = F0 cosωt, (6.5)

m2ẍ1 −m2z̈ − b2z̈ − c2ż − k21z − k22z3 = 0. (6.6)

Разлог увођења нове координате z, која заправо даје координату релативног померања
масе m2 у односу на масу главног елемента масе m1, је упроштавање једначина (6.3)-
(6.4), тако да се систем може лакше решити. Овако добијене једначине кретања (6.5)-(6.6)
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Слика 6.2: Силе које дејствују на систем са 2 степена слободе.

се могу написати у бездимензионој форми на следећи начин:

(1 +B1 + µ)y′′ + ζ1D
α
τ y + y − µw′′ − cosΩτ = 0, (6.7)

y′′ − (1 +B2)w
′′ − ζ2w′ − θ2w − γw3 = 0, (6.8)

где су уведени следећи параметри:

y =
x1
x0
, w =

z

x0
, x0 =

F0

k1
, µ =

m2

m1

, B1 =
b1
m1

,

B2 =
b2
m2

, τ = ω1t, ω1 =

√
k1
m1

, ω2 =

√
k21
m2

, θ =
ω2

ω1

,

Ω =
ω

ω1

, ζ1 =
c1
k1
ωα
1 , ζ2 =

c2
m2ω1

, γ =
k22x

2
0

k1µ
.

(6.9)
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6.2 Решења једначина кретања и нелинеарни периодич­
ни одзив

6.2.1 Применом методе инкременталног хармонијског баланса

Уводимо нову бездимензиону временску променљиву τ тако да је:

τ = Ωτ , (6.10)

где су Ω и τ бездимензиона побудна фреквенција и време. Увођењем нове бездимензи-
онзионе временске променљиве, Ω у косинусном члану се неће појављивати, док ће се
појавити на позицијама где се његов утицај на амплитуде може лакше пратити. Након
замене израза (6.10) у бездимензионим једначинама кретања (6.7)-(6.8), добија се:

(1 +B1 + µ)Ω2y′′ + ζ1Ω
αDα

τ y + y − µΩ2w′′ − cos τ = 0, (6.11)

Ω2y′′ − (1 +B2)Ω
2w′′ − ζ2Ωw′ − θ2w − γw3 = 0. (6.12)

У поглављу 2.2 се види да се код ИХБ методе прво претпостави почетно решење, које
се онда у итеративном поступку инкрементира све док се не стигне до решења прихва-
тљиве тачности:

y = y0 +∆y, w = w0 +∆w, Ω = Ω0 +∆Ω. (6.13)

Приликом замене израза (6.13) у једначину (6.11), јављају се степени нецелог реда
на биномним изразима. Таква форма није погодна за примену ИХБ методе јер Ω0 и ∆Ω

требају бити раздвојени. Из тог разлога се примењује општа биномна теорема:

(Ω0 +∆Ω)α = Ωα
0 + αΩα−1

0 ∆Ω+
α(α− 1)

2!
Ωα−2

0 ∆Ω2 +
α(α− 1)(α− 2)

3!
Ωα−3

0 ∆Ω3 + · · · .
(6.14)

Заменом израза (6.13)-(6.14) у једначине (6.11)-(6.12) и занемаривањем чланова ви-
шег реда, који имају занемарљиво мале величине, линеаризовани инкрементални систем
једначина је одређен у следећем облику:

(6.15)
(1 +B1 + µ)Ω2

0∆y
′′ + ζ1Ω

α
0D

α
τ ∆y +∆y − µΩ2

0∆w
′′

= −(1 +B1 + µ)Ω2
0y

′′
0 − ζ1Ωα

0D
α
τ y0 − y0 + µΩ2

0w
′′
0 + cos τ

−
{
2(1 +B1 + µ)Ω0y

′′
0 + ζ1αΩ

α−1
0 Dα

τ y0 − 2µΩ0w
′′
0

}
∆Ω ,

Ω2
0∆y

′′ − (1 +B2)Ω
2
0∆w

′′ − ζ2Ω0∆w
′ − θ2∆w − 3γw2

0∆w

=−Ω2
0y

′′
0 +(1+B2)Ω

2
0w

′′
0 + ζ2Ω0w

′
0+ θ

2w0+γw
3
0−{2Ω0y

′′
0 −2(1+B2)Ω0w

′′
0 − ζ2w′

0}∆Ω .
(6.16)
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Да би се добила периодична решења система диференцијалних једначина (6.15)-(6.16),
величине y0, w0 и њихови инкременти (прираштаји) се развијају у коначни Фуријеов ред
од N чланова на следећи начин:

y0(τ) = a10 +
N∑

n=1

[a1n cos (nτ) + b1n sin (nτ)] = CA1, (6.17)

w0(τ) = a20 +
N∑

n=1

[a2n cos (nτ) + b2n sin (nτ)] = CA2, (6.18)

∆y = C∆A1, ∆w = C∆A2, (6.19)

где су:
C = [1 cos τ cos 2τ ... cosNτ sin τ sin 2τ ... sinNτ ] , (6.20)

As = [as0 as1 as2 ... asN bs1 bs2 ... bsN ]
T , (s = 1, 2), (6.21)

∆As = [∆as0 ∆as1 ∆as2 ... ∆asN ∆bs1 ∆bs2 ... ∆bsN ]
T , (s = 1, 2). (6.22)

Може се приметити да су изрази за случај система једначина (6.17)-(6.22) аналогни из-
разима за случај само једне диференцијалне једначине (5.76)-(5.80). Сада, заменом израза
(6.17)-(6.19) у једначине (6.15)-(6.16)) и применом Галеркинове методе са циљем елими-
нисања временског параметра τ кроз услове ортогоналности се добија:

< g(τ), f(τ) >=
1

T

∫ T

0

g(τ)f(τ)dτ = 0, (6.23)

где се занемаривањем чланова вишег реда добија систем алгебарских једначина (2.49)
односно (6.24). Треба напоменути да код чланова где је извод природан број важи T = 2π.

M∆A+ V ∆Ω = R, (6.24)

где је ∆Ω скаларна величина, а матрица M и вектори V ,R,∆A се добијају на начин дат
у наставку:

M =

[
K11 K12

K21 K22

]
, V =

[
V1

V2

]
, R =

[
R1

R2

]
, ∆A =

[
∆A1

∆A2

]
, (6.25)

[
K11 K12

K21 K22

]{
∆A1

∆A2

}
+

{
V1

V2

}
∆Ω =

{
R1

R2

}
, (6.26)

где су:
K11 = K11 +Kα

11, (6.27)

K11 =
1

2π

∫ 2π

0

{
(1 +B1 + µ)Ω2

0C
TC′′ +CTC

}
dτ, (6.28)
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Kα
11 =

1

T

∫ T

0

ζ1Ω
α
0C

TDα
τ (C)dτ, (6.29)

K12 = − 1

2π

∫ 2π

0

µΩ2
0C

TC′′dτ, (6.30)

K21 =
1

2π

∫ 2π

0

Ω2
0C

TC′′dτ, (6.31)

(6.32)K22 = − 1

2π

∫ 2π

0

{
(1 +B2)Ω

2
0C

TC′′ + ζ2Ω0C
TC′ + θ2CTC + 3γw2

0C
TC
}
dτ,

R1 = R1 +Rα
1 , (6.33)

(6.34)
R1 = − 1

2π

∫ 2π

0

{
(1 +B1 + µ)Ω2

0C
TC′′ +CTC

}
dτA1

+
1

2π

∫ 2π

0

µΩ2
0C

TC′′dτA2 +
1

2π

∫ 2π

0

CT cos τdτ,

Rα
1 = − 1

T

∫ T

0

ζ1Ω
α
0C

TDα
τ (C)dτA1, (6.35)

(6.36)
R2 = − 1

2π

∫ 2π

0

Ω2
0C

TC′′dτA1

+
1

2π

∫ 2π

0

{
(1 +B2)Ω

2
0C

TC′′ + ζ2Ω0C
TC′ + θ2CTC + γw2

0C
TC
}
dτA2,

V1 = V 1 + V α
1 , (6.37)

(6.38)V 1 =
1

2π

∫ 2π

0

2(1 +B1 + µ)Ω0C
TC′′dτA1 −

1

2π

∫ 2π

0

2µΩ0C
TC′′dτA2,

V α
1 =

1

T

∫ T

0

αΩα−1
0 CTDα

τ (C)dτA1, (6.39)

(6.40)V2 =
1

2π

∫ 2π

0

2Ω0C
TC′′dτA1 −

1

2π

∫ 2π

0

{
2(1 +B2)Ω0C

TC′′ + ζ2C
TC′} dτA2.

Да би се одредило једно периодично решење за специфичну вредност фреквентног
параметра Ω, потребно је поставити ∆Ω = 0 у систему линеарних алгебарски једначина
(6.24). Након тога, коришћењем Њутн-Рапсонове итеративне процедуре, где процес ре-
шавања почиње са иницијализацијом коефицијената A тако да је тангентна матрица кру-
тости M несингуларна матрица, налазе се решења ∆A итеративно решавањем следећег
система једначина:

∆Ai = M−1
i Ri → Ai+1 = Ai +∆Ai, (6.41)
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где се у i-том кораку на основу познате матрице M i и вектора Ri који у себи садрже
елементе вектора Ai срачунава инкремент промене вредности Фуријеових коефицијена-
та ∆Ai. Након срачунавања вредности новог вектора Фуријеових коефицијената Ai+1,
може се срачунати нова матрица M i+1 и вектор Ri+1. Овај поступак се итеративно по-
навља све док Еуклидска норма остатка ‖R‖ не буде мања од унапред дефинисане толе-
ранције (у нашем случају 10−12), тако да корективни векторски члан R тежи нула век-
тору, када вредности координата y и w теже егзактним решењима. Следеће периодично
решење Ωn може бити срачунато додавањем мале вредности ∆Ω фреквентном параметру
(Ωn = Ωs+∆Ω) и коришћењем Њутн-Рапсонове итеративне процедуре, у којој се добијена
фреквенција из претходног корака Ωs користи као иницијално претпоставњено решење у
наредном кораку за одређивање фреквенције у њему. Овај тип метода праћења путање тј.
метода нумеричке континуације је такође позната у литератури [178, 182, 184] као ”при-
родно параметарска нумеричка континуација”. У сваком случају, коришћењем ове методе
за праћење амплитудно-фреквентног одзива, периодично решење може бити добијено у
близини неке превојне тачке (turning point), за коју тангентна матрица крутостиM постаје
сингуларна. Да би сe нашлa решења у свим тачкама, користи се метода нумеричке конти-
нуације описана у 2. поглављу ове дисертације. Она је базирана на предиктор-коректор
методи, која прати гране периодичног решења, тј. амплитудно-фреквентне криве одзива
предложеног нелинеарног система.

Применом методе нумеричке континуације се добијају одговарајући амплитудно-фре-
квентни одзиви система.

6.2.2 Применом Њумарк методе

Њумарк је метода нумеричке интеграције, у литератури позната и као Њумарк-Бета
метода, за решавање диференцијалне једначине или система диференцијалних једначи-
на, који могу бити линеарни или нелинеарни. Evangelatos и Spanos [98] су предложили
методу базирану на Њумарк метода, којом се може решити једна нелинеарна фракцио-
на диференцијална једначина. У овој дисертацији је та метода проширена и уопштена на
систем од две диференцијалне једначине кретрања од којих само једна садржи фракцио-
не изводе (изрази (6.11)-(6.12)). Гринвалд-Летњикова репрезентација фракционог извода
(1.13)-(1.15) [101] је употребљена и Њумарк-Бета метода примењена за нумеричку инте-
грацију система диференцијалних једначина. Да би се повећала прецизност методе, две
скале су уведене, и то груба мрежа за временску интеграцију и фина мрежа за апроксима-
цију фракционог извода, као што је већ описано у 4. поглављу, при чему се сада уместо
променљиве q користи променљива y.

Разматрају се једначине кретања (6.11)-(6.12) у два узастопна временска корака i − 1
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и i:

(1 +B1 + µ)Ω2∆y′′i + ζ1Ω
α
(
GLD

α
0,τi
yi − GLD

α
0,τi−1

yi−1

)
+ yi − µΩ2∆w′′

i = ∆fi, (6.42)

Ω2∆y′′i − (1 +B2)Ω
2∆w′′

i − ζ2Ω∆w′
i − θ2∆wi − γ(∆wi)

3 = 0, (6.43)

где је:
∆fi = cos τi. (6.44)

Заменом израза (4.11) у једначине (6.42)-(6.43) добија се нелинеарни систем фракци-
оних диференцијалних једначина у облику:

(6.45)

[
(1 +B1 + µ)Ω2 + ζ1Ω

αD03 −µΩ2

Ω2 −(1 +B2)Ω
2

][
∆y′′i

∆w′′
i

]

+

[
ζ1Ω

αD02 0

0 −ζ2Ω

][
∆y′i

∆w′
i

]

+

[
1 + ζ1Ω

αD01 0

0 −θ2 − γ(∆wi)
2

][
∆yi

∆wi

]
=

[
∆fi −∆fkor

0

]
,

где је корекциони члан:

∆fkor = ζ1Ω
α
[
D11 D12 D13

] ∆yi−j

∆ẏi−j

∆ÿi−j

+ · · ·+

ζ1Ω
α
[
D(k−1)1 D(k−1)2 D(k−1)3

] ∆yi−(k−1)j

∆ẏi−(k−1)j

∆ÿi−(k−1)j

 .
(6.46)

Треба напоменути да у случају када је ∆fi = const, систем нелинеарних диференци-
јалних једначина (6.45) може бити решен Рунге-Кута методом (функција ode45 у програму
Matlab). У примеру разматраном у овој дисертацији је ∆fi 6= const . Због тога је нелинеар-
ни систем диференцијалних једначини (6.45) решен коришћењем Њумарк-Бета метода за
нелинеарне системе на начин претстављен у 4. поглављу. Систем нелинеарних диферен-
цијалних једначина (6.45) може се краће написати у матричном облику преко једначине
(4.13), где је ui = [∆yi ∆wi]

T . За решавање овог нелинеарног система диференцијалних
једначина коришћен је имплицитни предиктор-коректор алгоритам (Алгоритам 1).

6.3 Нумерички резултати

У овом поглављу су презентовани нумерички резултати. У првом делу је извршена
провера тачности резултата на четири периодична решења, при чему су упоређене две
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методе, ИХБ и Њумарк. У другом делу је спроведена параметарска студија, где је испитан
утицај различитих параметара на амплитудно-фреквентне одзиве.

Табела 6.1: Вредности параметара представљеног механичког модела.

Параметар Симбол Вредност Јединица

Фракциони извод α 0.5 -
Маса m1 1 kg
Маса m2 0.02 kg
Инертанца b1 0.01 Ns2/m
Инертанца b2 0.0001 Ns2/m
Линеарна крутост k1 1 N/m
Линеарна крутост k21 0.5 N/m
Нелинеарна крутост k22 4 N/m3

Фракционо пригушење c1 0.1 Nsα/m
Пригушење c2 0.0001 Ns/m
Амплитуда силе побуде F0 10 N

Параметри представљени у табели 6.1 су коришћени у нумеричким срачунавањима.
Када је неки параметар мењан, да би се показао његов утицај, то је приказано на одго-
варајућим сликама, тексту у наслову слике или у тексту који описује слику, а вредности
преосталих параметара су узетe из табеле 6.1.

6.3.1 Потврда резултата са више апроксимативних метода

Да би се приказала прецизност и поузданост представљеног приступа за одређивање
периодичних решења, тачност резултата добијених методом ИХБ је упоређивана са резул-
татима директне нумеричке интеграције применом Њумарк методе. Периодична решења
су добијена у жељеним фреквенцијама побуде са ове две методе и разултати упоређени.
Слике 6.3 - 6.6 приказују периодична решења за различите вредности побудне фреквен-
ције Ω и фракционог параметра α. За фреквенције које су далеко од резонантних (Ω = 4),
могу се опазити добра поклапања резултата двеју метода (Слике 6.5-6.6). Наспрам тога,
када периодична решења почну да праве орбите које саме себе секу правећи вишеструке
петље, решења почињу да дивергирају, што је очекивано (Слике 6.3-6.4).

За тачке у решењима где се амплитуде мењају брзо, методе нумеричке интеграције по-
пут Рунге-Кута и Њумарк не могу прецизно одредити периодичну орбиту. Из тог разлога
је у даљој анализи овог примера у докторској дисертацији само ИХБ метода коришћена
за испитивање утицаја различитих параметара на амплитудно-фреквентне криве одзива.
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Слика 6.3: Периодично решење у фазној равни (дијаграм померање-брзина) генералиса-
них координата (y, ẏ) - лево и (w, ẇ) - десно за α = 1 и Ω = 2.1.
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Слика 6.4: Периодично решење у фазној равни (дијаграм померање-брзина) генералиса-
них координата (y, ẏ) - лево и (w, ẇ) - десно за α = 1 и Ω = 2.5.

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08
y

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

ẏ
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Слика 6.5: Периодично решење у фазној равни (дијаграм померање-брзина) генералиса-
них координата (y, ẏ) - лево и (w, ẇ) - десно за α = 0.2 и Ω = 4.
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Слика 6.6: Периодично решење у фазној равни (дијаграм померање-брзина) генералиса-
них координата (y, ẏ) - лево и (w, ẇ) - десно за α = 0.6 и Ω = 4.

6.3.2 Испитивање утицаја различитих параметара на динамику овог
модела

У наредним примерима је приказан утицај различитих параметара, као што су пара-
метар инертера (инертанца) (b1, b2), нелинеарна крутост опруге (k22), фракциони коефи-
цијент пригушења (c1), параметар реда фракционог извода (α) и амплитуда силе спољне
побуде (F0) на амплитудно-фреквентни одзив. Леви дијаграми на сликама са амплитудно-
фреквентним одзивима представљају прву A1, а десни дијаграми трећу A3 хармонијску
амплитуду (Слике 6.7-6.12).

На слици 6.7 је приказан амплитудно-фреквентни одзив системских координата y, w
за прву A1 и трећу A3 хармонијску амплитуду, за различите вредности параметра инер-
тера b1. Посматрањем слике 6.7, може се закључити да промена параметра инертанце b1
има утицаја на обе хармонијске амплитуде (прву и трећу) за обе координате y, w. На све
четри подслике слике 6.7 око јединичне фреквенције се може уочити резонантни пик који
је последица линеарних чланова у једначинама кретања. Вишеструка периодична реше-
ња око Ω = 1.5 и Ω = 2.5 приказана петљама на дијаграму, као и нелинеарни енергетски
хистерезис око Ω = 2.5 су резултат додатног нелинеарног осцилатора (нелинеарни енер-
гетски понор). Слично понашање се може уочити и на осталим сликама које следе. Такође
се може приметити да је трећи хармоник од y много мање амплитуде, која би у случају
практичне реализације система на слици 6.1 са параметрима из табеле 6.1 била готово
неприметна.

На слици 6.8 се може уочити да инертанца b2 има мали утицај на амплитудно-фреквен-
тни одзив системске координате y за прву хармонијску амплитуду A1, и системске ко-
ординате w за фреквенције мање од 1.2. У другим случајевима, повећање параметра b2
помера вишеструка периодична решења и нелинеарни хистерезис налево, у правцу ма-
њих фреквенција побуде. Пошто генералисана координата y одговара основном систему,
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Слика 6.7: Амплитудно-фреквенциона крива одзива нелинеарног фракционог динамичког
пригушивача. Амплитуде A1 и A3 координата y и w за различите вредности параметра
инертера b1.

а координата w релативном кретању додатне масе није ни за очекивати да параметар b2
значајно утиче на y. Поред тога, пошто је амплитуда трећег хармоникa од y реда величине
0.001 занемарљиво мања у односу на амплитуду првог фармоника координате y, која је
реда величине 10, у случају практичне конструктивне реализације система на слици 6.1
са параметрима из табеле 6.1, утицај амплитуде трећег хармоника би био мали и занемар-
љив. Такође и мале амплитуде пригушивача у односу на основни систем w које су реда
величине 0.1 за прву хармонијску амплитуду A1 указују на мале осцилације пригушивача
у односу на основни систем.

Слика 6.9 приказује утицај коефицијента фракционог пригушења c1 на амплитудно-
фреквентни одзив система. Са слике је очигледно да повећање параметра c1 смањује ам-
плитуде обеју координата y, w у првој A1 и трећој A3 хармонијској амплитуди око нај-
критичније фреквенције побуде у близини Ω = 1. Међутим, утицај промене фракционог
параметра пригушења је мали, што се може уочити на подсликама слике 6.9 за A3. Поред
тога, повећање параметра c1 помера удесно у правцу виших фреквенција побуде: резо-
нантни фреквентни пик, вишеструка периодична решења око Ω = 2.5 и нелинеарни хи-
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Слика 6.8: Амплитудно-фреквенциона крива одзива нелинеарног фракционог динамичког
пригушивача. Амплитуде A1 и A3 координата y и w за различите вредности параметра
инертера b2.

стерезис око Ω = 2.5. Такође се може приметити да је трећи хармоник од y много мање
амплитуде од првог.

На слици 6.10 је представљен утицај амплитуде побудне силе на амплитудно-фреквен-
тни одзив системских координата y, w за прву A1 и трећу A3 хармонијску амплитуду.
Може се уочити да за сет параметара из табеле 6.1, промена F0 минимално утиче на ам-
плитуду одзива A1 координате y, што је жељено дејство присуства додатне масе m2, ста-
билизација рада примарног система под дејством побуде. Међутим, у сва четири случаја
представљена на подсликама слике 6.10 може се лако уочити да повећање амплитуде си-
ле побуде F0 смањује резонантне амплитуде у сваком појединачном случају, тј. за обе
системске координте (y, w) у обема хармонијским амплитудама (A1, A3). Ово је пожељно
понашање додатне масе m2 која пригушује нагле скокове амплитуде главне масе (m1), без
обзира на повећање магнитуде (амплитуде) побудне силе. Насупрот томе, повећање F0

увећава петље, тј. проширује област вишеструких периодичних решења у нелинеарном
делу криве. Те области се померају у правцу виших фреквенција за веће F0 амплитуде
побуде. Поред тога, померање резонантне фреквенције удесно са повећањем амплитуде
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Слика 6.9: Амплитудно-фреквенциона крива одзива нелинеарног фракционог динамичког
пригушивача. Амплитуде A1 и A3 координата y и w за различите вредности параметра
пригушења c1.

силе је видљиво у сва четири случаја. Трећи хармоник од y је много мање амплитуде, која
би у случају практичне реализације система на слици 6.1 са параметрима из табеле 6.1
била готово неприметна. С друге стране, релативно померање апсорбера по главном телу
w је стабилизовано такође, иако амплитуде спољашње побуде расту.

Са слике 6.11 се може лако уочити да је амплитудно-фреквентни одзив нарочито осе-
тљив на промену параметра фракционог извода α око прве и најкритичније резонантне
фреквенције, где се услед повећања α смањује амплитуда, и то у сва четири случаја. По-
ред тога, може се уочити мало померање улево резонантног пика у близини Ω = 1. Утицај
параметра α на позицију вишеструког периодичног решења је мали. Такође се може при-
метити да је трећи хармоник од y много мање амплитуде, па би се у случају практичне
реализације система могао занемарити.

На слици 6.12 је приказано како крутост нелинеарне опруге утиче на амплитудно-
фреквентни одзив система. Као што је приказано на слици 6.12, повећање нелинеарне
крутости k22 доводи до смањења амплитуда код обе координате y, w, у првојA1 и трећојA3

хармонијској амплитуди. Поред тога, повећање k22 помера резонантни пик и последично
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Слика 6.10: Амплитудно-фреквенциона крива одзива нелинеарног фракционог динамич-
ког пригушивача. АмплитудеA1 иA3 координата y иw за различите вредности амплитуде
побудне силе F0.

целу криву одзива на десно укључујући петље са вишеструким периодичним решењима,
према вишим фреквенцијама побуде. И овде је трећи хармоник од y много мање ампли-
туде од првог, па се може као и у претходном случају закључити да би се за практичну
изведбу система на слици 6.1 са параметрима из табеле 6.1 могао занемарити.

Са слика 6.7 - 6.12 (десно) се може уочити да се јавља интеракција модова, поготово
трећих хармоника основног тела, који има мале амплитуде, али даје заправо понашање на
пригушивач, који на готово идентичним фреквенцијама има енергетске поноре и смањења
амплитуда. Због тога су амплитудно-фреквентни одзиви на десним подсликама на свакој
од слика 6.7 - 6.12 скоро идентичног облика иако се разликују по реду величине.

6.3.3 Анализа амплитудно­временских дијаграма

Циљ овог проглавља је спровођење транзијентне анализе која представља анализу ам-
плитудних одзива у временском домену, односно испитивање понашања амплитуда поме-
рања маса у времену преко амплитудно-временских дијаграма. Слика 6.13 описује безди-
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Слика 6.11: Амплитудно-фреквенциона крива одзива нелинеарног фракционог динамич-
ког пригушивача. Амплитуде A1 и A3 координата y и w за различите вредности фракци-
оног параметра α.

мензионо померање y примарне масе у бездимензионом времену τ . Плава пуна и црвена
испрекидана линија одсликавају промену амплитуда y у времену τ , са и без пригушивача
на свакој од подслика.

Овде је примењена директна нумеричка интеграција Њумарк методом за решавање
система датог са (4.13). За боље разумевање феномена енергетског трансфера, следећи
почетни услови су усвојени y(0) = 0, w(0) = 0, ẏ(0) = 1, ẇ(0) = 0 у свакој од предста-
вљених симулација. Изабрани су следећи параметри крутости k21 = 0.0001N/m, k22 =

0.0005N/m3 и фреквенције побуде Ω = 1.15. На слици 6.13 је представљен утицај па-
раметра фракционог извода код пригушења α на временски одзив са и без додатне масе.
За мање вредности α релативно смањење амплитуде је веће, али амплитуде и даље имају
велике вредности од око 4, док за веће α цео систем има мање амплитуде, а додата пригу-
шујућа маса додатно смањује амплитуду до реда вечличине 2.5. Поред тога, услед близине
резонантног стања (Ω = 1.15) може се уочити феномен подрхтавања на слици 6.13.
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Слика 6.12: Амплитудно-фреквенциона крива одзива нелинеарног фракционог динамич-
ког пригушивача. Амплитуде A1 и A3 координата y и w за различите вредности нелине-
арног параметра k22.
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Слика 6.13: Временски одзив фракционог система са (плава пуна линија) и без нелинеар-
ног динамичког пригушивача (црвена испрекидана линија). Бездимензиони одзив основ-
ног тела за Ω = 1.15 и различите вредности параметра α.
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Глава 7

Закључак

У овој докторској дисертацији су изучавани динамички одзиви нелинеарног система
са фракционим пригушењем применом апроксимативних метода, пре свега методе инкре-
менталног хармонијског баланса, пертурбационе методе вишеструких временских скала
и Њумарк методе. Након презентовања коришћене методологије, урађена су два приме-
ра, на којима је урађена параметaрска анализа и поређење метода. Код првог примера је
задатак из структурне динамике осцилација греде на подлози сведен на једну фракцио-
ну диференцијалну једначину осциловања, а код другог задатак из динамичке апсорпције
вибрација система од два крута тела, моделиран је нелинеарни систем фракционих дифе-
ренцијалних једначина.

У првом примеру, представљеном у поглављу 5, анализиране су нелинеарне принудне
осцилације нелокалне греде на фракционом виско-Пастернаковим слоју. Греда је описа-
на коришћењем нелокалне дилатацијско градијентне теорије, а слој садржи пригушење
пропорционално фракционом изводу по времену координате померања и њеног другог
просторног извода. Једначина малих трансверзалних осцилација је изведена коришћењем
Хамилтоновог принципа, а потом дискретизована Галеркиновом апроксимацијом, чиме се
добила нехомогена нелинеарна фракциона диференцијална једначина Дуфинговог типа.
Решење је нађено за суперхармонијске услове стационарног стања коришћењем пертур-
бационе методе вишеструких временских скала у случају слабе нелинеарности, односно
коришћењем метода ИХБ и Њумарк у случају јаке нелинеарности. Из верификационе сту-
дије је показано да се резултати добијени ИХБ методом добро поклапају са резултатима
добијеним методом вишеструких временских скала у случају слабе нелинеарности. По-
ред тога је показано да се у случају јаке нелинеарности резултати добијени помоћу метода
ИХБ и Њумарк добро поклапају. Главна предност ИХБ методе наспрам пертурбационе
методе вишеструких временских скала лежи у чињеници да не захтева увођење малог па-
раметра и према томе се и случајеви са јаком нелинеарношћу могу испитивати. С друге
стране, супериорност ИХБ методе наспрам Њумарк методе је простија компијутерска им-
плементација и лакше одређивање периодичних решења, нарочито када се јављају петље
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у дијаграму фазног портрета стационарног стања. Такође је показано да увођењем ИХБ
методе у анализу малих трансверзалних осцилација деформабилних структура са нело-
калним ефектима, много поузданије студије нелинеарних система могу бити урађене.

У анализи утицаја различитих параметара, закључено је да нелокални и параметар ду-
жинске скале имају мали утицај на амплитудно-фреквентни одзив. С друге стране, пара-
метри виско-Пастернакове подлоге значајно утичу на амплитуде одзива. Коначно, степени
индекс има значајан утицај на амплитудно-фреквентни одзив, што је такође дискутовано
у нумеричкој анализи. Уопштено говорећи, амплитуде осцилација система су веће за не-
парне вредности степеног индекса у односу на материјале са парним вредностима овог
параметра.

Поред тога се показало да сви параметри доприносе појави суперхармонијске резо-
нанце реда 1/3, тј. имамо интеракцију фракционог, нелинеарног и члана екстерне побуде.
Пораст фракционог параметра доводи до смањења резонантне амплитуде, која бива мало
померена у десно ка већим фреквенцијама. Такође, пораст магнитуде силе спољашње по-
буде амплитуду одзива повећава и помера надесно, ка већим фреквенцијама. Уочено је и
добро подударање резултата добијеним методама ИХБ и Њумарк, с тим да се боље покла-
пање резултата постиже, када су фреквенције побуде далеко од сопствених фреквенција
система и појаве резонанантног стања. Као последица велике нелинеарности и крутости
система, утицај нелокалног параметра на амплитудно-фреквентни одзив је мали, јер не
може да дође до изражаја поред друге две величине. Другим речима, нелинеарност ре-
дукује утицај нелокалног параметра на динамички одзив система. Услед велике нелине-
арности и крутости система, утицај параметра дужинске скале на амплитудно-фреквенти
одзив је такође мали. Другим речима, нелинеарност редукује утицај параметра дужинске
скале на динамички одзив система.

Такође су анализирани утицаји различитих параметара фракционог виско-Пастерна-
ковог слоја и то: Kw, kw, Kg, kg. Уочено је да повећање еластичног параметра Kw доводи
до смањења амплитуде одзива и последично повећавања укупне крутости система, затим
се смањују природне фреквенције осциловања система и због тога се резонантна фреквен-
ција помера улево. Поред тога, детаљнијом анализом, је уочено да се угао нагиба криве
у односу на вертикалну осу, као и амплитуда, смањују са повећањем параметра Kw, што
за резултат истовремено има слабљење укрућујућег нелинеарног ефекта (hardening type).
Када је реч о еластичном параметру kw, показано је да његово повећање доводи до сма-
њења амплитуде са ефектом стабилизације осцилација система и тиме се укупна крутост
система увећава. Поред тога, повећање kw као параметра пригушења смањује природне
фреквенције система и помера резонантну фреквенцију удесно. Повећање вискозног пара-
метра Kg виско-Пастернаковог слоја, проузрокује слабљење утицаја ефекта нелинеарног
очвршћавања. Наиме, очвршћујући тип (hardening-type) нелинеарности има израженији
утицај, када је параметар пригушења Kg мањи. Може се приметити да повећање параме-
тра kg доводи до смањења резонантне амплитуде, која истовремено бива померена удесно
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значајно појачавајући ефекат очврћавања нелинеарности. То указује да пораст параметра
kg повећава укупну крутост система.

Што се тиче утицаја фракционог параметра α виско-Пастернакове подлоге, може се
приметити да његово смањење за корак 0,05 доводи до скоро двоструког увећавања ам-
плитуде у случају примарне резонације. Овај значајан утицај параметра α је проузрокован
тиме што својства пригушења система постају мање изражена услед еластичног понаша-
ња фракционог члана. Штавише, смањење параметра реда фракционог извода α доводи
до повећања коефицијента еквивалентне крутости, што резултује савијањем амплитудно-
фреквентних кривих удесно и већим фреквенцијама примарне резонанције.

У специјалном случају за α = 1 је испитана стабилност периодичних решења. Ре-
зултати добијени ИХБ методом су потврђени техником директне нумеричке интеграције
(метода Рунге-Кута) и потврђено је добро слагање. Параметарска студија је изведена кроз
амплитудно-фреквентне одговоре, а стабилност сваког периодичног решења је испитана
коришћењем Флокеове теорије стабилности. Главни доприноси овог дела рада могу се
сажети на следећи начин. Показано је да нелинеарност крутости очвршћавања постаје
очигледнија за повећање амплитуде побуде и за ниже вредности параметра функционал-
но класификованог материјала, што последично доводи до повећања нестабилних грана
периодичних решења. Насупрот томе, повећање параметра који се односи на вискозна
својства подлоге доводи до нижих пикова у амплитудно-фреквентном одзиву и мањих
нестабилних грана, чиме се повећава стабилност система. Истраживање Флокеових мно-
житеља и њиховог понашања у комплексној равни открило је природу тачака бифуркације
у којима се појављује нестабилно решење. Излазак Флокеових множитеља из јединичног
круга у правцу +1 је показао постојање бифуркације типа седло-чвор. Модул Флокеовог
множитеља је упоређен за различите вредности побудних фреквенција и показано је да је
у нестабилном региону степен нестабилности већи за ниже побудне фреквенције. Да би
се добила стабилна решења на вишим фреквенцијама побуде, треба применити гранич-
не услове просто ослоњене греде. С друге стране, стабилност на нижим фреквенцијама
побуде може се постићи уз граничне услове обострано-укљештене греде. Нестабилан ре-
гион са граничним условима укљештено-слободно ослоњене греде је између нестабил-
них региона за друга два пара граничних услова. Потврђена је појава коегзистирајућих
периодичних решења и ефекта крутости учвршћивања код јако нелинеарних ФГ греда на
виско-Пастернаковој подлози, као и њена зависност од почетних услова и почетних по-
зиција померања побудне фреквенције. Због тога се добија базен привлачења за такав си-
стем, па се показало, које од стабилних периодичних решења ће превладати за различите
скупове почетних услова.

У другом примеру ове докторске дисертације на којем се разматрала примена апрок-
симационих метода је анализирано динамичко понашање модела уопштеног система са
динамичким апсорбером, пре свега кроз дијаграме амплитудно-фреквентног одзива. У ту
сврху, нумеричка методологија је развијена, а њена тачност је испитивана коришћењем
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ИХБ и Њумарк метода. Модел динамичког апсорбера је максимално усложен са неколи-
ко уведених додатних елемената, као што су инертери, нелинеарне опруге и фракционе
пригушнице, да би могао да се користи при опису динамике што већег броја практичних
изведби масеног пригушивача. Ови додатни елементи доприносе реалистичнијем при-
казу физичких феномена и практичној реализацији система са динамичким апсорбером.
Вискоеластична отпорност на клизање подлоге испод основне масе може описати шири
опсег фундамената у поређењем са примерима који већ постоје у литератури. Инертери,
могу да редукују амплитуде и реалистичније опишу контакт између две масе, или везу
главне масе са фундаментом. Увођењем модела нелинеарне крутости се показало да је
утицај пригушења осцилација главне масе израженији.

За систем са динамичким апсорбером изведене су коначне једначине кретања приме-
ном основне једначине динамичке равнотеже. Изведене су две спрегнуте једначине кре-
тања. Прва од њих описује кретање основне масе и она је фракциона диференцијална
једначина Дуфинговог типа, а друга описује релативно кретање апсорбера (мале додатне
масе) и она је нелинеарна диференцијална једначина другог реда. Овај систем једначина
кретања је решен методом ИХБ. Изабране периодичне орбите су валидоване Њумарк ме-
тодом. У параметарској анализи су испитани утицаји различитих параметара, као што су:
инертанце инертера, крутост нелинеарне опруге, амплитуда принудне хармонијске силе
и параметри фракционог пригушења на амплитудно-фреквентни одзиве који су добије-
ни методом ИХБ и техником нумеричке континуације. Као закључак анализе издвајамо
чињеницу да се у првој једначини кретања јављају само линеарни чланови. Нелинеарни
члан постоји само у другој једначини. Из тог разлога, одзив координате кретања основне
масе за прву хармонијску амплитуду на свим сликама амплитудно-фреквентног одзива је
налик линеарном. Нелинеарни део такође постоји, али је мали, као што се може видети
у увећаним деловима дијаграма на сликама 6.10-6.12. Поред тога, може се уочити исти
облик дијаграма за трећу хармонијску амплитуду код обеју бездимензионих координата
кретања система. Међутим, они се разликују у скали. Такође, прва и трећа хармонијска
амплитуда се разликују значајније у интензитету код координате померања основне масе,
него код координате релативног померања додатне масе у осносу на основну масу.

Увођењем фракционог пригушења, уместо класичног пригушења пропорционалног
брзини, представљени механички модел је уопштен. Тиме су увећане могућности за ра-
звијање модела подешавањем параметара и коришћењем експерименталних резултата,
што све доприноси практичној употребљивости резултата овог дела дисертације. Поред
тога, ако уместо пасивног управљања, треба развити активно управљање, уопштени мо-
дел, који је представљен може много реалније да опише физичке феномене и тиме је у
предности у односу на друге студије које се могу наћи у литератури.
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P.6p. Ayrop-u, Hac.noB. .racofiuc, roruHat 6poj so,rymeHa. crpaHrrrle (areropuja

Ne5id N, Caji6 M, Karlidid D, Obradovic D. Simonovii J.12021), Nonlinear vibration of a nonlocal
ifunctionally graded beam on fractional visco-Pastemak foundation, Nonlinear Dynamics, 107

pp.2A$-2026(2022).Springer.[tlps-i doi.org'10.1007,'sII07]-021-0708I-z
Klrttttittt: t)t1Lt(: Lrr)li ri irr!t

Osal pan npoyqaBa Henxreapuo rfuHarrurrKo noHauran,e He-qoKarrHe {ryuxqnonzr,rHo rpaanleHlHe Oj,,rep-EepHol,rrt jeee rpele
ro.ja ,reNl ua tfrpaxuuoHo-1 oucxo-flacrepHaxoBol no.fno3lr n rlolBprHyra 1e xapnourlcru.u onrepeheu,nua. flpegnoxeuu

I no,Ie,r o6yxrara o6a napaverpa r ro. r{e-rrottajuu{ tral]allerap 1:uuajyhu y o6'rrrp no,Te rpa-lujeura e.rracrrryHor HanoHa u
napaMerap cxue .qyxuHe uareprUarra vruualy,-hn 1, o6:np tro,r6e HaloHa rpaan-leura ,qe4ropuaunje. flpuna:aua je
lreroaonorrr1a :a ogpefn-aame ann.nurr,4cxo-tfpeKBeHraux o/l3uBa y clauuolrapHoM crarr,y ueroaaMa [H(peMeHTanHor
xaplroHr.rjcror 6a.nasca u HyMepr:rqKe KoHTrrHyaurrle. Aodulesa fiepfloallqna pertrerla nepu$uxonaua cy nepryp6auuoHou
lreroAoNt aa[ecrpyrux BpeN{eHcKrrx cKa.ra, y cr,l\ qaly rte .je rre,ruueapuocr Ma,rra, u Fbynaproson MeroAoM H,vN{epur{Ke

uurerpauuje y cnyqa-l),-lare He.illlHeapHocru. Yruqal pa3,jrurrurr.rx napar{erapa Ha alrrrnury,lHo rfpexneurult o-l:tte .ie IICnuraH

r.1 JrlCK) r OBaH.

Karlidic Danilo, Predrag Kozic, Ratko Pavlovii. Nikola Ne5i6, Dyrantic stability of single-walled

M2l

l\4tll9lu uq\tttv1 r ruur4E) l\uzlu' l\orNU l oYruYlu. L\r^vra trvrtL, u)/tLuttL.c DLUULLtL/ vJ ntt.6L.

carbon nanotube embedded in a yiscoelastic mediwn under the inJluence of the axially harmonic
load, Composite Structure s 1 62 (2017), pp . 227 -243 .

https:i',doi.org, I 0. l0 I 6/-i.conrpstruct.l0 I 6. I 2.001
liltttttttn; t )tl t tL L d( )l) :tk t ! t t t'

He,ruueapuu rroae,,l yr-rLeHl{qHe HaHoueBu ca .jelurrrrr 3lr-r,oNl Nlo,ter'roBaHe Kao sauotpeaa 1'rpafeua y Ke,rruH-Bonrory

M2l

pa3uarpa ce u npu6,rlxno aHa,turl.rrtxo pexteBe 3a HeruHeallHe tfpexneHrHe o-f3uBe u necra6u,tge o6lacru 3a .luHeapHll u
HerluHeapHr c:r1'uaj nu6parlu.ja. la 5u ce aHarr.r3upa-'re oSlacrH Hc-ruHeapHe .r,rrHaMrrqKe cra6u"rrrrocrs HaHorletsu,

np[Nrer'],el1a je ueroAa ]lHxpel,leHTajlHor \rprroHri.lchor 6a",rauca (l,lXE) sa ^lo6r1ja]Le ureparrrBHor o.tHoca (rperueurluje n
al{n"turyre BpeMeHcrrr npoNreH,'l,HBor aricrrlarHor onrepehen,a. floxatauo je ra ue,roxa,ruu napar,rerap- e$exru uarueruo

u roeQurg,rjerr Kp).Tocrrr BucKoeracrr.rrrHe cpearrHe urvrajy :nauajue elpexre ua nr.r6pauuje r.r cra6rznHocr HanorreBu.
Tora, u3 nprrKffiaurx nyMepnqKrd( pe3yJrrara Moxe ce wr4erz yrmlaj HenoxanHor napaMerpa, MarnerHor no$a

Br,rc(oe:racrrrque rro.Urore Ha Kpr{By $pexreuqajcrcor o4:rar4 $pexaeuqraje sa HerruHeapHe c,'ryuajeae

Hecr:a6rannocr:r,r 3a nuneapHe rr Henrrueapne clyuajene.

Nikola Ne5i6, Milan Caji6, Danilo Karlidii, and Goran Janevski, lVonlinear superharmonic resonance
is of a nonlocal beam on a fractional visco-P asternak foundation, Proceedings of the Instituti

iof Mechanical Engineers, Part C: Journal of Mechanical Engineering Science 235, no. 20 (2021): pp.i

,flacTepuaxonoj 
no,rr.Jro3n no4 yruuajeu ar{HaMuqrlD( aKcraJanHux 14 flonpeeHrr( omepeheua. Je4utcuna ocyno:]ba.Jejflacrepuaxoro.y noano3rr noa yrlrua1eM auHaMuqKrl( arcn1annrrx lr noflpeqHrD( omepehena. Jeauasuua ocryuroBarra.Jel

ifirseleua u 3arr4M ArrcKperrr3oBaua roplrurherreu farepx.lruone 4r.rcrperusaryrje y [pBoM l.ro4y. O4ronapajyha Man{e-i
in-.r-,---^-^ ^,---- -. --.---:,. --^ :^: l/.23
i[y$unroaa jeauavrrua je perreHa xopuruheneu nepryp6aur.rone MeroAe BuuecrpyKrrx BpeMe]rcrrx< cxa:ra y cny'rajy r4e jei

iue,rrneapuocr Mana u MeroaoM xuKpeMerrr:rfiror xapuonr.rjcror 6araxca:a jar<o Henuueapau crryuaj. Y cl:yruju ra,rlraauujej

lsa cna6o He,'rrrHeapHu c,,ryuaj u:npmeuo je nopef eme pe3ynrara x3 aBe MeroAe z nocrlrrryro je go6po craran e. I4sneaena je 
I

lnapanerapcrca crywrja H pa3MarpaHe cy nperuocrr,r r.r HeAocrarlu cBaKe Meroae 3a ycJroBe cyfiepxapMour,rrrue pesonamrrjel

l.rpy.oru rpeher pe4a. Pe:y,rraru nor<a:yjy :uavajaH yrauaj npra-yneH,a sucxo-flacrepuaroBor c,roja xao u ue,roraaHorl

lrip*.rpu, cnorllber onrepeheea ua Qfer<leuqulcxr{ oA3rrB crcreru. flpegroxena uiroaoaoruja ci *oNe nopr.rrm yl
[porleAypaMa npu npoleKToBa$y uoBrx i,pelaja ia rnuK\ n.Ba]be eHenr]l-le r ceH3opctr.rx l'pe!a.1a ,r, lvrturuM pa3,!)epa.\ra Kolli
loxa:yjv HenuHeapHo anHaMrqKo noHarxarbe.

." x ,.4 Slavi5a Salini6, Aleksandar Vranic. Nikola Ne5id. Aleksandar Tomovic, On the Torqtre Transmission M24
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Kputttttti t)t]tlL ttt)f) tt tLitt'

hcrpaNyje ce KflHerlaruKa u luHaMu(a Kaprau-Xyxonor :r,ro6a. Kuneuaruqxa irHa,[u3a ce 3acHroa Ha lpaBuny
IorHeMarllqKor naHua 3a BeKTope vraoue 6p:uue. flnua,nuxa KapaaH-Xyxoaol rr,ro6a aHarul:npana je nonohy ,rlarpauxoaux
jeffiaqusa,qpyre Bpcre. Kapeau-Xyxoa rr.lo5 ce aHarrr.r3rrpa v pa3nuquTuNr )'cnoRilNra pa!a. ojuocHo npernocraBJba ce ra
yna3Ha ocoBxHa trr'ra lpor{eH-rbuBy }'raoHy 6pruq. Pa:uarpaHa cy.fBa cxlqaJa: (l) parau rroroHcxorJapMa ce noK,'rana ca
paBHxuor\r Bparrrna, (2) paaau tro]-oHci(or japlra 1e HopManHa Ha paBaH oeoBrrHe. Pa*ujeu je u:par 3a rrpeHoc odpruor
uoMeHra y Kapeau-X1,xoaon :r,ro6y v pa3rrrrrllTltM pa.qHxNr ycnoBr.rua. l4:lpa: ca.qpxu no.juone Koju npegctaa,'ba-i1
uHepuujl,Bparura tr xpcr Kap.laa-XyKoBor rr.ro6a. Teopujc(a pa3rlrarpaba cv rqronperheua HyMeprrrlKuNr flpu]repoM.

Nikola NeSi6, Forced oscillations of a membrane on nonlinedr elastic foundation, Scientific review:
Special Issue Nonlinear Dynamics 52 (2013) dedicated to Milutin Milankovic. crp 413-418.
Irlttt tnt rc t )n1! ( ( Lt t ) I ).)t( Lt 1 t t

, Y oaOlt hCtpaxHBrrb) paJNalpaHe C\ lll)ilH)lHe nunpeqHe (rcurr.rdUtUC Ip:rts,,\rat,He rrerr6Prue lla He.rrtHcapHUj c,racrnuuo;
oeHoBl4. a ra noec6au ca) qal llate c\ aHlqrulrqxe anpoxoruauu-jc pcrucrra. Ila ocHonl- H!\teplIllxot eKcuepu.\leHTa rr3Be^feHe

cy cnequrfuuue ausve-au:aql.je aurrNlnr()TlreNc anpoxcur,rauuje ann.lurr'-1uoit!a:no-(tperecurultx npIIBt{x xole ogouapa-jy
acullnrorcro_j attpoxclrltaurrju perxelba. Osa anporeurrrurrir onuut.tc Nlic.ullrrllRrrc L)crr6Hne.je.tHUqrpexreHruux
HenuHeapHux ocuuJlaull_la \ c'rauuorrapuull u HecraluuoHapHItIl pexl{ufllla clcqtlro6arla.

M14

"lt 
-N. Ne5it, R. Uhlig, U. Risto, L. Zentner.

silicone and metal und their static tensile
Development of hybrid
behavior, Proceedings

layered structures consisting
of International Conference on,

Damage Mechanics ICDM Belgrade,2012. c"tp 253-256.
Kl,rttt,rt,.: a t r ti i (tt,l )tt' r u t t
l,lur oror ucrpaxllBalba -je parro_j HoBux npou3Boj{HIrx KoHuenara 3a Kper{paH,e xuSpug-rrux enpyBera 3a rJcrrrrrlrBa}Le r., 3a

6 fissobe$e recroBa 3are3a6a Ha ILt$Ia. I'lclu'nte enpyBere cv HarlpaBrleue ara crl;urt<oHa ca vMerH\,Tlbr paBHnr{ MeraJ.rHnM M33
onpyraNla. Pa:uarpaiy ce )'KyrIHo 4 pa:llruura o6,rura onpyra. 3a npou:roln,y xu6pu.qilrx recr enpyBera Kopucre ce
IIeroAe .naBelba u rolr,1or flpecoBarba. hcnurue erpyBere Hacrare ]r]rBerbeu u-va.j_v' nan v ;e( opuaunj,v rll{cHare ofipyre o,1

oHILX npo[3BeAe]lrx To[.[OTHl.INl npecoBaH,e]\r. Ioxorr.t ucnutugatba 3ate3arba aehuua elpyeera noxa:1,1e orurefieu,e npu
leQopnaunlalla urnrefy I llu u 25nl' rlrlxoBe I\IxuHe y 3aBr.rcliocl'}] o,l o6-'tuxa vJ\,rerHyre Nrera-rrHe onpyre. Aua,rnra
pe3ynrara ucfinl[Ba]ba noxa:t.je BrrcoK ercneH pe.laIu.B]tllx troMepaHra 3a pa3]runre xopurulieue rlilrepu-laxe.

N. Ne5i6. G. Janevski, P. Kozic, Transverse Vibration ct/'a Clamped-Clamped Beam with One Step
Change Subjected to Axial Force, Proceedings of 2'd International Conference - Mechanical
Engineering of the XXI Century (Masing 2013), NiS

' 'ry:,|:li;;;r'.J'i,"iill*":r,rpaxcBep3anHe ocuu.,raquje aBocreneHe oj.rep-EepHoy,rrjere rpele no.c ).ruqajeNr arccuja-rue M33
cu:re ParltarpaHa rpelfl ttNa f33]lll.rilTa csojcraa Kpt'Tocrrl, flplryuerba u ]1ace y c]la]iorl o-1 rBa ,texa. fpauuum.r yc-roen
yx,Berxrerr,a ce rpernocraB-'ba.j1 ua caaxov npa.jr. Aua,ruruqxl je o.qpeheuo HeKojtrrKo rra.juuxux corrcrBeHux BpefHocru
nplr fipuryrxeHuM il lejtoBoJRHC) nprJrv uenlt\r o cr1u,r :ir u I j anr a

C. Janevski, N. Ne5i6, P. Kozii, l. Pavlovic, Transver,se L/ibration of'a Dantped Beam with One Step
Change Subjected to Arial Force, Proceedings of the F-our1h Serbian (29'r'Yu) Congress on Theoretical
and Applied Mechanics. Vrnjadka Bar1a, Serbia. 2013
h1.ttt,,'.,tt.t\-t.'

^ 
V osolt paf\ ee na3\rer1ral\ IiaHeBcp3arlHe ocurr,rauuje nBoulerreHe Ol,rep-bepHor,rrrjcse rpe-le no: l ruua.jerr arcnjanue

6 cn,re. Parrualpaua rpe.ra ,1.\la pa3.thqHla csojcraa Kp\ roctu. opur)uelba H \rauc y cBaK()l of nBa .te,la. [lpernocras-tajv ce
pa3nliquru rpaHuqHu ycnoBu Ha craxolt xpa1y. Aua,ru:upaue cy rpl.r rrtrla rpere ca Har,'lonr fiponeHoNr nortpeqHor lpeceKa
xoje ce o6uvuo jaa,tajy y HHxelscpcKo-j npalicu u laro.ie H,uxoBo KprrrrlLtHo onrepehene rr3Bl.rlaria. flpne gee rpe^(e cy
IIpaBOVTaOHOI Ilpecel(a, u TO. JeAHa Ca KOHCTaHTHOM [rUplHOM a HatilOM npoNteHoNr ]Juc[He a ,Ipi,Ia ca KoHcTaHl,HONr

M33

BIIcITHoM a HarroM lrpolleHoM urpIIHe. Tpehu run rpe.re -je ca KpvxHhrr rolrpeqHrrNr rrpeceKoNr ca creleHacruM nporreHa\Ia
llpeqHuxa. Ogpel)etro.ie HeKoJluKo ua_jnnxttx coflcrBeHrrx BpeJHocru ca no.lxprrrnuunll u HartKpurrlrrlturt flpxlyruelreNt.

M. Stanrenkovi6 Atanasov, P. Kozic, A. Atanasov, N. Neii6. 'l-hermal ond mdgnetic effects on the
/orced vibration of an elosticalltt connected nonlocul orthotropic clouble-nanoplate system,
Proceedings of the 6'r' Serbian Congress on fheoretical and Applied Mechanics, Mountain Tara.
Serbia,20l7
liptuttot; onrtL L'u()l.t tt lt!.'

^ 
Y purv ce pa3Marpa npo6lev npIrHJ/jrHLIX TpageBef3anHnx ocufinauu.la oprorpolnor crJcrer,ra JBocrpyKux Her,roxaJrHr.rx9 uauon,toqa rlo^1 accrBou repMrltlKrx u MarHerHrrx erpexara. O6e uauon,roqe c\,flpaBovraoHe. flpooTo oc,'rolbeHe u cnojeue M33
Buuxlepornu eracrlltlHnNr c,rojelt. Y:uuau,en y o6sup erl.rexara N{anIlx pa3Mepa. Koprlcrur,ro Epuureuury He.]roKarHy
reopujy KoHTuH)vN,Ia. I-la oclorl'He,rox&rtHe KoHcrrurlruBHc pe.rarlu.jc rl reoplje Kupxorlt-"lloroae r.rroqe, n:acgerr.je eucrerr
'or lBe cnperHvre Ile\oMoteHe naprur]a,rue 4ur!epeuunja;rHe lel[aquHc 3a pa3r,larpa]Le tr4Har\{utrKux 11oNrepa15a
opTo'rpoIIHor cllcTer{a rlBe Hallon,roqe Li3r'IoxeHLt\ !ejcreV paauouepH,) pacnope!error xapiuouujcKOr rroBptrruHcKor
onrepehema. Tarofe. r.r:te;1eHa cv Xo[aqHa pelxelia 3a a\r[TnT\'.ltre rlryur.rUr.ie [pllH\tH[\ ()curr.naUnja. !e.ra,,ruO ce
pa:ltaqlajl'He,'IoKa.rlHtt napaNlerap. TepNIaJTIHU ilapa\le'Iap. fiapa]vle'[ap MafHe'tflot rru-ba il l]apa]lL-Tprr I]L)L51,le.

N. Ne5i6, D. Jovanovii, G. Janevski, Analy,si,s of Naturul Frecltrcnc:tt in Beum with Mtrttipte Cracks and
General Boundar.l, Concliticlts, Proceedings of 4ti' International Conference -- Mechanical EngineeringrYrwurrorrrw4t LrtSrlr99t rrrS
of the XXI Century (Masing 201 8), NiS, Serbia, 2018
lipotttttx oJutL (ttO!) tt tiltc

10 lererqula fly(ortrHa \ rperaNla tt xoHcrpvrqu"jaua ropnurheu,en He]rHtsa3nBHu\ lrero4a-je Baxlo rura]Le y [HxerLepcrB_y M33
Jeaua oA oBrrx NreroAa r,roNe 6uru r{epe}Le (rpexeeuquje ocqhloBa}la. Ora.j pae ce 6asn aHarrr:Jolr corrcrBeHe rlperueuurie
ocIIUJroBalba rpele ca Bllue IIyKoruHa. llyxorlrHc' ce ,rro.1e.ryjv pori.uuoHil,\t onpyfaMa. Ilpnrrelsyjy ce orrrrrli tpaHxqHIl
yc,roru. Jeguavlrue KpeTalba c_r., :fo6ujelle xopnuhe6elr Xayu,rrou6sor u_rrr fla_1arr6epoBor l]lllHurna Haxon npul,reue
npxHtlfina par:najen a ftpoMetj-bhBu\. -ro'Jrtjcue ur Lgc jc1tlaquHa Kp(rilH.l- jeLHr lanrre ul ()-t Bpc\tcHa. a lpvla o-l
aMlnurvAHe Kooprlruare Ha -ieluaquuy ca atulliuiry.lHuu (r1'Hruurjaua nplrrreHreHa Je ,uer(rta rrpeHucue llarp[ue 3a

'l



.lo6lijarhe cortcrBeHr'lx BpelHoctli ocuxnaropHot cllcrcuil. xole ce 3arr.r\r Koplrcre \ ie;IHa,lhtrr,t ca BpeNtcHuK14\l '!\ ItKuu-iaua
3a Il3paqyHaaalse [pupoAHe Qpcxneuquje. Oale cl ltoptrruhenu onr]Tl, rpaHtlrr]il,t YcnoBu. 1x,'lyuvjyllu fi ejracrr.rrrHo
ocllariarbe na rpajerul,ra. flpejuocr [pllKa3aHot t]oer'\rrKA -]c cnrrNulHlrca1lre HVNreplqKot u3paqvHaBaiba.lereplt[HaHTe
BI{coKor pejla. lxro rloc.le.quqllo cxpahl,je Bpe\,Ie cpa'rYHnBaHra npupo.qHrix (rpexneuqula. flpllxa:anrr cy u AlicKyroBaHu
\rilr[aJt't6pojanrNornHa-no.toxalan-tr6uHcn\K,rllrrelraconutBCH\ rfperaetrurrlr rpe-rc.

N. Ne5i6, P. Kozi6, G. Janevski. Vibralion cl' Danped Nonhomogeneous Cantilet)er Beam on Winkler
Layer, Prrsceedings of 4'h lnternational Conf-erence - Mechanical Engineering of the XXI Century
(Masing 2018). NiS, Serbia. 2018
lil,ruttt.tt; rnitr !.tt)! )t( Lilit'

Crenesacre rpeqe urvrajy tuupox)' rrpuMeHy )' lrlxebepcKr{Nr cucre}ruMa, r(ao crpyxTypHu u rfyuxquoua,ruu eJleNreHTu.

Muoru nexaHuqru.I J,e,'loBn ce Mor) Mo.le.roBzlTlr Kao (on3o,1He creneHacre rpege. Y oBou pa4y je yaegeH elracrllqHn

1l Burucrepor c,,to1, xoju npclcraB,'t,l.t oxo.rurr lrerrrivlr 36or rora -le BaxHo llcrpaxurri au6pauuoue KapaxTepltcrlrKe raxBe
rpeqe. V pagl'je npegcrae-rreuo o,lpeflraaH,e co[crBeHux Bpeariocrli npr]ryrxeHU\ ocrlu.raurr.ja -fBocreneHe KoH3oxHe rpeae
no,,roxeHe ua Bnnx.nepoa cno; npirNreHor'l MeloAe npefiocne rlarpuue. Pe:y,rra'rn cr, nepl.rrflxoraHu alra-ql{Tuqr(oM lr.eroAol{.
Jersaquxe (peraHra cy no6trjeHe rcopuruhemen Xa,llr"qrolrosol n.ru !alalr6epoBor npfirru]rna. Eepul'-'rn-O-vpu-jepona ruero:a
je :arult flpruIeueHa ua jertraunue Kperarba rrro aa.je ,1ee rfl,urulle - aMrrnr.rrt]AHy l.r BpeMeHcKy (rynxulrlt oc4unoBarsa
rpe1e. 3arurrr ce npxlre$)-le aHaru'rrlqxa uero.la u Nrero.fa flpeHocHe rrarpuue :a go6ujas,e concrBeulrx BpeAlrocrrr
eu6paqnouor cncreMa. Pe:v-lrarn ao6n_jeuu ropnulieteu ABe pa3nDq[Te ueroAe c), ynopelenu u youeno je go6po cnarame

I epe4nocrn o4pe!erulx cofl crBeHrD( r[perrenunj a o cur,tIoBar6a.

Nikota NeSi6, Dragan B. Jovanovii and DuSan Stojiljkovic, Experimental investigation of rhe influence:l
of crack on thefrequency of prismatic beam oscillations, Proceedings of the XIV Intemational SAUM|

nference on Systems, Automatic Control and Measurements NiS, Serbia, November l4th-l6th, 20 18

I

i._

u _vnopeft,je ca r3NlepcHoNr npuporHorr rlrpexaeurul-jou ueouleherrlrx rpe.xa. Pa:.ruxa y pe:1',rrarn.va je rtata. Ha rpetraMa ce

npaBe pa3.'urqure;erlulncaue rlvxorlHe y o6,rnxl c-rroea V. Nlcpu ce npxpoaHa (rpexleuuu-;a Hatl\'KJ'ut\ rpe:a. floxasaHo je

la uosehaH,c,{y6uue nyroruHe cNra}L\.le coflcrBeHe {perueuunle oc[rrJroBa]+,a.

Ivana D. Atanasovska. Dejan B. Momcilovic. Radivoje M. Mitrovic, Natasa D. Soldat and Nikola
Nesic, Norllrear Dynamics ds ct T'ool in Selection of Working Conditions for Radial Ball Bearing,
Springer IUTAM book series: Proceedings of IUTAM (lntemational Union of Theoretical and Applied
Mechanics) Symposium entitled 'Exploiting Nonlinear Dynamics for Engineering Systems'
(ENOLIDES 2018), Novi Sad, Serbia, 1 5-l 9 Juli, 201 8
lr'1',t,t,., ',,t!\ ,1 )l \ t' I

Onaj pan caapxrl ereNreHre cneo6yxaaruor lrclpaxlrBarba nocneheuor .ruHar\,urrrKor\r floualra[6\ pa:utjarruux Kyr-qflqHux

,rexajera y peanullM yc,:roBl.rrua paaa onurra uorilBaulr.la 3a oB\i re,\ly flpou3uxa3u rr3 3axreBa 3a BrcoKltM nepr[opuaucaua
pa.la ,rexajesa y cnoxeHuM NtexaHr{rrKuM crlcreNrrurra. ge(tuuucaanx ), NtHorItM rrHtJ'cTU-lcKrM rpaHal\ra rocJIeiIIL[x

lJ 
teueHrua. ParmarpaHu e\/ pa3xlqurr npxcrynl{ Ja aualll3y ru6paquouor oaruna xorp,rajl'hnx ryr',rnuuux nexa.leBa v uu-E)

u:6opa onrulraJrHrrx yc,'roBa paaa. O6jarxlbeua c1' onpeleaa nqe4uocraarena n peayxquje xoje ce ropucre 3a aHanlr3y

paIUja.,rH[x n\/rrrrqHr.rx rexajesa. Pa:rajeulr nocrvna( ce r{oxe Kopui]rxru ra ucrpDKuBal.be yruuala pal,'I[tlurrrx
ourehert,a tr npoNre]LB]rBrrx ycxoBa pana Ha ,tuHaMHKv xorp-najuux xexa_leBa. flera-,lue aua,'ur3e rrrHa]rflqKor flouana]La
xotp-ra jHux .lexaicRa i\ H3BC-leHe rJ frolc-fnHc r urrilBc pc-filla.tHllx Kvr.rilrrHlrx .rexa jeaa \ lBe c r) J.lrle cni !rala. ia

orureheny cno-rbanmy floBpr[nH), Ko,'rHrrxa v cKnaAy ca crBapHuM o6;uruulta n !,u.ueHrrtjaua otrrehen a ycnei 3aMopa It 3a

npoNreH,'LrrBy paaHy reNrneparypy. lo6ujeriu pe3)',rrralr cy npuKa3aHu )'[ope,1Hrr]\r lujarpa,nulra ru6paqtr.ja u noprpera y

(raruoj paouu. .llpuxa:aun pe3-vnrarfl uor,lu 6n 4a 611r ocuoaa 3a rxllpe ucrpax[Ban,c He,rrHeapHe anHaMrltie na$llanHux

Para

Nikola Nesic, Lena Zentner. Free vibration ofcompliant mecllonisms consi.\ling of Euler-Bernoulli
beams, Advances in Mechanism and Machine Science: Proceedings of the 15th IFToMM World
Congress on Mechanism and Machine Science, Springer Mechanisms and Machine Science book
series, Volume 73, ISBN 978-3-030-20130-2, ISBN 978-3-030-20131-9 (eBook),
https://doi.or gl I 0. I 001 I 91 8-3 -03 0-20 I 3 I -9. crp 325 5 -3262, 20 19

14 l'1 ,'t , .'

Y paey je [p[Ka3aHa MeroaonorlJa 3a npopaqyH Qpexaeuquje ocuxnauua nrnxor Mc\aHil3ua Ko1r.r ce cacro1n o,f cerN{eHara
TaHXrx e,,racrrrrrr{ux rpeaa. lpe.le cy pa3jrrrtxn x nonpeqHux npeceKa u cBar(a o.{ tr,}rx Je MoaenoBaua xopuurhen eu Oj,rep-
Eepuy,ruleae reopfi.le rpega. Cno.jeau cv NroaeroBaHfl MalLurr raHxrrNr rpeAaMa. AoK cy cerMeHTrr [peAcraB,%eHu rehuu
Tan(xM rpexalla. 3a ana,,ruruqro [3paqvnaBa]se (rperureuuu-;a ocrur,,loBa]sa npr.treruena je Merola npenocHe lrarpuqe. lar je
npuNrep rlrexaHrl3Ma ca .1Ba cerlreHTa il letHIlN, :r.qo6oiu. AHa,rnrnqru pe3ynraru c1, 1'nopelleuu ca eKcoepr{MeHTarrHnM u

HyMeprrKuM pe3-vnrarulla go6ulenuu xopuuheu.eru rouepuuiirrHor corfrsepa KoHarrHux eneNreHara.

Nikola Ne5i6, Dragan Jovanovi6, Golan .lanevski, Du5an Sto-iiljkovic. Srdan Jovic, Transversal
vibration of thin cracked beants; experiments, theory and nutnerics, Proceedings of the 7tr' Serbian
Congress on Theoretical and Applied Mechanics, Sremski Karlovci, Serbia,2019.
Kp,tttlttt': ()t11tL .t.l()l) \t(1t111 .

15 Y osoNr paay c!' [prrKa3aHu aHa.rlrrruqxu. HyN{epuq(r n eKcneprrN{eHTanHu pe3\rnraru cro6oguux oclln,raqujr rpetc ca
flvfioruHo.\4. lpeae cy r:paheue oa a,t)MrrHu1yr'ra rr lrrra.l\ n\r\oruHe y o6,rr.ty c,rosa V. r(o1e cy y3aHe fl npaBoyraoHor

l) r UDU)YI PaA) !_Y rrPfl^dj@ar n)'rrlPr,lNrr I u^lrrlyuMuEraJrnl ylr"Yrrrarfl vrruuu/rnu^ uur+rrdryrJd rPUA! v4

flvfioruHo.\4. lpeae cy r:paheue oa a-[)MrrHu1yr'ra rr lrrra.l\ n\r\oruHe y o6,rr.ty c,rosa V. r(o1e cy y3aHe fl npaBoyraoHor
npeceKa. 3a ercnepulreurarH) nocraBKy Kopucre ce c,lo6o-1Ho oclroHreHe r-pe/xc lr KoH3one. floMcparba Ko.la c\ BpelreHcxu

nepuoAuqna Mepe ce ua o4peleuor'r lo"rroNajl, rpere- a tl pemeu4r.le ce pauyuajl, x3 neplloaa eu6paq{a. Y paay je
np[Ka3aHa r{ on[rra nerolo;roruja :a ,to6uian e concrBeHlrx r[pexnen4u-ja cro6oluux (rcurnauuja rpe-la Nrcro,r,oNr npeHocHe
Marprrue. Kopuuherue,v oBe N,ero-]o,.roruJe. onrtlrr'r r-paHrqHx ycnoBrr ce npurre*,r.jl ua rpalese rpe.ta u ycnoBr.r

I

I
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M33

M33

iiTttuttttx ottttt tttdlt tt turr:

BaxaH la.]arar y Hlllie,-bepcKUM o.lnxaBatb\ le orKriltsalbe nvxotHHll rr llfolleHa [bll\oBor nono;{a.la n ll(rreHluria,lHe
12 oracHocru oA,rroNra xoucrpyrqu.ie. oea.1 pa-q uNla ia urr,'b ra noxaxe rra -1y6utta flylton1Ha yrHqc Ha lrpflpoJH\' {rpex-aenuujy

rpe^qe. flpnuen eHe c)' ABe Bpcre rpauu.ru[x !clro.Ba - upocro-ocJro]beHa rpelr.a n rpc.la ca .je.tuurr npocrrrNt oc"rloHueNI u

Jpyrun clo6o,rnuu xpajer'r. rDpexneuur4a ocurnoBalrra rreoruleheunx rpeaa ce l13pa\vHaBa npelra.lo6po ylrpleuo1 reopuju



KoHTlrHvu',re',ra Ha flonoxaj npcruHe. Pacrpan,,ua ce o yruqajy 5po.ja nvxoruua, n0,roxaja u ay6une [yKoT]IHe Ha

4penreuuul). Pe:v,rlaru oe laxol;e rolrp!1,11,xopuutheruelr KoHagHux cJrcNrcHil'r'a.

N. Nesic, Nonlinear Oscillations of-a Mernbrane on the Ela.stic Fottnclation, Proceedings of Abstracts,
European Solid Mechanics Conference ESMC Gra2,2012.
liputttrt t; o]1t t(' r,t t) | )t t t t t 1'.

16 Y oaou ncrpaxxBatt,) pa3Marpajy ce c,ro6o,tge u rrpuH\'lHe rolrpcqHe HeirxHeapHe ocurnaufl.,e flpaBovraoHe rrerr6paae ua M34
enacTltrHo.l ro.r,,,ro3rl r.l ;r,aTe cy aHa.lr.rTlrqKe anloKcl4Nlaulue petxerbs Melu-torl Kpil,roo-6oro-ll,v5oa-lvlurpolo,'ucnu. Lla
ocHoB)'HyMepr.rrrKor eKcneprlrreHTa clpoBerleHc cy cneuurfnvue Br13ya,u13aurue acuulllolcKe anpoKcuNrauxie pe[eH]a, Ko.le

onuc1, je rtra.rurarrBHe ocoduue.legno- (rpex-eeuruor pexuNra oc[n-rroB0r],&

N. Nesic, Forced oscillations ol a ntembrane on nonlineor elctstic' ./buntlotion, Proceedings of
Symposium Nonlinear Dynamics, Multidisciplinary and Interdisciplinary Applications (SNDMIA
2012), Belgrade, clp i5l-152.
h1ttttrutrc t)nttL ;.!ol) t( ltnt'

M34
a sa noce6aH c,ry,raj lare cy auanulrqKc aflpoKcur\rarurle peruelLa r\rerojlolr Kpuloe-Eoro,'rr,5oa-Murpono-rr,cxu. Ha
rivNrepxqxor eKC[{jplNleHTa cflpoBeleHe cy cnergrr[nuue arr.lte.lu'rrul,ie ircll]rnrorcKe anpoKCu,\rauHJe aun,rHT\-tHo-

u Qa:uo-rpper<aerrrHrrx KprrBr.rx xoje oaronapajy aculrnrorcxoj anpoxcrruaquju peruerla, roja onucyjei
oco6lfie jegHo0pexBeHTHr{x Henr,rgeapHrrx crarlrroHapgr4x r-r Hecrarlr4oHapHrrx pexrrMa ocuunoBaJra

. (Stevanovic) Hedrih, M. Starnenkovic. N. Nesic, H,ybrld system dynamics on layer with nonlineqr
'astic and inertia properties. Proceedings of Syrnposium Nonlir.rear Dynamics, Multidisciplinary and

Interdisciplinary Applications (SNDMIA 20 I 2). Belgrade. crp I 47- I 48.
Al,,r, .,,1t. ' ..

Parrrarpiuru xn6purrur clrcreM ca.1pxlr Hur.1erloplrarlrr.,rrrrrx re.lr.je-lrrahlr\ lrnuBa (rpele. nxoqe u-:tlr me:u6paue)cno.jeHrrx
.llrcxperHlril clojeuur,ra ca rur:reapiilr.\r r[x1 uelruHeapHo-e,racruriHrrNl lr uHepurloHrln cro-jc'r'rnna. Oaaj xr6pnquu cl.rcreM
ru6pupa Ha KoHTuHyaJlHou crrojl ,\ru-lenupaHou -lucKperHuNr cucre\roM ca lejurlreapso-erracrlrrrHr'r\r u uuepurr.;oclrrr

l g lcBojcrBuN{a. Vpa!eu je ua'reuaTu.ttiu on.uc AUHaMuKe xu6prr:aor cucreNra Ha -lrrcfiperHor\r c;ro.j1 ca HenuHeapH.o- M34
enacruqg[M rr rttrepurloHl{M cBoJcrBrl}ra. flprxasanrr c}' lr3pa3u :a ,loriujln e reHepa-tuczrHux cljra rlHTepaKuuja u:uef1
ge(lopua6u,ruux rera, Kao u u:uell, xu6prr.1uor crclelra n rlcttpe'r'Hor- g.[1' j1 ue Hoec. rrjlroBapll] He3aB[rc]{u}l
reHepanllcauuir Kooprl{HaraMa JIHaNltrKe xlt6puluror c}lcreMa. Koprlruhcruen rlreHoneuo,roruxor Mallnpatsa u4eururlrurcr'je

cucreue ca Brrrrre rpe.1a. Bttxc ruoqa u-tll auue me,rrSpana ro.BelaHnx KoHTuH\i.rr,tHlM c.lo-lerr -rlchpe'flru\ ejteueHara ca
pa3,1nqlrru-\r ceojcrsuua. Ha ocuosv oror {leHolreuonolr(or }ranrrpa}ra u Milrci\{arrrrre aua,roruje. uor'1,he je peue}ba 3a
jeguy apcrv xt6pn,r,uor cltcreNla Koptic'r'url 3a KRarruraruBHv aHartlt3v -ru.lHeaprtlx rrlur ne,rrrueapHux nojaaa xo-je ce

nojae-,r1jv )' .lliHarluuli .lpyrof cricreya ,ter!opua6u.rurrrx re.'ra

Nikola Ne5i6, lirl^sotropic 3D dantage tnodeling of silicon nitricle,

iCongress of Serbian Society of Mechanics, Arandelovac, Serbia, June

Proceedings
l5-17.2015.

of 5th International

K:PdttlLtti unLtL Lcti)j) )t( ltItt'
Oaaj paa [peAcraB,Ba ueroav 3a r{orenr4parLe ourreheu,a culnutrj},u Hxrprrra. Kopunheun r\tero.r Nto.49.[[pa]L0
KoHTulryupaHor ourleheu,a.je Reoiua c,'trlqaH t\,tHotll\I IroJeflurla lt.racrultHocru Ito3Harlll\l r- -rlrleparypu. f,raaua u;e1a oule
je.qa ce Marprlua Kp-yrocrn Mareplllana,rrersa (c.uan1'jv ce apelluocru H,eHlix erelreHara) roxol,r on'repeheu,a. flpeauocr
oBor MoaeJ'ra y o,lHoc) Ha Ap)re lro4erre je y roMe [lro celtoxe nafio eKcrrepu]reHTa..rHo loKalarlr,.lcp cc pa3nr{qure

lg KoHc'TaHTe Kpytocru Morv \IeplITu 1 5rlro rcolt (opary nporteca omreherr,a nalepuja-ra. l-lalpaa,rr,eue cv -1Be ocHoBHe
[pernocraaKe: a) Mo-].\ -qrl e.rracruqHoc'rr ce 6upa.ir Kao cr\\ rr lurrcpHlrx slprr ja6.,ur oru'r'elies.a: 5) BaNu llpl1Huull

M34
r\tarclltua-rlHe gucuuaqrtje ourteherua. l1p1ta npernt,eraBKl Jc c.llrrriJn nprrHL(rJny para flpx MaKcxNrar]Ho-j n,raeruvHo"j
:etlroprlaur4n. llpaoatt orurehetla _je 1e(rituucaH Ha lrorrerK\ roxu oLlreher;a l 5,raro ce llorr,a roKoNr uliperLa ourrehes,a u
cMalberba Bpe,qHocru e.rreNrelrala Irarpurte Kp)'1!c't'rr. fpu nogpurue ourchcma onttc\ l\ terpalaqrrI ua.repuja.la. jegra
IrlaBHa lI .XBe iloAarHe. f,ranHn gonputrLlc oBOl\1 pa41'_je vuanpefeme uvilepuur.L)r a.!ropr{TMa t1 BiuilrtaU[.,a pe3vlTaTa Ha
npurlep)' cu,ruuujlu HurpltiTa Nlo.te,,t .le ur\Irjrer\reHrr{paH \ yMA'l ro'rflpotpaM cratr:laplHot npolpaMa xoHaqHr{x
e.]e.\terlcla A6axyc Ilupe: tota. It.]tpit,+\\le ce Ilapilrretu3auxla H\\lepll'lhot d trop,.l]Ila Kolil nr\ta ra utt..t rto6o,.uructbe
etpuxa*iocru 6psnHe lpopa.rl'Ha.r,e,rbeu,eM npopag\Ha Ha B[rxe.le Jrapa npoueeopa l1.ql,r Burue lpouecopa.

Lazarevtc Mihailo. Ca"ii6 Milan. Ne5i6 Nikola. Karlidii Danilo. Durovic Nikola, Budanovic LjubiSa,
Nonlocal vibration ol a nanoplate influenced by inplane mugnetic .field using ./inite element method,
Proceedings of the l3th International Conference on Nanoscience & Nanotechnology (NN16), LTFN,

20 AristotelUni. of Thessaloniki(AU'Ih), Greece,5-8 July 2016, ISBN 2214-7853 M34
!t'ltLtlttLri; i)tltt, .ti'),)) )it !tt:\

V oaorl pagy cy Ir3BercHe jelluauuue KoHaqHUx eirencHara 3a nonpeqHv ru6paqu.ly oprorporlle HenoxarHe taHon,rove (roja
flpeAc'raBr'ba rpat[eucxu xxcr) Ha xo_jv t'r'nuv arcu,ja-,rue cr.r,Ie ]racraxe vc;le.l NtitrHerHor no;la. Iano!e cl tcnurauu erfexru
He,.IOKailHOr napaMeTpa 1I rtat'HeTHoI n0,r1,a Ha oculrnaulue HaHoIlJtoLtc.

N' NeSi6, M. Caji6, D. Kariidic, Non-linear principal resonqnce o.f an orthotropic and magnetoelasric
rectangular plate oscillating on fractional viscoelastic layer, Proceedings of the 6tl' Serbian Congress
on Theoretical and Applied Mechanics, Mountain Tara, Serbia, 201 7
lil.tttt..,,'n,.,,,,.

21 Y osol,r pary u3Beaelra -je ocuorua -]efHaqllHa ocuu,,roBar6a raure oprolponHe rroqe roja ,reNu Ha rlrpaxu{oHo., M34

je 1'aeleHa rllort KapltaHoal Icopl-lri BC.lnits 1l-nitraqu-jc l-luqc rr \ luuill \tJrHel'lte -ilopesuoge cutre u3iitBaHc BprxoxHlrr

noxaryjl'yruqaj par]ru.turux (rr]su,rxux napa^lerapa Ha rroHarua6e cucret\'ra

Nikola D. Ne5i6, Srdan.lovic, D),nantics of compliunt rnechanism con.\i.t/ing of'Euler-Bernoulli beams,
22 The Symposium "Nonlinear dvnar.nics - Scientific work of Prof. Dr Katica (Stevanovic) Hedrih", M34

Mathematical lnstitute of the Serbian Acaderry of Sciences and Arts. September 04 - 06, 2019,

17



'Ktontoti ot1tta ( at()l )ttti!i'!\l)!rltLt^ t)1ttt tit)/1 tt trt!t

Oaal pa-r npene raBr'ba )reroJollor Hjr nrpa'r1 Hlaarua rJrpexaeHr[rle ocuilnoBatla n,nKol Me\aHn3Ma xo-ju ce cacro.ju ol
cerMelrara raHKIIl{ e.rlacrut{Htlx rpe,la. fpele cy pa3nn\urrlx IloIIpeqHtIx npeceKa n cBaKa oA H,ux Je MoAenoBaHa
KopulxheBeM Ey,rep-6epHoyr,ttljeBc rcopule rpcru. C'nolenu cy Morle-rroBalru raHrrlv rpeAal\ra. roK c.v cer-MeHTfl
npeAcraBiLeHx npeKo BeituKrlx rpc;ta. Melo,la lpcHocue Marprrue ce Kopucrr] 3a aHa-ltl.rrtrtro rl3paq\.HaBa$,e Qpex_eeriqrla
ocqu.,IoBatba. [ar je npuvep NIexaHIr3Nra ca !Ba ocr\reH]'a rr.lcilHnM 3rn060M. Asa,rrrru.rxu pe3ynrarH c], yflopebeHll ca
eKcttepuMeHTanH[Nt u HyrIep]t.rK]tN{ pe3\1.[Tarlua 1o611euu,rr xopuruheu,eu Kouepur1ai'luot corfreepa KolraqH]tx eJteNreHara.

Nikola Ne5i6, Milan Caii6, Danilo Karlidi6. Fractionalv damoed nonlinear Darametric yihration of aNe5i6, Milan Caji6, Danilo Karlidiiilc. Fraclionaly damped nonlinear parqmetric yibration of a
functionally graded nonlocal beam, Proceedings of the 7'h Serbian Congress on Theoretical and
Applied Mechanics, Sremski Karlovci, Serbia.20 19.
liy,utttLt* t)t1ttt ,..tIIr \t. tt)|L1\.1 LttttLl^ t)ttttl t.tttt/tt1t llllL

He;rnneapuo ruHarIfi'tt<o IroHarrarhc rlryuruluorta,ruo rpa,lrrleHTHux ltlf) crpl'xrypa -laB.rrra ce )' rurourrr sHxeBepcKurunenrlHeapHO jluHarIfi'tl(o IloHaIIlarhc Q\HKuuorla,Ilo fpa,lrrleHTHfix ((pl ) cTp)'KTvpa -laB.rrra ce )' rrrorrrr llHxeBepcKulu

23 alrnlrr(aul1-laMa Ha MaKpo. Kao lI rra M[Kpo-,/HaHo-cKalarla. Y oBoM paay c) pa3NlaTpaHe napa]lerapcKe ocuunaquje o[' M34
He,'lo(a,lHe rpeAe ca reolterpqcrou ue,rnneapuorufi.v. Kola Je carpxaHa v clrpaKulouoj Ke,rnuH-Bojroaoj ntrcrcoe,ractuvHoj
cpe.xxHll. Ceojcraa narepujara OI' ualrorpege KoHTuH\'lrpallo Baplrpajii y [paBu! re6,r,use Ha ocHoBy creneHor 3aKoHa

.rucrptr6lquje. He,runeapue napuujarule 1u(repeuur.rlalue -Jelfla'iuHe Kperaba cv rl3Be.teHe xopnulieu,eu fla,rarr6eponor
npllHrlrrna.3a aua,ru:y o5-rlacrri rtectzt6lr,rriocrrr 4rl- larrolpe.ta. xopnruheHa le uerojla uH(peNreuTzutHor xapr,roHrlcKor
6aranca ra go6u_;ar.se xreparuBHHx o.tHoca u:ltellv rfperacurrrr.le il ilxln'urr\ue axelja;rnor onrepeheu,a Kole ce nlerba y
BpelrleH)

NeSi6 N. Cajii M. Karlidii D, Jovi6 S. SimonoviC J. (2021), Nonlinear Vibration of Fractional
Viscoelastic Beam on Nonlinear [,ayer, 8 th lnternational Congress of Serbian Society of Mechanics
Kragujevac, Serbia, June 28-3 0, 2021. pp.63 6-63 7, I S BN 978-86-909973 -8- I
iilttlnar t)t:1t( LLti! r( nit'
Ocnoslur uuJB npura3alur pa.la.je aHar.ur3a Herr[HcapHux ocuu-aaurl.ja rfparunouo BflcKoeilacru.rHe rpeJ,e Ha ue,ruueapuoj
e,racruuuoj ocHoBl4 IIo.1 xaplroHr.rlcxor\.r loSylorr flprrNreHo]vr Nreroae uHKper\re HT?:ruor xap,noHujcxor 6a,rasca. 3a

24 onucuBarie rroHa[la]sa \:aTepltla.rla KopltcTit ce (tpaxUuoua Kelaru-BOjroea KOHcrlrT\Tr'1BHa .letHaqilHa. PerlrepeHrue M34
.lelHaqrHe cy H3BereHc ropuruher+,eur Xaun,rrorrosor nprlHrtuna:lacHoBaHor- aa Oj,rep-Eepuoyr,rr{eBol reopu.jlt tpeIa. ca

HexIIHeapHoIl e,,lacTllqllorrr ocloBolr I oou Kapuaur)Blrilr Hcr'rrrHeapHocTllrra vc"ite.l llcTe'r&u,a. one ue"'tflrteaprre IrapuuJa.1He

Sutpepen4u.la,rne je4nauuHe cv cBe,qeHe Ha HelnHeapl{e o6tuue -qu(repeHun1anHe -leJ.HaquHe rexHuxoNr I-a,repruuose
npo-iexqu.je 1,:uuajyl-Lu 1- o5;up npBa ABa uo.fa Mcro.la uuxpelrellr'r,rHor xapMUrrnlcxor'6a:rzurca ce Koprlcru :a ro6ujame
o,3lrBarpelenorrejcrgoNrno6v!e.Pe:v:rra'urcr vrropefeuncaoHuMailj,rocr\nHcnr.rreparvpe.llapaucrapcraaua.rrr:a.je
ypa!eua ga 5r ce yrBp.rrro yrnual (paxgloHol Ke-rsurr-Bo.jronor aucxoelracrrl,nor c.rlo.la lla rpu,rrapHc u ccr)'H,rapHe
pe30 HaHlIr rl e.

Nikola NeSi6, The free vibration problem of classical and nonlocal stepped beams, Mini-Symposium
"Nonlocal theory of mechanical structures'', Mathematical Institute of the SASA, Belgrade 2017,
Serbia, c"tp 25-26.
h1rt1,,rrr,, on!r( t:Lrt)!) )t t!)/L

Crenegacre rpele ce uajveurhe Kopucre 3a MoAe,,ruparbe.le-[oBa \, [rexaHrJqK[Lr cK.rrorloBuMa Kao [rro c] Bparnna. flpr qeMy

-ie.lua crpasa rpere Moxe Slrrn noron-reua y (r-lvrg. Creleuac'r'e rpele ce ua.;ueuhe cacro-le or u ir,ejloBa ucre retruerpuje
arlr pa3r,'IilrtllTllx flonpeqHltx npecera u;uaca. Yruuirl \rc-lnJa Ko-lrr.i)r\p]a.\le ce ]roxe i\ro-Tenuparu e.ractrr,*ruu c,ro-jelr

25 Butx,rep-oror Tuna u cnr,-'batxt}c nprrr\rxcrbc xo.1c.ic par"rrrurrTo HJ cBaxoNl cefNteHTY xo.;e.1e Pe"anjeaof Tl{fla. E"racruqun
cnoj je npegcraB,,Leu Hu3oNr KoHrrrHya"rHo pacnopellcurrx onp\ ra ,rrlx creneH:rcre rpeae. Kolrn.reruo n:nofett,e -le raro 3a

onrure rpaHuirHe yc.noBe. Koplrurhen,elr la,rall6eposnl rrpuuqufla r He.'loKarrre leopr{e e.'racruLrHoc'r'r{. rl3Berlere cy
rapuuja,rue gu{epett4r_jarure je1trta.lrrLe ocurL.lL)Ba}ba. 3a o4pellnoane corcrBeHr{x Bpe.rHocru u corrorBeHux Bexropa cy
rpulrelbeHe Eepuy,rr.r-OiprleoBa uero.1) h \rero.lv rpaHcrlrep rrarpuua. flpoy,uaeaue c\ ocruinauu-le ca.lafl{M u c,ra6uu

je 4lcxy:rorana lroryhHocr npr{MeHe HeJroKirnHDx crerreHacrlrx rpeAa y KlaclrqHr.rM r{HxerrepcKuM crrcreMrlMa
je ueaora,ruu flaparlerap 3aHeMapeH lr v HaHo cncreur[la xa.raje eQero BerurruHe Kpo3 HenoxalH]r napa^{erep y3er y

ikola NeSi6, Milan Cajii, Danilo Karlidii and Julijana Simonovii, Nonlinear vibration of small si:e
on fractional visco-elastic foundation, Third International Nonlinear Dl,namics Conference

(NODYCON 2023). Rorne, Italy, June 18-22,2023.
l\'l)dt1tt.lK |)tl1|r' ILlt)f) )t( t!iIL '

Y osoM pagy -je auau:rpaHo ruHaNurqt<o flonauralbe rcrlilrcrprr-lcKlr HeiurreapHc HaHorpe.r.e ro-ja,reNtr ua {par4ronol

M34

Y pa^ly -je [plrKa3aH IrepxoafitulJ -rrturqaHu cucr(\r rir)lu rroKa3)]e rono.roluNa cran a uurep{rejca. Vruuaj rlapaMerapcxor
lojauan,a Ha cralr,a uurep$ejca.je [pr1xa3al1 3a cx\..la.i ca ocunxaropoNr rnna MaLr.;e-/'(y(rulr ua uurept]ejcy.

Julijana Simonovii, Nikola NeSi6. Jose Manoel Balthazar, Mauricio Aparecido Ribeiro, Jorge Luis

1a Palacios Felix. Steady State Sollttion Jbr Dynamic.s of a l'{onideal Crank-Slider Mechanism yNith an
Active Mass Damper (AMD).9th International Congress of the Serbian Society of Mechanics July 5-7,
anil \/--:^xl.^ D^,.:^ e^-L:-

M34

ii

Bl4rxecrpyKe nepr1p6auu.lc. Mero.le lHxpe.\lelrra:rHor xapNroHrlcror 6anzurca u Lbyvapxoee lrero;1e. Ilpovuana.;1'
ca c"'Ia6olt n .laxor'r ue,ruueapuourhy. ,{era-rxo .je pa:uorpel yrut1a1 par,lu.turn\ fiapatrerapa. Kao ruro cv
IIa[ux pa3Mepa- cnoJlalxma no61',1a. napalrerprr rfpanurono BucxoenacrutrHe lro/ttrrote ur.q., Ha a,\rfllluryaHo-
-II{tarnaMe

Caji6, Nikola NeSi6, Danilo Karlidi6, Paratttetric Amplification in Periodic Chctin S1,stem, 9lh
International Congress of the Serbian Society of Mechanics July 5-7,2023, Vrnjadka Banja, Serbia

,t,tl. ttt' t. 1,1. M34

M34



A'pttttt,tt; t)rilt t.it)l) )n itltt'
AxrltsulJ;.luHaNtuqliu iulcop6eplr {AM!) cy }peba.iu Ko.lu se KUprrere rl NUHTpo,'r\,B}JOpauu.la Ko}rc'l'pyKuu.ia u rmtuuHa.
flosehaaa ce tluxoBa npuMcHa r rrHxeuepcxoj nparcu. Ocuoea oKBupa KoHcipvKulle.Ie no6ylleua Heu;fea,tHrir!1 Moropou. a

au6paquje KoHcrplKltlr.le ce Kourpolluruv [oNrohy AMA Ko]r]rla Ko.ln ce Ha"ira3e Hir meronoM epxl'. Oraj cucrelr je
l{aTeMaTIrqKfl .\roAe,[oBaH r .jc-1H;t.tttHe KpeTaH,a cy u3BeAe]re xopnruheu,eil Jlarpau;xoonx -jetua.rnua jlpyre BpcTe.

Ee3^qtr:ireusrtoHa-qHe.,erralrrule Kperaba ce perxaBaj\ rrpurreH(rrr ve'ru-tc nepnpSaurrie tsuruec'rpyKr.1x tspeNleucKrrx cxa,ta n
ercrnrrlurHo ce ro6ul I l) oL'p r tu rll Lr Ha cra6unH a peuer6a.

Nikola Ne5i6, Predrag Kozic, Goran Janevski, Modes oJ' non-homogeneous damped beams on crn

elastic layer o/ Iltinkler type, Inovative Mechanical Engineering. University of NiS. Faculty of
Mechanical Engineering, Vol. I No. 2 (2022), pp. 130 - 152
lipattutt; orurr iLr()l) r{ l!ir(.
Crenesacra rpera npoyqaBaHa v oBoM paily lroxe ce Kopllcrr.rrr, 3a 

^rorerroRalie 
i\rHorrlx r1e.rloBa y rrexariliqKuM

cKrIoIIoBIrMa. Kao [ITo cy paalr.flrue. N{e}Laqri, ur,r.. r]e_ie rpela ilo'lon.l},era \ Hexrr uertu.jyu. Y oeun c.ryva-1eBrrMa. rpe.{a ce

cacroiu oA ABa leJra ca pa3-rrfiqrlnrr{ ocoSr,maua uarepujana {uilcil. Kp\1oe r}. e no-l,lr-je }rc\uruorcHo rpnr\ tueHa u oc-[au,a ce

ua Buxrnepou crrac'ru,rHu cro.j. Erracrlrvun c,roj npegcranJha.l\ Korruru\npauo pacrropelleHe o[pyre ]l1x cTerreHacre tpere.
29 Kopuctehn lpllH lb\1Hr,ts JirKillr lr N.lJLilrtrrl rcoprryr c.rJ;JilrrH{rullr. llrBClcll t( JilclcN lrapuHJa.rlilx tnr[cpeuurja.rHrrx

jeguaulrua Kpeta.r'ba. llpnuerlerru c\ pa3lrlrqurr rpaHflrrHu 1c:ronrl l]a 6n ce o1pe1u.'re colrclBeHe BpelHocru lr corrcrBeHu
BeKTope. ltopucril ce rlre'ro-la Korlaqnu\ pa3nma 3a peruaBalbe npo6rrelra ar'rdpaull;a c'r'eleHacrllx rpera. Pe3ynraru ,ro6u1eu
NreroaoNr KoHarrulrx pa3xuKa vnopel)cun cy ca alrarlrrriqKuM pei\rrrarrnra. r<ojrr cr'lo6u1eun flpur\lerroM Sepuy.lu-
@i,pu.ieooe ueroge. Vrupfeuo.je.la.je pal"rluxa y goSu.ieHull BperHocruMa ilpnrreHou iIBe pa3,.ut,tlre r\rerore 3aHeMap-rbriBo

M54

OitptL:.'rrnrt'tu,t' Ha ocHosy rpunoxeHe AoKyMeHTauuje 1'lapfieHo je Aa KaHxutrar Huro.ra Heu-ruh ucrylbaBa cBe
Kpl.{replljyMe npaBflnHIrKa o locrynKy npunpeMe u ycJroBa:]a oa6pau),-toK'ropcKe Ar,rceprauuje. flo,roxuo je cae ucnure
npeABIIbeHe iIIaHoM 1{ nporpaMor\r AoKropcKr{x cryAujcKor rlpor,paMa T'eopujcxa u np[MerieHa MexaH[Ka Ha

Marutlucxor.t $axy,rrery Ynurepsurera y Huu-ry. Huxo,ra je npsonornucaHfi ayrop y ABa paaa y qacon[cuMa ca SCI
nl{cre (xareropfija M2 I Ir M23), Kao I4 IlpBorrorrucaHu ayrop je.iHor paaa }ioju u3Aaje Maruuucxu $ary,rrer
Yuunepsurera y Hfiruy. florteuylu pa.qoBl{ cy ycxo rroBe3anu ca rer\,loNr rberoBe.(oKTopcKe truceprauuje. Yuecrnonao je
Ha BeheM 6pojy nefyuapoAHxx 14 rxoMahux r<on$epeuuuja, Ha KojrlMa .je uraarao ucrpaxuBaqxe pe3yrrare. Haxou
lMeHoBalsa KoMllclllje 3a npouelr] 3acHoBaHocTu TeMe [oKTopcKe .1[cepTal.(tl-ie. flotrHeTor H3BerrrTaja, a 3aTuM rI
r{MeHoBaH,a KoMHcH-ie ja o-t6paHV -toKropcKe auceptauu.ie. NaHr}i.rat .je ulpa tuo tj rpeaao pa-tHy Bepju.jy aor<ropcre
AI4ceprarluje 3aAoBo6aBajyhe caqpxuue ri o6uMa, y cKJrally ca o.qo6peHoNr rcr\roM AoKropcKe AnceprauHJe.

BPEAHOBAI} E TIOJEAI{HPIX AENOBA AOKT OPC KE AIIC E PTAIII'TJE
Kparax ofluc nojeAuHr{x AenoBa Uuceprarltrie (r)o 1(){) 1,,,,ittt

Oea 4oruopcKa -qucepraurlja je xouunnupaga u HarucaHa y 7 nclr.uaa,'ra.

flpao norlaa,'r,e je yBoAHo liol'naB,'be. Y *euy cy AncxyroBaH[ o6jaBJbeHx pe3ynrarl.r axryenHr4x ucrpax(uBar]a Koja
cy Kopucrrna ucre llJ'Il4 cJItltlHL' MeroAonorll.ie 3a pelUaBalbe cpoAHr4x MareMaruqKrrx Monena. llou[o ce Ancepraurrja
6aau npoyuaBalbeM ocuulauxja Me\aHr4LrKrlx c[creMa ca OpaKquoHr4rvr fip[ryue]rreM, y oBoM yBoAHoM [ornaB,By cy
Aare ocHoBHe le$l.ruflUuje J'IeBIx lI AecHu.\ [3BoAa HeUenor peAa u ro: PuMaH-,IIuyBunoB! I-pnuea,rA-,rlerHuKoB rr
Kanyroor I13BoA. llopeil 'tofa cy .qelra ocHoBHa cBojcrBa rlpaxuuounx [3BoAa. flourro je y jegHoN{ oA Mogena
vcnYTVBaHa HeJIoKaJ'lHa rpeAa or $yuxuuona:lHor rpal{fljeHTHor (OI') Mareplrjana, oBAe cy Aare ocHoBe o Of
MareprljanllMa, Kao I,1 ocHoBe HeJIoKaJ'IHI{x reop[ja MexaH[Ke KoHIlrHyvMa Lr ro: HeJ.loKa[He reop]rje eracr]rrrHocrrr,
.quaa'rauujcxo rpaahjeHrlte reopu.ie e.rocll4(ruocnr lr HeJloKa. lHe -tu,tataullicKo rpatrldjeHTHe reopnje.

Y 4pyrorrl fiornaB,fby.je upe;lcraatbeHa Merolfa [Hxperue]rramror xapuouujcr<or 6aaasca (I{XE) na uujoj [prrMeHB y
r{crrrrrrBarLy Henr4HeapHux ocuuraqxja ca abparuuoHuM npuryuerseM je 6atupaua oBa Aoxropcxa 4ucepraquja. HaJnpe
je gar yno4 y MeroAy xapMoulijcxor 6a,1aHca. a 3arrrM y Mero[y r4HKpe]\reuraJrHor xapMoHr.icxor 6anawca. Haxou rora
ce KaHA[Aar ocBpHyo ua noreulxofie y npe.[craB.]]an v pe3ynrara caNro npr4MeHoM HXE nero-le. re je .rao op[r[HaraH
Ilpl{cryfl y lpeBa3[naxe]by oBllx lloreruKoha. Y ry cepxy fipeAcraBuo.ie npuueHy I,IXE ueroAe 3ajeAHo ca MeroAoM
HyMepuqKe KoHruHyallllje'fi ofltlcao KaKo ce oBe .IBe NreroAe tajeauo rrpunreru-vjy. Kau4uAar je rarole npunrrKoM
onucl{BaH,a Merotre H)'MepilLlKc Kt}Hrl,lH)auHie tao yBoJ ) ceKBeHunja,rul xoHruHyauuj-v. KoHTHH)aunjy nceyaoJ.ryKoM [1

napaMerpll3aullj)'. Ha xpaj-v uoltitn,'ba je Aao o[r.rc (Dnoxeoee reopuje 3a ucriltrtrBarle cra6ruruoc.rn.
Y rpeheu nornaBJ'by -je 4ar yno.r y nepryp6aur4oHe Nre.ro,re. Orrucaua.ie .,rlpexr.ua npuMeHa nepr.yp6auuj a, Iluuwrar-

lloeuxape MeroAa u l\{erola Buuec'lpyrrrx BpeN,reHcKr.rx cKa]ra.
t{errpro rrorraBJi,e trpeItcraB,'b[l byuapx MeroA), 3a peuarjarr,e (tpaxunounx A[sepeHuujzuruux jeAuauuHa. OBIe je

nojaumeua ynolpe6a oBe HyMepuqxe N,{ero{e, Kpo3 AtjcKperfi3auu.l) y ,qBe cKane u ro ,[r4cKpera:auujy $paruzouor
Ir3BoAa I.puura,r4-,r1erHt,txoBoM anpoxcuuauujou h ltxcKpert,trauujy quOepeuqfijanue jeaua.rnue lr cucreMa
tu$epeHuujanH nx .ietrua,rnsa ia r ll r r er paur.r-iy.

Y leron lornaBlby je npuxarau npBu HyMep[qKu fipuMep. Y ueny cy rc[[rr{BaHe ocqr.{nauuje Hent{Heapue Oj,rep-

yK-rlerrlrema.3a ocrale rpaHU(rHe ycroue (c,rro5o,r,Ho oonorlerra, ttor{ro.rra. o6ocrpauo c,ro6o,qHa). xapaKTeprrcrr{q}le
jelua.ttrue cy rare 6er n:nofier;a noruro je trocrynaK crluuau. llcrpaxeHe cv npexorlrel]Ho lprilytlteHe !1 He;foBoJ,rrHo

npllfvlxeHe Bu6pauu_je. Parvrrparr.jc lruuaj xplrocLn Buux,reporror crqa Ha colrcrBelle (apaKTeplcrure. I

Il
I

zrulrvrbrrrluu l v uJlurrA 5A uAb.rAtly AUl( r ururul AIIUUT rArlr4JU

"rr[1T111]&:.1"T,1;1ffi$.n:ff;',.Tif#',dl[Hf 
ruccpratluj'l. roju cv npe'1ru!e,u 3arouon o BHcoKoM 

I nu

HAIIOMEHA: yxoluxo je KaH,xl{aar o6januo Bxlrre or 3 paga, Ao.larr.r HoBe pe.loBe 1 oeaj 4eo loKyMeLrra
I

"i':. I1rir.'.::-:lll.i :r...]q-'!fi

I{CfTyILEHOCT yCJIOBA 3A OAEPAHy AOKTOPCKE AI,ICEPTATIIIJE
r\arAlra4r yrgrrJ babd ,YLirubL Ja urlLE_y r u;luP4tlJ :lu^ruPUt\(

o 6pa3oBalLy. Claryro u Y u nn ep:urera u Crarl'rolr Oax,v-,.rrera.



Eepnyaujene rpeAe MoAerapaue HeiIoKanHoM reoprajon r reoplrjou aularaqr,rjcnor rpa4ajeur" ,u 4[u*qr;*|BlrcKoeJlacruuuoj no4Sosz llacrepuaroeor rl4rla. KanAr.rAar je Hajlpe npeAcraBro Ojnep-Sepny injeny r.oprjy .p"a" ,
MoAerI rpeAe I4 rIoAJIore fi [3Beo jegua'ilarry MaJII4x rpal{cBep3anHrrx ocur4Jrar{uja. 3atnttje npru<asano p"-uuu*" ,"j
jegHavzue u [peAcraBiLalbe HefiuueapHor [epl4oAr4r{Hor oA3rlBa MeroAaMa: I4XE, nepryp6ailuone MeroAe Br4rxecrpyKro(l
;BpeMeHcKI{x cKaJ'Ia u lLynaapx MeroAoM. Harou rora cy npeAcraBJ.beHr{ nyMepur{Kr4 pe3ynraru z ro: pe3yJrra* noj, ryijnotnpfenn ca Br.rlre pa3[rFrr{Tux MeroAa, a 3a ynpolrreHr4 MoAerr 14 ca paAoBxMa Apyrux ayropa y nr,rreparypra; vcrtr4Tall
i.le .yTI'IIIaJ 

pa3J'IIIITII'ITI'IX [apaMeTapa Ha AllHaMlIKy oBoI MoAeJIa I{ npeAcTaBJbeH Ha aMrurr{TyAHo-Spexnerrrnuul

iar'rjarpauurraa; 
gara je aHailr3a aMruIrIryAHo-BpeMeHcKr{x gujarpaua; :a ineqrajannx cnyuaj *aar- Spaouror, ,rrog j

[ocraJe [pBlr r43BoA $yuxuzje ucnrn:raua je cra6z-nuocr flpr.rMeHoM (Droreose reopnje. 
i

. ll[ecro rlorrlaBibe panMarpa AI4cKperHu Mexaurarrxr4 crrcreM ca Br{rxe creneHr{ cno6o[e Kperarba. LIsa6pauu.rpr*"pj
je 4uuaurvrn ancop6ep y clrcreMy ca [pr4ryue]beu Qparquonor peAa. Hajnpe je npegcraBrleH MoAeJr , ,.u"g"r" 

"yi4ee je4aauuHe Kperalba. onaj czcreu $parquonnx gra$epenuujanHux je4uauuHa je peuren r{ Herrr4ueapHu nepr{oAr{rrHr{l
oAsllsu go6ujeun cy MeroAaMa HXE ra lLyrraapn. Hyueprauxu p"ryrruru cy ao6r.rjenn-r4 rpynr{caHr4 y pe3yrrrare norBpAel
peluelba ca BLI[re anpoKcl{MaTnBHlrx MeToAa, pe3yJITaTe vcilytT:zBarla ytw\aja pa3rrr4qr{Tr4x napaMeTapa Ha ArrHaMr{Ky
Motren a w a*ailt43y aM ruuryAHo- BpeM e H cKllx a raj arpau a.

V ceAuorra [orJraBJby cy Aar]I 3aK;byrlux Be3aHo 3a rIpIrMe]LeHe Merore 14 MareMarl4r{Ke MoAerre.

Hzno ocrnapvBarua rocraBJ'r,eHrrrx rlt4JbeBa u: npnjane Aor(ropcKe 4rlcepraquje krt )01) 71e.111)

llocran.rreuu urlrbeBlt upe4auleHa npajanou y norrryHocrx cy peanr43o BaH:z y oKBrrpy rpeAare gucepraqaje. 
]
lI qrr" oBot HayqHor Llcrpaxl4Barca je 6uo aluLL43ilparl_ [pr4Mepe AuHaMuqKr.rx cr{creMa ca flpltrylreHr,rM npr4HyAHr.rMi

ocrlulaqnjalla, xoju ce cBoAe Ha HeJ'luHeapne $parunoue 4ra{epenqujaane je4uauh*e urt4 cflcreMe Henr4HeapHrD(

Qparrgour,rx grzSepeuuujanurax jeguaurzna ly$ranroBor 14,.rfl Maruje-[ydrrzHroBor rr,rna. llpuryruerre KoA orar.sux
cucreua je MoAeJ'II,IpaHo u 4eSrnr,rcaHo ca I43BoAoM Heuerror pe4a. Onaj urub je y nornyHocrlr ocrBapeH.

CreAehu ocrBapeHll ur,Ib je Kpelrpame Sa:uux loprpera u awflnrtryEr,o-Sperneuruux oA3r.rBa t4 acrfirrar1,e yrugaja,
lpaeluuurrx flapaMerapa Ha AI{HaMI{.IKa noHarrrarba oBarBrlx cr{creMa. Kao uaj:uauajuuju rraefy rru napaMerpr{Ma
iusanajajy ce peA t[parquouor I,I3BoAa, HenHHeapHH napaMerpr.r u napaMerprl uo6y4e tujucy yrw$jugucryronarn. 

1

i Oo BerII{Kor suauaja je 6uo qLUb l{crll4rr{narra uoryhuocrr4 [puMeHe MeroAe r{HKpeMeHranro. *ap*orri"xorl
tlatartca (lD(S) y rou6uHaquju ca MeroAoM HyMep[qKe ronruuyaquje s'a o4pefuru*" ur.rrrryano-$iexn"rrrrr.]
ioA3uBa HerII,IHeapHI{x ,uI4HaMI{tIKI{x cr{creMa. Tarbfe, ur{"t je 6uo lrcuurarN e(praracHocr 14 IrprrMerubr4Bocr MeroAe I4XE
,Ha peluaBalbe je4ne vuw cuc'reMa He[lIHeapHrD( $parquonrzx 4ra$epenqr{a,rnrax je4na.ruHa rope floMer{yra ABa r?r[a.
,Ilope4 Tora, uI,IJb je 6zo u ynopelueaue I4XE MeroAe ca Apyrr{M MeroAaMa tacre HaMeHe, Kao rxro cy Ha npmlep;
uepryp6aquoHa MeroAa BI{IIrecrpyKI,Ix cKaJTa r4trt lSyuaprora MeroAa 14 Ar4cxyroBaru [peAHocrrr, MaHe, e(fuxacnocr u,
olcer npo6nema Ha roje ce MeroAa Moxe flpl{MeHuru. Osa rpyfla UHJbeBa je y norlyuocrr,r peuuursoBaHa.

laKole Je buo uurb rIpIaMeHa MeroAe HyMepr4rrKe rourunyaqnje, jep ce :axaa-ryjyhra noj uory go6u1,
auuluryguo-Sperrenrue KapaKTeplrcrl{Ke Henl4HeapHr,x cl4creMa ca Be,rr4Kl{M Herrr.rHeapHocrr,rMa r{ ro 6eg raqaKal

ilpeKuAa ua gujarpaMy. Onaj uur je y uorrrynocrll ocrBapeH, qrlMe je 4o6lrjena MHoro uornyunja cnr{Ka rroHarrrarrai
cr4cTeMa.

I _ !y nepuQraraqnje pe3ynrara I{ IbllxoBo ynopefr.rname ca pe3ynrarr{Ma Apyu{x ayropa je rarole ocrBapeH. 
,

:Bp.fi;;#irravajauHayqHoFAonp[Hocape3ynTaTa4nceprar-prje(t)o2U0pt,ttt)

Y oxrrpy AoKropcKe grcepraquje lopeA ocranlrx rn:gaajajy ce c,te4ehn ruauajnz pe3ynrarrr:
- MoAerlapaH,e aKTyenHlrx Henl4Heapunx upo6aeua r43 ilvlf.aMlr4uruax ancop6epa r4 ocqunarprja rpe4a ua noglosra, j

rojr.r ce aAeKBarHI,IM 6es4uueusltoHrrcarleM cBoAe Ha He[rrHeapHe Sparqlroue grsepeuqujanHe je4uavuuei
cJrrrqHe npo6nenay ocur,{rraropa.{y$unronor:runa; 

i

- usgnajame lr ger[uuucan,e rpyne [prrMepa u reHepiurulrx 3aro.byr{aKa, tre je ueroga ,rnpa*"rrurro.l
xapuoHujcror 6a;iauca uoroAHuja oA [epryp6ar{r{oHe MeroAe Br{ruecrpyKrrx cKaJra n lLyuapx ueroge ta]
pelrraBaBe cl{creMa HeJrl{Heaplx SparquoHro< 4r,r{epenqujaun< jeguaurzna ocur,rJroBarba; 

i- I{3BpIxeHa ie a:uata3a pa3[LltIlrTlrx suauajnn< [apaMerapa Ha aMrurrrrygno-<fperneurnrau 4ujarpalrnuai
npeAcraBJbeHD( clrcreMa, re je xouenrapr4caH Lblo(oB yrulaj Ha HenuHeapHo Al,tHaMuqKo neHauarie rlrx

ICIICTEMA.

flo6ujeuu pesynrarlr gajy sHauajaH Aonpr{Hoc KaKo y reopujcrorra npoyrraBarby Henr{HeapHlx npo6neua crpyrrypue I

tAUHaMflKe, TaKO r{ y [prrMeHaMa rrotolHtrx HyMepflqKr4x MeTotra 3a 6r4xoBo pe[raBarbe.

OUena caMocrilnHocru HaytlHol paAa KaHnIUara irrr') I|)|t l,c'trr't I
I

-__-,-___,,_f,

KaHAuAar Huxola Heruuh, Macrep rrHxerbepa Marlr,rHcrBa, je r.respruzo creo6yxnarny, AeraJbHy " "u;.;";:AHZItu3! uocrojehe Hayque rlureparype rls o6nacru reMe AoKTopcKe Ar.rceprarluje na ocnoBy xoje ce nu4u uorpe6a sat

icrlpoBeAeHxM I4crpDKIlIBaILeu. tr{cno,uuo je usyser:aH Hr{Bo caMocraJrHocrh y paly, aHailLr3r HayqHD( casuaBa yi
olilacrr tlrcrpunutBarba I4I oprl4HanHocr y ocMrrrx rbaBar$y rr Kpeuparby HoBr4x HayqHr{x peuerba. Pesy,r:ranr clpoBeAeHr{x

lucrpaxuaana, rry6nzrora]d{]1. u y BlrcoKopaHr4rHr{paHr{M rracolucaMa ri3 yx(e HafrHe o6nacru xojoj uprana4a reMa
rAomopcre 4zcep:raqr{e, y rlorrryHocrra uornpfyjy Aa je xanAuAa:r ocnoco6&eH 3a caMocr€utHa HayqHo-r.rcrpaxr{Barrxrrt
paa.



SAKJbYtI AK {do i rt{} peuu'1
' Ha ocHosy rperneAa rloAHere rep:r.rje AoltropcKe 4racepraqaje u yBHAoM y ny6lur<oeaHe HaytrHe paAoBe KaHAt4Aara

qJraHoBH Konaucnje 3a orleHy u o46pany AoKropcKe 4uceprar.rje saxryuyjy cle4ehe:

' rloAHeru pyKorluc oAroBapa reMH AoxropcKe Ar{cepraqraje oAo6peHoj oA crpaHe HacrasHo nayvnor aeha
Maruuncxor Sarylrera y Huury u Hayvno crpyqHor seha YHrreep3r4rera y Huury;

o pa4 je aAeKBarHo r(oHrlrril[paH r.r rexHr4arKr{ KBiurrrrerHo o4pa!eH;

' Haln{HH AorIpHHoc I{ opurl4HanHocr Al{cepraquje nornpf euu cy o6janrsnramel4 seher 6poja pagona;
t pa.rl npeAcTaBJba Opr{THHiIIIaH Ia Bper'IaH HayqHI4 H CTpyqHH AOIIpI4HOC y o6taCru r4crpaxr.rBarr,a, rOju oTBapa

HOBa [OJtsa [prrMeHe [pvKa3aHr.rx MeroAa Ha BeJrrrKrr 6poj pezuruzx nprrMepa.
Llwqyhu y BrIAy HarIpeA HaBeAeHo xotuucrzja rpeAJraxe Hacraeuo HayqHoM eehy MauruHcKor fiaxymera y Huury aa

ce [oAHer]I pyKonl4c Kali.!'vnura Huxo,re Herunha noA Ha3r.rBoru Anaau:a HeJrrrHeapHe A[HaMr.rKe Mexanrrqxr.rx
crpyKTypa ca [prrrylrrerreu QpaxqrloHor peAa rlprrMeHoM arrpoxcr{MarrrBHr.rx MeroAa rrpuxBar}r Kao AoKTopcKa
4raceprquja, Te,{a KaHAr{Aara rro3oBe na ycueHy janny og6pany.

KOMI,ICI,IJA
IJpo.l o;nyxe H HIJ o uuenoean y KouNca.ie

Jl r yrr Nrrer rouarla Kurruu.rje

P. 6p. lluc lr npe:lruc, 3BarLe

HCB 6poj 81 20-0t -006 123 -036

10.07.2023. rot

flornuc

4.

If ealr Ilan,roeuh, naHpeguu npo{ecop

Tcopuj cr<a rr nprrMerleHa MexaH[Ka Maurzncxvr $axy,rrer Ynrnepszrera y Hnuy
;.i/.':. ar,j r::.:t /.i.t .: t....::.,.::,:.:rt ,,,., -,., ,., .,:,

Cp[arr Jonuh, pe/.IoBuu upo$ecop ] ,ru,
I

Oaxylrer rexHr.rrrKr.rx Hayxa

| ,,u*
#/e{r U"tt/rl- '

Mexannxa

(7 "ma it?, t',t t r ?. ad stz't:' r' 1

Ynneep'.tmera y llpr.rrrrrrra ca rrpr.rBpeNreHHN{

ceitilrrrrelr y Kococcxoj Mll'rponnrlz

C\.

fiaryu H Mecro:

V Hunry, Beorpa4y r KocoBcKoj Mrarpon ilr\14, Z0 . jyt 2023 . ro.{}rHe

Jy.llujana Cunrononnh, ranpe4nu npoeecop MEHrup,

l' - 
PerrIceAHI'TI(

'I eopulcra u [plrMelbeHa Mexaurrxa Maruuncrlr $axynrer Ynnuep:mera y Hraruy

(Y:Nz-r.a:l,i't",2 a1.nzcz1 (-1,;.:2.;,.:.: ,, -::::i,-., ,.,..:.:::-:-tijf,,j ,// "' ' vFaL/ ' //(/

JereHa Manoj,ronuh, pegonnn flpoQecop r{rraH //t/ fi,a 42. Mareuarura llpnpo4Ho-r,rarer\,{arrrqxr,r $axynrer 
' 

,Y;J ^,, _ _YHueepsnrerayHr.rury (il t0*tEA-74,
',.TsL:.t: lt:S-.1'ti,.zl. ai.:1.Wii!.:'i l.\!",:1 i.t,,lt)i,t-1, .., ;;;:;1jt:1 1r l:tt1i.t,:)ii:ti'i \,,l 
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Muxan,ro,llarapeeuh, peAoBHr.r npoSecop rrJrar 
_--ZZ

Mcxanuxa Marrruncxu rfarcy,rrcr Yuuncplurcra y Ecorpa;1y
,l'; t,,..t 1.., . .. .. :'.. .:.:,.,..: ,.:..t .. .,,:/., ,-.,,.

MeHTOp, 4)eAceAHr,rK z"
ayHr.rury /urrugrrnt
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Изјава 1. 

 

 

ИЗЈАВА О АУТОРСТВУ 

 

Изјављујем да је докторска дисертација, под насловом: 

 

„Анализа нелинеарне динамике механичких структура са пригушењем 

фракционог реда применом апроксимативних метода“ 

 

која је одбрањена на Машинском факултету Универзитета у Нишу: 

 резултат сопственог истраживачког рада; 

 да ову дисертацију, ни у целини, нити у деловима, нисам пријављивао/ла на 

другим факултетима, нити универзитетима; 

 да нисам повредио/ла ауторска права, нити злоупотребио/ла интелектуалну 

својину других лица.  

 

 

Дозвољавам да се објаве моји лични подаци, који су у вези са ауторством и 

добијањем академског звања доктора наука, као што су име и презиме, година и 

место рођења и датум одбране рада, и то у каталогу Библиотеке, Дигиталном 

репозиторијуму Универзитета у Нишу, као и у публикацијама Универзитета у Нишу. 

 

У Нишу, 06.10.2023.                                           

                                                                         Потпис аутора дисертације: 

       
        __________________________ 

                                                                                      Никола Нешић 



Изјава 2. 

 

 

 

 

 

ИЗЈАВА О ИСТОВЕТНОСТИ ЕЛЕКТРОНСКОГ  И ШТАМПАНОГ ОБЛИКА 

ДОКТОРСКЕ ДИСЕРТАЦИЈЕ 

 

 

Наслов дисертације:  

 

„Анализа нелинеарне динамике механичких структура са пригушењем 

фракционог реда применом апроксимативних метода“ 

 

Изјављујем да је електронски облик моје докторске дисертације, коју сам 

предао/ла за уношење у Дигитални репозиторијум Универзитета у Нишу, 

истоветан штампаном облику.  

 

У Нишу, 06.10.2023.                                           

                                                                         Потпис аутора дисертације: 

       
      ___________________________ 

           Никола Нешић 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 



Изјава 3: 

 

ИЗЈАВА О КОРИШЋЕЊУ 

 

Овлашћујем Универзитетску библиотеку „Никола Тесла“ да у Дигитални 

репозиторијум Универзитета у Нишу унесе моју докторску дисертацију, под насловом: 

„Анализа нелинеарне динамике механичких структура са пригушењем 

фракционог реда применом апроксимативних метода“ 

 

Дисертацију са свим прилозима предао/ла сам у електронском облику, 

погодном за трајно архивирање.  

Моју докторску дисертацију, унету у Дигитални репозиторијум Универзитета у 

Нишу, могу користити сви који поштују одредбе садржане у одабраном типу лиценце 

Креативне заједнице (Creative Commons), за коју сам се одлучио/ла. 

1. Ауторство (CC BY) 

2. Ауторство – некомерцијално (CC BY-NC)  

3. Ауторство – некомерцијално – без прераде (CC BY-NC-ND) 

4. Ауторство – некомерцијално – делити под истим условима (CC BY-NC-SA) 

5. Ауторство –  без прераде (CC BY-ND) 

6. Ауторство –  делити под истим условима (CC BY-SA)4 

 

У Нишу, 06.10.2023.                                           

                                                                                     Потпис аутора дисертације: 

 

          
___________________________ 

           Никола Нешић 

                                                 
4 Аутор дисертације обавезан је да изабере и означи (заокружи) само једну од шест понуђених 

лиценци; опис лиценци дат је у наставку текста. 


