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teoriju tenzorskog računa i sa kojim sam objavio više naučnih članaka koji čine
ovu disertaciju. Ljubav prema fazi logici razvila mi je prof. dr Jelena M. Ignjato-
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ohrabrenja. Sava i Marijana, hvala vam što ste ispunili moje srce...

Mušnikovo (Prizren) i Niš, decembar 2023. g.

vii



Sadržaj

ZAHVALNOST . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vii

SPISAK SLIKA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xii

SPISAK TABELA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xiii

UVOD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1 OSNOVNI POJMOVI 4
1.1 Površi u E3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Tenzori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 Rimanov i generalisani Rimanov prostor . . . . . . . . . . . . . . 10
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2.1.2 Četiri plus jedna vrsta kovarijantnog diferenciranja . . . . 22

2.1.3 Ričijevi Identiteti na osnovu tenzora â tipa (1, 1) . . . . . 24
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3.2.1 Geodezijske i skoro geodezijske linije i skoro geodezijska
preslikavanja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.2.2 Dve vrste invarijanti preslikavanja . . . . . . . . . . . . . 68

3.2.3 Prethodni rezultati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.2.4 Invarijante ekvitorzionih skoro geodezijskih preslikavanja 73

3.3 Invarijante preslikavanja u operatorskom obliku . . . . . . . . . . 79

3.3.1 Invarijante preslikavanja . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

3.3.2 Invarijante preslikavanja prostora u Ajzenhartovom smislu 82

3.3.3 Invarijante preslikavanja Rimanovih prostora u Ajzenhar-
tovom smislu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.3.4 Invarijante preslikavanja med̄u Rimanovim prostorima u
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5.3.3 Primena različitih metoda defazifikacije na projektovanje

fazi regulatora . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

6 ZAKLjUČAK 179
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UVOD

Naučna istraživanja u inženjerstvu su oduvek bila bazirana na primeni bogatog
matematičkog aparata. Posebno u vreme intenzivnog tehnološkog razvoja, pri-
menjena matematika nalazi svoje uporište u različitim inženjerskim granama. Ge-
ometrijski problem kretanja duž najkraćih rastojanja na površima daje mogućnost
generalizacije promena najrazličitijih veličina u tehnici. Tema ove disertacije je,
izmed̄u ostalog, i izučavanje uopštenog pristupa najkraćih rastojanja izmed̄u dve
tačke na površi, čime se došlo do novih pristupa razmatranja teorijski zadatih poj-
mova diferencijalne geometrije. Važnost dobijenih rezultata tenzorskog računa
ogleda se i u primeni u tehnikama linearnog programiranja, gde se primenom
skalarnog proizvoda generisanog simetričnim kontravarijantnim metričkim ten-
zorom na novi način definiše ciljna funkcija i upotpunjuje koncept transportnog
problema. Definisani su i površinski fazi skupovi, važan alat u opisivanju neo-
dlučnosti, višeznačnosti i neodred̄enosti, sa ciljem projektovanja optimalnog up-
ravljanja kod sistema automatskog upravljanja, kao i poboljšanja performansi fazi
regulatora.

Glavni doprinosi disertacije su sledeći:

1. Odred̄ivanje komponenti alternacije dvostrukog kovarijantnog izvoda i ispi-
tivanje odnosa izmed̄u tenzora i pseudotenzora krivine prostora nesimetrične
afine koneksije.

2. Uopštavanje pojma invarijante geometrijskog preslikavanja i odred̄ivanje
familija invarijanti preslikavanja definisanih na prostoru GAN .

3. Primena tenzorskog računa u linearnom programiranju gde je primenom
skalarnog proizvoda generisanog simetričnim kontravarijantnim metričkim

1



UVOD

tenzorom na novi način definisana ciljna funkcija i upotpunjen koncept
transportnog problema. Ovim postupkom se, pronalaženjem novog načina
odred̄ivanja ekstremnih vrednosti funkcija datog sistema može unaprediti
automatsko upravljanje.

4. Korišćenje geodezijskih linija površi umesto velikih krugova sfere za odred̄i-
vanje rastojanja izmed̄u dva fazi broja čime se generalizuju sferični fazi bro-
jevi i time poslednja koordinata posmatra kao funkcija, a ne kao konstanta,
omogućavajući donosiocima odluka veći stepen slobode.

5. Korišćenje površinskih fazi skupova i drugih fazi brojeva i različitih načina
fazifikacije i defazifikacije čime se bolje i preciznije definišu ulazne i izlazne
veličine fazi regulatora i time poboljšavaju performanse sistema automatskog
upravljanja.

U prvom poglavlju su opisani osnovni pojmovi diferencijalne geometrije ne-
ophodni za dalji rad: definisane su površi u trodimenzionalnom euklidskom pros-
toru E3 zajedno sa njihovim osobinama, prvim kvadratnim formama i osnovama
tenzorskog računa na tim površima. Nakon toga, definisani su tenzori u opera-
torskom i indeksnom obliku, uz podsećanje na definicije Rimanovog i genera-
lisanog Rimanovog prostora zajedno sa odgovarajućim kovarijantnim izvodima
i tenzorima krivine. Uopšteni pojmovi Rimanovog i generalisanog Rimanovog
prostora do nivoa prostora simetrične i nesimetrične afine koneksije i uopštenja
veličina prisutnih u razmatranju Rimanovih i generalisanih Rimanovih prostora
upotpunjuju ovaj deo. Definicijom geometrijskih preslikavanja prostora afine
koneksije pri, čemu je posebna pažnja posvećena geodezijskim preslikavanjima
prostora simetrične afine koneksije i njihovim invarijantama (Tomasovom projek-
tivnom parametru i Vejlovom projektivnom tenzoru) završava se prvo poglavlje.

U drugom poglavlju pažnja je posvećena kovarijantnim izvodima prostora ne-
simetrične afine koneksije i odgovarajućim Ričijevim identitetima. Najpre je, na
osnovu rezultata koji dokazuju da se na osnovu alternacije dvostrukog kovari-
jantnog izvoda definisanih na osnovu afine koneksije sa torzijom tenzora tipa
(1, 1), ne dobijaju pseudotenzori krivine kao komponente tih razlika, potvrd̄eno
da to isto važi i za alternaciju dvostrukih kovarijantnih izvoda tenzora tipa (p, q)
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definisanih na osnovu afine koneksije sa torzijom. Nakon toga, razmotreni su Riči-
jevi identiteti, generisani afinom koneksijom sa torzijom, u operatorskom obliku
i dobijene su odgovarajuće familije tenzora krivine. Proučeni su i linearno neza-
visni tenzori krivine prostora nesimetrične afine koneksije. U ovom poglavlju,
uspostavljena je veza izmed̄u tenzora krivine prostora nesimetrične afine konek-
sije i tenzora krivine Rimanovog prostora. Razmotren je i slučaj tenzora krivine
prostora semi-simetrične afine koneksije.

Naredno, treće poglavlje, posvećeno je invarijantama transformacija afinih ko-
neksija prostora nesimetrične afine koneksije. Rezultati dobijeni u tom poglavlju,
uopštenja su odgovarajućih radova koji su poslednjih godina objavljeni u emi-
nentnim med̄unarodnim časopisima. U tom uopštenju, definisane su dve vrste
invarijanti: vrednosne i totalne. Dobijene invarijante su analizirane u indeksnom
i u operatorskom zapisu.

Naredni deo disertacije bavi se primenom tenzorskog računa u linearnom pro-
gramiranju, preciznije u problemu transporta. Definisanjem konačnodimenzione
matrično vrednosne funkcije koja predstavlja matricu koštanja transportnog prob-
lema, kao dela linearnog programiranja, i predstavljanjem funkcije koštanja kao
kompozicije dva Kronekerova delta simbola sa komponentama matrice koštanja i
matrice robe, dobija se odnos izmed̄u početnog i generalisanog transportnog prob-
lema, čime je omogućeno razmatranje slučaja vremenski zavisnih cena.

U petom delu disertacije predstavljena je istorija fazi skupova i fazi logike,
različite relacije i operacije na prostorima fazi skupova, kao i neka uopštenja fazi
skupova sa posebnim osvrtom na sferične fazi skupove. Definisanjem površinskih
fazi skupova/brojeva i nekih njihovih algebarskih osobina, došlo se do poboljšanja
i preciznijeg opisivanja neodred̄enih i višeznačnih odluka, što svakako dovodi do
unapred̄enja pojma sferičnog fazi skupa i konkretnijeg i odred̄enijeg definisanja
ulaznih veličina AKO-ONDA pravila. Na taj način, kao i primenom različitih
metoda fazifikacije i defazifikacije trougaonih i trapezoidnih fazi brojeva mogu
se, skraćenjem potrebnog vremena za izvršavanje računskih operacija, poboljšati
performanse fazi regulatora, a samim tim, i sistema automatskog upravljanja sa
fazi regulatorima.
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GLAVA 1

OSNOVNI POJMOVI

U ovom odeljku će najpre biti navedene definicije osnovnih pojmova od ko-
jih počinju istraživanja u diferencijalnoj geometriji. Nakon toga biće navedena
definicija Euklidskog prostora i prikazano kako se uopštenjem metrike Euklid-
skog prostora došlo do Rimanovih i generalisanih Rimanovih prostora. Na kraju,
pomenuće se osnovne definicije u vezi sa prostorima simetrične i nesimetrične
afine koneksije.

1.1 Površi u E3

U ovom odeljku najpre se navode osnovni pojmovi korišćeni u [87].

Definicija 1.1. Neka je dat podskup U Euklidske ravni E2. Ako svakoj tački (ure-

d̄enom paru) (u, v) ∈ U , po nekom pravilu, odgovara vektor a(u, v) trodimen-

zionalnog vektorskog prostora V3, onda je a(u, v) vektorska funkcija skalarnih

argumenata u i v.

Ako bi prostor V3 bio prikazan u pravouglom kordinatnom sistemu sa or-

tovima i, j, k, onda bi vektor a(u, v) bio zapisan na sledeći način

a(u, v) =
(
a1(u, v), a2(u, v), a3(u, v)

)
, (1.1)

gde su ai(u, v) skalarne funkcije (projekcije) pomoću kojih možemo proučavati

funkciju a(u, v).
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GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI

Granična vrednost i neprekidnost vektorske funkcije a(u, v) se definišu analo-

gno slučaju funkcije jedne promenljive.

Parcijalni izvod funkcije a(u, v) po jednom od argumenata se dobija kao izvod

te funkcije pod pretpostavkom da je drugi argument konstanta, tj.

au(u, v) = lim
∆u→0

a(u+∆u, v)− a(u, v)

∆u
, (1.2)

av(u, v) = lim
∆v→0

a(u, v +∆v)− a(u, v)

∆v
. (1.3)

Parcijalni diferencijali i totalni diferencijal vektorske funkcije a(u, v) su

dua = audu, dva = avdv, da = audu+ avdv. (1.4)

Definicija 1.2. Parametrizovana površ klase Ck, k ≥ 1, u E3 je bijektivno pres-

likavanje

r : U → E3 : (u, v)→
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
= r(u, v). (1.5)

Definicija 1.3. Regularna parametrizovana površ klase Ck je parametrizovana

površ klase Ck, ako važi ru × rv ̸= 0 za svako (u, v) ∈ U . Za k = 1, površ je

glatka.

Definicija 1.4. Neka je U ⊂ E2 otvoren skup. Slika

r(U) = r(u, v) =
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
⊂ E3, (1.6)

pri preslikavanju (1.5) je nosač parametrizovane površi r.

Definicija 1.5. Jednačine

u = u(t), v = v(t) (1.7)

zovu se unutrašnje jednačine krive na površi r(u, v).
Kriva na površi r zadata unutrašnjim jednačinama (1.7) se označava sa r(t).
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1.1. POVRŠI U E3

Definicija 1.6. Ravan koja prolazi kroz tačku M površi S : r(u, v) i odred̄ena je

vektorima ru i rv čija je početna tačka M naziva se tangentna ravan (tangentni

prostor) površi S u tački M , i označava se sa TMS.

Definicija 1.7. Prava koja stoji normalno na tangentnu ravan u nekoj tački površi,

zove se glavna normala površi u posmatranoj tački.

Primedba 1.1. Vektor pravca glavne normale površi r = r(u, v) odred̄en je vek-

torskim proizvodom ru × rv.

Prva osnovna kvadratna forma površi S : r = r(u, v) je

ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2, (1.8)

pri čemu je

E = ru · ru, F = ru · rv = rv · ru, G = rv · rv, (1.9)

gde je sa ” · ” označen skalarni proizvod indukovan jediničnom matricom.

Primedba 1.2. Prva osnovna kvadratna forma površi S nastaje kao rezultat po-

meranja iz tačke M(u, v) na površi duž krive c na toj površi u beskonačno blisku

tačku M ′(u + du, v + dv) ∈ S i dobija se kvadriranjem totalnog diferencijala

(1.4).

Da bi dalje izlaganje bilo konciznije, koristiće se sledeće oznake

u = x1, v = x2, gij = ri · rj. (1.10)

Na ovaj način odred̄ena je matrica tipa 2 × 2 čije su komponente g11 = E,
g12 = g21 = F , g22 = G i to su komponente kovarijantnog metričkog tenzora ĝ
tipa (0, 2).

Pod pretpostavkom da je det[gij
]
= EG−F 2 ̸= 0, definisan je kontravarijan-

tni metrički tenzor čije su komponente odred̄ene jednačinom

[
gij

]
=

[
gij

]−1
. (1.11)

6



GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI

Jasno je da važi jednakost

giαgjα :=
2∑

p=1

gipgjp = δij. (1.12)

U jednačini (1.12) prikazana je Ajnštajnova konvencija o sabiranju za dvodi-
menzionalni prostor pri čemu, kada su jedan gornji i jedan donji indeks identični
u proizvodu, onda se podrazumeva sabiranje po tim indeksima počev od 1 do
maksimalne vrednosti koju indeks može uzeti (u ovom slučaju, to je 2).

Kristofelovi simboli prve vrste površi r = r(x1, x2), prikazani su u sledećoj
jednačini

Γi.jk =
1

2

(
gji,k − gjk,i + gik,j

)
, (1.13)

gde je zarezom označeno parcijalno diferenciranje, tj. gij,k = ∂gij/∂x
k.

Kristofelovi simboli druge vrste definisani su jednačinom

Γi
jk =

1

2
giα

(
gjα,k − gjk,α + gαk,j

)
= giαΓα.jk. (1.14)

1.2 Tenzori

U ovom delu biće predstavljene definicije koje se odnose na posebne geometrij-
ske strukture. Te definicije će biti dvojake. Biće predstavljene najopštije definici-
je, a onda će se, na osnovu opšteg, dati analogne definicije u posebnom slučaju.

Definicija 1.8. [88] Tenzor
r

t
s

tipa (r, s) nad vektorskim prostorom V je linearno

preslikavanje po svim argumentima

r
t
s
:

∗
V× . . .×

∗
V︸ ︷︷ ︸

r puta
×V× . . .× V︸ ︷︷ ︸

s puta
→ R, (1.15)

odnosno
r
t
s
:
( ∗
V
)r × (

V
)s → R, (1.16)
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1.2. TENZORI

pri čemu

(
(ω1, . . . , ωr) ∈

∗
V
)
∧
(
(v1, . . . , vs) ∈ V

)
⇒

r
t
s
(ω1, . . . , ωr; v1, . . . , vs) ∈ R.

(1.17)

Neka je nad vektorskim prostorom V dimenzije N , sa bazom (ei) i dualnom

bazom (ei) prostora
∗
V, zadat tenzor

r
t
s
:
( ∗
V
)r × (

V
)s → R. (1.18)

Za svaki sistem indeksa i1, . . . , ir, j1, . . . , js, koji nezavisno jedan od drugog
uzimaju vrednosti 1, . . . , N , odred̄uje se broj

r
t
s
(ei1 , . . . , eir ; ej1 , . . . , ejs) = ti1...irj1...js

. (1.19)

Definicija 1.9. [88] Brojevi ti1...irj1...js
, zadati jednačinom (1.19), nazivaju se kompo-

nente tenzora
r
t
s

za datu bazu (ei) vektorskog prostora V.

Donji (kovarijantni) indeksi u komponenti ti1...ipj1...jq
odgovaraju baznim vektorima

vektorskog prostora V, dok gornji (kontravarijantni) indeksi odgovaraju baznim

vektorima dualnog prostora
∗
V.

Teorema 1.1. [88] Ako je (ei), (e
i) jedan, a (ei′), (e

i′) drugi par baze i dualne

baze vektorskog prostora V i važe razlaganja

ei′ = Ai
i′ei, ei

′
= Ai′

i e
i, (1.20)

tada za komponente tenzora
r
t
s

u jednom i drugom paru baza važi

t
i′1...i

′
r

j′1...j
′
s
= A

i′1
i1
. . . A

i′r
ir
Aj1

j′1
. . . Ajs

j′s
ti1...irj1...js

, (1.21)

a matrice
[
Ai

i′

]
i
[
Ai′

i

]
su inverzne jedna drugoj.

Definicija 1.10. [88, 89] (klasična definicija tenzora) Tenzor tipa (r, s) (r puta

kontravarijantan i s puta kovarijantan) nad vektorskim prostorom V je sistem od

N r+s brojeva (komponenata) ti1...irj1...js
koji se pri smeni baza (1.20) transformišu

prema (1.21).
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GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI

Definicija 1.11. [88, 89] Neka je T r
s (V) =

{r
t
s

}
skup svih tenzora tipa (r, s) nad

vektorskim prostorom V. Na tom skupu su definisane sledeće operacije:

- Sabiranje tenzora istog tipa: Zbir
r
t
s
+

r
τ
s

tenzora
r
t
s

i
r
τ
s

tipa (r, s) odred̄en je

jednakošću

(r
t
s
+

r
τ
s

)
(ω1, . . . , ωr; v1, . . . , vs) =

r
t
s
(ω1, . . . , ωr; v1, . . . , vs)

+
r
τ
s
(ω1, . . . , ωr; v1, . . . , vs).

(1.22)

Sabiranje tenzora t i τ , tipa (r, s), zadatih klasičnom definicijom se definiše

jednačinom (
t+ τ

)i1...ir
j1...js

= ti1...irj1...js
+ τ i1...irj1...js

. (1.23)

- Množenje tenzora realnim skalarom: Proizvod tenzora
r
t
s

i realnog skalara α

definisan je jednačinom

(
α
r
t
s

)
(ω1, . . . , ωr; v1, . . . , vs) = α ·

r
t
s
(ω1, . . . , ωr; v1, . . . , vs). (1.24)

Proizvod tenzora t, tipa (r, s), zadatog klasičnom definicijom i realnog skalara

α se definiše jednačinom

(
αt
)i1...ir
j1...js

= α · ti1...irj1...js
. (1.25)

Lako se proverava da je skup T r
s (V), snabdeven operacijama sabiranja tenzora

istog tipa i množenja tenzora skalarom, realan vektorski prostor.

Značajna, za dalje istraživanje u ovoj oblasti, je afina koneksija data sledećom
definicijom.

Definicija 1.12. [65, 88, 89, 110] Afina koneksija ∇ na N -dimenzionalnoj mno-

gostrukosti MN = MN(x
1, . . . , xN) je preslikavanje koje svakom paru polja

9



1.3. RIMANOV I GENERALISANI RIMANOV PROSTOR

(X, Y ) naMN pridružuje polje∇XY tako da važi

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ, (1.26)

∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y, (1.27)

∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ, (1.28)

gde su f i g diferencijabilne funkcije definisane na mnogostrukostiMN .

1.3 Rimanov i generalisani Rimanov prostor

Dok su komponente metričkog tenzora u Euklidskom prostoru zadate stan-
dardnim skalarnim proizvodom parcijalnih izvoda površi po promenljivama koje
je odred̄uju, L. P. Ajzenhart je dao definiciju Rimanovog prostora [27]. U tom
uopštenju, broj promenljivih koje odred̄uju Rimanov prostor je Ajzenhart povećao
na konačan broj N ∈ N. U svojim radovima, tu definiciju Rimanovog prostora su
koristili J. Mikeš sa svojim saradnicima [65], N. S. Sinjukov [110], i mnogi drugi
autori.

Definicija 1.13. [27, 65, 110] N -dimenzionalna mnogostrukostMN =MN(x
1,

. . . , xN) snabdevena simetričnim metričkim tenzorom ĝ tipa (0, 2), čije su kompo-

nente gij , gij = gji, naziva se Rimanov prostor i obeležava se sa RN . Operatorski

oblik simetričnog metričkog tenzora ĝ je g(X, Y ).

Pretpostavlja se da je matrica
[
gij

]
regularna, tj. det

[
gij

]
̸= 0.

Kontravarijantni metrički tenzor Rimanovog prostora RN je odred̄en jednači-

nom [
gij

]
=

[
gij

]−1
. (1.29)

Simetričnim metričkim tenzorom ĝ je jedinstveno odred̄ena afina koneksija
0

∇g,
0

∇g
YX , čiji su koeficijenti Kristofelovi simboli druge vrste

Γi
jk =

1

2
giα

(
gjα,k − gjk,α + gαk,j

)
. (1.30)

Zakon transformacije Kristofelovih simbola Γi
jk pri promeni koordinatnog sis-
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GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI

tema Ox u sistem O′x′ je

Γi′

j′k′ = xi
′

αx
β
j′x

γ
k′Γ

α
βγ + xi

′

αx
α
j′k′ , (1.31)

gde je xi′α =
∂xi

′

∂xα
, xβj′ =

∂xβ

∂xk′
, xαj′k′ =

∂2xα

∂xj′∂xk′
.

Na osnovu zakona transformacije (1.31) zaključujemo da Kristofelovi simboli
druge vrste nisu tenzori, pa se zato nazivaju parametri.

Parcijalni izvod tenzora tipa (r, s), pri čemu je r2 + s2 ̸= 0, nije tenzor. Stoga

je uvedeno kovarijantno diferenciranje tenzora na osnovu afine koneksije
0

∇g Ri-
manovog prostora odred̄ene Kristofelovim simbolima Γi

jk.

Definicija 1.14. [65, 110] Neka je â tenzor tipa (r, s) čije su komponente ai1...irj1...js
.

Komponente kovarijantnog izvoda tenzora â, na osnovu afine koneksije
0

∇g - u

pravcu vektora xk - su zadate sledećom jednačinom

ai1...irj1...js|gk = ai1...irj1...js,k
+

N∑
u=1

Γiu
αka

i1...iu−1αiu+1...ir
j1...js

−
N∑
v=1

Γα
jvka

i1...ir
j1...jv−1αjv+1...js

, (1.32)

što su komponente tenzora tipa (r, s+ 1).

Zanimljivo je razliku ai1...irj1...js|gm|gn − ai1...irj1...jr|gn|g |m rastaviti na činioce. Nakon
neophodnog izračunavanja, dobija se Ričijev identitet

ai1...irj1...js|gm|gn − a
i1...ir
j1...jr|gn|g |m =

N∑
u=1

Rgiu
αmna

i1...iu−1αiu+1...ir
j1...js

−
N∑
v=1

Rgα
jvmna

i1...ir
j1...jv−1αjv+1...js

,

(1.33)

gde su
Rgi

jmn = Γi
jm,n − Γi

jn,m + Γα
jmΓ

i
αn − Γα

jnΓ
i
αm, (1.34)

komponente tenzora krivine prostora RN .
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1.3. RIMANOV I GENERALISANI RIMANOV PROSTOR

Komponente Ričijevog tenzora i skalarne krivine prostora RN su, redom,

Rg
ij = Rgα

ijα = Γα
ij,α − Γα

iα,j + Γβ
ijΓ

α
βα − Γβ

iβΓ
α
jβ, (1.35)

Rg = gγδRg
γδ = gγδ

(
Γα
γδ,α − Γα

γα,δ + Γβ
γδΓ

α
βα − Γβ

γβΓ
α
δβ

)
. (1.36)

U operatorskom obliku, a na osnovu afine koneksije
0

∇g, tenzor krivine prostora
RN zadat je sledećom jednačinom [65, 88]:

Rg(X, Y )Z =
0

∇g
X

0

∇g
YZ −

0

∇g
Y

0

∇g
XZ +

0

∇g
[X,Y ]Z. (1.37)

U radu [26], L. P. Ajzenhart je generalizovao koncept prethodno predstavljenih
Rimanovih prostora.

Definicija 1.15. [26,89]N -dimenzionalna mnogostrukostMN =MN(x
1, . . . , xN)

snabdevena nesimetričnim metričkim tenzorom ĝ, čije su komponente gij , gde je

gij ̸= gji za bar jedan par indeksa (i, j) ∈
{
1, . . . , N

}2, naziva se generalisani
Rimanov prostor GRN .

Operatorski oblik nesimetričnog metričkog tenzora ĝ je g(X, Y ). Simetrični i

antisimetrični deo metričkog tenzora ĝ su

ĝ =
1

2

(
ĝ + ĝT

)
i ĝ

∨
=

1

2

(
ĝ − ĝT

)
, (1.38)

dok su odgovarajuće komponente simetričnog i antisimetričnog dela metričkog

tenzora ĝ

gij =
1

2

(
gij + gji

)
i gij

∨
=

1

2

(
gij − gji

)
. (1.39)

Generalisani Kristofelovi simboli jedinstveno odred̄uju nesimetričnu afinu ko-
neksiju∇g,∇g

YX , čiji su koeficijenti generalisani Kristofelovi simboli druge vrste
[89]

Γi
jk =

1

2
giα

(
gjα,k − gjk,α + gαk,j

)
. (1.40)

Kako postoji par (j, k) ∈
{
1, . . . , N

}
za koji je Γi

jk ̸= Γi
kj , simetrični i an-

tisimetrični delovi generalisanog Kristofelovog simbola su definisani na sledeći
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GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI

način [89]

Γi
jk =

1

2

(
Γi
jk + Γi

kj

)
=

1

2
giα

(
gjα,k − gjk,α + gαk,j

)
, (1.41)

Γi
jk
∨
=

1

2

(
Γi
jk − Γi

kj

)
=

1

2
giα

(
gjα

∨
,k − gjk

∨
,α + gαk

∨
,j

)
. (1.42)

Iz jednačine (1.42) direktno sledi da je

0 = Γα
iα
∨
=

1

2
gαβ

(
giα

∨
,β − giβ

∨
,α + gαβ

∨
,i

)
= −Γα

αi
∨
. (1.43)

Kako je zadovoljena jednakost

Γi′

j′k′
∨

= xi
′

αx
β
j′x

γ
k′Γ

α
βγ
∨
, (1.44)

antisimetrični deo Γi
jk
∨

generalisanog Kristofelovog simbola su komponente ten-

zora tipa (1, 2). Tenzor T̂ g tipa (1, 2) čije su komponente T i
jk = 2Γi

jk
∨

se naziva

tenzor torzije prostora GRN .

S. M. Minčić je, po ugledu na Ajnštajnova razmatranja, najpre uveo a potom
i proučavao četiri tipa kovarijantnog diferenciranja generisanih na osnovu nes-
imetrične afine koneksije [76, 80, 84]. Ta četiri tipa kovarijantnog diferenciranja
tenzora â tipa (1, 1), u odnosu na afinu koneksiju prostora GRN , zadata su na
sledeći način

aij |
1

gk = aij,k + Γi
αka

α
j − Γα

jka
i
α, (1.45)

aij |
2

gk = aij,k + Γi
kαa

α
j − Γα

kja
i
α, (1.46)

aij |
3

gk = aij,k + Γi
αka

α
j − Γα

kja
i
α, (1.47)

aij |
4

gk = aij,k + Γi
kαa

α
j − Γα

jka
i
α. (1.48)

Familija tenzora krivine, dobijena na osnovu razlika aij |
p
m|

q
n−aij |

r
n|
s
m je [76,80,84,

138]

Kgi
jmn = Rgi

jmn+uΓ
i
jm
∨

|gn+u
′Γi

jn
∨
|gm+vΓα

jm
∨
Γi
αn
∨
+v′Γα

jn
∨
Γi
αm
∨
+wΓα

mn
∨
Γi
αj
∨
, (1.49)
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1.4. PROSTORI SIMETRIČNE I NESIMETRIČNE AFINE KONEKSIJE

gde su u, u′, v, v′, w skalarne invarijante.
Familije Ričijevih tenzora i skalarnih krivina prostora GRN su

Kg
ij = Kgα

ijα = Rg
ij + vΓα

ij
∨
|gα − (v′ + w)Γα

iβ
∨
Γβ
jα
∨
, (1.50)

Kg = gγδKg
γδ = Rg − (v′ + w)gγδΓα

γβ
∨
Γβ
δα
∨
. (1.51)

Simetrična matrica jedinstveno odred̄uje skalarni proizvod [50]. Matrice
[
gij

]
i[

gij
]
, kao simetrične, odred̄uju skalarne proizvode.

Ukoliko je
[
dx

]
=

[
dx1 dxN

]T , tada je

[
ds2

]
=

[
dx

]T [
gij

][
dx

]
, (1.52)

matrično zapisana prva kvadratna forma ds2 = gαβdx
αdxβ površi koja odgovara

Rimanovom prostoru RN .
Naglasimo i to da, ako su

[
ui
]
=

[
u1 uN

]T i
[
vj
]
=

[
v1 vN

]
matrično

prikazani kontravarijantni vektor ui i kovarijantni vektor vj , onda se Ajnštajnova
konvencija o sabiranju primenjena na uαvα svodi na

[
uαvα

]
=

[
ui
]
IN

[
vj
]
, (1.53)

gde je IN jedinična matrica dimenzije N ×N .

1.4 Prostori simetrične i nesimetrične afine konek-
sije

Naredno uopštenje koncepta afine koneksije jeste uvod̄enje simetrične afine
koneksije i njenih koeficijenata nezavisno od metričkog tenzora. Time su se bavili,
i još uvek se bave, mnogi autori. Neki od njih su J. Mikeš sa svojom istraživačkom
grupom [65], N. S. Sinjukov [110] i još mnogi drugi.

Definicija 1.16. [65,110]N -dimenziona mnogostrukostMN =MN(x
1, . . . , xN)

snabdevena afinom koneksijom
0

∇, takvom da je
0

∇XY −
0

∇YX = [X, Y ] - gde je

[X, Y ] = XY − Y X komutator - naziva se prostor simetrične afine koneksije i

14



GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI

obeležava se sa AN .

Koeficijenti afine koneksije
0

∇ su Li
jk. Ti koeficijenti zadovoljavaju jednačinu

Li
jk = Li

kj. (1.54)

Zakon transformacije koeficijenata afine koneksije Li
jk pri promeni koordi-

natnog sistema Ox u sistem O′x′ je

Li′

j′k′ = xi
′

αx
β
j′x

γ
k′L

α
βγ + xi

′

αx
α
j′k′ , (1.55)

gde je, kao i u slučaju transformacije Kristofelovih simbola, xi
′
α =

∂xi
′

∂xα
,

xβj′ =
∂xβ

∂xj′
, xαj′k′ =

∂2xα

∂xj′∂xk′
.

Analogno slučaju Rimanovog prostora, i iz istog razloga, kovarijantni izvod

na osnovu afine koneksije
0

∇ je predstavljen u sledećoj definiciji.

Definicija 1.17. [65, 110] Neka je â tenzor tipa (r, s) čije su komponente ai1...irj1...js
.

Komponente kovarijantnog izvoda tenzora â, na osnovu afine koneksije
0

∇ - u

pravcu vektora xk - su zadate sledećom jednačinom

ai1...irj1...js|k = ai1...irj1...js,k
+

N∑
u=1

Liu
αka

i1...iu−1αiu+1...ir
j1...js

−
N∑
v=1

Lα
jvka

i1...ir
j1...jv−1αjv+1...js

, (1.56)

što su komponente tenzora tipa (r, s+ 1).

Rastavljanjem razlike ai1...irj1...js|m|n−a
i1...ir
j1...js|n|m na činioce, otkriven je tenzor kri-

vine prostora AN čije su komponente

Ri
jmn = Li

jm,n − Li
jn,m + Lα

jmL
i
αn − Lα

jnL
i
αm. (1.57)

Komponente Ričijevog tenzora AN su

Rij = Rα
ijα = Lα

ij,α − Lα
iα,j + Lβ

ijL
α
βα − L

β
iαL

α
jβ. (1.58)
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1.4. PROSTORI SIMETRIČNE I NESIMETRIČNE AFINE KONEKSIJE

U operatorskom obliku, a na osnovu afine koneksije
0

∇, tenzor krivine prostora
AN je zadat sledećom jednačinom [65, 87]:

R(X, Y )Z =
0

∇X

0

∇YZ −
0

∇Y

0

∇XZ +
0

∇[X,Y ]Z. (1.59)

Uopštenje prostora AN dato je u sledećoj definiciji.

Definicija 1.18. [89] N -dimenzionalna mnogostrukostMN =MN(x
1, . . . , xN)

snabdevena afinom koneksijom ∇, takvom da je ∇XY −∇YX ̸≡ [X, Y ], naziva

se prostor nesimetrične afine koneksije GAN .

Koeficijenti afine koneksije ∇ su Li
jk. S obzirom na nesimetričnost afine

koneksije ∇, postoji bar jedan par indeksa (j, k) tako da je Li
jk ̸= Li

kj . Zbog
toga, simetrični i antisimetrični delovi koeficijenata Li

jk su definisani na sledeći
način [89]

Li
jk =

1

2

(
Li
jk + Li

kj

)
i Li

jk
∨
=

1

2

(
Li
jk − Li

kj

)
. (1.60)

Zakoni transformacije geometrijskih struktura Li
jk, Li

jk, Li
jk
∨

pri prelasku sa

koordinatnog sistema Ox na O′x′ su

Li′

j′k′ = xi
′

αx
β
j′x

γ
k′L

α
βγ + xi

′

αx
α
β′γ′ , (1.61)

Li′

j′k′ = xi
′

αx
β
j′x

γ
k′L

α
βγ + xi

′

αx
α
j′k′ , (1.62)

Li′

j′k′
∨

= xi
′

αx
β
j′x

γ
k′L

α
βγ
∨
. (1.63)

Prostor AN odred̄en afinom koneksijom
0

∇, čiji su koeficijenti Li
jk - zadati jed-

načinom (1.60) - je pridružen prostor prostora GAN .

Antisimetrični delovi Li
jk
∨

koeficijenata Li
jk afine koneksije ∇ su, na osnovu

jednačine (1.63), komponente tenzora koji je jednak polovini tenzora torzije pros-
tora GAN .

Četiri tipa kovarijantnog diferenciranja tenzora â tipa (1, 1) na osnovu afine
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GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI

koneksije prostora GAN , S. M. Minčić je uveo na sledeći način [76, 80, 84, 89]

aij |
1
k = aij,k + Li

αka
α
j − Lα

jka
i
α, (1.64)

aij |
2
k = aij,k + Li

kαa
α
j − Lα

kja
i
α, (1.65)

aij |
3
k = aij,k + Li

αka
α
j − Lα

kja
i
α, (1.66)

aij |
4
k = aij,k + Li

kαa
α
j − Lα

jka
i
α. (1.67)

Na osnovu tako definisana četiri tipa kovarijantnog diferenciranja, i ured̄ujući ra-
zlike aij |

p
m|

q
n − aij |

r
n|
s
m, p, q, r, s ∈ {1, 2, 3, 4}, S. M. Minčić je dobio šest tenzora

krivine i petnaest pseudotenzora krivine prostora GAN . N. O. Vesić je [138],
analizirajući postupak dobijanja tenzora i pseudotenzora krivine prostora GAN ,
došao do zaključka da pseudotenzori krivine ne igraju ulogu komponenti u ra-
zlici aij |

p
m|

q
n − aij |

r
n|
s
m. Zbog toga, pseudotenzori krivine mogu biti posmatrani kao

specijalni geometrijski objekti, ali ne i kao objekti koji imaju težinu zakrivljenja
prostora.

Familija tenzora krivine prostora GAN je

Ki
jmn = Ri

jmn+uLi
jm
∨

|n+u′Li
jn
∨
|m+ vLα

jm
∨
Li
αn
∨
+ v′Lα

jn
∨
Li
αm
∨
+wLα

mn
∨
Li
αj
∨
, (1.68)

gde su u, u′, v, v′, w skalarne invarijante. Familija Ričijevih tenzora prostora
GAN je

Kij = Kα
ijα = Rij + uLα

ij
∨
|α + u′Lα

iα
∨
|j + vLα

ij
∨
Lβ
αβ
∨
− (v′ + w)Lα

iβ
∨
Lβ
jα
∨
. (1.69)

1.5 Preslikavanja prostora afine koneksije

Na jednoj mnogostrukostiMN , moguće je definisati neprebrojivo beskonačno
mnogo afinih koneksija u istom koordinatnom sistemu. Razlike koeficijenata tih
afinih koneksija su tenzori deformacije.

U diferencijalnoj geometriji, zanimljivo je odrediti zakone transformacije ko-
eficijenata afine koneksije, tenzora krivine, Ričijevih tenzora i, eventualno, skalarne
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1.5. PRESLIKAVANJA PROSTORA AFINE KONEKSIJE

krivine pri promeni afine koneksije. Posledično, odred̄uju se geometrijski objekti
koji ostaju nepromenjeni pri promeni afine koneksije.

Definicija 1.19. Transformacija afine koneksije ∇ u afinu koneksiju ∇, definisa-

nim na mnogostrukosti MN = MN(x
1, . . . , xN), naziva se preslikavanje pros-

tora (MN ,∇) (na prostor (MN ,∇)).

Posebnu pažnju privlače geodezijska preslikavanja i njihove invarijante. Kriva

ℓ = ℓ(t) =
(
ℓ1(t), . . . , ℓN(t)

)
, čiji tangentni vektor λ =

dℓ

dt
zadovoljava sistem

diferencijalnih jednačina [65, 110]

dλi

dt
+ Li

αβλ
αλβ = ρλi, (1.70)

gde je ρ skalarna funkcija, naziva se geodezijska linija prostora AN .
Transformacija f : AN → ĀN koja svaku geodezijsku liniju prostora AN

transformiše u geodezijsku liniju prostora ĀN naziva se geodezijsko preslikavanje

[65, 110] prostora AN .
Veličine koje ostaju nepromenjene pri geodezijskim preslikavanjima prostora

AN su Tomasov projektivni parametar i Vejlov projektivni tenzor, i zadate su
sledećim jednačinama [65, 110]

T i
jk = Li

jk −
1

N + 1

(
Lα
kαδ

i
j + Lα

jαδ
i
k

)
, (1.71)

W i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δijR[mn] +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j. (1.72)

Kako je u prostoru RN , Rg
ij = Rg

ji, Tomasov projektivni parametar i Vejlov
projektivni tenzor Rimanovog prostora jednaki su

T gi
jk = Γi

jk −
1

N + 1

(
Γα
kαδ

i
j + Γα

jαδ
i
k

)
, (1.73)

W gi
jmn = Rgi

jmn +
1

N − 1

(
δimR

g
jn − δinRg

jm

)
, (1.74)

i te veličine su invarijante geodezijskog preslikavanja f : RN → R̄N .
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GLAVA 2

KOVARIJANTNI IZVODI I
RIČIJEVI IDENTITETI

2.1 Komutacione formule pri nesimetričnoj afinoj
koneksiji

Ričijevi identiteti [65, 76, 78, 79, 81, 83, 86, 99, 101, 102, 110, 128, 152] su
izuzetno važni kao polazna osnova za istraživanja u oblasti diferencijalne ge-
ometrije i različitih primena.

Na osnovu simetrične afine koneksije, dobijen je jedan tenzor krivine. Familija
tenzora krivine je dobijena prilikom razmatranja Ričijevih identiteta na osnovu
nesimetrične afine koneksije [76, 78, 79, 81, 83, 86, 99, 101, 102, 128, 152].

2.1.1 Motivacija

Jedan od Ričijevih identiteta koji su motivisali ovo istraživanje je [27, 76, 78,
79, 81, 83, 86, 99, 101, 102, 128, 152]

aij |
1
m|

2
n− aij |

1
n|
2
m = aαjA

1

i
αmn− aiαA

2

α
jmn +4aij<mn

∨
> +4aij⩽mn

∨
⩾ +2Lα

mn
∨
aij |

1
α, (2.1)

gde je
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2.1. KOMUTACIONE FORMULE PRI NESIMETRIČNOJ. . .

A
1

i
jmn = Ri

jmn + Li
jm
∨

|n − Li
jn
∨
|m − Lα

jm
∨
Li
αn
∨
+ Lα

jn
∨
Li
αm
∨

− 2Lα
jmL

i
αn
∨
+ 2Lα

jnL
i
αm
∨
,

(2.2)

A
2

i
jmn = Ri

jmn + Li
jm
∨

|n − Li
jn
∨
|m − Lα

jm
∨
Li
αn
∨
+ Lα

jn
∨
Li
αm
∨

− 2Lα
jm
∨
Li
αn + 2Lα

jnL
i
αm,

(2.3)

aij<mn
∨

> =
1

2
Li
αm
∨
aαj,n −

1

2
Li
αn
∨
aαj,m −

1

2
Lα
jm
∨
aiα,n +

1

2
Lα
jn
∨
aiα,m, (2.4)

aij⩽mn
∨

⩾ =
1

2
aαβ

(
Li
mβL

α
jn − Li

nβL
α
jm − Li

αmL
β
nj + Li

αnL
β
mj

)
. (2.5)

Geometrijski objekti A
1

i
jmn i A

2

i
jmn su komponente pseudotenzora krivine Â

1
i Â

2

tipa (1, 3). Ti objekti su predstavljeni kao komponente krivine prostora GAN

ravnopravne sa tenzorima krivine tog prostora.

Razlika aij |
p
m|

q
n−aij |

r
n|
s
m, p, q, r, s ∈ {1, 2, 3, 4} je razlika dva tenzora. Postavilo

se pitanje da li je svaku od tih razlika moguće zapisati tako da se ona rastavlja na
zbir sabiraka u kojima su i kompozicije takod̄e tenzori. Time bi, izmed̄u ostalog,
i jednakost (2.1) bila drastično pojednostavljena i promenjena.

U radu [138], i na osnovu Li
jk = Li

jk+L
i
jk
∨

, jednačina (2.1) je pojednostavljena

do

aij |
1
m|

2
n − aij |

1
n|
2
m = 2Li

αm
∨
aαj|n − 2Li

αn
∨
aαj|m

− 2Lα
jm
∨
aiα|n + 2Lα

jn
∨
aiα|m + 2Lα

mn
∨
aij|α

+aαj
(
Ri

αmn + Li
αm
∨

|n − Li
αn
∨
|m

− Lβ
αm
∨
Li
βn
∨
+ Lβ

αn
∨
Li
βm
∨
− 2Lβ

mn
∨
Li
βα
∨

)
−aiα

(
Rα

jmn + Lα
jm
∨

|n − Lα
jn
∨
|m

− Lβ
jm
∨
Lα
βn
∨
+ Lβ

jn
∨
Lα
βm
∨
− 2Lβ

mn
∨
Lα
βj
∨

)
.

(2.6)
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GLAVA 2. KOVARIJANTNI IZVODI I RIČIJEVI IDENTITETI

Štaviše, u [138] je dobijena familija dvostrukih kovarijantnih izvoda

aij |
v
m |

w
n = aij|m|n + cvL

i
αm
∨
aαj|n + cwL

i
αn
∨
aαj|m

+ dvL
α
jm
∨
aiα|n + dwL

α
jn
∨
aiα|m + dwL

α
mn
∨
aij|α

+aαj
(
cvL

i
αm
∨

|n + cvcwL
β
αm
∨
Li
βn
∨
+ cv(cw + dw)L

β
αn
∨
Li
βm
∨
− cvdwLβ

mn
∨
Li
βα
∨

)
−aiα

(
− dvLα

jm
∨

|n − dv(cw + dw)L
β
jm
∨
Lα
βn
∨
− dvdwLβ

jn
∨
Lα
βm
∨

+ dvdwL
β
mn
∨
Lα
βj
∨

)
+ aαβ

(
cwdvL

β
jm
∨
Li
αn
∨
+ cvdwL

β
jn
∨
Li
αm
∨

)
,

(2.7)
gde je v, w ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Ovaj rezultat sugeriše da Ričijev identitet (2.1) jeste
tačan, ali da ga treba dodatno transformisati. Naime, sabirci koji se anuliraju u
razlici aij |

1
|
2
n − ai|

1
n|
2
m nisu skraćeni pa su uzrokovali postojanje pseudotenzora kri-

vine.

Nakon uprošćavanja izraza aij |
v1

m |
w1

n−aij |
v2

m |
w2

n, dokazana je naredna Teorema.

Teorema 2.1 (Prva Teorema o Ričijevim Identitetima). [138] Familija Ričijevih

identiteta izvedena na osnovu nesimetrične afine koneksije∇ je

aij |
v1

m |
w1

n − aij |
v2

n |
w2

m = (cv1 − cw2)L
i
αm
∨
aαj|n + (cw1 − cv2)Li

αn
∨
aαj|m

+ (dv1 − dw2)L
α
jm
∨
aiα|n + (dw1 − dv2)Lα

jn
∨
aiα|m

+ (dw1 + dw2)L
α
mn
∨
aij|α

+ aαjX
i
αmn − aiαY α

jmn + aαβZ
β
jmnα

(2.8)

gde je

X i
αmn = Ri

αmn + cv1L
i
αm
∨

|n − cv2Li
αn
∨
|m

+
[
cv1cw1 − cv2(cw2 + dw2)

]
Lβ
αm
∨
Li
βn
∨

+
[
cv1(cw1 + dw1)− cv2cw2

]
Lβ
αn
∨
Li
βm
∨

− (cv1dw1 + cv2dw2)L
β
mn
∨
Li
βα
∨

(2.9)
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Y α
jmn = Rα

jmn − dv1Lα
jm
∨

|n + dv2L
α
jn
∨
|m

−
[
dv1(cw1 + dw1)− dv2dw2

]
Lβ
jm
∨
Lα
βn
∨

−
[
dv1dw1 − dv2(cw2 + dw2)

]
Lβ
jn
∨
Lα
βm
∨

+ (dv1dw1 + dv2dw2)L
β
mn
∨
Lα
βj
∨

(2.10)

Zβ
jmnα = aαβ

{
(cw1dv1 − cv2dw2)L

β
jm
∨
Li
αn
∨

+ (cv1dw1 − cw2dv2)L
β
jn
∨
Li
αm
∨
,

(2.11)

za v1, v2, w1, w2 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

U radu [138], došlo se do zaključka da su geometrijski objekti aij |
1
k, aij |

2
k, aij |

3
k

linearno nezavisni, a da je geometrijske objekte aij|k i aij |
4
k moguće na jedinstven

način prikazati kao linearne kombinacije prethodna tri linearno nezavisna objekta.

2.1.2 Četiri plus jedna vrsta kovarijantnog diferenciranja

Osnovu daljeg istraživanja čine naredne propozicije.

Propozicija 2.1. Kovarijantni izvodi definisani jednačinama (1.64, 1.65, 1.66,
1.67) i kovarijanti izvod zadat jednačinom (1.56) zadovoljavaju sledeće jednačine

a
i1...ip
j1...jq |

1
k = a

i1...ip
j1...jq |k +

p∑
u=1

Liu
αk
∨
a
i1...iu−1αiu+1...ip
j1...jq

−
q∑

v=1

Lα
jvk
∨
a
i1...ip
j1...jv−1αjv+1...jq

,

(2.12)

a
i1...ip
j1...jq |

2
k = a

i1...ip
j1...jq |k −

p∑
u=1

Liu
αk
∨
a
i1...iu−1αiu+1...ip
j1...jq

+

q∑
v=1

Lα
jvk
∨
a
i1...ip
j1...jv−1αjv+1...jq

,

(2.13)

a
i1...ip
j1...jq |

3
k = a

i1...ip
j1...jq |k +

p∑
u=1

Liu
αk
∨
a
i1...iu−1αiu+1...ip
j1...jq

+

q∑
v=1

Lα
jvk
∨
a
i1...ip
j1...jv−1αjv+1...jq

,

(2.14)
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a
i1...ip
j1...jq |

4
k = a

i1...ip
j1...jq |k −

p∑
u=1

Liu
αk
∨
a
i1...iu−1αiu+1...ip
j1...jq

−
q∑

v=1

Lα
jvk
∨
a
i1...ip
j1...jv−1αjv+1...jq

.

(2.15)

Primedba 2.1. Na osnovu jednačina (1.56, 1.64–1.67), dobija se

a
i1...ip
j1...jq |

z
k = a

i1...ip
j1...jq |k + cz

p∑
u=1

Liu
αk
∨
a
i1...iu−1αiu+1...ip
j1...jq

+ dz

q∑
v=1

Lα
jvk
∨
a
i1...ip
j1...jv−1αjv+1...jq

,

(2.16)

za slučaj z = 0, . . . , 4, i odgovarajuće koeficijente c0 = d0 = 0, c1 = 1, c2 = −1,

c3 = 1, c4 = −1, d1 = −1, d2 = 1, d3 = 1, d4 = −1.

Odredimo komutacione formule na osnovu kovarijantnih izvoda tenzora â tipa
(1, 1), û tipa (1, 0) i v̂ tipa (0, 1).

Propozicija 2.2. U slučaju tenzora â tipa (1, 1), tri od geometrijskih objekata

aij |
0
k, aij |

1
k, aij |

2
k, aij |

3
k, aij |

4
k su linearno nezavisna.

Dokaz. Na osnovu jednačine (2.16), broj linearno nezavisnih med̄u geometri-
jskim objektima aij |

0
k, aij |

1
k, aij |

2
k, aij |

3
k, aij |

4
k je jednak rangu matrice

M =


1 0 0

1 1 −1
1 −1 1

1 1 1

1 −1 −1

 .

Kako je Rank(M) = 3, tri od geometrijskih objekata aij |
0
k, aij |

1
k, aij |

2
k, aij |

3
k,

aij |
4
k su linearno nezavisni.

Posledica 2.1. U slučaju tenzora û tipa (1, 0), dva od geometrijskih objekata ui|
0
k,

ui|
1
k ≡ ui|

3
k, ui|

2
k ≡ ui|

4
k su linearno nezavisna.

U slučaju tenzora v̂ tipa (0, 1), dva od geometrijskih objekata vj |
0
k, vj |

1
k ≡ vi|

4
k,

vj |
2
k ≡ vj |

3
k su linearno nezavisna.
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Posledica 2.2. Trojke

A
1
:


aij |

1
k,

aij |
2
k,

aij |
3
k,

A
2
:


aij |

1
k,

aij |
2
k,

aij |
4
k,

A
3
:


aij |

1
k,

aij |
3
k,

aij |
4
k,

A
4
:


aij |

2
k,

aij |
3
k,

aij |
4
k,

A
5
:


aij |

0
k,

aij |
1
k,

aij |
3
k,

A
6
:


aij |

0
k,

aij |
1
k,

aij |
4
k,

A
7
:


aij |

0
k,

aij |
2
k,

aij |
3
k,

A
8
:


aij |

0
k,

aij |
2
k,

aij |
4
k,

(2.17)

su trojke linearno nezavisnih geometrijskih objekata aij |
z
k, z = 0, . . . , 4.

Parovi

U
1
:


ui|

0
k,

ui|
1
k,

U
2
:


ui|

0
k,

ui|
2
k,

U
3
:


ui|

1
k,

ui|
2
k,

V
1
:

 vj |
0
k,

vj |
1
k,

V
2
:

 vj |
0
k,

vj |
2
k,

V
3
:

 vj |
1
k,

vj |
2
k,

(2.18)

su parovi linearno nezavisnih geometrijskih objekata ui|
z
k, vj |

z
k, z = 0, . . . , 4.

2.1.3 Ričijevi Identiteti na osnovu tenzora â tipa (1, 1)

Uopštimo Prvu Teoremu o Ričijevim Identitetima.

Teorema 2.2 (Druga Teorema o Ričijevim Identitetima). Neka je

X i
jk = ρ10a

i
j|k + ρ11a

i
j |
1
k + ρ12a

i
j |
2
k + ρ13a

i
j |
3
k + ρ14a

i
j |
4
k, (2.19)

Y i
jk = ρ20a

i
j|k + ρ21a

i
j |
1
k + ρ22a

i
j |
2
k + ρ23a

i
j |
3
k + ρ24a

i
j |
4
k, (2.20)

Zi
jk = ρ30a

i
j|k + ρ31a

i
j |
1
k + ρ32a

i
j |
2
k + ρ33a

i
j |
3
k + ρ34a

i
j |
4
k, (2.21)
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U i
jk = ρ40a

i
j|k + ρ41a

i
j |
1
k + ρ42a

i
j |
2
k + ρ43A

i
j |
3
k + ρ44a

i
j |
4
k, (2.22)

V i
jk = ρ50a

i
j|k + ρ51a

i
j |
1
k + ρ52a

i
j |
2
k + ρ53a

i
j |
3
k + ρ54a

i
j |
4
k, (2.23)

gde je â tenzor tipa (1, 1) i ρz0, ρ
z
1, ρ

z
2, ρ

z
3, ρ

z
4, z ∈ {1, . . . , 5}, za koje važi da je

ρz0 + ρz1 + ρz2 + ρz3 + ρz4 = 1, proizvoljni skalari.

Važi naredna jednačina

aij |
v1

m |
w1

n − aij |
v2

n |
w2

m = (cv1 − cw2)L
i
αm
∨
Xα

jn + (cw1 − cv2)Li
αn
∨
Y α
jm

+ (dv1 − dw2)L
α
jm
∨
Zi

αn + (dw1 − dv2)Lα
jn
∨
U i
αm

+ (dw1 + dw2)L
α
mn
∨
V i
jα

+aαj
{
Ri

αmn + cv1L
i
αm
∨

|n − cv2Li
αn
∨
|m

+ p1L
β
αm
∨
Li
βn
∨
+ p2L

β
αn
∨
Li
βm
∨

+ p3L
β
mn
∨
Li
βα
∨

}
−aiα

{
Rα

jmn − dv1Lα
jm
∨

|n + dv2L
α
jn
∨
|m

+ q1L
β
jm
∨
Lα
βn
∨
+ q2L

β
jn
∨
Lα
βm
∨

+ q3L
β
mn
∨
Lα
βj
∨

}
+ aαβ

{
r1L

β
jm
∨
Li
αn
∨
+ r2L

β
jn
∨
Li
αm
∨

}
,

(2.24)

gde je

p1 = cv1cw1 − cv2(cw2 + dw2)− (cw1 − cv2)(ρ21 − ρ22 + ρ23 − ρ24), (2.25)

p2 = cv1(cw1 + dw1)− cv2cw2 − (cv1 − cw2)(ρ
1
1 − ρ12 + ρ13 − ρ14), (2.26)

p3 = −cv1dw1 − cv2dw2 + (dw1 + dw2)(ρ
5
1 − ρ52 + ρ53 − ρ54), (2.27)

q1 = −dv1(cw1 + dw1) + dv2dw2 − (dv1 − dw2)(ρ
3
1 − ρ32 − ρ33 + ρ34), (2.28)

q2 = −dv1dw1 + dv2(cw2 + dw2)− (dw1 − dv2)(ρ41 − ρ42 − ρ43 + ρ44), (2.29)

q3 = dv1dw1 + dv2dw2 − (dw1 + dw2)(ρ
5
1 − ρ52 − ρ53 + ρ54), (2.30)

r1 = cw1dv1 − cv2dw2 + (cw1 − cv2)(ρ21 − ρ22 − ρ23 + ρ24)

− (dv1 − dw2)(ρ
3
1 − ρ32 + ρ33 − ρ34),

(2.31)

r2 = cv1dw1 − cw2dv2 + (cv1 − cw2)(ρ
1
1 − ρ12 − ρ13 + ρ14)

− (dw1 − dv2)(ρ41 − ρ42 + ρ43 − ρ44).
(2.32)
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Dokaz. Važe naredne jednačine

Li
αm
∨
Xα

jn = Li
αm
∨
aαj|n + (ρ11 − ρ12 + ρ13 − ρ14)Li

βm
∨
Lβ
αn
∨
aαj

− (ρ11 − ρ12 − ρ13 + ρ14)L
i
αm
∨
Lβ
jn
∨
aαβ ,

(2.33)

Li
αn
∨
Y α
jm = Li

αn
∨
aαj|m + (ρ21 − ρ22 + ρ23 − ρ24)Li

βn
∨
Lβ
αm
∨
aαj

− (ρ21 − ρ22 − ρ23 + ρ24)L
i
αn
∨
Lβ
jm
∨
aαβ ,

(2.34)

Lα
jm
∨
Zi

αn = Lα
jm
∨
aiα|n + (ρ31 − ρ32 + ρ33 − ρ34)L

β
jm
∨
Li
αn
∨
aαβ

− (ρ31 − ρ32 − ρ33 + ρ34)L
β
jm
∨
Lα
βn
∨
aiα,

(2.35)

Lα
jn
∨
U i
αm = Lα

jn
∨
aiα|m + (ρ41 − ρ42 + ρ43 − ρ44)L

β
jn
∨
Li
αm
∨
aαβ

− (ρ41 − ρ42 − ρ43 + ρ44)L
β
jn
∨
Lα
βm
∨
aiα,

(2.36)

Lα
mn
∨
V i
jα = Lα

mn
∨
aij|α + (ρ51 − ρ52 + ρ53 − ρ54)Lβ

mn
∨
Li
αβ
∨
aαj

− (ρ51 − ρ52 − ρ53 + ρ54)L
β
mn
∨
Lα
βj
∨
aiα,

(2.37)

Nakon prikazivanja geometrijskih objekata

(cv1 − cw2)L
i
αm
∨
aαj|n, (cw1 − cv2)Li

αn
∨
aαj|m, (dv1 − dw2)L

α
jm
∨
aiα|n,

(dw1 − dv2)Lα
jn
∨
aiα|m, (dw1 + dw2)L

α
mn
∨
aij|α,

pomoću jednakosti (2.33–2.37) i zamene tako prikazanih objekata u jednačinu
(2.11), dolazi se do zaključka da je zadovoljena jednačina (2.51).

Važe naredne jednakosti

ρz1 − ρz2 + ρz3 − ρz4 = (−1)1−1ρz1 + (−1)2−1ρz2 + (−1)3−1ρz3 + ρ4−1ρz4, (2.38)

ρz1 − ρz2 − ρz3 + ρz4 = (−1)
⌊

1
2

⌋
ρz1 + (−1)

⌊
2
2

⌋
ρz2 + (−1)

⌊
3
2

⌋
ρz3 + (−1)

⌊
4
2

⌋
ρz4,

(2.39)
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z = 1, . . . , 5, ceo deo funkcija ⌊x⌋ (funkcija koja realan broj x transformiše u ceo
broj koji je manji ili jednak x).

Neka je još i {n1, n2, n3, n4} = {1, 2, 3, 4}. Na osnovu Propozicije 2.2, sledi
da je dovoljno razmotriti slučaj ρz0 = ρzn4

= 0, n4 ∈ {1, 2, 3, 4}\{n1, n2, n3}.

Za cele brojeve n1, n2, n3, 1 ≤ n1 < n2 < n3 ≤ 4, i na osnovu zapisa (2.38,
2.39) smenjenih u jednačinu (2.51), važi naredna Teorema.

Teorema 2.3 (n1 − n2 − n3 - Druga Teorema o Ričijevim Identitetima). Neka je

X̃ i
jk = ρ1n1

aij |
n1

k + ρ1n2
aij |

n2

k + ρ1n3
aij |

n3

k, Ỹ i
jk = ρ2n1

aij |
n1

k + ρ2n2
aij |

n2

k + ρ2n3
aij |

n3

k,

Z̃i
jk = ρ3n1

aij |
n1

k + ρ3n2
aij |

n2

k + ρ3n3
aij |

n3

k, Ũ i
jk = ρ4n1

aij |
n1

k + ρ4n2
aij |

n2

k + ρ4n3
aij |

n3

k,

Ṽ i
jk = ρ5n1

aij |
n1

k + ρ5n2
aij |

n2

k + ρ5n3
aij |

n3

k,

(2.40)

gde je â tenzor tipa (1, 1).

Važi jednačina

aij |
v1

m |
w1

n − aij |
v2

n |
w2

m = (cv1 − cw2)L
i
αm
∨
X̃α

jn + (cw1 − cv2)Li
αn
∨
Ỹ α

jm

+ (dv1 − dw2)L
α
jm
∨
Z̃i

αn + (dw1 − dv2)Lα
jn
∨
Ũ i

αm

+ (dw1 + dw2)L
α
mn
∨
Ṽ i

jα

+aαj
{
Ri

αmn + cv1L
i
αm
∨

|n − cv2Li
αn
∨
|m

+ p̃1L
β
αm
∨
Li
βn
∨
+ p̃2L

β
αn
∨
Li
βm
∨

+ p̃3L
β
mn
∨
Li
βα
∨

}
−aiα

{
Rα

jmn − dv1Lα
jm
∨

|n + dv2L
α
jn
∨
|m

+ q̃1L
β
jm
∨
Lα
βn
∨
+ q̃2L

β
jn
∨
Lα
βm
∨

+ q̃3L
β
mn
∨
Lα
βj
∨

}
+ aαβ

{
r̃1L

β
jm
∨
Li
αn
∨
+ r̃2L

β
jn
∨
Li
αm
∨

}
,

(2.41)
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gde je

p̃1 = cv1cw1 − cv2(cw2 + dw2)

− (cw1 − cv2)
(
(−1)n1−1ρ2n1

+ (−1)n2−1ρ2n2
+ (−1)n3−1ρ2n3

)
,

(2.42)

p̃2 = cv1(cw1 + dw1)− cv2cw2

− (cv1 − cw2)
(
(−1)n1−1ρ1n1

+ (−1)n2−1ρ1n2
+ (−1)n3−1ρ1n3

)
,

(2.43)

p̃3 = −cv1dw1 − cv2dw2

+ (dw1 + dw2)
(
(−1)n1−1ρ5n1

+ (−1)n2−1ρ5n2
+ (−1)n3−1ρ5n3

)
,

(2.44)

q̃1 = −dv1(cw1 + dw1) + dv2dw2

− (dv1 − dw2)
(
(−1)

⌊
n1
2

⌋
ρ3n1

+ (−1)
⌊

n2
2

⌋
ρ3n2

+ (−1)
⌊

n3
2

⌋
ρ3n3

)
,

(2.45)

q̃2 = −dv1dw1 + dv2(cw2 + dw2)

− (dw1 − dv2)
(
(−1)

⌊
n1
2

⌋
ρ41 + (−1)

⌊
n2
2

⌋
ρ4n2

+ (−1)
⌊

n3
2

⌋
ρ4n3

)
,

(2.46)

q̃3 = dv1dw1 + dv2dw2

− (dw1 + dw2)
(
(−1)

⌊
n1
2

⌋
ρ5n1

+ (−1)
⌊

n2
2

⌋
ρ5n2

+ (−1)
⌊

n3
2

⌊
ρ5n3

)
,

(2.47)

r̃1 = cw1dv1 − cv2dw2

+ (cw1 − cv2)
(
(−1)

⌊
n1
2

⌋
ρ2n1

+ (−1)
⌊

n2
2

⌋
ρ2n2

+ (−1)
⌊

n3
2

⌋
ρ2n3

)
− (dv1 − dw2)

(
(−1)n1−1ρ3n1

+ (−1)n2−1ρ3n2
+ (−1)n3−1ρ3n3

)
,

(2.48)

r̃2 = cv1dw1 − cw2dv2

+ (cv1 − cw2)
(
(−1)

⌊
n1
2

⌋
ρ1n1

+ (−1)
⌊

n2
2

⌋
ρ1n2

+ (−1)
⌊

n3
2

⌋
ρ1n3

)
− (dw1 − dv2)

(
(−1)n1−1ρ4n1

+ (−1)n2−1ρ4n2
+ (−1)n3−1ρ4n3

)
,

(2.49)

ρzn1
+ ρzn2

+ ρzn3
= 1, z ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

Na osnovu Propozicije 2.2, sledi da je dovoljno razmotriti slučaj ρzn3
= 0,

ρzn4
= 0, 1 ≤ n3 < n4 ≤ 4, {n1, n2} = {1, 2, 3, 4}\{n3, n4}, (n1, n2) ∈{

(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4)
}

kao što je to učinjeno u narednoj Teoremi.
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Teorema 2.4 (n1 − n2 - Druga Teorema o Ričijevim Identitetima). Neka je

˜̃X i
jk = ρ10a

i
j|k + ρ1n1

aij |
n1

k + ρ1n2
aij |

n2

k,
˜̃Y i
jk = ρ20a

i
j|k + ρ2n1

aij |
n1

k + ρ2n2
aij |

n2

k,

˜̃Zi
jk = ρ30a

i
j|k + ρ3n1

aij |
n1

k + ρ3n2
aij |

n2

k,
˜̃U i
jk = ρ40a

i
j|k + ρ4n1

aij |
n1

k + ρ4n2
aij |

n2

k,

˜̃V i
jk = ρ50a

i
j|k + ρ5n1

aij |
n1

k + ρ5n2
aij |

n2

k,

(2.50)

gde je â tenzor tipa (1, 1).

Važi sledeća jednačina

aij |
v1

m |
w1

n − aij |
v2

n |
w2

m = (cv1 − cw2)L
i
αm
∨

˜̃Xα
jn + (cw1 − cv2)Li

αn
∨

˜̃Y α
jm

+ (dv1 − dw2)L
α
jm
∨

˜̃Zi
αn + (dw1 − dv2)Lα

jn
∨

˜̃U i
αm

+ (dw1 + dw2)L
α
mn
∨

˜̃V i
jα

+aαj
{
Ri

αmn + cv1L
i
αm
∨

|n − cv2Li
αn
∨
|m

+ ˜̃p1L
β
αm
∨
Li
βn
∨
+ ˜̃p2L

β
αn
∨
Li
βm
∨

+ ˜̃p3L
β
mn
∨
Li
βα
∨

}
−aiα

{
Rα

jmn − dv1Lα
jm
∨

|n + dv2L
α
jn
∨
|m

+ ˜̃q1L
β
jm
∨
Lα
βn
∨
+ ˜̃q2L

β
jn
∨
Lα
βm
∨

+ ˜̃q3L
β
mn
∨
Lα
βj
∨

}
+ aαβ

{
˜̃r1L

β
jm
∨
Li
αn
∨
+ ˜̃r2L

β
jn
∨
Li
αm
∨

}
,

(2.51)

gde je

˜̃p1 = cv1cw1 − cv2(cw2 + dw2)− (cw1 − cv2)
(
(−1)n1−1ρ2n1

+ (−1)n2−1ρ2n2

)
,

(2.52)

˜̃p2 = cv1(cw1 + dw1)− cv2cw2 − (cv1 − cw2)
(
(−1)n1−1ρ1n1

+ (−1)n2−1ρ1n2

)
,

(2.53)

˜̃p3 = −cv1dw1 − cv2dw2 + (dw1 + dw2)
(
(−1)n1−1ρ5n1

+ (−1)n2−1ρ5n2

)
, (2.54)
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˜̃q1 = −dv1(cw1 + dw1) + dv2dw2−(dv1−dw2)
(
(−1)

⌊
n1
2

⌋
ρ3n1

+(−1)
⌊

n2
2

⌋
ρ3n2

)
,

(2.55)

˜̃q2 = −dv1dw1 − dv2(cw2 + dw2)− (dw1 − dv2)
(
(−1)

⌊
n1
2

⌋
ρ4n1

+(−1)
⌊

n2
2

⌋
ρ4n2

)
,

(2.56)

˜̃q3 = dv1dw1 + dv2dw2 − (dw1 + dw2)
(
(−1)

⌊
n1
2

⌋
ρ5n1

+ (−1)
⌊

n2
2

⌋
ρ5n2

)
, (2.57)

˜̃r1 = cw1dv1 − cv2dw2 + (cw1 − cv2)
(
(−1)

⌊
n1
2

⌋
ρ2n1

+ (−1)
⌊

n2
2

⌋
ρ2n2

)
− (dv1 − dw2)

(
(−1)n1−1ρ3n1

+ (−1)n2−1ρ3n2

)
,

(2.58)

˜̃r2 = cv1dw1 − cw2dv2 + (cv1 − cw2)
(
(−1)

⌊
n1
2

⌋
ρ1n1

+ (−1)
⌊

n2
2

⌋
ρ1n2

)
− (dw1 − dv2)

(
(−1)n1−1ρ4n1

+ (−1)n2−1ρ4n2

)
,

(2.59)

ρz0 + ρzn1
+ ρzn2

= 1, z ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

Teorema 2.5 (Teorema o Komutacionim Formulama). Petnaest od geometrijskih

objekata aij |
v1

m |
w1

n−aij |
v2

n |
w2

m, v1, v2, w1, w2 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, je linearno nezavisno.

Dokaz. Na osnovu posledice 2.2 i jednačine (2.17) u toj Posledici, dobijaju se
naredne jednačine

aij |
v1

m = x1a
i
j |
1
m + x2a

i
j |
2
m + x3a

i
j |
3
m, (2.60)

aij |
v1

m |
w1

n = y1a
i
j |
v1

m|
1
n + y2a

i
j |
v1

|
2
n + y3a

i
j |
v1

m|
3
n, (2.61)

gde su x1, x2, x3, y1, y2, y3 odgovarajući skalari.

Nakon zamene zapisa (2.60) u jednačinu (2.61), dolazi se do zaključka da
je dupli kovarijantni izvod aij |

v1

m |
w1

n linearna kombinacija geometrijskih objekata

aij |
v′1

m |
w′
1

n, gde je v′1, w
′
1 ∈ {1, 2, 3}.

U 1 − 2 − 3 - Teoremi o Komutacionim Formulama [138], dokazano je da je
petnaest od geometrijskih objekata aij |

v′1

m |
w′
1

n − aij |
v′2

n |
w′
2

m, gde je v′1, v
′
2, w

′
1, w

′
2 ∈

{1, 2, 3}, linearno nezavisno, čime je dokaz ove Teoreme završen.
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2.1.4 Ričijevi Identiteti na osnovu tenzora â tipa (p, q)

Važi jednačina

a
i1...ip
j1...jq |

v
m |

w
n = a

i1...ip
j1...jq |m|n + cv

p∑
k=1

Lik
αm
∨
a
i1...ik−1αik+1...ip
j1...jq |n + cw

p∑
k=1

Lik
αn
∨
a
i1...ik−1αik+1...ip
j1...jq |m

+ dv

q∑
l=1

Lα
jlm
∨
a
i1...ip
j1...jl−1αjl+1...jq |n + dw

q∑
l=1

Lα
jln
∨
a
i1...ip
j1...jl−1αjl+1...jq |m

+ dwL
α
mn
∨
a
i1...ip
j1...jq |α

+cvcw

{ p∑
k=1

k−1∑
κ=1

Lik
αm
∨
Liκ
βn
∨
a
i1...iκ−1βiκ+1...ik−1αik+1...ip
j1...jq

+

p∑
k=1

p∑
κ=k+1

Lik
αm
∨
Liκ
βn
∨
a
i1...ik−1αik+1...iκ−1βiκ+1...ip
j1...jq

}
+dvdw

{ q∑
l=1

l−1∑
ℓ=1

Lβ
jℓn
∨
Lα
jlm
∨
a
i1...ip
j1...jℓ−1βjℓ+1...jl−1αjl+1...jq

+

q∑
l=1

q∑
ℓ=l+1

Lβ
jℓn
∨
Lα
jlm
∨
a
i1...ip
j1...jl−1αjl+1...jℓ−1βjℓ+1...jq

}
+

p∑
k=1

a
i1...ik−1αik+1...ip
j1...jq

(
cvL

ik
αm
∨

|n + cvcwL
β
αm
∨
Lik
βn
∨

+cv(cw + dw)L
β
αn
∨
Lik
βm
∨
− cvdwLβ

mn
∨
Lik
βα
∨

)
−

q∑
l=1

a
i1...ip
j1...jl−1αjl+1...jq

(
− dvLα

jlm
∨

|n − dv(cw + dw)L
β
jlm
∨
Lα
βn
∨

−dvdwLβ
jln
∨
Lα
βm
∨

+ dvdwL
β
mn
∨
Lα
βjl
∨

)
+

p∑
k=1

q∑
l=1

a
i1...ik−1αik+1...ip
j1...jl−1βjl+1...jq

(
cwdvL

β
jlm
∨
Lik
βn
∨
+ cvdwL

β
jln
∨
Lik
αm
∨

)
.

(2.62)

Na osnovu jednačine (2.16), generalizuju se rezultati dobijeni u prethodnom
poglavlju. Ti generalizovani rezultati, prikazani su u sledećoj Teoremi.
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Teorema 2.6 (Opšta Prva Teorema o Ričijevim Identitetima). Familija Ričijevih

Identiteta dobijenih na osnovu nesimetrične afine koneksije ∇ i tenzora â tipa

(p, q), p, q ∈ N, je

a
i1...ip
j1...jq |

v1

m |
w1

n − a
i1...ip
j1...jq |

v2

n |
w2

m =
1

S i1...ip
j1...jqmn +

2

S i1...ip
j1...jqmn

+ (dw1 + dw2)L
α
mn
∨
a
i1...ip
j1...jq |α

+

p∑
k=1

a
i1...ik−1αik+1...ip
j1...jq

1

Rik
αmn

−
q∑

l=1

a
i1...ip
j1...jl−1αjl+1...jq

2

Rα
jlmn

+

p∑
k=1

q∑
l=1

a
i1...ik−1αik+1...ip
j1...jl−1βjl+1...jq

3

Rβik
αjlmn,

(2.63)

gde je

1

S i1...ip
j1...jqmn =

p∑
k=1

{
(cv1−cw2)L

ik
αm
∨
a
i1...ik−1αik+1...ip
j1...jq |n

+ (cw1−cv2)Lik
αn
∨
a
i1...ik−1αik+1...ip
j1...jq |m

}
,

(2.64)

2

S i1...ip
j1...jqmn =

q∑
l=1

{
(dv1−dw2)L

α
jlm
∨
a
i1...ip
j1...jl−1αjl+1...jq |n

+ (dw1−dv2)Lα
jln
∨
a
i1...ip
j1...jr−1αjr+1...jq |m

}
,

(2.65)

1

Ri
jmn = Ri

jmn + cv1L
i
jm
∨

|n − cv2Li
jn
∨
|m +

[
cv1cw1 − cv2(cw2 + dw2)

]
Lα
jm
∨
Li
αn
∨

+
[
cv1(cw1 + dw1)− cv2cw2

]
Lα
jn
∨
Li
αm
∨
− (cv1dw1 + cv2dw2)L

α
mn
∨
Li
αj
∨
,

(2.66)
2

Ri
jmn = Ri

jmn − dv1Li
jm
∨

|n + dv2L
i
jn
∨
|m −

[
dv1(cw1 + dw1)− dv2dw2

]
Lα
jm
∨
Li
αn
∨

−
[
dv1dw1 − dv2(cw2 + dw2)

]
Lα
jn
∨
Li
αm
∨

+ (dv1dw1 + dv2dw2)L
α
mn
∨
Li
αj
∨
,

(2.67)
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3

Rri
sjmn = (cw1dv1 − cv2dw2)L

r
jm
∨
Li
sn
∨
+ (cv1dw1 − cw2dv2)L

r
jn
∨
Li
sm
∨
, (2.68)

i v1, v2, w1, w2 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

2.2 Ričijevi identiteti u operatorskom obliku

U ovom poglavlju se razmatra operatorski zapis tenzora, kovarijantnog difer-
enciranja i tenzorskog računa.

Diferencijalna mnogostrukost M snabdevena nesimetričnom metrikom
G = G(X, Y ), gde su X i Y tangentna vektorska polja mnogostrukosti, pri čemu
je tenzor G razložen kao

G(X, Y ) = g(X, Y ) + F (X, Y ), (2.69)

gde je g(X, Y ) = g(Y,X) i F (X, Y ) = −F (Y,X) je razmatrana u [103].

Jedna afina koneksija, ∇g
XY , dobija se na osnovu simetričnog dela g(X, Y )

na osnovu metričkog tenzora G(X, Y ) (Kožulova formula)

g
(
∇g

XY, Z
)
=

1

2

[
Xg(Y, Z) + Y g(X,Z)− Zg(X, Y )

]
. (2.70)

Odgovarajući tenzor krivine je

Rg(X, Y )Z = ∇g
X∇

g
YZ −∇

g
Y∇

g
XZ −∇

g
[X,Y ]Z. (2.71)

Afine koneksije

1

∇XY and
2

∇XY =
1

∇YX + [X, Y ], (2.72)

razmatrane su u radu [103].

Tenzori torzije
1̂

T i
2̂

T , koji će biti korišćeni u ovoj sekciji, zadati su narednom
jednačinom
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1

T (X, Y ) =
1

∇XY −
1

∇YX − [X, Y ] i
2

T (X, Y ) =
2

∇XY −
2

∇YX − [X, Y ].

(2.73)

Afina koneksija bez torzije je

0

∇XY =
1

2
(
1

∇XY +
2

∇XY ). (2.74)

Na osnovu jednačina (2.72, 2.74), dobija se da važi naredna jednačina

0

∇XY =
1

2
(
1

∇XY +
1

∇YX) +
1

2
[X, Y ] =

1

2
(
2

∇XY +
2

∇YX) +
1

2
[X, Y ]. (2.75)

Zadovoljene su i naredne dve jednakosti

1

∇XY =
0

∇XY +
1

2

1

T (X, Y ) i
2

∇XY =
0

∇XY −
1

2

1

T (X, Y ). (2.76)

Propozicija 2.3. Dve od afinih koneksija
0

∇XY ,
1

∇XY ,
2

∇XY su linearno nezavi-

sne.

Pet tenzora krivine analiziranih u [103], i još jedan - linearno nezavisan sa tih
pet - zadati su sledećim jednačinama

0

R(X, Y )Z =
0

∇X

0

∇YZ −
0

∇Y

0

∇XZ −
0

∇[X,Y ]Z, (2.77)
1

R(X, Y )Z =
1

∇X

1

∇YZ −
1

∇Y

1

∇XZ −
1

∇[X,Y ]Z, (2.78)
2

R(X, Y )Z =
2

∇X

2

∇YZ −
2

∇Y

2

∇XZ −
2

∇[X,Y ]Z, (2.79)
3

R(X, Y )Z =
2

∇X

1

∇YZ −
1

∇Y

2

∇XZ −
2

∇ 1
∇Y X

Z −
1

∇ 2
∇XY

Z, (2.80)

4

R(X, Y )Z =
2

∇X

1

∇YZ −
1

∇Y

2

∇XZ −
2

∇ 2
∇Y X

Z −
1

∇ 1
∇XY

Z, (2.81)

5

R(X, Y )Z =
1

2

( 1

∇X

1

∇YZ −
2

∇Y

1

∇XZ +
2

∇X

2

∇YZ −
1

∇Y

2

∇XZ
)

− 1

2

( 1

∇[X,Y ]Z +
2

∇[X,Y ]Z
)
.

(2.82)
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U ovom razmatranju, posebno mesto zauzimaju semisimetrične afine konek-
sije. Tenzor torzije prostora GAN na kome je definisana semisimetrična afina
koneksija je

1

T (X, Y ) = π(X)Y − π(Y )X. (2.83)

2.2.1 Motivacija

Tenzori krivine prostora simetrične i nesimetrične afine koneksije razmatrali
su mnogi autori. N. S. Sinjukov [110] i J. Mikeš sa svojom istraživačkom grupom
[65] odredili su tenzore krivine prostora simetrične afine koneksije i Rimanovog
prostora. L. P. Ajzenhart [28] je započeo istraživanje o prostorima nesimetrične
afine koneksije. Ajzenhartov rad je nastavio S. M. Minčić [76, 77, 82] i mnogi
drugi autori. Za razliku od S. M. Minčića, koji je dobio pseudotenzore krivine
prostora nesimetrične afine koneksije, dokazano je [138] da pseudotenzori krivine
nisu komponente krivine prostora snabdevenih nesimetričnom afinom koneksijom
u smislu alternacije dvostrukih kovarijantnih izvoda [108].

U radu [103], tenzori krivine generalisanog Rimanovog prostora GRN u smislu
definicije koju su zadali Ivanov i Zlatanović [39] su prikazani u funkciji tenzora
krivine Rg(X, Y )Z Rimanovog prostora RN u smislu Ajzenhartove definicije.
Afina koneksija bez torzije ∇g

XY Rimanovog prostora se transformiše u afinu

koneksiju bez torzije
0

∇XY pridruženog prostora
0

RN u smislu definicije koju su
zadali Ivanov i Zlatanović.

Razlika
0

∇XY −∇g
XY = P (X, Y ) je tenzor bez torzije tipa (1, 2). Transfor-

macija tenzora krivine
0

R(X, Y )Z na osnovu specijalnog oblika tenzora P (X, Y )

je razmotrena u [103].
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2.2.2 Linearno nezavisni tenzori krivine

Na osnovu jednačina (2.72–2.76), dobija se

1

∇X

1

∇YZ =
0

∇X

0

∇YZ +
1

2

( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z)

+
1

2

1

T
(
X,

0

∇YZ
)
− 1

2

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)
+

1

2

1

T
(
Z,

0

∇XY
)
+

1

4

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)
,

(2.84)
1

∇X

2

∇YZ =
0

∇X

0

∇YZ −
1

2

( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z)

+
1

2

1

T
(
X,

0

∇YZ
)
+

1

2

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)
− 1

2

1

T
(
Z,

0

∇XY
)
− 1

4

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
,

(2.85)
2

∇X

1

∇YZ =
0

∇X

0

∇YZ +
1

2

( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z)

− 1

2

1

T
(
X,

0

∇YZ
)
− 1

2

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)
+

1

2

1

T
(
Z,

0

∇XY
)
− 1

4

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
,

(2.86)
2

∇X

2

∇YZ =
0

∇X

0

∇YZ −
1

2

( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z)

− 1

2

1

T
(
X,

0

∇YZ
)
+

1

2

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)
− 1

2

1

T
(
Z,

0

∇XY
)
+

1

4

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
,

(2.87)
1

∇ 1
∇XY

Z =
0

∇Z

0

∇XY +
1

2

( 0

∇Z

1

T
)
(X, Y ) +

[ 1

∇XY, Z
]

− 1

2

1

T
(
X,

0

∇ZY
)
+

1

2

1

T
(
Y,

0

∇ZX
)
− 1

2

1

T
(
Z,

0

∇XY
)
− 1

4

1

T
(
Z,

1

T (X, Y )
)
,

(2.88)
2

∇ 2
∇XY

Z =
1

∇Z

2

∇XY −
[ 2

∇XY, Z
]
, (2.89)

1

∇ 2
∇XY

Z =
0

∇Z

0

∇XY −
1

2

( 0

∇Z

1

T
)
(X, Y ) +

[ 1

∇YX,Z
]
+
[
[X, Y ], Z

]
+

1

2

1

T
(
X,

0

∇ZY
)
− 1

2

1

T
(
Y,

0

∇ZX
)
− 1

2

1

T
(
Z,

0

∇XY
)
+

1

4

1

T
(
Z,

1

T (X, Y )
)
,

(2.90)
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2

∇ 1
∇XY

Z =
0

∇Z

0

∇XY +
1

2

( 0

∇Z

1

T
)
(X, Y ) +

[ 1

∇XY, Z
]

− 1

2

1

T
(
X,

0

∇ZY
)
+

1

2

1

T
(
Y,

0

∇ZX
)
+

1

2

1

T
(
Z,

0

∇XY
)
+

1

4

1

T
(
Z,

1

T (X, Y )
)
,

(2.91)
1

T
(
X,

1

T (Y, Z
)
=

1

∇X(
1

∇YZ −
1

∇ZY )−
1

∇ 1
∇Y Z

X +
1

∇ 1
∇ZY

X, (2.92)

0

∇Z

0

∇YX −
0

∇Z

0

∇XY = −
0

∇Z [X, Y ] =
[
[X, Y ], Z

]
−

0

∇[X,Y ]Z. (2.93)

Važi naredna lema.

Lema 2.1. Tenzori krivine
1

R(X, Y )Z,. . . ,
5

R(X, Y )Z i tenzor krivine
0

R(X, Y )Z

zadovoljavaju jednačine

1

R(X, Y )Z =
0

R(X, Y )Z +
1

2

( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z)− 1

2

( 0

∇Y

1

T
)
(X,Z)

+
1

T
(
X,

0

∇YZ
)
−

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)
−

1

T
(
[X, Y ], Z

)
+

1

4

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
− 1

4

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
) (2.94)

2

R(X, Y )Z =
0

R(X, Y )Z − 1

2

( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z) +

1

2

( 0

∇Y

1

T
)
(X,Z)

−
1

T
(
X,

0

∇YZ
)
+

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)
+

1

T
(
[X, Y ], Z

)
+

1

4

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
− 1

4

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
) (2.95)

3

R(X, Y )Z =
0

R(X, Y )Z +
1

2

( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z) +

1

2

( 0

∇Y

1

T
)
(X,Z)

−
1

T
(
X,

0

∇YZ
)
−

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)
−

1

T
(
[X, Y ], Z

)
− 1

4

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
+

1

4

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)
− 1

2

1

T
(
Z,

1

T (X, Y )
)
,

(2.96)

4

R(X, Y )Z =
0

R(X, Y )Z +
1

2

( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z) +

1

2

( 0

∇Y

1

T
)
(X,Z)

−
1

T
(
X,

0

∇YZ
)
−

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)
−

1

T
(
[X, Y ], Z

)
− 1

4

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
+

1

4

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)
+

1

2

1

T
(
Z,

1

T (X, Y )
)
,

(2.97)

5

R(X, Y )Z =
0

R(X, Y )Z +
1

4

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
+

1

4

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)
, (2.98)
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Posledica 2.3. Ako jeR(X, Y )Z = k0
0

R(X, Y )Z+k1
1

R(X, Y )Z+k2
2

R(X, Y )Z+

k3
3

R(X, Y )Z + k4
4

R(X, Y )Z + k5
5

R(X, Y )Z, za k0, . . . , k5 ∈ R, jednačine

(2.94–2.98) se transformišu u

1

R(X, Y )Z = R(X, Y )Z

+
1

2
(1− k̃1)

[( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z)− 2

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)
− 2

1

T
(
[X, Y ], Z

)]
− 1

2
(1− k̃2)

[( 0

∇Y

1

T
)
(X,Z)− 2

1

T
(
X,

0

∇YZ
)]

+
1

2
k̃5

1

T
(
Z,

1

T (X, Y )
)

+
1

4
(1− k̃3)

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
− 1

4
(1− k̃4)

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)
,

(2.99)
2

R(X, Y )Z = R(X, Y )Z

− 1

2
(1 + k̃1)

[( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z)− 2

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)
− 2

1

T
(
[X, Y ], Z

)]
+

1

2
(1 + k̃2)

[( 0

∇Y

1

T
)
(X,Z)− 2

1

T
(
X,

0

∇YZ
)]

+
1

2
k̃5

1

T
(
Z,

1

T (X, Y )
)

+
1

4
(1− k̃3)

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
− 1

4
(1− k̃4)

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)
,

(2.100)
3

R(X, Y )Z = R(X, Y )Z

+
1

2
(1− k̃1)

[( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z)− 2

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)
− 2

1

T
(
[X, Y ], Z

)]
+

1

2
(1 + k̃2)

[( 0

∇Y

1

T
)
(X,Z)− 2

1

T
(
X,

0

∇YZ
)]

− 1

2
(1− k̃5)

1

T
(
Z,

1

T (X, Y )
)

− 1

4
(1 + k̃3)

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
+

1

4
(1 + k̃4)

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)
,

(2.101)
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4

R(X, Y )Z = R(X, Y )Z

+
1

2
(1− k̃1)

[( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z)− 2

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)
− 2

1

T
(
[X, Y ], Z

)]
+

1

2
(1 + k̃2)

[( 0

∇Y

1

T
)
(X,Z)− 2

1

T
(
X,

0

∇YZ
)]

+
1

2
(1 + k̃5)

1

T
(
Z,

1

T (X, Y )
)

− 1

4
(1 + k̃3)

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
+

1

4
(1 + k̃4)

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)
,

(2.102)
5

R(X, Y )Z = R(X, Y )Z

− 1

2
k̃1
[( 0

∇X

)
(Y, Z)− 2

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)
− 2

1

T
(
[X, Y ], Z

)]
+

1

2
k̃2
[( 0

∇Y

1

T
)
(X,Z)− 2

1

T
(
X,

0

∇YZ
)]

+
1

2
k̃5

1

T
(
Z,

1

T (X, Y )
)

+
1

4
(1− k̃3)

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
+

1

4
(1 + k̃4)

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)
,

(2.103)

za k̃1 = k1 − k2 + k3 + k4, k̃2 = k1 − k2 − k3 − k4, k̃3 = k1 + k2 − k3 − k4 + k5,

k̃4 = k1 + k2 − k3 − k4 − k5, k̃5 = k3 − k4.

Propozicija 2.4. Važe naredne jednačine

( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z) =

( 1

∇X

1

T
)
(Y, Z)− 1

2

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)

+
1

2

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)
− 1

2

1

T
(
Z,

1

T (X, Y )
)
,

(2.104)

( 0

∇X

2

T
)
(Y, Z) =

( 2

∇X

2

T
)
(Y, Z)− 1

2

2

T
(
X,

2

T (Y, Z)
)

− 1

2

2

T (Y,
2

T (X,Z)
)
+

1

2

2

T
(
Z,

2

T (X, Y )
)
.

(2.105)

Dokaz. Dokažimo tačnost jednačine (2.104). Važe naredne jednakosti.

0

∇X

{ 1

T (Y, Z)
}
=

( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z)−

1

T
( 0

∇XY, Z
)
−

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)
,

1

∇X

{ 1

T (Y, Z)
}
=

( 1

∇X

1

T
)
(Y, Z)−

1

T
( 1

∇XY, Z
)
−

1

T
(
Y,

1

∇XZ
)
.
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Na osnovu ta dva prikaza, linearnosti tenzora torzije
1

T (X, Y ) i razlike
1

∇XY −
0

∇XY =
1

2

1

T (X, Y ), kompletira se dokaz da je zadovoljena jednačina
(2.104).

Na isti način, na osnovu jednakosti

0

∇X

{ 2

T (Y, Z)
}
=

( 0

∇X

2

T
)
(Y, Z)−

2

T
( 0

∇XY, Z
)
−

2

T
(
Y,

0

∇XZ
)
,

2

∇X

{ 2

T (Y, Z)
}
=

( 2

∇X

2

T
)
(Y, Z)−

2

T
( 2

∇XY, Z
)
−

2

T
(
Y,

2

∇XZ
)
,

2

∇XY =
0

∇XY −
1

2

1

T (X, Y ) =
0

∇XY +
1

2

2

T (X, Y ),

dokazuje se da važi jednačina (2.105).

2.2.3 Tenzori krivine Rimanovog i prostora nesimetrične afine
koneksije

Dokažimo naredna tvrd̄enja.

Propozicija 2.5. Ako je
0

∇XY = ∇g
XY +P (X, Y ), P (X, Y ) = P (Y,X), naredne

jednačine su zadovoljene

( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z) =

(
∇g

X

1

T
)
(Y, Z) + P

(
X,

1

T (Y, Z)
)

+
1

T
(
Y, P (X,Z)

)
−

1

T
(
Z, P (X, Y )

)
,

(2.106)

1

T
(
X,

0

∇YZ
)
=

1

T
(
X,∇g

YZ
)
+

1

T
(
X,P (Y, Z)

)
. (2.107)

Dokaz. Jednačina (2.106) važi na osnovu jednakosti

0

∇X

{ 1

T (Y, Z)
}
−∇g

X

{ 1

T (Y, Z)
}
=

( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z)−

1

T (
0

∇XY, Z
)
−

1

T
(
Y,

0

∇XZ
)

−
(
∇g

X

1

T
)
(Y, Z) +

1

T
(
∇g

XY, Z
)
+

1

T
(
Y,∇g

XZ
)
,

0

∇XY −∇g
XY = P (X, Y ).

Jednačina (2.107) je ekvivalentna uslovu ove propozicije.
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Teorema 2.7. Tenzori krivine
0

R(X, Y )Z,. . . ,
5

R(X, Y )Z zadati jednačinama

(2.77-2.82) i tenzor krivine Rimanovog prostora Rg(X, Y )Z zadat jednačinom

(2.71) zadovoljavaju jednačine

0

R(X, Y )Z = Rg(X, Y )Z + P(X, Y, Z), (2.108)
1

R(X, Y )Z = Rg(X, Y )Z + P(X, Y, Z) + 1

2

(
∇g

X

1

T
)
(Y, Z)− 1

2

(
∇g

Y

1

T
)
(X,Z)

+
1

2
P
(
X,

1

T (Y, Z)
)
− 1

2
P
(
Y,

1

T (X,Z)
)
+

1

T
(
X,∇g

YZ
)
−

1

T
(
Y,∇g

XZ
)

+
1

2

1

T
(
X,P (Y, Z)

)
− 1

2

1

T
(
Y, P (X,Z)

)
−

1

T
(
[X, Y ], Z

)
+

1

4

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
− 1

4

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)
,

(2.109)
2

R(X, Y )Z = Rg(X, Y )Z + P(X, Y, Z)− 1

2

(
∇g

X

1

T
)
(Y, Z) +

1

2

(
∇g

Y

1

T
)
(X,Z)

− 1

2
P
(
X,

1

T (Y, Z)
)
+

1

2
P
(
Y,

1

T (X,Z)
)
−

1

T
(
X,∇g

YZ
)
+

1

T
(
Y,∇g

XZ
)

− 1

2

1

T
(
X,P (Y, Z)

)
+

1

2

1

T
(
Y, P (X,Z)

)
+

1

T
(
[X, Y ], Z

)
+

1

4

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
− 1

4

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)
,

(2.110)
3

R(X, Y )Z = Rg(X, Y )Z + P(X, Y, Z) + 1

2

(
∇g

X

1

T
)
(Y, Z) +

1

2

(
∇g

Y

1

T
)
(X,Z)

−
1

T
(
X,∇g

YZ
)
−

1

T
(
Y,∇g

XZ
)
−

1

T
(
[X, Y ], Z

)
+

1

T
(
P (X, Y ), Z

)
− 1

2

1

T
(
X,P (Y, Z)

)
− 1

2

1

T
(
Y, P (X,Z)

)
+

1

2
P
(
X,

1

T (Y, Z)
)

+
1

2
P
(
Y,

1

T (X,Z)
)
− 1

4

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
+

1

4

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)

− 1

2

1

T
(
Z,

1

T (X, Y )
)
,

(2.111)
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4

R(X, Y )Z = Rg(X, Y )Z + P(X, Y, Z) + 1

2

(
∇g

X

1

T
)
(Y, Z) +

1

2

(
∇g

Y

1

T
)
(X,Z)

−
1

T
(
X,∇g

YZ
)
−

1

T
(
Y,∇g

XZ
)
−

1

T
(
[X, Y ], Z

)
+

1

T
(
P (X, Y ), Z

)
− 1

2

1

T
(
X,P (Y, Z)

)
− 1

2

1

T
(
Y, P (X,Z)

)
+

1

2
P
(
X,

1

T (Y, Z)
)

+
1

2
P
(
Y,

1

T (X,Z)
)
− 1

4

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
+

1

4

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)

+
1

2

1

T
(
Z,

1

T (X, Y )
)
,

(2.112)
5

R(X, Y )Z = Rg(X, Y )Z + P(X, Y, Z) + 1

4

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
+

1

4

1

T
(
Y,

1

T (X,Z)
)
,

(2.113)

gde je

P(X, Y, Z) =
(
∇g

XP
)
(Y, Z)−

(
∇g

Y P
)
(X,Z) + 2P

(
X,∇g

YZ
)
− 2P

(
Y,∇g

XZ
)

− 2P
(
Z, [X, Y ]

)
+ P

(
X,P (Y, Z)

)
− P

(
Y, P (X,Z)

)
.

(2.114)

Dokaz. Dokazaćemo jednačine (2.108, 2.109). Ostale se dokazuju analogno.

Na osnovu jednakosti
0

∇XY = ∇g
XY +P (X, Y ), P (X, Y ) = P (Y,X), nakon

jednostavnog izračunavanja, dobija se da važi

0

∇X

0

∇YZ = ∇g
X∇

g
YZ + P

(
X,∇g

YZ)− P
(
Y,∇g

XZ
)

− P
(
Z,∇g

XY
)
+ P

(
X,P (Y, Z)

)
,

0

∇[X,Y ]Z = ∇g
[X,Y ]Z + P

(
[X, Y ], Z

)
.

Na osnovu tih jednakosti i jednačina (2.71, 2.77), sledi da je

0

∇X

0

∇YZ −
0

∇Y

0

∇XZ −
0

∇[X,Y ]Z = ∇g
X∇

g
YZ −∇

g
Y∇

g
XZ

−∇g
[X,Y ]Z + P(X, Y, Z),

gde jeP(X, Y, Z) zadato jednačinom (2.114). Na taj način, dokazana je jednačina
(2.108).
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Nakon zamene jednakosti (2.106, 2.107, 2.108) u jednačinu (2.94), kompletira
se dokaz ove teoreme.

2.2.3.1 Tenzori krivine i semi-simetrična koneksija

U slučaju semisimetrične afine koneksije, tenzor torzije
1

T (X, Y ) zapisan je u
formi (2.83). Važe naredne propozicije.

Propozicija 2.6. U slučaju afine koneksije
0

∇ i tenzora torzije
1

T (X, Y ), pros-

tora semisimetrične afine koneksije, zadatog jednačinom (2.83), važe naredne jed-

načine

( 0

∇X

1

T
)
(Y, Z) =

( 0

∇Xπ
)
(Y )Z −

( 0

∇Xπ
)
(Z)Y + 2π(Y )

0

∇XZ − 2π(Z)
0

∇XY,

(2.115)

P
(
X,

1

T (Y, Z)
)
= P

(
X, π(Y )

)
P (Z)− P

(
X, π(Y )

)
P (Z), (2.116)

1

T
(
X,P (Y, Z)

)
= π(X)P (Y, Z)− π

(
P (Y, Z)

)
X, (2.117)

1

T
(
X,

0

∇YZ
)
= π(X)

0

∇YZ − π
( 0

∇YZ
)
X, (2.118)

1

T
(
[X, Y ], Z

)
= π

(
[X, Y ]

)
Z − π(Z)[X, Y ], (2.119)

1

T
(
X,

1

T (Y, Z)
)
= π(X)π(Y )Z − π(X)π(Z)Y − π2(Y )π(Z)X + π2(Z)π(Y )X,

(2.120)

gde je π2(X) = π
(
π(X)

)
.

Propozicija 2.7. U slučaju afine koneksije ∇g i tenzora torzije
1

T (X, Y ), pros-

tora semisimetrične afine koneksije, zadatog jednačinom (2.83), važe naredne jed-

načine

( 0

∇Xπ
)
(Y ) =

(
∇g

Xπ
)
(Y ) + π

(
P (X, Y )

)
− P

(
X, π(Y )

)
, (2.121)(

∇g
X

1

T
)
(Y, Z) =

(
∇g

Xπ
)
(Y )Z −

(
∇g

Xπ
)
(Z)Y + 2π(Y )∇g

XZ − 2π(Z)∇g
XY,

(2.122)
1

T
(
X,∇g

YZ
)
= π(X)∇g

YZ − π
(
∇g

YZ
)
. (2.123)
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Nakon zamene jednakosti (2.115-2.123) u jednačine (2.94-2.98), upotpunjuje
se dokaz sledeće teoreme.

Teorema 2.8. Neka je∇,∇XY =
0

∇XY +
1

T (X, Y ) semisimetrična afina konek-

sija, gde je
1

T (X, Y ) tenzor torzije tipa (1, 2), i neka je
0

∇ afina koneksija koja

odgovara simetričnom metričkom tenzoru g. Ako je T (X, Y ) = π(X)Y −π(Y )X

tenzor torzije afine koneksije∇, tada su tenzori krivine
1

R(X, Y )Z,. . . ,
5

R(X, Y )Z

zadati jednačinama (2.78-2.82) prikazani na sledeći način

1

R(X, Y )Z =
0

R(X, Y )Z + π(Z)[X, Y ]

+
3

2

(
π(X)

0

∇YZ − π(Y )
0

∇XZ
)
− π

(
[X, Y ]

)
Z

− 3

2

{
π
( 0

∇YZ
)
− 1

6

[
π(Y )

(
π2(Z) + π(Z)

)
− π2(Y )π(Z)

]}
X

+
3

2

{
π
( 0

∇XZ
)
− 1

6

[
π(X)

(
π2(Z) + π(Z)

)
− π2(X)π(Z)

]}
Y,

(2.124)

2

R(X, Y )Z =
0

R(X, Y )Z − π(Z)[X, Y ]

− 3

2

(
π(X)

0

∇YZ − π(Y )
0

∇XZ
)
+ π

(
[X, Y ]

)
Z

+
3

2

{
π
( 0

∇YZ
)
+

1

6

[
π(Y )

(
π2(Z) + π(Z)

)
− π2(Y )π(Z)

]}
X

− 3

2

{
π
( 0

∇XZ
)
+

1

6

[
π(X)

(
π2(Z) + π(Z)

)
− π2(X)π(Z)

]}
Y,

(2.125)
3

R(X, Y )Z =
0

R(X, Y )Z − 2π(Z)
0

∇XY + 2π(Z)[X, Y ]

+
1

2

{( 0

∇Xπ
)
(Y ) +

( 0

∇Y π
)
(X)− 2π

(
[X, Y ]

)
− π2(X)π(Y ) + π2(Y )π(X)

}
Z
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−1

2

{( 0

∇Y π
)
(Z)− 2π(

0

∇YZ
)

− 1

2

[
π(Z)

(
π2(Y )− 3π(Y )

)
−π2(Z)π(Y )

]}
X

−1

2

{( 0

∇Xπ
)
(Z)− 2π

( 0

∇XZ
)

+
1

2

[
π(Z)

(
π2(X)− 3π(X)

)
− π2(Z)π(X)

]}
Y,

(2.126)

4

R(X, Y )Z =
0

R(X, Y )Z − 2π(Z)
0

∇XY + 2π(Z)[X, Y ]

+
1

2

{( 0

∇Xπ
)
(Y ) +

( 0

∇Y π
)
(X)− 2π

(
[X, Y ]

)
+ π2(X)π(Y )− π2(Y )π(X)

}
Z

−1

2

{( 0

∇Y π
)
(Z)− 2π(

0

∇YZ
)

− 1

2

[
π(Z)

(
π2(Y ) + π(Y )

)
− π2(Z)π(Y )

]}
X

−1

2

{( 0

∇Xπ
)
(Z)− 2π

( 0

∇XZ
)

+
1

2

[
π(Z)

(
π2(X) + π(X)

)
− π2(Z)π(X)

]}
Y,

(2.127)

5

R(X, Y )Z =
0

R(X, Y )Z +
1

2
π(X)π(Y )Z

− 1

4

[
π2(Y )π(Z)− π(Y )

(
π2(Z) + π(Z)

)]
X

− 1

4

[
π2(Y )π(Z)− π(X)

(
π2(Z) + π(Z)

)]
Y,

(2.128)

za π2(X) = π
(
π(X)

)
.

Kako je
0

∇XY = ∇g
XY + P (X, Y ), gde je P(X, Y ) tenzor tipa (1, 2) i kako

važi jednakost
0

R(X, Y )Z = Rg(X, Y )Z + P(X, Y, Z) gde je P(X, Y, Z) tenzor
zadat jednačinom (2.114), važi naredna teorema.

Teorema 2.9. Neka je ∇, ∇XY = ∇g
XY + P (X, Y ) +

1

T (X, Y ) semisimetrična

afina koneksija, gde je P (X, Y ) simetrični tenzor i
1

T (X, Y ) tenzor torzije, oba

tipa (1, 2), i neka je ∇g Rimanova afina koneksija koja odgovara simetričnom

metričkom tenzoru g. Ako je T (X, Y ) = π(X)Y − π(Y )X tenzor torzije afine

koneksije∇, tada su tenzori krivine
1

R(X, Y )Z,. . . ,
5

R(X, Y )Z zadati jednačinama
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(2.78-2.82) zapisani kao

1

R(X, Y )Z = Rg(X, Y )Z + P (X, Y, Z) + π(Z)[X, Y ]− π
(
[X, Y ]

)
Z

−3

2

{
π
(
∇g

YZ
)
+ π

(
P (Y, Z)

)
+

1

6

[
π2(Y )π(Z)− π(Y )

(
π2(Z) + π(Z)

)]}
X

+
3

2

{
π
(
∇g

XZ
)
+ π

(
P (X,Z)

)
+

1

6

[
π2(X)π(Z)− π(X)

(
π2(Z) + π(Z)

)]}
Y

+
3

2

[
π(X)

(
∇g

YZ + P (Y, Z)
)
− π(Y )

(
∇g

XZ + P (X,Z)
)]
,

(2.129)

2

R(X, Y )Z = Rg(X, Y )Z + P(X, Y, Z)− π(Z)[X, Y ] + π
(
[X, Y ]

)
Z

+
3

2

{
π
(
∇g

YZ
)
+ π

(
P (Y, Z)

)
− 1

6

[
π2(Y )π(Z)− π(Y )

(
π2(Z) + π(Z)

)]}
X

−3

2

{
π
(
∇g

XZ
)
+ π

(
P (X,Z)

)
− 1

6

[
π2(X)π(Z)− π(X)

(
π2(Z) + π(Z)

)]}
Y

− 3

2

[
π(X)

(
∇g

YZ + P (Y, Z)
)
− π(Y )

(
∇g

XZ + P (X,Z)
)]
,

(2.130)

3

R(X, Y )Z = Rg(X, Y )Z + P(X, Y, Z)

− 2π(Z)
(
∇g

YX + P (X, Y )
)
+ 2π(Z)[X, Y ]

+
1

2

{(
∇g

Xπ
)
(Y ) +

(
∇g

Y π
)
(X)− 2π

(
[X, Y ]

)
+ 2π

(
P (X, Y )

)
+ P

(
X, π(Y )

)
+ P

(
Y, π(X)

)
− π2(X)π(Y ) + π2(Y )π(X)

}
Z
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−1

2

{(
∇g

Y π
)
(Z)− 2π

(
∇g

YZ
)
− π

(
P (Y, Z)

)
+ P

(
Y, π(X)

)
− 1

2

[
π(Z)

(
π2(Y )− 3π(Y )

)
− π2(Z)π(Y )

]}
X

−1

2

{(
∇g

Xπ
)
(Z)− 2π

(
∇g

XZ
)
− π

(
P (X,Z)

)
+ P

(
X, π(Z)

)
+

1

2

[(
π2(X)− 3π(X)

)
π(Z)− π2(Z)π(X)

]}
Y,

(2.131)

4

R(X, Y )Z = Rg(X, Y )Z + P(X, Y, Z)

− 2π(Z)
(
∇g

YX + P (X, Y )
)
+ 2π(Z)[X, Y ]

+
1

2

{(
∇g

Xπ
)
(Y ) +

(
∇g

Y π
)
(X)− 2π

(
[X, Y ]

)
+ 2π

(
P (X, Y )

)
+ P

(
X, π(Y )

)
+ P

(
Y, π(X)

)
+ π2(X)π(Y )− π2(Y )π(X)

}
Z

−1

2

{(
∇g

Y π
)
(Z)− 2π

(
∇g

YZ
)
− π

(
P (Y, Z)

)
+ P

(
Y, π(X)

)
− 1

2

[
π(Z)

(
π2(Y ) + π(Y )

)
− π2(Z)π(Y )

]}
X

−1

2

{(
∇g

Xπ
)
(Z)− 2π

(
∇g

XZ
)
− π

(
P (X,Z)

)
+ P

(
X, π(Z)

)
+

1

2

[(
π2(X) + π(X)

)
π(Z)− π2(Z)π(X)

]}
Y,

(2.132)
5

R(X, Y )Z = Rg(X, Y )Z + P(X, Y, Z) + 1

2
π(X)π(Y )Z

− 1

4

{
π2(Y )π(Z)− π(Y )

(
π2(Z) + π(Z)

)}
X

− 1

4

{
π2(X)π(Z)− π(X)

(
π2(Z) + π(Z)

)}
Y,

(2.133)

gde je π2(X) = π
(
π(X)

)
i tenzor P(X, Y, Z) zadat jednačinom (2.114).

2.2.3.2 Još jedan prikaz linearno nezavisnih tenzora krivine

Neka je Tr
{
X → π(X)

}
= π. Kako je Tr

{
U → [U,X]

}
= Tr

{
U →

[X,U ] = 0, i
0

∇XY −
0

∇YX = [X, Y ], važiće jednakosti Tr
{
U →

0

∇UX
}

=

Tr
{
U →

0

∇XU
}
=

0

∇X .
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Dokažimo naredne teoreme.

Teorema 2.10. Neka je∇,∇XY =
0

∇XY +
1

T (X, Y ) semisimetrična afina konek-

sija, gde je tenzor torzije
1

T (X, Y ) tipa (1, 2), i neka je
0

∇ afina koneksija koja

odgovara simetričnom metričkom tenzoru g. Ako je T (X, Y ) = π(X)Y −π(Y )X

tenzor torzije afine koneksije∇, tada se tenzori krivine
1

R(X, Y )Z,. . . ,
5

R(X, Y )Z

zadati jednačinama (2.78-2.82) predstavljaju kao

1

R(X, Y )Z − 1

N − 1

( 1

Ric(Y, Z)X −
1

Ric(X,Z)Y
)

=
0

R(X, Y )Z − 1

N − 1

( 0

Ric(Y, Z)X −
0

Ric(X,Z)Y
)

+ π(Z)[X, Y ]− π
(
[X, Y ]

)
Z +

3

2

(
π(X)

0

∇YZ − π(Y )
0

∇XZ
)

− 3

2(N − 1)

((
π

0

∇YZ − π(Y )
0

∇Z
)
X −

(
π

0

∇XZ − π(X)
0

∇Z
)
Y
)
,

(2.134)
2

R(X, Y )Z − 1

N − 1

( 2

Ric(Y, Z)X −
2

Ric(X,Z)Y
)

=
0

R(X, Y )Z − 1

N − 1

( 0

Ric(Y, Z)X −
0

Ric(X,Z)Y
)

− π(Z)[X, Y ] + π
(
[X, Y ]

)
Z − 3

2

(
π(X)

0

∇YZ − π(Y )
0

∇XZ
)

+
3

2(N − 1)

((
π

0

∇YZ − π(Y )
0

∇Z
)
X −

(
π

0

∇XZ − π(X)
0

∇Z
)
Y
)
,

(2.135)
3

R(X, Y )Z +
1

N2 − 1

( 3

R(Y, Z)− (N − 1)
3

Ric(Y, Z)
)
X

+
1

N2 − 1

( 3

R(X,Z)− (N − 1)
3

Ric(X,Z)
)
Y

=
0

R(X, Y )Z +
1

N2 − 1

( 0

R(Y, Z)− (N − 1)
0

Ric(Y, Z)
)
X

+
1

N2 − 1

( 0

R(X,Z)− (N − 1)
0

Ric(X,Z)
)
Y − 2π(Z)

0

∇XY

+ 2π(Z)[X, Y ] +
1

N + 1

(
2π

0

∇YX −
3N − 1

N
π
( 0

∇XY
))
Z
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− N − 2

2(N − 1)

(
π2(X)π(Y )− π2(Y )π(X)

)
Z

−1

2

{ 3
α(Y, Z)− 2π(

0

∇YZ
)

− 1

2

[
π(Z)

(
π2(Y )− 3π(Y )

)
− π2(Z)π(Y )

]}
X

−1

2

{ 3
α(X,Z)− 2π

( 0

∇XZ
)

+
1

2

[
π(Z)

(
π2(X)− 3π(X)

)
− π2(Z)π(X)

]}
Y,

(2.136)

4

R(X, Y )Z +
1

N2 − 1

( 4

R(Y, Z)− (N − 1)
4

Ric(Y, Z)
)
X

+
1

N2 − 1

( 4

R(X,Z)− (N − 1)
4

Ric(X,Z)
)
Y

=
0

R(X, Y )Z +
1

N2 − 1

( 0

R(Y, Z)− (N − 1)
0

Ric(Y, Z)
)
X

+
1

N2 − 1

( 0

R(X,Z)− (N − 1)
0

Ric(X,Z)
)
Y − 2π(Z)

0

∇XY

+ 2π(Z)[X, Y ] +
1

N + 1

(
2π

0

∇YX −
3N − 1

N
π
( 0

∇XY
))
Z

− N − 2

2(N − 1)

(
π2(X)π(Y )− π2(Y )π(X)

)
Z

−1

2

{ 4
α(Y, Z)− 2π(

0

∇YZ
)

− 3

2

[
π(Z)

(
π2(Y )− 7

3
π(Y )

)
− π2(Z)π(Y )

]}
X

−1

2

{ 4
α(X,Z)− 2π

( 0

∇XZ
)

+
3

2

[
π(Z)

(
π2(X)− 7

3
π(X)

)
− π2(Z)π(X)

]}
Y,

(2.137)
5

R(X, Y )Z − 1

N + 1

( 5

Ric(Y, Z)X +
5

Ric(X,Z)Y
)

=
0

R(X, Y )Z − 1

N + 1

( 0

Ric(Y, Z)X +
0

Ric(X,Z)Y
)

− 1

2(N + 1)
π(Z)

(
π(Y )X + π(X)Y

)
,

(2.138)

49
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gde je

3
α(X, Y ) =

2

N2 − 1

(
2π

0

∇YX + (N + 1)π
(
[X, Y ]

))
− 2

N + 1

(
2π(Y )

0

∇X − π[X, Y ] + 3(N − 1)π(X)π(Y )
)

+
N2 + 1

N2 − 1

(
π2(X)π(Y )− π2(Y )π(X)

)
,

(2.139)

4
α(X, Y ) =

3
α(X, Y ) +

2

N2 − 1

(
(N − 1)2π(X)π(Y )

− (2N − 1)
(
π2(X)π(Y )− π(Y )π(X)

))
.

(2.140)

Dokaz. Nakon kontrahovanja jednačine (2.124) po X , dobija se

−1

6

[
π(Y )

(
π2(Z) + π(Z)

)
− π2(Y )π(Z)

]
= − 2

3(N − 1)

(
1

Ric(Y, Z)−
0

Ric(Y, Z)

)
+

1

N − 1

(
π

0

∇YZ − π(Y )
0

∇Z
)
− π

( 0

∇YZ
)
.

(2.141)

Nakon zamene prikaza (2.141) u jednačinu (2.124) dobija se da važi jednačina
(2.134).

Jednačine (2.135, 2.138), dobijaju se na isti način.

Nakon kontrahovanja jednačine (2.126) po X i Z, sledi da je

−N
2

( 0

∇Xπ
)
(Y ) +

1

2

( 0

∇Y π
)
(X) =

3

Ric(X, Y )−
0

Ric(X, Y ) + 2π(Y )
0

∇X

+ π
( 0

∇XY
)
− 3(N − 1)

2
π(X)π(Y )− π[X, Y ]

+
N

2

(
π2(X)π(Y )− π2(Y )π(X)

)
,

N − 1

2

( 0

∇Xπ
)
(Y ) +

N − 1

2

( 0

∇Y π
)
(X) =

3

R(X, Y )−
0

R(X, Y ) + 2π
0

∇YX

− 2π
( 0

∇XY
)
+ (N + 1)π

(
[X, Y ]

)
+
N + 1

2

(
π2(X)π(Y )− π2(Y )π(X)

)
.

(2.142)
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Rešenja sistema (2.142) po
( 0

∇Xπ
)
(Y ) i

( 0

∇Y π
)
(X) su

( 0

∇Xπ
)
(Y ) =

3
α(X, Y ) +

2

N2 − 1

( 3

R(X, Y )− (N − 1)
3

Ric(X, Y )
)

− 2

N2 − 1

( 0

R(X, Y )− (N − 1)
0

Ric(X, Y )
)
,( 0

∇Y π
)
(X) =

3

β(X, Y ) +
2N

N2 − 1

3

R(X, Y ) +
2

N + 1

3

Ric(X, Y )

− 2N

N2 − 1

0

R(X, Y ) +
2

N + 1

0

Ric(X, Y ),

(2.143)

gde je

3

β(X, Y ) =
4N

N2 − 1
π

0

∇YX −
2(3N − 1)

N2 − 1
π
( 0

∇XY
)
+

2N

N − 1
π
(
[X, Y ]

)
+

2

N + 1

(
2π(Y )

0

∇X − π[X, Y ]
)
+

3(N − 1)

N + 1
π(X)π(Y )

+
2N

N2 − 1

(
π2(X)π(Y )− π2(Y )π(X)

)
.

Nakon uvod̄enja rešenja (2.143) u jednačinu (2.126), potvrd̄uje se tačnost jed-
načine (2.136).

Da se dokaže jednačina (2.137), potrebno je razmotriti razlike

4

R(X, Y )Z −
3

R(X, Y )Z =
1

T
(
Z,

1

T (X, Y )
)

= π(X)π(Z)Y − π(Y )π(Z)X − π2(X)π(Y )Z + π2(Y )π(X)Z,

(2.144)
4

R(X, Y )−
3

R(X, Y ) = −N
(
π2(X)π(Y )− π2(Y )π(X)

)
, (2.145)

4

Ric(X, Y )−
3

Ric(X, Y ) = −(N − 1)π(X)π(Y ) + π2(X)π(Y )− π2(Y )π(X).

(2.146)

Nakon uvod̄enja jednačina (2.144, 2.145, 2.146
)

u (2.136), sledi tačnost jed-
načine (2.137).

Teorema 2.11. Neka je∇,∇XY = ∇g
XY +P (X, Y ) +

1

T (X, Y ) semisimetrična

afina koneksija, gde je
1

T (X, Y ) tenzor torzije tipa (1, 2), i neka je∇g afina konek-
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sija koja odgovara metričkom tenzoru g. Ako je T (X, Y ) = π(X)Y − π(Y )X

tenzor torzije afine koneksije∇, tada se tenzori krivine
1

R(X, Y )Z,. . . ,
5

R(X, Y )Z

zadati jednačinama (2.78-2.82) zapisuju u oblicima

1

R(X, Y )Z − 1

N − 1

( 1

Ric(Y, Z)X −
1

Ric(X,Z)Y
)

= Rg(X, Y )Z − 1

N − 1

(
Ricg(Y, Z)X −Ricg(X,Z)Y

)
+

3

2

(
π(X)∇g

YZ − π(Y )∇g
XZ

)
− 3

2(N − 1)

((
π∇g

YZ − π(Y )∇gZ
)
X −

(
π∇g

XZ − π(X)∇gZ
)
Y
)

+ P(X, Y, Z) + π(Z)[X, Y ]− π
(
[X, Y ]

)
Z

+
3

2

(
π(X)P (Y, Z)− π(Y )P (X,Z)

)
− 1

N − 1

(
P(Y, Z)X − P(X,Z)Y

)
− 3

2(N − 1)

(
πP (Y, Z)− π(Y )P (Z)

)
X

+
3

2(N − 1)

(
πP (X,Z)− π(X)P (Z)

)
Y,

(2.147)

2

R(X, Y )Z − 1

N − 1

( 2

Ric(Y, Z)X −
2

Ric(X,Z)Y
)

= Rg(X, Y )Z − 1

N − 1

(
Ricg(Y, Z)X −Ricg(X,Z)Y

)
− 3

2

(
π(X)∇g

YZ − π(Y )∇g
XZ

)
+

3

2(N − 1)

((
π∇g

YZ − π(Y )∇gZ
)
X −

(
π∇g

XZ − π(X)∇gZ
)
Y
)

+ P(X, Y, Z)− π(Z)[X, Y ] + π
(
[X, Y ]

)
Z
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− 3

2

(
π(X)P (Y, Z)− π(Y )P (X,Z)

)
− 1

N − 1

(
P(Y, Z)X − P(X,Z)Y

)
+

3

2(N − 1)

(
πP (Y, Z)− π(Y )P (Z)

)
X

− 3

2(N − 1)

(
πP (X,Z)− π(X)P (Z)

)
Y
}
,

(2.148)

3

R(X, Y )Z +
1

N2 − 1

( 3

R(Y, Z)− (N − 1)
3

Ric(Y, Z)
)
X

+
1

N2 − 1

( 3

R(X,Z)− (N − 1)
3

Ric(X,Z)
)
Y

= Rg(X, Y )Z +
1

N2 − 1

(
Rg(Y, Z)− (N − 1)Ricg(Y, Z)

)
X

+
1

N2 − 1

(
Rg(X,Z)− (N − 1)Ricg(X,Z)

)
Y − 2π(Z)∇g

XY

+
1

N + 1

(
2π∇g

YX −
3N − 1

N
π
(
∇g

XY
))
Z

+ P(X, Y, Z) + 2π(Z)
(
[X, Y ]− P (X, Y )

)
+ π

(
P (Y, Z)

)
X + π

(
P (X,Z)

)
Y

− 3N − 1

N(N + 1)
π
(
P (X, Y )

)
Z +

2

N + 1
πP (X, Y )Z

+
1

N2 − 1

{(
Q(Y, Z)− (N − 1)P(Y, Z)

)
X

+
(
Q(Y, Z)− (N − 1)P(Y, Z)

)
Y
}

− N − 2

2(N − 1)

(
π2(X)π(Y )− π2(Y )π(X)

)
Z

−1

2

{ 3
αg(Y, Z)− 2π(∇g

YZ
)

− 1

2

[
π(Z)

(
π2(Y )− 3π(Y )

)
− π2(Z)π(Y )

]}
X

−1

2

{ 3
αg(X,Z)− 2π

(
∇g

XZ
)

+
1

2

[
π(Z)

(
π2(X)− 3π(X)

)
− π2(Z)π(X)

]}
Y,

(2.149)
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4

R(X, Y )Z +
1

N2 − 1

( 4

R(Y, Z)− (N − 1)
4

Ric(Y, Z)
)
X

+
1

N2 − 1

( 4

R(X,Z)− (N − 1)
4

Ric(X,Z)
)
Y

= Rg(X, Y )Z +
1

N2 − 1

(
Rg(Y, Z)− (N − 1)Ricg(Y, Z)

)
X

+
1

N2 − 1

(
Rg(X,Z)− (N − 1)Ricg(X,Z)

)
Y − 2π(Z)∇g

XY

+
1

N + 1

(
2π∇g

YX −
3N − 1

N
π
(
∇g

XY
))
Z

+ P(X, Y, Z) + 2π(Z)
(
[X, Y ]− P (X, Y )

)
+ π

(
P (Y, Z)

)
X + π

(
P (X,Z)

)
Y

− 3N − 1

N(N + 1)
π
(
P (X, Y )

)
Z +

2

N + 1
πP (X, Y )Z

+
1

N2 − 1

(
Q(Y, Z)− (N − 1)P(Y, Z)

)
X

+
1

N2 − 1

(
Q(Y, Z)− (N − 1)P(Y, Z)

)
Y

− N − 2

2(N − 1)

(
π2(X)π(Y )− π2(Y )π(X)

)
Z

−1

2

{ 4
αg(Y, Z)− 2π(∇g

YZ
)

− 3

2

[
π(Z)

(
π2(Y )− 7

3
π(Y )

)
− π2(Z)π(Y )

]}
X

−1

2

{ 4
αg(X,Z)− 2π

(
∇g

XZ
)

+
3

2

[
π(Z)

(
π2(X)− 7

3
π(X)

)
− π2(Z)π(X)

]}
Y,

(2.150)
5

R(X, Y )Z − 1

N + 1

( 5

Ric(Y, Z)X +
5

Ric(X,Z)Y
)

= Rg(X, Y )Z − 1

N + 1

(
Ricg(Y, Z)X +Ricg(X,Z)Y

)
+ P(X, Y, Z)− 1

N + 1

(
P(Y, Z)X + P(X,Z)Y

)
− 1

2(N + 1)
π(Z)

(
π(Y )X + π(X)Y

)
,

(2.151)

gde je
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P (X, Y ) = P (Y,X), P (X) = Tr
{
U → P (U,X)

}
, (2.152)

P(X, Y ) = Tr
{
U → P(U,X, Y )

}
,Q(X, Y ) = Tr

{
U → P(X, Y, U)

}
,

(2.153)
3
αg(X, Y ) =

2

N2 − 1

(
2π∇g

YX + 2πP (X, Y ) + (N + 1)π
(
[X, Y ]

))
− 2

N + 1

(
2π(Y )∇gX + 2π(Y )P (X)− π[X, Y ] + 3(N − 1)π(X)π(Y )

)
+
N2 + 1

N2 − 1

(
π2(X)π(Y )− π2(Y )π(X)

)
,

(2.154)
4
αg(X, Y ) =

3
αg(X, Y )

+
2

N2 − 1

(
(N − 1)2π(X)π(Y )− (2N − 1)

(
π2(X)π(Y )− π(Y )π(X)

))
.

(2.155)

Dokaz. Ova teorema je direktna posledica prethodne teoreme, u slučaju kada je
0

R(X, Y )Z = Rg(X, Y )Z + P(X, Y )Z.
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GLAVA 3

INVARIJANTE

3.1 Invarijante geometrijskih preslikavanja

U ovom delu disertacije, biće razmotren opšti oblik invarijanti preslikavanja
prostora nesimetrične afine koneksije. Specijalan slučaj tog razmatranja biće in-
varijante preslikavanja prostora simetrične afine koneksije. Kao metodološka os-
nova, koristiće se rezultati prikazani u [142].

3.1.1 Osnovne invarijante preslikavanja

Na početku treba odrediti invarijante preslikavanja f : GAN → GAN koje ko-
eficijente afine koneksije Li

jk pridruženog prostora AN transformiše u koeficijente
afine koneksije Li

jk pridruženog prostora AN po zakonu

Li
jk = Li

jk + ωi
jk − ωi

jk, (3.1)

gde su ωi
jk i ωi

jk geometrijski objekti tipa (1, 2) simetrični po indeksima j i k.

Pridružene invarijante Tomasovog i Vejlovog tipa preslikavanja f su [142]

T̃ i
jk = Li

jk − ωi
jk, (3.2)

W̃ i
jmn = Ri

jmn − ωi
jm|n + ωi

jn|m + ωα
jmω

i
αn − ωα

jnω
i
αm. (3.3)
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Biće ispitano koliko pridruženih invarijanti Tomasovog i Vejlovog tipa
(
inva-

rijante oblika (3.2, 3.3)
)

preslikavanja f postoji. Kao posledica tog istraživanja,
biće odred̄ene invarijante preslikavanja prostora simetrične afine koneksije

Štaviše, korišćenjem jednakosti Li
jk − Li

jk = ωi
jk − ωi

jk i Li
jk
∨
− Li

jk
∨
= τ ijk −

τ ijk, gde su τ ijk, τ ijk, τ ijk = −τ ikj , τ ijk = −τ ikj odgovarajući geometrijski objekti,

dobiće se invarijante preslikavanja f na osnovu zakona transformacije Li
jk

f→
L
i

jk, Li
jm
∨

|n
f→ Li

jm
∨

∥n, i Lα
jm
∨
Li
αn
∨

f→ Lα
jm
∨
Li
αn
∨

. Na osnovu tih invarijanti, biće

generalisane invarijante Vejlovog tipa preslikavanja f .

Biće razmotreno preslikavanje f : GAN → GAN čiji je tenzor deformacije

P i
jk = ψjδ

i
k + ψkδ

i
j + dijk − dijk +Ψjδ

i
k −Ψkδ

i
j +Di

jk −Di
jk, (3.4)

gde su ψj i Ψj 1-forme i dijk, dijk,Di
jk,Di

jk tenzori tipa (1, 2) takvi da je dijk = dikj ,
dijk = dikj , D

i
jk = −Di

kj , D
i
jk = −Di

kj .

3.1.2 Pridružene invarijante

Najpre treba dokazati da važi naredna lema.

Lema 3.1. Neka je geometrijski objekat

W
(1).i
jmn = Ri

jmn + Zi
jmn +

1

N + 1
δijR[mn] + δijX[mn] + δi[mYjn], (3.5)

invarijanta preslikavanja f : GAN → GAN . Tada su geometrijski objekti

W̃
(1).i
jmn = Ri

jmn + Zi
jmn +

1

N
δij
(
R[mn] − Y[mn] − Zα

αmn

)
+ δi[mYjn], (3.6)

˜̃
W

(1).i
jmn = Ri

jmn + Zi
jmn +

1

N + 1
δijR[mn] +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j

+ δijX[mn] −
1

N − 1
δim

(
X[jn] − Zα

jnα

)
+

1

N − 1
δin
(
X[jm] − Zα

jmα

)
,

(3.7)

invarijante preslikavanja f .
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Neka je geometrijski objekat

W
(2).i
jmn = Ri

jmn + Zi
jmn +

1

N + 1
δijR[mn] +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j

+ δijX[mn] + δi[mYjn]
(3.8)

invarijanta preslikavanja f : GAN → GAN . Tada su geometrijski objekti

W̃
(2).i
jmn = Ri

jmn + Zi
jmn +

1

N + 1
δijR[mn] +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j

− 1

N
δij
(
Y[mn] + Zα

αmn

)
+ δi[mYjn],

(3.9)˜̃
W

(2).i
jmn = Ri

jmn + Zi
jmn +

1

N + 1
δijR[mn] +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j

+ δijX[mn] −
1

N − 1
δim

(
X[jn] − Zα

jnα

)
+

1

N − 1
δin
(
X[jm] − Zα

jmα

)
,

(3.10)

invarijante preslikavanja f .

Dokaz. Važi jednakost 0 = W
(1).i
jmn −W

(1).i
jmn , tj.

0 = Ri
jmn −Ri

jmn +
1

N + 1
δij
(
R[mn] −R[mn]

)
+ δij

(
X [mn] −X[mn]

)
+ δim

(
Y jn − Yjn

)
− δin

(
Y jm − Yjm

)
+ Zi

jmn − Zi
jmn,
(3.11)

gde su Ri
jmn, Rij , X ij , Zij , Zi

jmn slike geometrijskih objekata Ri
jmn, Rij , Xij ,

Yij , Zi
jmn pod dejstvom preslikavanja f .

Nakon kontrahovanja jednačine (3.11) po i i j, kao i po i i n, dobija se da je
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X [ij] −X[ij] =
1

N(N + 1)

(
R[ij] −R[ij]

)
− 1

N

(
Y [mn] − Y[mn]

)
− 1

N

(
Zα

αmn − Zα
αmn

)
,

(3.12)

Y ij − Yij =
N

N2 − 1

(
Rij −Rij

)
+

1

N2 − 1

(
Rji −Rji

)
− 1

N − 1

(
X [ij] −X[ij]

)
+

1

N − 1

(
Zα

ijα − Zα
ijα

)
.

(3.13)

Nakon zamene rezultata (3.12, 3.13) u (3.11), dobija se da važe jednakosti

W̃
(1).i
jmn = W̃

(1).i
jmn i

˜̃
W

(1).i
jmn =

˜̃
W

(1).i
jmn,

gde su W̃ (1).i
jmn i ˜̃W (1).i

jmn geometrijski objekti zadati jednačinama (3.6, 3.7).

U slučaju Vejlovog projektivnog tenzora W i
jmn, važi sledeća jednačina

Wα
αij = Wα

ijα = 0. (3.14)

Invarijantu W (2).i
jmn preslikavanja f je moguće zapisati u obliku

W
(2).i
jmn = W i

jmn + δijX[mn] + δi[mYjn] + Zi
jmn, (3.15)

gde je W i
jmn Vejlov projektivni tenzor.

Nakon kontrahovanja jednakosti 0 = W
(2).i
jmn −W

(2).i
jmn po i i j, kao i po i i n, a

na osnovu jednačine (3.14), sledi da je

X [ij] −X[ij] = −
1

N

(
Y [ij] + Zα

αij

)
+

1

N

(
Y[ij] + Zα

αij

)
, (3.16)

Y ij − Yij = −
1

N − 1

(
X [ij] − Zα

ijα

)
+

1

N − 1

(
X[ij] − Zα

ijα

)
. (3.17)

Nakon zamene rezultata (3.16, 3.17) u jednakost W (2).i
jmn −W

(2).i
jmn = 0, dobija

se da važe jednakosti

W̃
(2).i
jmn = W̃

(2).i
jmn i

˜̃
W

(2).i
jmn =

˜̃
W

(2).i
jmn,

59



3.1. INVARIJANTE GEOMETRIJSKIH PRESLIKAVANJA

čime je dokaz ove leme završen.

Geometrijski objekti W̃ (1).i
jmn i ˜̃W (1).i

jmn su prva i druga pridružena izvedena invar-
ijanta preslikavanja f na osnovu invarijante W (1).i

jmn . Geometrijski objekti W̃ (2).i
jmn i˜̃

W
(2).i
jmn su prva i druga pridružena izvedena invarijanta preslikavanja f na osnovu

invarijante W (2).i
jmn .

Primedba 3.1. Na osnovu jednačina (3.16, 3.17), zaključuje se da su geometrijski

objekti

∆̃
(1)
ij = X[ij] +

1

N

(
Y[ij] + Zα

αij

)
, ∆̃

(2)
ij = Yij +

1

N − 1

(
X[ij] − Zα

ijα

)
, (3.18)

invarijante preslikavanja f : GAN → GAN .

Nakon simetrizacije jednačine (3.4) po j i k, zaključuje se da važi jednačina

Li
jk = Li

jk + ψkδ
i
j + ψkδ

i
j + dijk − dijk. (3.19)

Nakon kontrahovanja te jednačine po i i k, dobija se da je

ψj =
1

N + 1
(L

α

jα − d
α

jα)−
1

N + 1
(Lα

jα − dαjα). (3.20)

Zamenom jednakosti (3.20) u jednačinu (3.19), dobija se da je

Li
jk = Li

jk +
1

N + 1
δij
(
Lα
kα − dαkα

)
+

1

N + 1
δij
(
Lα
kα − dαkα

)
+ dijk

− 1

N + 1
δij
(
Lα
kα − dαkα

)
− 1

N + 1
δik
(
Lα
jα − dαjα

)
− dijk.

(3.21)

Pored̄enjem jednačina (3.1) i (3.21), dolazi se do zaključka da je

ωi
jk =

1

N + 1
δik(L

α
jα − dαjα) +

1

N + 1
δij(L

α
kα − dαkα) + dijk. (3.22)

Na osnovu jednačina (3.2, 3.3, 3.22), sledi da su osnovne pridružene invari-
jante Tomasovog i Vejlovog tipa preslikavanja f
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T̃ i
jk = Li

jk −
1

N + 1
δik(L

α
jα − dαjα)−

1

N + 1
δij(L

α
kα − dαkα)− dijk, (3.23)

W̃ i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δij(R[mn]

+ dα[mα|n])− dijm|n + dijn|m + dαjmd
i
αn − dαjndiαm

− 1

N + 1
δim

(
Lα
jα|n − dαjα|n +

(
Lβ
αβ − d

β
αβ

)
dαjn

)
+

1

N + 1
δin

(
Lα
jα|m − dαjα|m +

(
Lβ
αβ − d

β
αβ

)
dαjm

)
− 1

(N + 1)2
(Lα

jα − dαjα)
(
δim

(
Lβ
nβ − d

β
nβ

)
− δin

(
Lβ
mβ − d

β
mβ

))
.

(3.24)

Osnovna invarijanta W̃ i
jmn je oblika

W̃ i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δijR[mn] + δijX[mn] + δimYjn − δinYjm + Zi

jmn, (3.25)

gde je

Xij = dαiα|j, (3.26)

Yij = −
1

N + 1

(
Lα
iα|j − dαiα|j + dαij(L

β
αβ − d

β
αβ)

)
− 1

(N + 1)2
(Lα

iα − dαiα)(L
β
jβ − d

β
jβ),

(3.27)

Zi
jmn = −dijm|n + dijn|m + dαjmd

i
αn − dαjndiαm. (3.28)

Oblik ove invarijante se poklapa sa oblikom invarijante W (1).i
jmn zadate jednači-

nom (3.5). Na osnovu jednačina (3.27, 3.28) i jednakosti Lα
iα|j − Lα

jα|i = −R[ij],
sledi da je

Y[mn] =
1

N+1
(R[mn] + dα[mα|n]) i Zα

αmn = −dααm|n + dααn|m. (3.29)

Prva i druga izvedena invarijanta, dobijena na osnovu osnovne invarijante
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W̃ i
jmn ≡ W

(1).i
jmn , su

W̃
(1).i
jmn = Ri

jmn − dij[m|n] + dαj[md
i
αn] +

1

N + 1
δij
(
R[mn] + dα[mα|n]

)
− 1

N + 1

(
δi[mL

α
jα|n] − δi[mdαjα|n] + δi[md

α
jn](L

β
αβ − d

β
αβ)

)
− 1

(N + 1)2
(Lα

jα − dαjα)(δi[mL
β
n]β − δ

i
[md

β
n]β),

(3.30)

˜̃
W

(1).i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δij(R[mn] + dα[mα|n]) +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j

− dijm|n + dijn|m + dαjmd
i
αn − dαjndiαm + δi[md

α
jn]|α − δi[mdαjn]d

β
αβ + δi[md

α
jβd

β
n]α

− N2

N2 − 1
δi[md

α
jα|n] +

1

N2 − 1
δi[md

α
n]α|j.

(3.31)

Važi naredna teorema.

Teorema 3.1. Neka je f : GAN → GAN preslikavanje koje transformiše si-

metrične delove Li
jk koeficijenata afine koneksije prostora GAN po zakonu (3.1).

Geometrijski objekti W̃ (1).i
jmn i W̃ (2).i

jmn su pridružene izvedene invarijante Vejlovog

tipa preslikavanja f .

Nakon kontrahovanja jednačine

P i
jk
∨
= δij

(
tk − tk

)
− δik

(
tj − tj

)
+Di

jk −Di
jk (3.32)

po i i k, dobija se da je

tj − tj = −
1

N − 1

(
L
α

jα
∨
−Dα

jα

)
+

1

N − 1

(
Lα
jα
∨
−Dα

jα

)
. (3.33)

Nakon zamene prikaza (3.33) u jednačinu (3.32), dobija se

τ ijk = Di
jk −

1

N − 1

[(
Lα
kα
∨
−Dα

kα

)
δij −

(
Lα
jα
∨
−Dα

jα

)
δik

]
. (3.34)

Odatle sledi da je osnovna antisimetrična invarijanta Tomasovog tipa preslika-
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vanja f

T̂ i
jk = L

i

jk
∨
−Di

jk +
1

N − 1

[(
Lα
kα
∨
−Dα

kα

)
δij −

(
Lα
jα
∨
−Dα

jα

)
δik

]
. (3.35)

Zarad dobijanja antisimetričnih invarijanti Vejlovog tipa preslikavanja f Ve-
jlovog tipa, biće korišćene invarijante dobijene na osnovu razlika 0 = T̂ α

jmT̂ i
αn −

T̂ α
jmT̂ i

αn i 0 = T̂ i
jm∥n − T̂ i

jm|n. Prva od tih invarijanti je

ζ ijmn = T̂ α
jmT̂ i

αn = Lα
jm
∨
Li
αn
∨
+ θ̂ijmn, (3.36)

gde je

θ̂ijmn = −Lα
jm
∨
Di

αn +
1

N − 1

[
Li
jm
∨

(
Lβ
nβ
∨
−Dβ

nβ

)
− Lα

jm
∨

(
Lβ
αβ
∨
−Dβ

αβ

)
δin
]

− Li
αn
∨
Dα

jm +Dα
jmD

i
αn −

1

N − 1

[
Di

jm

(
Lα
nα
∨
−Dα

nα

)
−Dα

jm

(
Lβ
αβ
∨
−Dβ

αβ

)
δin
]

+
1

(N − 1)2
[
(Lα

mα
∨
−Dβ

mβ

)
(Lβ

nβ
∨
−Dβ

nβ

)
δij − (Lα

mα
∨
−Dα

mα

)
(Lβ

jβ
∨
−Dβ

jβ

)
δin

− (Lα
jα
∨
−Dα

jα

)
(Lβ

nβ
∨
−Dβ

nβ

)
δim − (Lα

jα
∨
−Dα

jα

)
(Lβ

mβ
∨
−Dβ

mβ

)
δin
]

(3.37)

Važe jednakosti

L
i

jm
∨

∥n − Li
jm
∨

|n = −Θ̃i
(p).jmn + Θ̃i

(p).jmn, (3.38)

tj.
ηi(p).jmn = ηi(p).jmn,

za p = 1, . . . , 8,
ηi(p).jmn = Li

jm
∨

|n + Θ̃i
(p).jmn, (3.39)

gde je
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Θ̃i
(1).jmn = −τ ijm|n − Li

αn(L
α
jm
∨
− ταjm) + Lα

jn(L
i
αm
∨
− τ iαm) + Lα

mn(L
i
jα
∨
− τ ijα),

(3.40)

Θ̃i
(2).jmn = −τ ijm|n − Li

αn(L
α
jm
∨
− T α

jm) + Lα
jn(L

i
αm
∨
− τ iαm) + dαmn(L

i
jα
∨
− τ ijα)

+
1

N + 1
(Lα

mα − dαmα)(L
i
jn
∨
− T i

jn) +
1

N + 1
(Lα

nα − dαnα)(Li
jm
∨
− τ ijm),

(3.41)

Θ̃i
(3).jmn = −τ ijm|n − Li

αn(L
α
jm
∨
− T α

jm) + Lα
mn(L

i
jα
∨
− τ ijα) + dαjn(L

i
αm
∨
− τ iαm)

+
1

N + 1
(Lα

jα − dαjα)(Li
nm
∨
− τ inm) +

1

N + 1
(Lα

nα − dαnα)(Li
jm
∨
− τ ijm),

(3.42)

Θ̃i
(4).jmn = −τ ijm|n − Li

αn(L
α
jm
∨
− T α

jm) + dαjn(L
i
αm
∨
− τ iαm) + dαmn(L

i
jα
∨
− τ ijα)

+
1

N + 1
(Lα

jα − dαjα)(Li
nm
∨
− τ inm) +

1

N + 1
(Lα

mα − dαmα)(L
i
jn
∨
− τ ijn)

+
2

N + 1
(Lα

nα − dαnα)(Li
jm
∨
− τ ijm),

(3.43)

Θ̃i
(5).jmn = −τ ijm|n + Lα

jn(L
i
αm
∨
− T i

αm) + Lα
mn(L

i
jα
∨
− τ ijα)− diαn(Lα

jm
∨
− ταjm)

− 1

N + 1
δin(L

β
αβ − d

β
αβ)(L

α
jm
∨
− T α

jm)−
1

N + 1
(Lα

nα − dαnα)(Li
jm
∨
− τ ijm),

(3.44)

Θ̃i
(6).jmn = −τ ijm|n + Lα

jn(L
i
αm
∨
− T i

αm) + dαmn(L
i
jα
∨
− τ ijα)− diαn(Lα

jm
∨
− ταjm)

+
1

N + 1
(Lα

mα − dαmα)(L
i
jn
∨
− T i

jn)−
1

N + 1
δin(L

β
αβ − d

β
αβ)(L

α
jm
∨
− ταjm),

(3.45)

Θ̃i
(7).jmn = −τ ijm|n + Lα

mn(L
i
jα
∨
− T i

jα) + dαjn(L
i
αm
∨
− τ iαm)− diαn(Lα

jm
∨
− ταjm)

+
1

N + 1
(Lα

jα − dαjα)(Li
nm
∨
− T i

nm)−
1

N + 1
δin(L

β
αβ − d

β
αβ)(L

α
jm
∨
− ταjm),

(3.46)
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Θ̃i
(8).jmn = −τ ijm|n + dαjn(L

i
αm
∨
− τ iαm) + dαmn(L

i
jα
∨
− τ ijα)− diαn(Lα

jm
∨
− ταjm)

+
1

N + 1
(Lα

jα − dαjα)(Li
nm
∨
− τ inm) +

1

N + 1
(Lα

mα − dαmα)(L
i
jn
∨
− τ ijn)

+
1

N + 1
(Lβ

nβ − d
β
nβ)(L

i
jm
∨
− τ ijm)−

1

N + 1
δin(L

β
αβ − d

β
αβ)(L

α
jm
∨
− ταjm),

(3.47)

i odgovarajuće Θ̃i
(p).jmn i τ ijk zadati jednačinom (3.34).

Ako jeW i
jmn pridružena invarijanta Vejlovog tipa preslikavanja f : GAN →

GAN , tada važi jednakost

W i
jmn + uηi(p1).jmn + u′ηi(p2).jnm + vζ ijmn + v′ζ ijnm + wζ imnj

=W i
jmn + uηi(p1).jmn + u′ηi(p2).jnm + vζ ijmn + v′ζ ijnm + wζ imnj

Na osnovu te jednakosti sledi da je

W i
(p1).(p2).jmn = W

i

(p1).(p2).jmn,

gde je

W i
(p1).(p2).jmn =W i

jmn + u(Li
jm
∨

|n + Θ̃i
(p1).jmn) + u′(Li

jn
∨
|m + Θ̃i

(p2).jnm)

+ v(Lα
jm
∨
Li
αn
∨
+ θ̂ijmn) + v′(Lα

jn
∨
Li
αm
∨

+ θ̂ijnm) + w(Lα
mn
∨
Li
αj
∨
+ θ̂imnj).

(3.48)

U slučaju da jeW i
jmn = Ri

jmn+cδ
i
jR[mn]+ν

i
jmn, gde je c realna konstanta, i νijmn

geometrijski objekat tipa (1, 3), invarijanta W i
(p1).(p2).jmn se transformiše u

W i
(p1).(p2).jmn = Ki

jmn + cδij
(
K[mn] − 2uLα

mn
∨

|α − u′Lα
[mα

∨
|n] − 2vLα

mn
∨
Lβ
αβ
∨

)
+ νijmn + uΘ̃i

(p1).jmn + u′Θ̃i
(p2).jnm + vθ̂ijmn + v′θ̂ijnm + wθ̂imnj.

(3.49)

Invarijante W i
(p1).(p2).jmn zadate jednačinom (3.48), ili ekvivalentno jednačinom

(3.49), su izvedene invarijante preslikavanja f .
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Važi naredna teorema.

Teorema 3.2. Neka je f : GAN → GAN preslikavanje prostora nesimetrične

afine koneksije GAN . Familija geometrijskih objekata W i
(p1).(p2).jmn zadata jed-

načinama (3.48, 3.49) jeste familija izvedenih invarijanti Vejlovog tipa preslika-

vanja f .

Posledica 3.1. Ako je f : GAN → GAN ekvitorziono preslikavanje prostora

GAN , familija invarijantiW i
(p1).(p2).jmn preslikavanja f zadata jednačinom (3.48)

se redukuje na

W̃ i
(p1).(p2).jmn =W i

jmn + u
(
Li
αnL

α
jm
∨
− Lα

jnL
i
αm
∨
− Lα

mnL
i
jα
∨
+

˜̃
Θi

(p1).jmn

)
+ u′

(
Li
αmL

α
jn
∨
− Lα

jmL
i
αn
∨
− Lα

mnL
i
jα
∨
+

˜̃
Θi

(p2).jnm

)
,

(3.50)

odnosno ekvivalentno, na

W̃ i
(p1).(p2).jmn = Ki

jmn + cδij
(
K[mn] − 2uLα

mn
∨

|α − u′Lα
[mα

∨
|n] − 2vLα

mn
∨
Lβ
αβ
∨

)
+ νijmn + uΘ̃i

(p1).jmn + u′Θ̃i
(p2).jnm,

(3.51)
gde suW i

jmn = Ri
jmn + cR[mn] + νijmn i ˜̃Θi

(p).jmn dobijeni na osnovu jednačina

(3.40–3.47) u slučaju τ ijk = 0, pri čemu su u, u′, v, v′, w odgovarajući koeficijenti.

Primer 3.1. Na osnovu jednačine (2) u radu [7]

L
i

jk = Li
jk + ψjδ

i
k + ψkδ

i
j + F i

jσk + F i
kσj, (3.52)

za F -planarno preslikavanje f : AN → AN , dobijaju se odgovarajuće invarijante

tog preslikavanja na osnovu jednačine (3.2).

3.2 Skoro geodezijska preslikavanja trećeg tipa

Mnogi autori se bave dobijanjem invarijanti preslikavanja med̄u prostorima
simetrične i nesimetrične afine koneksije. Neki od njih su J. Mikeš sa svojom
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istraživačkom grupom [6, 8, 9, 65, 114] N. S. Sinjukov [110], M. S. Stanković
[100, 124, 127, 140], M. Lj. Zlatanović [151, 152], M. Z. Petrović [98, 100] i
mnogi drugi.

3.2.1 Geodezijske i skoro geodezijske linije i skoro geodezijska
preslikavanja

Kriva ℓ = ℓ(t) u pridruženom prostoru AN čiji tangentni vektor λ =
dℓ

dt
sistem

parcijalnih diferencijalnih jednačina [65, 110]

dλi

dt
+ Li

αβλ
αλβ = ζλi, (3.53)

gde je ζ skalar, naziva se geodezijska linija prostora AN .

Definicija 3.1. [8,9,65,110,114] Kriva ℓ̃ = ℓ̃(t) u pridruženom prostoru AN čiji

tangentni vektor λ̃ =
dλ̃

dt
zadovoljava sistem parcijalnih diferencijalnih jednačina

λ̃i2 = a(t)λ̃i + b(t)λ̃i1, λ̃i1 = λ̃i∥αλ̃
α, λ̃i2 = λ̃i(1)∥αλ̃

α, (3.54)

gde su a(t), b(t) skalarne funkcije i kovarijantni izvod generisan afinom koneksi-

jom prostora AN označen sa ∥, naziva se skoro geodezijska linija prostora AN .

Preslikavanje f : AN → AN je skoro geodezijsko preslikavanje ukoliko svaku
geodezijsku liniju prostora AN transformiše u skoro geodezijsku liniju prostora
AN

(
vidi [8, 9, 65, 110, 114]

)
.

Sinjukov je dokazao [110] da postoje tri tipa skoro geodezijskih preslikavanja
prostora AN . Ti tipovi, prvi, drugi i treći, su označeni sa π1, π2, π3.

Dokazano je [110] da je inverzno preslikavanje skoro geodezijskog preslika-
vanja f : AN → AN tipa π3 takod̄e skoro geodezijsko preslikavanje tipa π3. Za
skoro geodezijska preslikavanja trećeg tipa čija su inverzna preslikavanja skoro
geodezijska preslikavanja trećeg tipa, kaže se da zadovoljavaju osobinu reciproci-
teta

(
vidi [110], str. 191

)
.

M. S. Stanković [124–126] je uopštio Sinjukovljev koncept skoro geodezijskih

preslikavanja. Kriva ℓ̃ = ℓ̃(t) čiji je tangentni vektor λ̃ =
dℓ̃

dt
rešenje sistema

parcijalnih diferencijalnih jednačina [98, 100, 124–127, 140]
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λ̃
k

i
(2) = a

k
(t)λ̃i + b

k
(t)λ̃

k

i
(1), λ̃

k

i
(1) = λ̃i∥

k
αλ̃

α, λ̃
k

i
(2) = λ̃

k

i
(1)∥

k
αλ̃

α, (3.55)

k ∈ {1, 2}, naziva se skoro geodezijska linija k-te vrste prostora GAN .

Preslikavanje f : GAN → GAN koje svaku geodezijsku liniju prostora GAN

transformiše u skoro geodezijsku liniju k-te vrste, k = 1, 2, prostora GAN naziva
se skoro geodezijsko preslikavanje k-te vrste prostora GAN .

Preslikavanje f : GAN → GAN je ekvitorziono [85] ukoliko su anti-simetrični
delovi Li

jk
∨

i Li
jk
∨

koeficijenata afine koneksije Li
jk i Li

jk

f← Li
jk prostora GAN

i GAN jednaki. U nastavku istraživanja, fokus će biti na ekvitorzionim skoro
geodezijskim preslikavanjima tipa π3 prve vrste.

Motivisan Sinjukovljevim radom [110], M. S. Stanković [124–126] je odredio
dva tipa skoro geodezijskih linija. Svaki od tri tipa skoro geodezijskih preslika-
vanja da se podeliti na dve vrste. Te vrste skoro geodezijskih preslikavanja su π

1
r,

π
2
r, r = 1, 2, 3.

Skoro geodezijsko preslikavanje vrste π
k
3, k = 1, 2, ima osobinu reciprociteta

ako je njegovo inverzno preslikavanje skoro geodezijsko preslikavanje iste vrste
i istog tipa. Za razliku od skoro geodezijskih preslikavanja prostora simetrične
afine koneksije, skoro geodezijska preslikavanja trećeg tipa prostora GAN nemaju
osobinu reciprociteta u opštem slučaju.

Cilj je odrediti invarijante skoro geodezijskih preslikavanja trećeg tipa prostora
GAN koja imaju ili nemaju osobinu reciprociteta.

3.2.2 Dve vrste invarijanti preslikavanja

Invarijante preslikavanja prostora simetrične i nesimetrične afine koneksije
su takvi geometrijski objekti čije se vrednosti i oblici ne menjaju pod dejstvom
preslikavanja. Ukoliko skoro geodezijska preslikavanja f : GAN → GAN ili
f : AN → AN nemaju osobinu reciprociteta, invarijante tih preslikavanja (ge-
ometrijski objekti čije se vrednosti i oblici očuvavaju) je nemoguće odrediti. Iz tog
razloga, da bismo dobili invarijante skoro geodezijskih preslikavanja na osnovu
odgovarajućeg zakona transformacije tenzora krivine, neophodno je pretpostaviti
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da posmatrana preslikavanja imaju osobinu reciprociteta.
U fizici postoje dve vrste invarijantnosti

(
preuzeto iz knjige Ð. Mušicki,

B. Milić, Matematičke osnove teorijske fizike [90], str. 103
)
:

- Invarijanta preslikavanja f je objekat čija se vrednost ne menja, ali čiji oblik se
menja pod dejstvom tog preslikavanja.

- Totalna invarijanta preslikavanja f je objekat čiji se vrednost i oblik ne menjaju
pod dejstvom tog preslikavanja.

Invarijante geometrijskih preslikavanja koje su dobijene do danas su analogne
totalnim invarijantama u fizici. Da bismo oslabili uslov invarijantnosti u diferen-
cijalnoj geometriji, potrebno je da uvedemo narednu definiciju.

Definicija 3.2. Neka je f : GAN → GAN preslikavanje i neka je U i1...ip
j1...jq

ge-

ometrijski objekat tipa (p, q).

- Ukoliko preslikavanje f očuvava vrednost geometrijskog objekta U i1...ip
j1...jq

ali me-

nja njegov oblik transformišući ga u V i1...ip
j1...jq

, tada je invarijantnost geometri-

jskog objekta U i1...ip
j1...jq

pod dejstvom preslikavanja f vrednosna.

- Ukoliko preslikavanje f očuvava i vrednost i oblik geometrijskog objektaU i1...ip
j1...jq

,

tada je invarijantnost geometrijskog objekta U i1...ip
j1...jq

pod dejstvom preslikavanja

f totalna.

Primer 3.2. Invarijanta geodezijskog preslikavanja f : AN → AN je Vejlov pro-

jektivni tenzor

W i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δijR[mn] +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j, (3.56)

gde je R[mn] = Rmn − Rnm, δi[mRjn] = δimRjn − δinRjm, δi[mRn]j = δimRnj −
δinRmj .

Geodezijsko preslikavanje f transformiše Vejlov projektivni tenzor W i
jmn u

W i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δijR[mn] +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j. (3.57)
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Važi jednakost W i
jmn = W i

jmn i oblici tenzora W i
jmn i W i

jmn ostaju oču-

vani pod dejstvom geodezijskog preslikavanja f . Iz tog razloga, invarijantnost

geometrijskog objekta W i
jmn preslikavanja f je totalna.

Ako jeRij ̸≡ Rji iRij ≡ Rji, kao što je to bilo slučaj u [151], oblik invarijante

W i
jmn ostaje nepromenjen ali se invarijanta W i

jmn transformiše u

W i
jmn = Ri

jmn +
1

N − 1

(
δimRjn − δinRjm

)
. (3.58)

Jednakost W i
jmn = W i

jmn važi (vrednosti koje dobijaju geometrijski objekti

W i
jmn iW i

jmn su jednake) ali njihovi oblici se razlikuju. Zbog toga, invarijantnost

geometrijskog objekta W i
jmn je vrednosna.

Invarijante skoro geodezijskih preslikavanja trećeg tipa su objekti izučavanja i
za kojima se traga u nastavku.

3.2.3 Prethodni rezultati

Zakoni transformacije koeficijenata afine koneksije pod dejstvima skoro geo-
dezijskih preslikavanja trećeg tipa prostora simetrične i nesimetrične afine konek-
sije su

Li
jk = Li

jk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j + σjkφ

i,

Li
jk = Li

jk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j + σjkφ

i + ξijk,

(3.59)

gde je ψi 1-forma, φi kovarijantni vektor i tenzori σjk i ξijk tipa (0, 2) i (1, 2)
simetrični i antisimetrični po kovarijantnim indeksima j i k, redom.

Da bi uopštio Vejlov projektivni tenzor kao invarijantu skoro geodezijskog
preslikavanja trećeg tipa prostora AN , N. S. Sinjukov je u razmatranje uveo
( [110], str. 193) geometrijski objekat qi za koji važi jednakost qαφα = e, e = ±1.
Nakon neophodnog računanja, Sinjukov je uopštio Tomasov projektivni param-
etar i Vejlov projektivni tenzor kao invarijante skoro geodezijskog preslikavanja
f .

M. S. Stanković [124] je nastavio Sinjukovljeva istraživanja o invariajntama
skoro geodezijskih preslikavanja trećeg tipa. Motivisan rezultatima predstavl-
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jenim u [124], N. O. Vesić, Lj. S. Velimirović i M. S. Stanković [140] su do-
bili familiju invarijanti ekvitorzionih skoro geodezijskih preslikavanja trećeg tipa
prostora nesimetrične afine koneksije. Taj rezultat će biti generalizovan u nas-
tavku.

Istorijski, najpre je N. S. Sinyukov [110] generalizovao Vejlov projektivni ten-
zor pronalazeći analognu invarijantu skoro geodezijskog preslikavanja prostora
AN . Nakon toga, M. S. Stanković [124] je uopštio Sinjukovljeve rezultate dobi-
janjem generalizacije Vejlovog projektivnog tenzora kao invarijante skoro geodez-
ijskog preslikavanja trećeg tipa prostora nesimetrične afine koneksije na osnovu
odgovarajuće transformacije tenzora krivine pridruženog prostora.
N. O. Vesić, Lj. S. Velimirović, M. S. Stanković [140] su dobili familiju invarijanti
ekvitorzionih skoro geodezijskih preslikavanja trećeg tipa prostora nesimetrične
afine koneksije, što je dalja generalizacija Vejlovog projektivnog tenzora.

U radu [142], dobijene su dve invarijante preslikavanja prostora simetrične
afine koneksije koje su analogne Vejlovom projektivnom tenzoru po uzroku svog
postojanja. Te invarijante su nazvane invarijante Vejlovog tipa. To je glavna moti-
vacija da se pokuša da se dobiju dve invarijante skoro geodezijskih preslikavanja
trećeg tipa prostora nesimetrične afine koneksije.

U radu [142], odred̄ene su opšte invarijante preslikavanja f : GAN → GAN .
Ukoliko je tenzor deformacije P i

jk = Li
jk − Li

jk preslikavanja f

P i
jk = Li

jk − Li
jk = ωi

jk − ωi
jk + τ ijk − τ ijk, (3.60)

gde je ωi
jk = ωi

kj , ω
i
jk = ωi

kj , τ
i
jk = −τ ikj , τ ijk = −τ ikj , osnovne pridružene

invarijante Tomasovog i Vejlovog tipa preslikavanja f su

T̃ i
jk = Li

jk − ωi
jk, (3.61)

W̃ i
jmn = Ri

jmn − ωi
jm|n + ωi

jn|m + ωα
jmω

i
αn − ωα

jnω
i
αm. (3.62)

Primedba 3.2. Geometrijski objekat ωi
jk zavisi od preslikavanja f . Ukoliko je

preslikavanje f : GAN → GAN geodezijsko, taj objekat je ωi
jk = Lα

jαδ
i
k +Lα

kαδ
i
j .

Ukoliko je preslikavanje f : GAN → GAN skoro geodezijsko preslikavanje trećeg

tipa, objekat ωi
jk će imati drugi oblik što će biti prikazano u nastavku.
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Da bismo uprostili zapise, uvedimo sledeći geometrijski objekat [142]

Li
jm|n = Li

jm,n + Li
αnL

α
jm − Lα

jnL
i
αm − Lα

mnL
i
jα. (3.63)

Ako je

ωi
jk = δikρj + δijρk + σi

jk, (3.64)

gde je σi
jk = σi

kj , invarijante preslikavanja f , date jednačinama (3.61, 3.62), se
transformišu u

T̃ i
jk = Li

jk − σi
jk −

1

N + 1

((
Lα
jα − σα

jα

)
δik +

(
Lα
kα − σα

kα

)
δij

)
, (3.65)

W̃ i
jmn = Ri

jmn − δi[mρj|n] − δijρ[m|n] − σi
j[m|n] − δi[mρjρn] + δi[mρασ

α
jn] + σα

j[mσ
i
αn],

(3.66)

Izvedena invarijanta Vejlovog tipa preslikavanja f je [142]

W̃ i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δij
(
R[mn] + σα

α[m|n]
)
+

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j

− σi
jm|n + σi

jn|m + σα
jmσ

i
αn − σα

jnσ
i
αm

− 1

N2 − 1
δim

(
σα
α[j|n] + (N + 1)

(
σα
jn|α − σα

jα|n − σα
jnσ

β
αβ + σα

jβσ
β
nα

))
+

1

N2 − 1
δin

(
σα
α[j|m] + (N + 1)

(
σα
jm|α − σα

jα|m − σα
jmσ

β
αβ + σα

jβσ
β
mα

))
.

(3.67)

Osnovna invarijanta ekvitorzionog preslikavanja f : GAN → GAN dobijena
na osnovu transformacije antisimetričnog delaLi

jk
∨

koeficijenta afine koneksijeLi
jk

je

T̂ i
jk = Li

jk
∨
. (3.68)

Neka je ωi
(1).jk = Li

jk, ωi
(1).jk = L

i

jk, ωi
(2).jk = ωi

jk, ωi
(2).jk = ωi

jk. Na osnovu

jednakosti T̂ i
jm∥n−T̂ i

jm|n = P i
αnT̂ α

jm−Pα
jnT̂ i

αn−Pα
mnT̂ i

jα, P i
jk = ωi

(1).jk−ωi
(1).jk,

P i
jk = ωi

(2).jk − ωi
(2).jk, dobija se [142]
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θi(p).jmn = θi(p).jmn,

gde je p = (p1, p2, p3), p1, p2, p3 ∈ {1, 2}, i

θi(p).jmn = Li
jm
∨

|n − τ ijm|n − ωi
(p1).αn

T̂ α
jm + ωα

(p2).jn
T̂ i

αm + ωα
(p3).mnT̂ i

jα. (3.69)

Familija invarijanti ekvitorzionog preslikavanja f dobijena na osnovu trans-
formacije familije Ki

jmn o tenzora krivine prostora GAN je [142]

W i
(p1).(p2).jmn = W̃ i

jmn + uθi(p1).jmn + u′θi(p2).jmn, (3.70)

gde je p1 = (p11, p
1
2, p

1
3), p

2 = (p21, p
2
2, p

2
3), p

i
j ∈ {1, 2} i odgovarajuće invarijante

θi(p1).jmn, θi(p2).jmn, date jednačinom (3.69).

3.2.4 Invarijante ekvitorzionih skoro geodezijskih preslikavanja

Neka je f : GAN → GAN ekvitorziono skoro geodezijsko preslikavanje
trećeg tipa prve vrste. Osnovne jednačine tog preslikavanja su [124] Li

jk = Li
jk + ψjδ

i
k + ψkδ

i
j + 2σjkφ

i,

φi
|
1
j = ν

1
jφ

i + µ
1
δij.

(3.71)

Zapišimo prvu od prethodnih osnovnih jednačina kao

Li
jk = Li

jk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j +Di

jk, 3.71 (3.72)

gde je Di
jk tenzor tipa (1, 2) čije su komponente Di

jk = Di
kj = 2σjkφ

i.

U slučaju inverznog preslikavanja f−1 : GAN → GAN , tenzor Di
jk,

Di
jk = Di

kj , D
i
jk = −Di

jk, postoji, tako da je

Li
jk = Li

jk − ψjδ
i
k − ψkδ

i
j −Di

jk = Li
jk − ψjδ

i
k − ψkδ

i
j +Di

jk. (3.73)
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Zbog toga, jednačina (3.72) se transformiše u

Li
jk = Li

jk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j −

1

2

(
Di

jk −Di
jk

)
. (3.74)

Kontrakcijom prethodne jednakosti po i i k, dobijamo

ψj =
1

N + 1

(
Lα
jα +

1

2
Dα

jα

)
− 1

N + 1

(
Lα
jα +

1

2
Dα

jα

)
. (3.75)

Nakon zamene prikaza (3.75) u jednačinu (3.74) i zbog Di
jk = 2σjkφ

i, sledi
da je

ωi
jk =

1

N + 1
δik
(
Lα
jα + σjαφ

α
)
+

1

N + 1
δij
(
Lα
kα + σkαφ

α
)
− σjkφi. (3.76)

Druga od osnovnih jednačina (3.71) je ekvivalentna jednačini

φi
|j = −Li

αj
∨
φα + ν

1
jφ

i + µ
1
δij. (3.77)

Nakon upored̄ivanja jednakosti (3.64) i (3.77), dolazimo do zaključka da je

ρj =
1

N + 1

(
Lα
jα + σjαφ

α
)

i σi
jk = −σjkφi. (3.78)

Zbog toga, dobijaju se sledeće jednakosti


−σi

jm|n =
(
σjmφ

i
)
|n = σjm|nφ

i − σjmLi
αn
∨
φα + σjmν

1
nφ

i + σjmµ
1
δin,

−σα
ij|α =

(
σijφ

α)|α = σij|αφ
α − σijLβ

αβ
∨
φα + σijν

1
αφ

α +Nµ
1
σij,

−σα
αi|j =

(
σαiφ

α
)
|j =

(
σiαφ

α
)
|j = σαi|jφ

α − σβiLβ
αj
∨
φα + σαiν

1
jφ

α + µ
1
σij.

(3.79)

Nakon uvod̄enja rezultata (3.76, 3.78, 3.79) u jednačine (3.65, 3.67, 3.70),
dobijamo

T̃
1

i
jk = Li

jk −
1

N + 1
δik
(
Lα
jα + σjαφ

α
)
− 1

N + 1
δij
(
Lα
kα + σkαφ

α
)
+ σjkφ

i,

(3.80)
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W̃
1

i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δij

(
R[mn] −

(
σ[mα|n] − σ[mβL

β
αn
∨
] + σ[mαν

1
n]

)
φα

)
+ σj[m|n]φ

i + σj[mσαn]φ
αφi − σj[mLi

αn
∨
]φ

α + σj[mν
1
n]φ

i − δi[mµ
1
σjn]

− 1

N + 1

(
δi[mL

α
jα|n] +

(
δi[mσjα|n] − δi[mσjβL

β
αn
∨
] + δi[mσjαν

1
n]

)
φα + δi[mµ

1
σjn]

)
+

1

N + 1
δi[mσjn]

(
Lβ
αβ + σαβφ

β
)
φα

− 1

(N + 1)2
(
Lα
jα + σjαφ

α
)(
δi[mL

β
n]β + δi[mσn]βφ

β
)
,

(3.81)

W̃
1

i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δijR[mn] +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j

+ σj[m|n]φ
i − σj[mLi

αn
∨
]φ

α + σj[mν
1
n]φ

i + σj[mσαn]φ
αφi

− 1

N + 1
δij
(
σα[m|n] − σβ[mLβ

αn
∨
] + σα[mν

1
n]

)
φα

+
1

N − 1

(
δi[mσjn]|α − δi[mσjn]L

β
αβ
∨
+ δi[mσjn]ν

1
α

)
φα

+
1

N − 1

(
δi[mσjn]σαβ − δi[mσjασn]β

)
φαφβ

− N

N2 − 1

(
δi[mσαj|n] − δi[mσβjL

β
αn
∨
] + δi[mσαjν

1
n]

)
φα

− 1

N2 − 1

(
δi[mσαn]|j − δi[mσβn]L

β
αj
∨
+ δi[mσαn]ν

1
j

)
φα.

(3.82)

Prikažimo invarijantu W̃
1

i
jmn u obliku

W̃
1

i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δijR[mn] +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j

+ δijX
1
[mn] + δi[mY

1
jn] + Z

1

i
jmn,

(3.83)

gde se koriste sledeći tenzori
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X
1
ij = −

1

N + 1

(
σαi|j − σβiLβ

αj
∨
+ σαiν

1
j

)
φα, (3.84)

Y
1
ij =

1

N − 1

(
σij|α − σijLβ

αβ
∨
+ σijν

1
α

)
φα

+
1

N − 1

(
σijσαβ − σiασjβ

)
φαφβ

− N

N2 − 1

(
σαi|j − σβiLβ

αj
∨
+ σαiν

1
j

)
φα

− 1

N2 − 1

(
σαj|i − σβjLβ

αi
∨
+ σαjν

1
i

)
φα,

(3.85)

Z
1

i
jmn = σj[m|n]φ

i − σj[mLi
αn
∨
]φ

α + σj[mν
1
n]φ

i + σj[mσαn]φ
αφi. (3.86)

Nakon kontrakcije jednakosti 0 = W̃
1

i
jmn − W̃

1

i
jmn po i i j, dobija se

X
1
[mn] −X

1
[mn] = −

1

N

(
Y
1
[mn] + Z

1

α
αmn

)
+

1

N

(
Y
1
[mn] + Z

1

α
αmn

)
, (3.87)

gde je

Y
1
[ij] = −

1

N + 1

(
σα[i|j] − σβ[iLβ

αj
∨
] + σα[iν

1
j]

)
φα. (3.88)

Nakon uvod̄enja zapisa (3.85, 3.86, 3.87, 3.88) u

0 = W̃
1

i
jmn − W̃

1

i
jmn

= Ri
jmn −Ri

jmn +
1

N + 1
δij
(
R[mn] −R[mn]

)
+

N

N2 − 1

(
δi[mRjn] − δi[mRjn]

)
+

1

N2 − 1

(
δi[mRn]j − δi[mRn]j

)
+ δij

(
X
1
[mn] −X

1
[mn]

)
+
(
δi[mY

1
jn] − δi[mY

1
jn]

)
+ Z

1

i
jmn − Z

1

i
jmn,

(3.89)
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dobijamo da važi jednakost
˜̃
W
1

i
jmn =

˜̃
W
1

i
jmn, gde je

˜̃
W
1

i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δijR[mn] +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j

+ σj[m|n]φ
i − σj[mLi

αn
∨
]φ

α + σj[mν
1
n]φ

i + σj[mσαn]φ
αφi

− N

N + 1
δij
(
σα[m|n] − σβ[mLβ

αn
∨
] + σα[mν

1
n]

)
φα

+
1

N − 1

(
δi[mσjn]|α − δi[mσjn]L

β
αβ
∨
+ δi[mσjn]ν

1
α

)
φα

+
1

N − 1

(
δi[mσjn]σαβ − δi[mσjασn]β

)
φαφβ

− N

N2 − 1

(
δi[mσαj|n] − δi[mσβjL

β
αn
∨
] + δi[mν

1
n]

)
φα

− 1

N2 − 1

(
δi[mσαn]|j − δi[mσβn]L

β
αj
∨
+ δi[mσαn]ν

1
j

)
φα.

(3.90)

Na osnovu invarijanti W̃
1

i
jmn i ˜̃

W
1

i
jmn, zaključujemo da je geometrijski objekat(

σα[i|j] − σβ[iLβ
αj
∨
] + σα[iν

1
j]

)
φα invarijanta preslikavanja f . Iz tog razloga, invari-

janta W̃
1

i
jmn data jednačinom (3.82) se redukuje na

W̃
1

i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δijR[mn] +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j

+ σj[m|n]φ
i − σj[mLi

αn
∨
]φ

α + σj[mν
1
n]φ

i + σj[mσαn]φ
αφi

+
1

N − 1

(
δi[mσjn]|α − δi[mσjn]L

β
αβ
∨
+ δi[mσjn]ν

1
α

)
φα

+
1

N − 1

(
δi[mσjn]σαβ − δi[mσjασn]β

)
φαφβ

− N

N2 − 1

(
δi[mσαj|n] − δi[mσβjL

β
αn
∨
] + δi[mν

1
n]

)
φα

− 1

N2 − 1

(
δi[mσαn]|j − δi[mσβn]L

β
αj
∨
+ δi[mσαn]ν

1
j

)
φα.

(3.91)

Nakon kontrakcije jednakosti 0 = W̃
1

i
jmn− W̃

1

i
jmn

(
ekvivalentne jednačini (3.89)

)
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po i i n i antisimetrizacije kontrahovane jednačine po j i m, dobija se

X
1
[jm] −X

1
[jm] = −

N − 1

2

(
Y
1
[jm] − Y

1
[jm]

)
+

1

2

(
Z
1

α
[jm]α − Z

1

α
[jm]α

)
. (3.92)

Nakon uvod̄enja zapisa (3.92) u jednačinu (3.89), dobija se
˜̃̃
W
1

i
jmn =

˜̃̃
W
1

i
jmn, gde

je

˜̃̃
W
1

i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δijR[mn] +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j

+ σj[m|n]φ
i − σj[mLi

αn
∨
]φ

α + σj[mν
1
n]φ

i + σj[mσαn]φ
αφi

+
N − 1

2(N + 1)
δij
(
σα[m|n] − σβ[mLβ

αn
∨
] + σα[mν

1
n]

)
φα

− 1

2
δij
(
σ[mα|n] − σ[mβL

β
αn
∨
] + σ[mαν

1
n]

)
φα

+
1

N − 1

(
δi[mσjn]|α − δi[mσjn]L

β
αβ
∨
+ δi[mσjn]ν

1
α

)
φα

+
1

N − 1

(
δi[mσjn]σαβ − δi[mσjασn]β

)
φαφβ

− N

N2 − 1

(
δi[mσαj|n] − δi[mσβjL

β
αn
∨
] + δi[mσαjν

1
n]

)
φα

− 1

N2 − 1

(
δi[mσαn]|j − δi[mσβn]L

β
αj
∨
+ δi[mσαn]ν

1
j

)
φα.

(3.93)

Nakon upored̄ivanja invarijanti
˜̃̃
W
1

i
jmn i W̃

1

i
jmn preslikavanja f , zaključujemo da

se invarijanta
˜̃̃
W
1

i
jmn data jednačinom (3.93) redukuje na invarijantu W̃

1

i
jmn datu

jednačinom (3.91).

Na osnovu transformacije familije (1.68) tenzora krivine prostora GAN pod
dejstvom preslikavanja f se dobija:

W
1

i
0.(p1).(p2).jmn = W̃

1

i
jmn + uLi

jm
∨

|n + u′Li
jn
∨
|m

− u
(
ωi
(p11).αn

Lα
jm
∨
− ωα

(p12).jn
Li
αm
∨
− ωα

(p13).mnL
i
jα
∨

)
− u′

(
ωi
(p21).αm

Lα
jn
∨
− ωα

(p22).jm
Li
αn
∨
− ωα

(p23).mnL
i
jα
∨

)
,

(3.94)
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W
1

i
0.(p1).(p2).jmn = W̃

1

i
jmn + uLi

jm
∨

|n + u′Li
jn
∨
|m

− u
(
ωi
(p11).αn

Lα
jm
∨
− ωα

(p12).jn
Li
αm
∨
− ωα

(p13).mnL
i
jα
∨

)
− u′

(
ωi
(p21).αm

Lα
jn
∨
− ωα

(p22).jm
Li
αn
∨
− ωα

(p23).mnL
i
jα
∨

)
,

(3.95)

gde je p11, . . . , p
2
3 ∈ {1, 2}, ωi

(1).jk = Li
jk i ωi

(2).jk = ωi
jk, za geometrijski objekat

ωi
jk dat jednačinom (3.76).

Važi naredna teorema.

Teorema 3.3. Neka je f : GAN → GAN ekvitorziono skoro geodezijsko preslika-

vanje tipa π
1
3.

Geometrijski objekat T̃ i
jk, zadat jednačinom (3.80), je osnovna invarijanta

Tomasovog tipa preslikavanja f . Invarijantnost tog geometrijskog objekta je to-

talna.

Geometrijski objekat W̃ i
jmn zadat jednačinom (3.81) je osnovna pridružena

invarijanta Vejlovog tipa preslikavanja f . Invarijantnost tog geometrijskog ob-

jekta je vrednosna. Invarijantnost geometrijskog objekta W̃ i
jmn je totalna ako i

samo ako preslikavanje f ima osobinu reciprociteta.

Geometrijski objekat W̃ i
jmn zadat jednačinom (3.91) je pridružena izvedena

invarijanta Vejlovog tipa preslikavanja f . Invarijantnost tog geometrijskog ob-

jekta je vrednosna. Invarijantnost geometrijskog objekta W̃ i
jmn je totalna ako i

samo ako preslikavanje f ima osobinu reciprociteta.

Geometrijski objektiW
1

i
jmn,W

1

i
jmn, zadati jednačinama (3.94, 3.95), su invari-

jante Wejlovog tipa ekvitorzionog skoro geodezijskog preslikavanja f .

Invarijantnosti tih geometrijskih objekata su vrednosne. Te invarijantnosti su to-

talne ako i samo ako preslikavanje f ima osobinu reciprociteta.

3.3 Invarijante preslikavanja u operatorskom obliku

Tenzor krivine Rimanovog prostora
0

RN u smislu definicije predstavljene u
radu

(
Ivanov, Zlatanović, [39]) je

0

R(X, Y ), Z =
0

∇X

0

∇YZ −
0

∇Y

0

∇XZ −
0

∇[X,Y ]Z, (3.96)
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gde je
0

∇XY =
1

2

(
∇XY +∇YX

)
.

Primedba 3.3. Tenzor krivine (3.96) koincidira sa tenzorom krivine prostora si-

metrične afine koneksije AN u Ajzenhartovom smislu. Razlika je u tome što

metrički tenzor nije definisan u prostoru AN . Rezultati koji će biti dobijeni u ovoj

sekciji daju se primeniti u istraživanjima o Rimanovim prostorima i prostorima

simetrične afine koneksije u Ajzenhartovom smislu.

Tenzor krivine Rimanovog prostora RN u Ajzenhartovom smislu je

Rg(X, Y )Z = ∇g
X∇

g
YZ −∇

g
Y∇

g
XZ −∇

g
[X,Y ]Z. (3.97)

3.3.1 Invarijante preslikavanja

Neka je f :
0

RN →
0

RN preslikavanje med̄u Rimanovim prostorima u smislu

definicije Ivanova i Zlatanović. Zakon transformacije afine koneksije
0

∇XY u
0

∇XY je
0

∇XY =
0

∇XY + ω(X, Y )− ω(X, Y ), (3.98)

gde su ω(X, Y ) i ω(X, Y ) tenzori za koje važe jednakosti ω(X, Y ) = ω(Y,X) i
ω(X, Y ) = ω(Y,X).

Na osnovu jednačine (3.98), dobija se da važi

0

T (X, Y ) =
0

T (X, Y ),

gde je
0

T (X, Y ) =
0

∇XY − ω(X, Y ), (3.99)

i odgovarajuće T (X, Y ).

Važi naredna lema.

Lema 3.2. Geometrijski objekat
0

T (X, Y ) zadat jednačinom (3.99) je osnovna

pridružena invarijanta Tomasovog tipa preslikavanja f :
0

RN →
0

RN .
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Važe naredne jednakosti.

0

T
(
X,

0

T (Y, Z)
)
=

0

T
(
X,

0

∇YZ − ω(Y, Z)
)

=
0

∇X

{ 0

∇YZ − ω(Y, Z)
}
− ω

(
X,

0

∇YZ − ω(Y, Z)
)

=
0

∇X

0

∇YZ − ω
(
X,

0

∇YZ
)
+ ω

(
X,ω(Y, Z)

)
−
( 0

∇Xω
)
(Y, Z)

+ ω
( 0

∇XY, Z
)
+ ω

(
Y,

0

∇XZ
)
.

Odatle sledi da su sledeće jednačine zadovoljene.

0

T
(
X,

0

T (Y, Z)
)
=

0

∇X

0

∇YZ − ω
(
X,

0

∇YZ
)
+ ω

(
X,ω(Y, Z)

)
−

( 0

∇Xω
)
(Y, Z) + ω

(
Y,

0

∇XZ
)
+ ω

(
Z,

0

∇XY
)
,

(3.100)

0

T
(
Y,

0

T (X,Z)
)
=

0

∇Y

0

∇XZ − ω
(
Y,

0

∇XZ
)
+ ω

(
Y, ω(X,Z)

)
−

( 0

∇Y ω
)
(X,Z) + ω

(
X,

0

∇YZ
)
+ ω

(
Z,

0

∇YX
)
,

(3.101)

0

T
(
[X, Y ], Z

)
=

0

∇[X,Y ]Z − ω
(
[X, Y ], Z

)
. (3.102)

Na osnovu jednakosti

0

T
(
X,

0

T (Y, Z)
)
−

0

T
(
Y,

0

T (X,Z)
)
−

0

T
(
[X, Y ], Z

)
=

0

T
(
X,

0

T (Y, Z)
)
−

0

T
(
Y,

0

T (X,Z)
)
−

0

T
(
[X, Y ], Z

)
,

dobija se da važi
0

W(X, Y, Z) =
0

W(X, Y, Z),

gde je

0

W(X, Y, Z) =
0

R(X, Y )Z + 2ω
(
Y,

0

∇XZ
)
+ 2ω

(
[X, Y ], Z

)
+ ω

(
X,ω(Y, Z)

)
− ω

(
Y, ω(X,Z)

)
−

( 0

∇Xω
)
(Y, Z) +

( 0

∇Y ω
)
(X,Z).

(3.103)
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Na taj način, dokazana je sledeća lema.

Lema 3.3. Geometrijski objekat
0

W(X, Y, Z) zadat jednačinom (3.103) je os-

novna pridružena invarijanta Vejlovog tipa preslikavanja f :
0

RN →
0

RN .

3.3.2 Invarijante preslikavanja prostora u Ajzenhartovom smislu

Ukoliko važi jednačina

0

∇XY −∇g
XY = P(X, Y ), (3.104)

gde je P tenzor tipa (1, 2), osnovna pridružena invarijanta
0

T se transformiše u

0

T (X, Y ) = ∇g
XY + P(X, Y )− ω(X, Y ). (3.105)

Štaviše, važe naredne jednakosti

0

R(X, Y )Z =
0

∇X

0

∇YZ −
0

∇Y

0

∇XZ −
0

∇[X,Y ]Z

= ∇g
X∇

g
YZ +∇g

X

{
P(Y, Z)

}
+ P

(
X,∇g

YZ
)
+ P

(
X,P(Y, Z)

)
−∇g

Y∇
g
XZ −∇

g
Y

{
P(X,Z)

}
− P

(
Y,∇g

XZ
)
− P

(
Y,∇g

XZ
)

+ P
(
X,P(Y, Z)

)
− P

(
Y,P(X,Z)

)
− P

(
[X, Y ], Z

)
.

Na osnovu tih jednakosti, dobija se da važi jednačina

0

R(X, Y )Z = Rg(X, Y )Z +
(
∇g

XP
)
(Y, Z)−

(
∇g

YP
)
(X,Z)

− 2P
(
[X, Y ], Z

)
+ 2P

(
X,∇g

YZ
)
− 2P

(
Y,∇g

XZ
)

+ P
(
X,P(Y, Z)

)
− P

(
Y,P(X,Z)

)
.

(3.106)

82



GLAVA 3. INVARIJANTE

Zadovoljena je i naredna jednakost

0

∇X

{
ω(Y, Z)

}
= ∇g

X

{
ω(Y, Z)

}
+ P(X,ω(Y, Z)

)
=

( 0

∇Xω
)
(Y, Z)− ω

(
∇g

XY, Z)− ω
(
P(X, Y ), Z

)
− ω

(
Y,∇g

XZ
)
− ω

(
Y,P(X,Z)

)
=

(
∇g

Xω
)
(Y, Z)− ω

(
∇g

XY, Z
)
− ω

(
Y,∇g

XZ
)
+ P

(
X,ω(Y, Z)

)
.

Odatle sledi da važi naredna jednačina.

( 0

∇Xω
)
(Y, Z) =

(
∇g

Xω
)
(Y, Z) + ω

(
Y,P(X,Z)

)
+ ω

(
Z,P(X, Y )

)
+ P

(
X,ω(Y, Z)

)
.

(3.107)

Nakon zamene jednačina (3.106, 3.107) u jednačinu (3.103), invarijanta
0

W(X, Y, Z) se transformiše u

0

W(X, Y, Z) = Rg(X, Y )Z +
(
∇g

XP
)
(Y, Z)−

(
∇g

YP
)
(X,Z)

− 2P
(
[X, Y ], Z

)
+ 2P(X,∇g

YZ
)
− 2P

(
Y,∇g

XZ
)

+ P
(
X,P(Y, Z)

)
− P

(
Y,P(X,Z)

)
+ 2ω

(
Y,∇g

XZ
)

+ 2ω
(
Y,P(X,Z)

)
+ 2ω

(
[X, Y ], Z

)
+ ω

(
X,ω(Y, Z)

)
− ω

(
Y, ω(X,Z)

)
−
(
∇g

Xω
)
(Y, Z) +

(
∇g

Y ω
)
(X,Z).

(3.108)

3.3.3 Invarijante preslikavanja Rimanovih prostora u Ajzen-
hartovom smislu

Neka je tenzor deformacije preslikavanja f : RN → RN med̄u Rimanovim
prostorima u Ajzenhartovom smislu

Pg(X, Y ) = ∇g
XY

g −∇g
XY = ψ(X)Y + ψ(Y )X + F(X, Y ). (3.109)

U ovoj jednačini, ψ je 1-forma, dok je F tenzor tipa (1, 2).

Neka je F(X, Y ) tenzor suprotnog znaka u odnosu na tenzor F(X, Y ),

83



3.3. INVARIJANTE PRESLIKAVANJA U OPERATORSKOM OBLIKU

F(X, Y ) = −F(X, Y ), jednačina (3.109) se transformiše u

Pg(X, Y ) = ∇g
XY −∇

g
XY

= ψ(X)Y + ψ(Y )X +
1

2
F(X, Y )− 1

2
F(X, Y ).

(3.110)

Nakon kontrahovanja jednačine (3.110) po Y , dobija se da važi jednačina

ψ(X) =
1

N + 1

(
∇gX +

1

2
F(X)

)
− 1

N + 1

(
∇gX +

1

2
F(X)

)
, (3.111)

za ∇gX = Tr
{
U → ∇g

XU
}

i F(X) = Tr
{
U → F(X,U)

}
i odgovarajuće

∇gX i F(X).

Odatle sledi da se jednačina (3.109) transformiše u

Pg(X,Y ) =
1

N + 1

[(
∇g

X +
1

2
F(X)

)
Y +

(
∇g

Y +
1

2
F(Y )

)
X
]
− 1

2
F(X,Y )

− 1

N + 1

[(
∇g

X +
1

2
F(X)

)
Y +

(
∇g

Y +
1

2
F(Y )

)
X
]
+

1

2
F(X,Y ).

(3.112)

Odatle sledi da važi jednakost

T g
(X, Y ) = T g(X, Y ),

gde je

T g(X, Y ) = ∇g
XY +

1

2
F(X, Y )

− 1

N + 1

[(
∇gX +

1

2
F(X)

)
Y +

(
∇gY +

1

2
F(Y )

)
X
]
,

(3.113)

i odgovarajuće T g(X, Y ).

Važi sledeća lema.

Lema 3.4. Neka je f : RN → RN preslikavanje Rimanovog prostora RN u Ajzen-

hartovom smislu odred̄eno tenzorom deformacije Pg(X, Y ) zadatim jednačinom

(3.110). Geometrijski objekat T g(X, Y ) zadat jednačinom (3.113) je osnovna

pridružena invarijanta Tomasovog tipa preslikavanja f .
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Ako je

F(X, Y ) = σ(X)F (Y ) + σ(Y )F (X) + φρ(X, Y ), (3.114)

gde je φ vektor, σ 1-forma, F afinor i ρ simetričan kovarijantni tenzor tipa (0, 2),

onda se invarijanta T g(X, Y ) transformiše u

T g(X, Y ) = ∇g
XY +

1

2

[
σ(X)F (Y ) + σ(Y )F (X) + φρ(X, Y )

]
− 1

N + 1

[
∇gX +

1

2

(
σ(X)F + F

(
σ(X)

)
+ ρ(X,φ)

)]
Y

− 1

N + 1

[
∇gY +

1

2

(
σ(Y )F + F

(
σ(Y )

)
+ ρ(Y, φ)

)]
X,

(3.115)

gde je F = Tr
{
U → F (U)

}
.

Ako je

Q(X,Y ) =
1

N + 1

[(
∇gX +

1

2
F(X)

)
Y +

(
∇gY +

1

2
F(Y )

)
X
]
− 1

2
F(X,Y ), (3.116)

onda se invarijanta T g(X, Y ) transformiše u

T g(X, Y ) = ∇g
XY −Q(X, Y ). (3.117)

Važe naredne jednakosti

Q(X, Y )−Q(Y,X) = 0, (3.118)

T g
(
X, T g(Y, Z)

)
= ∇g

X∇
g
YZ −Q

(
X,∇g

YZ
)
+Q

(
X,Q(Y, Z)

)
−

(
∇g

XQ
)
(Y, Z) +Q

(
Y,∇g

XZ
)
+Q(Z,∇g

XY
)
,

(3.119)

T g
(
Y, T g(X,Z)

)
= ∇g

Y∇
g
XZ −Q

(
Y,∇g

XZ
)
+Q

(
Y,Q(X,Z)

)
−

(
∇g

YQ
)
(X,Z) +Q

(
X,∇g

YZ
)
+Q(Z,∇g

YX
)
,

(3.120)

T g
(
[X, Y ], Z

)
= ∇g

[X,Y ]Z −Q
(
[X, Y ], Z

)
. (3.121)

Na osnovu linearne kombinacije jednačina (3.119)-(3.120)-(3.121), sledi da je

Wg(X, Y, Z) =Wg(X, Y, Z),
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gde je

Wg(X, Y, Z) = Rg(X, Y )Z −
(
∇g

XQ
)
(Y, Z) +

(
∇g

YQ
)
(X,Z)

− 2Q
(
X,∇g

YZ
)
+ 2Q

(
Y,∇g

XZ
)

+Q
(
X,Q(Y, Z)

)
−Q

(
Y,Q(X,Z)

)
+ 2Q

(
[X, Y ], Z

)
.

(3.122)

Važi naredna lema.

Lema 3.5. Geometrijski objekti T g(X, Y ) i Wg(X, Y, Z) zadati jednačinama

(3.115, 3.122), osnovne su invarijante Tomasovog i Vejlovog tipa preslikavanja

f : RN → RN med̄u Rimanovim prostorima RN i RN u Ajzenhartovom smislu.

3.3.4 Invarijante preslikavanja med̄u Rimanovim prostorima
u različitom smislu

Razmotrimo preslikavanje f : RN →
0

RN med̄u Rimanovim prostorima RN u

Ajzenhartovom smislu i
0

RN u smislu definicije Ivanova, Zlatanovića.
Tenzor deformacije tog preslikavanja je

0

P (X, Y ) =
0

∇XY −∇g
XY = Ψ(X)Y +Ψ(Y )X + F(X, Y ), (3.123)

pri čemu je F tenzor tipa (1, 2).
Da bismo primenili prethodne rezultate, potrebno je definisati tenzore

0

F(X, Y ) = F(X, Y ) i Fg(X, Y ) = −F(X, Y ). Na osnovu tih tenzora, jed-
načina (3.123) se transformiše u

0

P (X, Y ) =
0

∇XY −∇g
XY

= Ψ(X)Y +Ψ(Y )X +
1

2

0

F(X, Y )− 1

2
Fg(X, Y ).

(3.124)

Nakon što kontrahujemo jednačinu (3.124), dobijamo da je

Ψ(X) =
1

N + 1

( 0

∇X − 1

2

0

F(X)
)
− 1

N + 1

(
∇gX − 1

2
Fg(X)

)
.
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Odatle sledi da se jednačina (3.124) transformiše u

0

∇XY −∇g
XY =

1

N + 1

[ 0

Q(X)Y +
0

Q(Y )X
]
+

1

2

0

F(X, Y )

− 1

N + 1

[
Qg(X)Y +Qg(Y )X

]
− 1

2
Fg(X, Y ),

(3.125)

gde je

0

Q(X) =
0

∇X − 1

2

0

F(X) i Qg(X) = ∇gX − 1

2
Fg(X). (3.126)

Analogno prethodnom, važe naredne jednakosti

0

T (X, Y ) = T g(X, Y ) i
0

W(X, Y, Z) =Wg(X, Y, Z),

gde je

0

T (X, Y ) =
0

∇XY −
1

N + 1

[ 0

Q(X)Y +
0

Q(Y )X
]
− 1

2

0

F(X, Y ), (3.127)

T g(X, Y ) = ∇g
XY −

1

N + 1

[
Qg(X)Y +Qg(Y )X

]
− 1

2
Fg(X, Y ) (3.128)

Kako je

T g
(
X, T g(Y, Z)

)
= ∇g

X∇
g
Y Z −

1

N + 1

[
Qg(X)∇g

Y Z +Qg(∇g
Y Z)X

]
− 1

2
Fg(X,∇g

Y Z)

− 1

N + 1

((
∇g

XQg
)
(Y )−Qg(∇g

XY )

− 1

N + 1

[
Qg(X)Qg(Y ) +Qg

(
Qg(Y )

)
X
]

− 1

2
Fg

(
X,Qg(Y )

))
Z

− 1

N + 1

((
∇g

XQg
)
(Z)−Qg(∇g

XZ)− 1

N + 1

[
Qg(X)Qg(Z)

+Qg
(
Qg(Z)

)
X
]

− 1

2
Fg

(
X,Qg(Z)

))
Y

−1

2

((
∇g

XF
)
(Y, Z)−Fg(∇g

XY, Z)−Fg(Y,∇g
XZ)

− 1

N + 1

[
Qg(X)Fg(Y,Z) +Qg

(
Fg(Y,Z)

)
X
]
− 1

2
Fg

(
X,Fg(Y, Z)

))
,
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i odgovarajuće
0

T
(
X,

0

T (Y, Z), sledi da je

Wg(X, Y, Z) = Rg(X, Y )Z +
1

N + 1
A(Y, Z)X − 1

N + 1
A(X,Z)Y

− 1

N + 1

[
A(X, Y )−A(Y,X)− 1

2
Qg

(
Fg(X, Y )

)
− 1

2
Qg

(
Fg(Y,X)

)
−Qg

(
[X, Y ]

)]
Z

− 1

2

(
∇g

XF
)
(Y, Z) +

1

2

(
∇g

YF
)
(X,Z)

+
1

4
Fg

(
X,Fg(Y, Z)

)
− 1

4
Fg

(
Y,Fg(X,Z)

)
−Fg(X,∇g

YZ) + F
g(Y,∇g

XZ)

− 1

N + 1

[
Qg(X)∇g

YZ −Q
g(Y )∇g

XZ −Q
g(Z)[X, Y ]

]
+

1

2(N + 1)

[
Qg(X)Fg(Y, Z)−Qg(Y )Fg(X,Z)

]
,

(3.129)

odgovarajuće
0

W(X, Y, Z) i geometrijski objekat

Ag(X, Y ) =
(
∇g

XQ
g
)
(Y )− 1

2
Fg

(
X,Qg(Y )

)
+

1

2
Qg

(
Fg(X, Y )

)
− 1

N + 1

[
Qg(X)Qg(Y )−Qg

(
Qg(Y )

)
X
]
.

(3.130)

Time je dokazano da važi naredna lema

Lema 3.6. Neka je ∇g
XY →

0

∇XY = ∇g
XY + P(X, Y ), gde je P(X, Y ) tenzor

jednak desnoj strani jednačine (3.123). Geometrijski objekatWg(X, Y, Z) zadat

jednačinom (3.129) i odgovarajući objekat
0

W(X, Y, Z) su osnovne pridružene

invarijante Vejlovog tipa posmatranog preslikavanja.

Važi jednakost
0

W(X, Y, Z)−Wg(X, Y, Z), tj.

0 =
0

R(X, Y )Z −Rg(X, Y )Z + ψ(Y, Z)X − ψ(X,Z)Y

−
[
ψ(X, Y )− ψ(Y,X)

]
Z +

[ 0

V(X, Y )− Vg(X, Y )
]
Z

+
0

U(X, Y, Z)− Ug(X, Y, Z),

(3.131)
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gde je (N + 1)ψ(X, Y ) =
0

A(X, Y )−Ag(X, Y ).

Nakon kontrahovanja jednačine (3.131) po X pa po Z, sledi da važi

S∗ :



0 =
0

Ric(X, Y )−Ricg(X, Y ) +Nψ(X, Y )− ψ(Y,X)

+
0

V(Y,X)− Vg(Y,X) +
0

U(·, X, Y )− Ug(·, X, Y )

0 =
0′

R(X, Y )−Rg′(X, Y ) + (N + 1)ψ(Y,X)− (N + 1)ψ(X, Y )

+N ·
[ 0

V(X, Y )− Vg(X, Y )
]
+

0

U(X, Y, ·)− Ug(X, Y, ·),
(3.132)

gde je korišćeno
0

U(·, X, Y ) = Tr
{
Z →

0

U(Z,X, Y )
}

, Ug(·, X, Y )

= Tr
{
Z → Ug(Z,X, Y )

}
,

0

U(X, Y, ·) = Tr
{
Z →

0

U(X, Y, Z)
}

, Ug(X, Y, ·) =
Tr

{
Z → Ug(X, Y, Z)

}
.

Rešenja sistema S∗ po ψ(X, Y ) i ψ(Y,X) su

ψ(X, Y ) =
1

N − 1

[
Ricg(X, Y )−

0

Ric(X, Y )
]

+
1

N2 − 1

[
Rg′(X, Y )−

0′

R(X, Y )
]

+ µg(X, Y )− 0
µ(X, Y ),

ψ(Y,X) = − 1

N − 1

[
Ricg(X, Y )−

0

Ric(X, Y )
]

+
N

N2 − 1

[0′
R(X, Y )−Rg′(X, Y )

]
+ νg(X, Y )− 0

ν(X, Y ),

(3.133)

gde je korišćenoRg′ = Tr
{
Z → Rg(X, Y )Z

}
,
0′

R(X, Y ) = Tr
{
Z →

0

R(X, Y )Z
}

,
kao i

µg(X, Y ) =
1

N2 − 1

[
Ug(X, Y, ·) +NVg(X, Y )

]
+

1

N − 1

[
Ug(·, X, Y ) + Vg(Y,X)

]
,

(3.134)

0
µ(X, Y ) =

1

N2 − 1

[ 0

U(X, Y, ·) +N
0

V(X, Y )
]

+
1

N − 1

[ 0

U(·, X, Y ) +
0

V(Y,X)
]
,

(3.135)
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νg(X, Y ) =
N

N2 − 1

[
Ug(X, Y, ·) +N2Vg(X, Y )

]
+

1

N − 1

[
Ug(·, X, Y ) + Vg(Y,X)

]
,

(3.136)

0
ν(X, Y ) =

N

N2 − 1

[ 0

U(X, Y, ·) +N
0

V(X, Y )
]

+
1

N − 1

[ 0

U(·, X, Y ) +
0

V(Y,X)
]
.

(3.137)

Nakon zamene rešenja ψ(X, Y ) i ψ(Y,X) zadatih jednačinom (3.133) u jednačinu
(3.131), dobijamo da je

0 =
0

R(X, Y )Z −Rg(X, Y )Z +
0

U(X, Y, Z)− Ug(X, Y, Z)

+
1

N2 − 1

[
(N + 1)Ricg(Y, Z) +Rg′(Y, Z) + (N2 − 1)µg(Y, Z)

]
X

− 1

N2 − 1

[
(N + 1)Ricg(X,Z) +Rg′(X,Z) + (N2 − 1)µg(X,Z)

]
Y

+
1

N − 1

[
Rg′(X, Y ) + 2Ricg(X, Y )

+ (N − 1)
(
µg(X, Y ) + νg(X, Y ) + Vg(X, Y )

)]
Z

− 1

N2 − 1

[
(N + 1)

0

Ric(Y, Z) +
0′

R(Y, Z) + (N2 − 1)
0
µ(Y, Z)

]
X

+
1

N2 − 1

[
(N + 1)

0

Ric(X,Z) +
0′

R(X,Z) + (N2 − 1)
0
µ(X,Z)

]
Y

− 1

N − 1

[0′
R(X, Y ) + 2

0

Ric(X, Y )

+ (N − 1)
( 0
µ(X, Y ) + νg(X, Y ) +

0

V(X, Y )
)]
Z,

što znači da važi jednakost

0

W (X, Y, Z) = W g(X, Y, Z),

gde je
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W g(X, Y, Z) = Rg(X, Y, Z) + Ug(X, Y, Z)

−
1

N2 − 1

[
(N + 1)Ricg(Y, Z) +Rg′(Y, Z)

+ (N2 − 1)µg(Y, Z)
]
X

+
1

N2 − 1

[
(N + 1)Ricg(X,Z) +Rg′(X,Z)

+ (N2 − 1)µg(X,Z)
]
Y

− 1

N − 1

[
Rg′(X, Y ) + 2Ricg(X, Y )

+ (N − 1)
(
µg(X, Y ) + νg(X, Y )

+ Vg(X, Y )
)]
Z,

(3.138)

i
0

W (X, Y, Z) =
0

R(X, Y, Z) +
0

U(X, Y, Z)

− 1

N2 − 1

[
(N + 1)

0

Ric(Y, Z) +
0′

R(Y, Z)

+ (N2 − 1)
0
µ(Y, Z)

]
X

+
1

N2 − 1

[
(N + 1)

0

Ric(X,Z) +
0′

R(X,Z)

+ (N2 − 1)
0
µ(X,Z)

]
Y

− 1

N − 1

[0′
R(X, Y ) + 2

0

Ric(X, Y )

+ (N − 1)
( 0
µ(X, Y ) + νg(X, Y )

+
0

V(X, Y )
)]
Z

(3.139)

Teorema 3.4. Neka je ∇g
XY →

0

∇XY = ∇g
XY + P(X, Y ), gde je P(X, Y )

tenzor jednak desnoj strani jednačine (3.123). Geometrijski objekat W g(X, Y, Z)

zadat jednačinom (3.138) i odgovarajući geometrijski objekat
0

W (X, Y, Z) zadat

jednačinom (3.139) pridružene su izvedene invarijante Vejlovog tipa posmatrane

transformacije.
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Neka je f : RN → RN geodezijsko preslikavanje. Osnovna jednačina tog
preslikavanja je

Pg(X, Y ) = ∇g
XY −∇

g
XY = ψ(X)Y + ψ(Y )X. (3.140)

Nakon upored̄ivanja jednačina (3.140) i (3.109), dolazi se do zaključka da je
F(X, Y ) = 0. Zamenom te jednakosti u (3.113), dobijamo osnovnu pridruženu
invarijantu Tomasovog tipa geodezijskog preslikavanja f

T g(X, Y ) = ∇g
XY −

1

N + 1

(
∇gXY +∇gY X

)
, (3.141)

što je identično Tomasovom projektivnom parametru prostora RN . Na osnovu
jednačine (3.116), dolazi se do zaključka da je

Q(X, Y ) =
1

N + 1

[
∇gXY +∇gY X

]
. (3.142)

Iz tog razloga, važi sledeća jednačina

∇g
X

{
Q(Y, Z)

}
=

1

N + 1
∇g

X

{
∇gY Z +∇gZY

}
=

1

N + 1

[
∇g

X

{
∇gY

}
Z +∇gY∇g

XZ +∇g
X

{
∇gZ

}
Y +∇gZ∇g

XY
]

=
1

N + 1

[
∇g

X∇
gY Z +∇g

X∇
gZY +∇gY∇g

XZ +∇gZ∇g
XY

]
=

(
∇g

XQ
)
(Y, Z)−Q(∇g

XY, Z)−Q(Y,∇
g
XZ)

=
(
∇g

XQ
)
(Y, Z)− 1

N + 1

[
∇g∇g

XY Z +∇gZ∇g
XY

+∇gY∇g
XZ +∇g∇g

XZY
]
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Odatle sledi da je

(
∇g

XQ)(Y, Z) =
1

N + 1

(
∇g

X∇
gZ +∇g∇g

XZ
)
Y

+
1

N + 1

(
∇g

X∇
gY +∇g∇g

XY
)
Z

+
2

N + 1

(
∇gY∇g

XZ +∇gZ∇g
XY

)
,

(3.143)

Q(X,∇g
YZ) =

1

N + 1

[
∇gX∇g

YZ +∇g∇g
YZX

]
, (3.144)

Q
(
X,Q(Y, Z)

)
=

1

(N + 1)2
[
∇gX∇g

YZ +∇g∇g
YZX

]
. (3.145)

Stoga, osnovna pridružena invarijanta Vejlovog tipa preslikavanja f je

Wg(X, Y, Z) = Rg(X, Y )Z − 1

N + 1

(
∇g

X∇
gZ +∇g∇g

XZ
)
Y

− 1

N + 1

(
∇g

X∇
gY +∇g∇g

XY
)
Z

− 2

N + 1

(
∇gY∇g

XZ +∇gZ∇g
XY

)
+

1

N + 1

(
∇g

Y∇
gZ +∇g∇g

YZ
)
X

+
1

N + 1

(
∇g

Y∇
gX +∇g∇g

YX
)
Z

+
2

N + 1

(
∇gX∇g

YZ +∇gZ∇g
YX

)
+

1

(N + 1)2
[
∇gX∇g

YZ +∇g∇g
YZX

]
− 1

(N + 1)2
[
∇gY∇g

XZ +∇g∇g
XZY

]
− 2

N + 1

(
∇g[X, Y ]Z +∇gZ[X, Y ]

)
.

(3.146)
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GLAVA 4

TENZORSKI RAČUN I
LINEARNO PROGRAMIRANJE

4.1 Osnovne osobine linearnog programiranja

Jedan od najčešćih problema sa kojima se menadžeri preduzeća često sus-
reću je optimizacija: minimizacija troškova, maksimizacija produktivnosti, opti-
mizacija raspodele resursa itd. Generalno, to je problem odred̄ivanja, pod odred̄e-
nim uslovima ili ograničenjima, maksimalne ili minimalne vrednosti funkcije više
promenljivih-ciljne funkcije. Kada su nam poznate ciljna funkcija i funkcije koje
odred̄uju ograničenja, proces odred̄ivanja optimalnog rešenja se naziva linearno
programiranje (LP). Opšti pristup formulisanju LP problema uključuje sledeće
standardne korake: razumevanje problema, identifikaciju promenljivih, odred̄i-
vanje ciljne funkcije kao linearne kombinacije promenljivih, formulisanje ciljne
funkcije i svih ograničenja kao linearne kombinacije promenljivih i odred̄ivanje
globalnih gornjih i donjih granica promenljivih.

Jedan od prvih problema koji se može smatrati optimizacionim javio se u
staroj Grčkoj, odred̄ivanje najkraćeg rastojanja izmed̄u dve tačke. I princeza
Dido, osnivač Kartagine, opevana u Vergilijevom epu Eneida, takod̄e se susrela sa
problemom optimizacije kada su joj, nakon proterivanja, rekli da može da dobije
parče zemlje koja može da stane pod jednu volovsku kožu. Poznata kao mudar i
preduzimljiv vod̄a, sledeći pravila linearnog programiranja (poštovanje graničnih
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uslova i maksimizacija ciljne funkcije), naredila je da se koža iseče na vrlo tanke
trake i da se od njih napravi uže kojim je sasvim neočekivano ogradila znača-
jan deo zemlje. Dakle, da bi maksimizirala svoj dobitak, princeza se suočila sa
sledećim problemom: Od užeta fiksne dužine napraviti konturu kojom se može
ograditi najveća površina zemlje. U suštini, ovaj bi se problem mogao mate-
matički formulisati na sledeći način: Koja kriva, od svih zatvorenih kontura u

ravni, ograničava oblast najveće površine? Klasičan dokaz ovog problema pred-
stavljen je krajem XIX veka. [92]. Još jedan interesantan primer optimizacije
je rešenje brahistohronog problema univerzitetskog profesora Johana Bernulija.
Formulacija problema je sledeća: U vertikalnoj ravni date su dve tačke A i B.

Traži se trajektorija (putanja) AMB materijalne tačke M duž koje ova, pod uti-

cajem samo zemljine teže, za najkraće vreme prelazi put od A do B. Rešenje da
se duž AB, mada je to najkraći put izmed̄u A i B, ne prelazi pod datim uslovima
za najkraće vreme zaintrigiralo je mnogo značajne umove tog vremena: Njutna,
Lajbnica, Lopitala i Jakoba Bernulija, koji su ubrzo ponudili svoja vid̄enja prob-
lema [92, 131].

Linearno programiranje se, kao matematička tehnika, koristi za odred̄ivanje
optimalnih ishoda u matematičkom modeliranju sa linearnim uslovima. Primen-
juje se direktno u projektovanju sistema upravljanja i ima važnu ulogu u opti-
mizaciji različitih aspekata sistema omogućavajući inženjerima da pronad̄u opti-
malna rešenja za neke segmente upravljanja. Neke od čestih primena LP pred-
stavljene su u nastavku.

1. Projektovanje sistema upravljanja: Linearno programiranje se može koris-
titi da optimizuje parametre sistema upravljanja radi ostvarivanja nekih specifičnih
ciljeva. U procesu proizvodnje mogu se optimizovati upravljački parametri kako
bi se smanjila potrošnja energije uz očuvanje kvaliteta proizvoda. U sistemima
pametnih zgrada, industriji ili vozilima, LP se može primeniti za optimizaciju
potrošnje energije regulacionih sistema, čime se doprinosi energetskoj efikasnosti.
Kod raspodele signala, u sistemima komunikacije i bežičnih mreža, LP se može
koristiti za optimizaciju raspodele signala kako bi se postigao odred̄eni kapacitet
ili minimalizovala interferencija, dok se kod računarskih mreža, LP koristi za op-
timizaciju resursa kao što su propusnost i latencija, radi obezbed̄ivanja efikasne
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komunikacije. U svim ovim situacijama LP pomaže u odred̄ivanju optimalnih
vrednosti parametara predstavljajući problem kao optimizacioni problem sa lin-
earnim ograničenjima.

2. Alokacija resursa: Primena LP u alokaciji resursa igra ključnu ulogu u
različitim oblastima, uključujući ekonomiju, inženjering, logistiku i upravljanje
projektima. U industriji se linearno programiranje koristi za optimalno raspored̄i-
vanje resursa kao što su radna snaga, mašine i materijali kako bi se postigla mak-
simalna proizvodnja ili minimizovali troškovi proizvodnje, što se može sprovesti
raspored̄ivanjem radnika na smene, planiranjem proizvodnje i optimizacijom pro-
izvodnih kapaciteta. U upravljanju projektima, kako bi se ispoštovali zadati vre-
menski okvir i predvid̄eni budžet, primena LP se sastoji u optimalnom raspored̄i-
vanju resursa kao što su radnici, oprema i budžet, dok se kod raspodele budžeta i
postizanja definisanih ciljeva LP koristi za raspored̄ivanje sredstava na različite
projekte, programe ili sektore. Upravljanje zalihama kako bi se minimizirali
troškovi držanja zaliha i istovremeno obezbedile dovoljne količine proizvoda za
isporuku, kao i raspored̄ivanje medicinskih resursa, postelja, osoblja i medicinske
opreme radi efikasnijeg odgovora na potrebe pacijenata glavn su zadatak LP u op-
timizaciji zaliha, odnosno raspodeli medicinskih resursa. U oblasti obrazovanja,
LP se može koristiti za raspored̄ivanje nastavnika, učionica i budžeta, kako bi se
obezbedilo efikasno obrazovanje.

3. Projektovanje regulatora: Primena LP u projektovanju i podešavanju regu-
latora omogućava inženjerima da pronad̄u optimalne parametre regulacije kako bi
se postigli željeni performansni ciljevi, uzimajući u obzir specifične zahteve sis-
tema i ograničenja. Ovo je posebno korisno u industriji, procesnoj automatizaciji
i drugim oblastima gde se regulatori koriste za upravljanje složenim sistemima.
Kod identifikacije optimalnih PID parametara, LP se koristi za postizanje žel-
jenog odziva sistema: minimizacije vremena regulacije, smanjenja prekoračenja,
ili optimizacije nekog drugog performansnog kriterijuma. Postizanje maksimalne
stabilnosti sistema uz ispunjavanje odred̄enih performansnih kriterijuma, što je od
posebne važnosti u kritičnim primenama, kao što su stabilnost aviona ili procesa
kontrole nuklearnog reaktora, osnovni je zadatak LP u procesu maksimizacije sta-
bilnosti, dok se kod robustnog podešavanja regulatora njegov zadatak sastoji u
projektovanju regulatora koji su robustni na promene parametara sistema ili pore-
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mećaje, smanjujući osetljivost regulatora na nesavršenosti u modeliranju sistema.
Optimalno podešavanje regulatora u prisustvu ograničenja, recimo ograničenja na
upravljačke signale, brzinu promene signala ili nivo upravljanja i optimalna kon-
trola regulatora na svakom vremenskom koraku u cilju odred̄ivanja optimalnih
upravljačkih zakona za svaki korak važni su zadaci LP u optimalnom upravljanju
sa ograničenjima i optimizaciji MIMO sistema.

4. Optimizacija puta(nje): Linearno programiranje se može primeniti u op-
timizaciji putanja u različitim kontekstima, gde je cilj pronaći optimalnu putanju
izmed̄u tačaka ili lokacija uzimajući u obzir različite kriterijume ili ograničenja.
Kao deo navigacije u autonomnim vozilima, dronovima i drugim mobilnim robo-
tima, LP se može koristiti za planiranje optimalnih putanja od tačke A do tačke B,
uzimajući u obzir faktore kao što su vreme putovanja, potrošnja goriva, i bezbed-
nost putovanja. Kako bi se postiglo najbolje funkcionisanje vazdušnog saobraćaja,
uz minimalne zastoje i smanjenje potrošnje goriva, LP se koristi za optimizaciju
putanja aviona i raspored letova, a slična ideja se koristi i u optimizaciji putanja
vozila za dostavu kako bi se minimizirali troškovi isporuke i optimizovalo vreme
dostave. Za efikasno automatizovano rukovanje i manipulaciju objektima, izbe-
gavanje prepreka i smanjenje troškova kretanja, LP se koristi u robotici, dok je
njegova primena u logistici i transportu prvenstveno u optimizaciji transportnih
ruta, vodeći računa o minimizaciji ukupnih troškova transporta, maksimizaciji ka-
paciteta i optimizaciji raspodele tereta. Za optimizaciju putanja u skladištima,
efikasno raspored̄ivanje proizvoda i smanjenje potreba za dugačkim putevima za
skladištenje i izdavanje robe, kao i optimizaciju putanja poljoprivrednih mašina
za postizanje maksimalne efikasnosti pri obradi polja ili berbi takod̄e se koriste
osnove linearnog programiranja.

5. Regulacija elektroenergetskog sistema: Primena linearnog programiranja
u regulaciji energetskih sistema omogućava efikasno upravljanje resursima, op-
timizaciju proizvodnje i distribucije energije i smanjenje troškova, uzimajući u
obzir promenljive faktore kao što su zahtevi za energijom i promenljivi izvori en-
ergije, što je ključno za održivu i efikasnu upotrebu energije u modernom društvu.
U elektroenergetskim sistemima, primena LP se sastoji u optimizaciji proizvod-
nje električne energije, uzimajući u obzir različite izvore energije, kapacitete elek-
trana i zahteve za električnom energijom. Cilj je minimizacija troškova proizvod-
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nje uz održavanje stabilnog snabdevanja. Takod̄e, optimizacija distribucije elek-
trične energije, uz planiranje ruta, kontrolu napona i upravljanje tokovima energije
kako bi se maksimizovala efikasnost distribucije i smanjila potrošnja energije, kao
i optimizacija prenosa električne energije u mrežama visokog napona i rešavanje
problema raspodele opterećenja na mreži važne su primene LP. I kod obnovljivih
izvora energije, solarnih panela i vetrogeneratora, LP može biti od koristi u opti-
mizaciji proizvodnje u zavisnosti od vremenskih uslova i zahteva potrošača, kao i
u skladištenju energije čija proizvodnja tokom dana često nije uravnotežena.

Narednim primerom biće prikazana osnovna ideja linearnog programiranja.

Primer 4.1. [92, 136] Neka su S1 i S2 stovarišta neke robe, a P1, P2 i P3

potrošači. Količina robe u stovarištu Si je jednaka ai, (i = 1, 2), a potrošač Pj ima

potrebu za količinom bj (j = 1, 2, 3), ove robe, pri čemu je a1+a2 = b1+ b2+ b3 .

Cena prevoza jedinice količine ove robe iz stovarišta Si do potrošača Pj jednaka

je cij (i = 1, 2; j = 1, 2, 3). Neka je xij količina robe koja se preveze iz stovarišta

Si do potrošača Pj (i = 1, 2; j = 1, 2, 3). Tada je ukupna cena C prevoza robe

C = c11x11 + c12x12 + c13x13 + c21x21 + c22x22 + c23x23.

Cilj je odrediti minimalne troškove prevoza, odnosno minimum funkcije C uz

poštovanje uslova x11 + x12 + x13 = a1, x21 + x22 + x23 = a2, x11 + x21 = b1,

x12 + x22 = b2, x13 + x23 = b3, xij ≥ 0(i = 1, 2; j = 1, 2, 3).

Opšti zadatak linearnog programiranja formuliše se na sledeći način:

Odrediti ekstremnu vrednost (maksimum ili minimum) linearne funkcije

y = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn (4.1)
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uz uslove
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn ≤ b1

...

ak1x1 + ak2x2 + . . .+ aknxn ≤ bk

a(k+1)1x1 + a(k+2)2x2 + . . .+ a(k+1)nxn ≥ bk+1

...

al1x1 + al2x2 + . . .+ alnxn ≥ bl

a(l+1)1x1 + a(l+2)2x2 + . . .+ a(l+1)nxn = bl+1

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n,

(4.2)

gde važi da jem−l < n, jer bi u suprotnom vrednosti xi bile jedinstveno odred̄ene
ili preodred̄ene. Budući da je ciljna funcija koja se minimizira data sa (4.3) linear-
na, kao i ograničenja (4.4) koja su data u vidu linearnih jednačina ili nejednačina,
ovaj metod optimizacije poznat je kao linearno programiranje.

U nastavku će biti navedena još jedna formulacija LP.

Ograničenja sačinjena odm−l jednačina sam−l nepoznatih izražena su preko
n+ l−m promenljivih, odakle se, zamenom u ciljnu funkciju, dobija problem LP
manje dimenzije od originalnog problema, čije je rešavanje, osim kada je veliki
broj ograničenja, mnogo jednostavnije.

Bez gubljenja opštosti, možemo pretpostaviti da su vrednosti bj , j = 1, 2, . . . ,m,

nenegativne. Uvod̄enjem novih, takozvanih izravnjavajućih promenljivih xi ≥ 0,
i = n + 1, n + 2, . . . , n + l, nejednakosti se transformišu u jednakosti, pa se
problem linearnog programiranja može iskazati na način:

Odrediti ekstremnu vrednost linearne funkcije

y = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn + cn+1xn+1 + . . .+ cn+lxn+l (4.3)
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uz uslove

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn + xn+1 = b1
...

ak1x1 + ak2x2 + . . .+ aknxn + xn+k = bk

a(k+1)1x1 + a(k+1)2x2 + . . .+ a(k+1)nxn − xn+k+1 = bk+1

...

al1x1 + al2x2 + . . .+ alnxn − xn+l = bl

a(l+1)1x1 + a(l+1)2x2 + . . .+ a(l+1)nxn = bl+1

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n+ l,

(4.4)

pri čemu je ci = 0, i = n+ 1, n+ 2, . . . , n+ l.

Uvod̄enjem pomoćnih izravnjavajućih promenljivih ne menja se ciljna funkcija.
Svakako, broj jednačina ograničenja (m) uvek je manji od broja nezavisnih pro-
menljivih (n+ l).

Često je, u sistemima automatskog upravljanja, značajno problem linearnog
programiranja predstaviti u matričnom obliku:

Odrediti ekstremne vrednosti funkcije

y = cTx (4.5)

uz uslove Ax = B x ≥ 0, (4.6)

gde su
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xT =
[
x1 x2 . . . xn . . . xn+l

]
, cT =

[
c1 c2 . . . cn . . . nn+l

]
,

BT =
[
b1 b2 . . . bm

]
,

A =



a11 a12 . . . a1n 1 . . . 0 0 . . . 0
...
ak1 ak2 . . . akn 0 . . . 1 0 . . . 0

a(k+1)1 a(k+1)2 . . . a(k+1)n 0 . . . 0 −1 . . . 0
...
al1 al2 . . . aln 0 . . . 0 0 . . . −1

a(l+1)1 a(l+1)2 . . . a(l+1)n 0 . . . 0 0 . . . 0
...

am1 am2 . . . amn 0 . . . 0 0 . . . 0



(4.7)

Vektori x, koji zadovoljavaju sve uslove (4.6), nazivaju se dopustivi vektori za
zadati problem linearnog programiranja. Dopustiva rešenja, koja minimiziraju
(maksimiziraju) funkciju cilja (4.5), su minimalna ili maksimalna dopustiva reše-
nja. Dakle, u postupku primene tehnike linearnog programiranja treba odrediti
maksimalno ili minimalno dopustivo rešenje zadatog problema.

Ukoliko matricu A, dimenzije m × (n + l), razložimo (dekomponujemo) na
sledeći način

P1 =


a11

a21
...

am1

 , P2 =


a12

a22
...

am2

 , . . . , Pn =


a1n

a2n
...

ann

 ,

Pn+1 =


1

0
...
0

 , . . . , Pn+2 =


0

1
...
0

 , . . . , Pn+l =



0

0
...
−1

...
0


,

(4.8)

uz oznaku P0 = B, dobijamo formulaciju problema linearnog programiranja u

101



4.2. TRANSPORTNI PROBLEM I OSOBINE

vektorskoj formi:

Naći ekstremum funkcije y = cTx

uz uslove x1P1 + x2P2 + . . .+ xNPN = P0 N = n+ l

i x ≥ 0,

što može znatno olakšati primenu LP u automatskim sistemima, ubrzati proces i
pojednostaviti izračunavanja.

Linearno programiranje ima višestruku primenu u problemu transporta, uklju-
čujući optimalno upravljanje transportnim resursima i efikasno i ekonomično plani-
ranje rute za prevoz robe ili ljudi. Optimizacija raspodele tereta izmed̄u različitih
izvora i odredišta uz minimiziranje ukupnih troškovi transporta, što može obuh-
vatiti transport robe iz skladišta do prodavnica ili distribuciju energenata i resursa
izmed̄u različitih lokacija, kao i planiranje optimalnih ruta vozila za javni prevoz
putnika, samo su neke od primena LP. I adekvatno upravljanje zalihama, odabir
ruta za transport i raspored̄ivanje resursa u cilju smanjenja zaliha i troškova pre-
voza primena su LP u optimizaciji lanca snabdevanja. U projektovanju mreže
saobraćaja linearno programiranje pomaže u postavljanju trasa za javni prevoz,
semafora i parkinga, dok kod optimizacije železničkog i vazdušnog saobraćaja
ima značajnu ulogu u rasporedu letova i reda vožnje vozova, kao i korišćenja ka-
paciteta.

4.2 Transportni problem i osobine

Transportni problem (TP), jedan od osnovnih problema protoka transporta, je
posebna vrsta LP problema koji se koristi za smanjenje troškova transporta dis-
tribucije jedne robe iz više izvora snabdevanja na brojne destinacije potražnje koje
poštuju ograničenje ponude i zahtev potražnje. Logistika i upravljanje lancem
snabdevanja za smanjenje troškova u velikoj meri zavise od transportnih modela
koji, u slučaju kada su koeficijenti troškova i količine potražnje poznati, mogu
dovesti do efikasnih algoritama. Jedan od pionira TP (kao deo problema preto-
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vara) je A. N. Tolstoí [106, 137] koji je napisao rad o pronalaženju minimalne
ukupne kilometraže u prevozu tereta u svemiru objavljenoj u knjizi o planiranju
transporta koju je izdao Nacionalni komesarijat za transport Sovjetskog Saveza.
On je predstavio i objasnio nekoliko pristupa za transport tereta duž pruge u Sov-
jetskom Savezu. Prva matematička formulacija TP u sadašnjoj formi, kao i odgo-
varajuće metode, potiču od F. L. Hitchcock i [34], T. C. Koopmansa [51], a u ob-
liku simpleks metode, od G. B. Dantziga [23]. Kasnije su usledili mnogi naučni
radovi sa primenama u industriji i biznisu. Iako je TP prilično star, još uvek ima
dovoljno naučnih radova i diskusija koji se bave specifičnim pitanjima praktične
primene analitičkih metoda za njegovo rešavanje [29, 43]. Štaviše, osim origi-
nalnog zadatka, zadaci iz oblasti proizvodnje, usluga, menadžmenta, marketinga,
optimalnog upravljanja (optimalan plasman mašina, pomoćnih usluga, magacina,
izbor lokacije usluga ili energetskih objekata, protok i skladištenje podataka, izbor
radnika, smanjenje potrošnje energije, raspodela signala, distribucija medicinskih
sredstava, projektovanje regulatora za održavanje stabilnosti aviona ili procesa
kontrole nuklearnog reaktora, smanjenja ukupnih troškova transporta) sve više se
formulišu i rešavaju u obliku TP.

Definišimo transportni problem (TP).
Neka je dato m proizvodnih centara nekog proizvoda, S1, S2, . . . , Sm, i n desti-
nacija potraživanja, D1, D2, . . . , Dn. Neka su sa ai predstavljeni kapaciteti pro-
izvodnih centara i, a sa bj potraživanja destinacija j, gde je sa cij označena cena
transporta jedinice proizvoda od centra Si do destinacije Dj .
Prethodne uslove možemo tabelarno predstaviti u obliku

D1 D2 . . . Dj . . . Dn

S1 c11 c12 . . . c1j . . . c1n a1

S2 c21 c22 . . . c2j . . . c2n a2
...

...
... . . . ... . . . ...

...

Si ci1 ci2 . . . cij . . . cin ai
...

...
... . . . ... . . . ...

...

Sm cm1 cm2 . . . cmj . . . cmn am

b1 b2 . . . bj . . . bn
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Cilj je odrediti optimalnu količinu proizvoda xij koja se transportuje od Si do
Dj tako da cena transporta bude najmanja.

Matematički model TP je definisan na sledeći način [3, 132, 144]

Minimizirati Z =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

n∑
j=1

xij = ai, i = 1, . . . ,m,

m∑
i=1

xij = bj, j = 1, . . . , n,

xij ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

(4.9)

Poznato je da vektori i matrice, osnovni pojmovi TP mogu da se posmatraju
kao specijalni slučajevi tenzora (tenzora prvog i drugog tipa), pa se samim tim
može razmatrati i primena tenzora u TP.

Rimanov prostor i metrički tenzor su proučavani teorijski [65] i primenjeni
u različitim oblastima [139, 141]. U nastavku ćemo opisati još jednu primenu
simetričnog metričkog tenzora.

4.3 Osnovno dopustivo (izvodljivo) rešenje Trans-
portnog problema

Podsetimo se nekih pojmova i činjenica u vezi sa TP (4.9) [104, 106].

• Matrica X = [xij]m×n nenegativnih pojedinačnih alokacija (xij ≥ 0) koja
ispunjava uslove vrsta i kolona naziva se dopustivo rešenje.

• Dopustivo rešenje koje ne sadrži više od m + n− 1 nenegativnih alokacija
naziva se osnovno dopustivo rešenje.

• Osnovno dopustivo rešenje koje minimizira ukupnu cenu transporta naziva
se optimalno rešenje.

Poznato je da TP ima optimalno rešenje ako i samo ako je balansiran (uravnotežen),
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odnosno ako važi da je
m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj . Nebalansiran TP se može balansirati do-

davanjem pomoćnih (dopunskih, lažnih) izvora ako je ponuda manja od potražnje,
ili pomoćnih destinacija, u suprotnom, čija bi cena bila nula.

Proces rešavanja transportnog problema se obično odvija u dve etape: nalaženje
početnog osnovnog rešenja i provera njegove optimalnosti uz poboljšanja dok se
ne dod̄e do optimalnog rešenja. Postoji nekoliko različitih metoda za svaku etapu.
Sa namerom predstavljanja novog pristupa TP zasnovanog na tenzorskom računu,
biće navedena dva osnovna metoda za odred̄ivanje početnog osnovnog rešenja,
Metod severozapadnog ugla i Metod najmanje cene (najmanjih troškova).

Razni istraživači su se bavili odred̄ivanjem rešenja transportnog problema.
Neki od njih su G. Appa [3], J. R. Meyer, J. F. Kain, M. Wohl [63], W. L. Win-
ston [145] i mnogi drugi. U knjizi [49] su opisani različiti metodi rešavanja trans-
portnog problema.

G. Appa [3] je ustanovio da je, kod razmatranih problema linearnog programi-
ranja, moguće: (i) ciljna funkcija je neograničena, (ii) problem je nerešiv, (iii)
problem se može rešiti odred̄ivanjem rešenja odgovarajućeg transportnog prob-
lema.

U nastavku će biti objašnjene ove metode i dat primer njihovog funkcionisanja.

[3, 49, 63, 145] Algoritam 1: Metod severozapadnog ugla (NWC Metod)

Korak 1: Ako transportni problem nije balansiran, balansirati ga dodavanjem
pomoćnih izvora ili destinacija tako da važi

∑m
i=1 ai =

∑n
j=1 bj , sa

troškovima transporta jednakim nuli u dodatim ćelijama.

Početi sa severozapadnim (gornjim levim) uglom (1, 1), odnosno uzeti
vrednost i = j = 1.

Korak 2: Dodeliti vrednost xij = min{ai, bj} i u skladu sa tim smanjiti ponudu
ai ili potražnju bj .

Korak 3: Ako je vrednost ai iscrpljena, ići jednu ćeliju vertikalno naniže,
odnosno uzeti da je i := i+ 1. Ako je vrednost bj iscrpljena, ići jednu
ćeliju horizontalno desno, odnosno uzeti da je j := j + 1.

Korak 4: Ponoviti korake 2 i 3 dok se raspoloživa količina ne iscpi.
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[3, 49, 63, 145] Algoritam 2: Metod najmanje cene (MC Metod)

Korak 1: Odrediti ćeliju (i, j) sa najmanjom cenom cij i locirati xij =
min{ai, bj}.

Korak 2: Ako važi da je min{ai, bj} = ai, precrtati i-ti red i smanjiti bjj za
vrednost ai. Ako važi da je min{ai, bj} = bj , precrtati j-tu kolonu i
smanjiti aij za vrednost bj . Ako važi da je min{ai, bj} = ai = bj ,
precrtati ili i-ti red ili j-tu kolonu.

Korak 3: Ponoviti korake 1 i 2 sa neprecrtanim ćelijama dok se raspoloživa
količina ne iscrpi.

Mogućnost implementacije prethodna dva algoritma biće prikazana u nared-
nom primeru.

Primer 4.2. Neka su date tri rute za transfer podataka A, B, i C i tri pomoćna

skladišta P , Q, i R u kojima se podaci čuvaju pre slanja u glavno skladište na

kraju dana. Kapacitet prenosa podataka po rutama A, B, i C redom iznosi 80,

70, i 60 hiljada terabajta (TB), a dnevni kapaciteti skladišta su redom 50, 110, i

50 hiljada TB. Cena prenosa jednog TB podataka razlikuje se od svake rute do

skladišta, zavisi od rastojanja, i može se prikazati na sledeći način: ruta A: 16,

18 i 21; ruta B: 17, 19, i 14; ruta C: 32, 11, i 15 sve redom ka skladištima P , Q, i

R. Pitanje je koliko hiljada TB treba poslati sa svake rute da bi se dobilo osnovno

izvodljivo rešenje ukupne cene transfera.

Predstavljajući ograničenja u Tabeli i primenom Algoritma 4.3 dobijamo

x11 = min{80, 50} = 50; x12 = min{80− 50, 110} = 30;

x22 = min{70, 110− 30} = 70; x32 = min{60, 110− 30− 70} = 10;

x33 = 50,
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P Q R

A 50 30 80

16 18 21

B 70 70

17 19 14

C 10 50 60

32 11 15

50 110 50 210

Dobijeno osnovno izvodljivo rešenje i odgovarajuća cena koštanja su

X =

50 30 0

0 70 0

0 10 50

 , Z = 16 · 50+18 · 30+19 · 70+11 · 10+15 · 50 = 3530.

Primenom metoda najmanje cene dobija se bolje početno rešenje stavljanjem

akcenta na najjeftiniju rutu. Rešenje je prikazano u obliku

min{cij, i, j = 1, 2, 3} = 11 = c32, x32 = min{60, 110} = 60;

min{cij, i = 1, 2, j = 1, 2, 3} = 14 = c23, x23 = min{50, 70} = 50;

min{cij, i, j = 1, 2} = 16 = c11, x11 = min{50, 80} = 50;

min{ci2, i = 1, 2} = 18 = c12, x12 = min{110− 60, 80− 50} = 30;

x22 = 20.

P Q R

A 50 30 80

16 18 21

B 20 50 70

17 19 14

C 60 60

32 11 15

50 110 50 210

X =

50 30 0

0 20 50

0 60 0

 , Z = 16 · 50+18 · 30+19 · 20+14 · 50+11 · 60 = 3080.

(4.10)
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4.4 Transportni problem i metrički tenzor

Predstavimo TP (4.9) u tenzorskoj notaciji. Pretpostavimo da je m = n = N .
Ako ovaj uslov nije ispunjen, dodaćemo pomoćne vrednosti izvora ili destinacija
sa komponentama jednakim nuli.

Vektori ponude i potražnje su tenzori prvog reda u Euklidskom prostoru EN :[
a1 a2 · · · aN

]T
= [ai]

T ,
[
b1 b2 · · · bN

]
= [bj], i, j ∈ {1, 2, . . . , N}.

Matrica cena je tenzor drugog reda
c11 c12 · · · c1N

c21 c22 · · · c2N

· · ·
cN1 cN2 . . . cNN

 = [cij].

Promenljive proizvoda su
x11 x12 · · · x1N

x21 x22 · · · x2N

· · ·
xN1 xN2 . . . xNN

 = [xij].

Na ovaj način se TP (4.9), poštujući Ajnštajnovu konvenciju o sabiranju, ek-
vivalentno može zapisati u obliku

Minimizirati Z = δαγδβδcαβxγδ,

δαβeαxiβ = ai,

δαβeαxβj = bj,

xij ≥ 0,

i, j = 1, . . . , N,

(4.11)

gde je δij Kronekerova delta sa gornjim indeksima i ei = 1.

Kao što smo već rekli, δij su komponente metričkog tenzora Euklidskog pros-
tora EN . Iz tog razloga, tenzorski oblik ciljne funkcije Z dat u (4.11) može se
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ekvivalentno izraziti u obliku

Z = cαβx
αβ ili Z = cαβxαβ. (4.12)

Ako je xij rešenje transportnog problema (4.12), odgovarajuće rešenje sa do-
njim indeksima xij dobija se na sledeći način

xij = δiαδjβx
αβ. (4.13)

U nastavku će, uz poštovanje uslova m = n = N , biti generalizovan trans-
portni problem (4.11). Umesto simbola Kronekerove delte sa gornjim indeksima
koristićemo simetrični metrički tenzor sa gornjim indeksima. Na taj način ciljna
funkcija postaje opštija i dozvoljava uticaj nekih novih parametara.

U generalizovanom transportnom problemu sa simetričnim metričkim ten-
zorom ĝ, ciljna funkcija Z je izražena u obliku

Z = gαγgβδcαβxγδ.

Komponente odgovarajuće matrice cena su

Cij = giγgjδcγδ. (4.14)

Rešenje ovoga problema predstavljeno je u narednoj teoremi.

Teorema 4.1. Neka je
[
cij

]
konstantna matrica i neka je

[
Cij

]
, za Cij = giαgjβcαβ

matrica cena. Osnovno izvodljivo rešenje transportnog problema

Minimizirati Z = gαγgβδcαβxγδ

δαβeαxiβ = ai

δαβeαxβj = bj

xij ≥ 0

i, j = 1, . . . , N

(4.15)

je

xij = gαigβjx
αβ, (4.16)
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gde je xαβ osnovno izvodljivo rešenje transportnog problema

Minimizirati Z = δαγδβδcαβxγδ,

δαβeαxiβ = ai,

δαβeαxβj = bj,

xij ≥ 0,

i, j = 1, . . . , N.

(4.17)

Ako je G =
[
gij

]
matrica sačinjena od komponenata metričkog tenzora i ako

je X =
[
xij

]
matrica sačinjena od rešenja xij = δiαδjβxαβ problema (4.17),

matrica rešenja problema (4.15) je

[
xij

]
= GXG. (4.18)

Dokaz. Transportni problem (4.15) je ekvivalentan problemu

Z = cαβx
αβ,

gde su indeksi u xαβ podignuti u skladu sa nekonstantnim metričkim tenzorom ĝ.

Primenom nekog od metoda za rešavanje TP, dobijamo odgovarajuće kompo-
nente xαβ . Rešenje problema (4.15) se dobija nakon snižavanja indeksa iz xαβ .

Kako levi indeksi u elementima matrice mij označavaju red, a desni kolonu
gde je element smešten, jednačina (4.18) važi direktno iz tenzorskog zapisa ovog
rešenja.

Primer 4.3. Razmotrimo problem predstavljen u Primeru 1 sa dodatnim informa-

cijama o pouzdanosti prenosa podataka.

Neka gij označava specijane pogodnosti ako skladišta P,Q,R koriste redom

rute A,B,C.

Ako važi da je gij = δij , važi naredna jednakost

Z =
3∑

i=1

3∑
j=1

cijxij.

Znajući da je ĝ simetrični metrički tenzor čije su komponente gij , dobija se sledeća
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jednačina

Z =
3∑

i=1

3∑
j=1

dijxij

za

d11 = c11(g11)
2 + c12g11g12 + c21g11g12 + c22(g12)

2

+ c13g11g13 + c31g11g13 + c23g12g13 + c32g12g13 + c33(g13)
2,

d12 = c11g11g12 + c21(g12)
2 + c31g12g13 + c12g11g22

+ c22g12g22 + c32g13g22 + c13g11g23 + c23g12g23 + c33g13g23,

d13 = c11g11g13 + c21g12g13 + c31(g13)
2 + c12g11g23

+ c22g12g23 + c32g13g23 + c13g11g33 + c23g12g33 + c33g13g33,

d21 = c11g11g12 + c12(g12)
2 + c13g12g13 + c21g11g22

+ c22g12g22 + c23g13g22 + c31g11g23 + c32g12g23 + c33g13g23,

d22 = c11(g12)
2 + c12g12g22 + c21g12g22 + c22(g22)

2

+ c13g12g23 + c31g12g23 + c23g22g23 + c32g22g23 + c33(g23)
2,

d23 = c11g12g13 + c21g13g22 + c12g12g23 + c31g13g23

+ c22g22g23 + c32(g23)
2 + c13g12g33 + c23g22g33 + c33g23g33,

d31 = c11g11g13 + c12g12g13 + c13(g13)
2 + c21g11g23

+ c22g12g23 + c23g13g23 + c31g11g33 + c32g12g33 + c33g13g33,

d32 = c11g12g13 + c12g13g22 + c21g12g23 + c13g13g23

+ c22g22g23 + c23(g23)
2 + c31g12g33 + c32g22g33 + c33g23g33,

d33 = c11(g13)
2 + c12g13g23 + c22(g23)

2

+ c13g13g33 + c31g13g33 + c23g23g33 + c32g23g33 + c33(g33)
2.

(4.19)

Pretpostavimo da metrički tenzor ĝ odgovara matrici [gij] = diag{K,L,M} i

važi da je [gij] = [gij]
−1 = diag{K−1, L−1,M−1}. Transformisana matrica cena
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je

C = Cij = giαgjβcαβ =

 16K−2 18(KL)−1 21(KM)−1

17(KL)−1 19L−2 14(LM)−1

32(KM)−1 11(LM)−1 15M−2

 .
Rešavanjem transformisanog problema dobijamo rešenje koje uključuje dodatne

parametre. Na primer, za K = 2, L = 10,M = 5, imamo da je

C =

 4 0.9 2.1

0.85 0.19 0.28

3.2 0.22 0.6

 .
Primenom MC metoda objašnjenim u Algoritmu 4.3 dobijamo osnovno izvodljivo

rešenje i odgovarajuću ukupnu cenu

X =

50 0 30

0 70 0

0 40 20

 , Z = 16 · 50+21 · 30+19 · 70+11 · 40+15 · 20 = 3500.

Primetimo da je ukupna cena veća nego cena dobijena primenom MC metoda

primenjenog na netransformisani problem (4.10), ali ovde izbor rešenja uključuje

i ponud̄ene pogodnosti.

4.5 Generalizovano dopustivo rešenje Transportnog
problema

Neka su date tri rute za transfer podataka A, B, i C i tri pomoćna skladišta
P , Q, i R u kojima se podaci čuvaju pre slanja u glavno skladište na kraju dana.
Kapacitet prenosa podataka po rutama A, B, i C redom iznosi 80, 70, i 60 hiljada
terabajta (TB), a dnevni kapaciteti skladišta su redom 50, 90, i 70 hiljada TB. Cena
prenosa jednog TB podataka sa svake rute razlikuje se od svake rute do skladišta,
zavisi od rastojanja, i može se prikazati na sledeći način: ruta A: A1(t), A2(t) i
A3(t); ruta B: B1(t), B2(t), i B3(t); ruta C: C1(t), C2(t), i C3(t) sve redom ka
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skladištima P , Q, and R. Pitanje je koliko hiljada TB treba poslati u intervalu
od sat vremena (0 ≤ t ≤ 60) sa svake rute kako bi se minimizirala ukupna cena
transfera.

Funkcije koštanja i uslovi su predstavljeni u sledećoj Tabeli

P Q R

A x11(t) x12(t) x13(t) a1(t)

A1(t) A2(t) A3(t)

B x21(t) x22(t) x23(t) a2(t)

B1(t) B2(t) B3(t)

C x31(t) x32(t) x33(t) a3(t)

C1(t) C2(t) C3(t)

b1(t) b2(t) b3(t)

(4.20)

za b3(t) = a1(t) + a2(t) + a3(t)− b1(t)− b2(t).

Primenom Metoda severozapadnog ugla dobijamo vrednosti osnovnog izvo-
dljivog rešenja [xij].

Poštujući zadate uslove a1(t) = 80, a2(t) = 70, a3(t) = 60, b1(t) = 50,
b2(t) = 90, b3(t) = 70, i funkcijeAi = Ai(t),Bi = Bi(t),Ci = Ci(t), i = 1, 2, 3,

A1 =


−
2

3
t+ 50, t ∈ [0, 45)

20, t ∈ [45, 55)

6t− 310, t ∈ [55, 60],

A2 =


−

7

45
t+ 70, t ∈ [0, 45),

4

3
t− 50, t ∈ [45, 60]

A3 = −
1

6
t+ 60, t ∈ [0, 60],

B1 =

 −
4

5
t+ 80, t ∈ [0, 50)

t− 10, t ∈ [50, 60]

B2 =


−
8

9
t+ 60, t ∈ [0, 45)

t− 25, t ∈ [45, 55)

4t− 190, t ∈ [55, 60]

B3 = −
3

4
t+ 50, t ∈ [0, 60]

C1 = −t+ 80, t ∈ [0, 60], C2 =

 −
6

5
t+ 70, t ∈ [0, 50),

3t− 140, t ∈ [50, 60],

C3 =


−
4

9
t+ 60, t ∈ [0, 45)

−2t+ 130, t ∈ [45, 55)

−2t+ 140, t ∈ [55, 60].

dobijamo naredno osnovno izvodljivo rešenje

X =

50 30 0

0 60 10

0 0 60

 , Z(t) = 50·A1(t)+30·A2(t)+60·B2(t)+10·B3(t)+60·C3(t).
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Ukupna funkcija troškova je

Z(t) =


−251

2
t+ 12300, t ∈ [0, 45)

−55

2
t+ 6300, t ∈ [45, 55)

905

2
t− 19500, t ∈ [55, 60].

(4.21)

Grafički prikaz funkcije predstavljen je na narednoj Slici 4.1

t

Z(t)

10 20 30 40 50 60

5000

10000

15000

Slika 4.1: Grafički prikaz funkcije Z(t)

Sa Slike 4.1 se može zaključiti da je funkcija Z(t) koja predstavlja protok
informacija opadajuća na intervalu t ∈ [0, 45], takod̄e opadajuća na intervalu
t ∈ [45, 55], i u poslednjem delu, gde t ∈ [55, 60] funkcija Z(t) raste.

S obzirom na metrički tenzor ĝ, čije su komponente izražene u sledećoj matrici

[
gij

]
=

 f(t) 0 0

0 f 2(t) 0

0 0 f 3(t)

 , (4.22)
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za funkciju f , fk(t) = f(t) · . . . · f(t),︸ ︷︷ ︸
k puta

dobijamo transformisanu funkciju troškova

Z(t) =


Z1(t), 0 ≤ x < 45

Z2(t), 45 ≤ x < 50

Z3(t), 50 ≤ x < 55

Z4(t), 55 ≤ x ≤ 60,

(4.23)

gde je

Z1(t) = 50 ·
(
−2

3
t+ 50

)
· f 2(t) + 30 ·

(
− 7

45
t+ 70

)
· f 3(t) + 60 ·

(
−4

5
t+ 80

)
· f 3(t)

+ 10 ·
(
−8

9
t+ 60

)
· f 4(t) + 60 ·

(
−4

9
t+ 60

)
· f 6(t),

Z2(t) = 50 · 20 · f 2(t) + 30 ·
(4
3
t− 50

)
· f 3(t) + 60 ·

(
−4

5
t+ 80

)
· f 3(t)

+ 10 · (t− 25) · f 4(t) + 60 · (−2t+ 130) · f 6(t),

Z3(t) = 50 · 20 · f 2(t) + 30 ·
(4
3
t− 50

)
· f 3(t) + 60 · (t− 10) · f 3(t)

+ 10 · (t− 25) · f 4(t) + 60 · (−2t+ 130) · f 6(t),

Z4(t) = 50 · (6t− 310) · f 2(t) + 30 ·
(4
3
t− 50

)
· f 3(t) + 60 · (t− 10) · f 3(t)

+ 10 · (4t− 190) · f 4(t) + 60 · (−2t+ 140) · f 6(t).

S obzirom na metrički tenzor ĝ zadat jednačinom (4.22), dobija se

G−1 = [gij] : g11 =
1

f(t)
, g22 =

1

f 2(t)
, g33 =

1

f 3(t)
, gij = 0, i ̸= j,

Z = gαγgβδcαβxγδ

= g11g11c11x11 + g11g22c12x12 + g11g33c13x13 + g22g11c21x21 + g22g22c22x22

+ g22g33c23x23 + g33g11c31x31 + g33g22c32x32 + g33g33c33x33

=
50A1(t)

f 2(t)
+

30A2(t)

f 3(t)
+

60B2(t)

f 4(t)
+

10C2(t)

f 5(t)
+

60C3(t)

f 6(t)
,
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pa je

X = [xij] =

 50 30 0

0 60 0

0 10 60

 ,

X = [xij] = G−1XG−1 =


50

f 2(t)

30

f 3(t)
0

0
60

f 4(t)
0

0
10

f 5(t)

60

f 6(t)

 .

Matrica troškova transportnog problema (4.11) je konstantna. Generalizovali
smo ovaj pristup definisanjem matrice troškova C sa (4.14). Matrica C je matrično
vrednosna funkcija. Zbog toga, ona generalizuje početni pristup (4.9) uzimajući u
obzir različite promenljive. Takod̄e, predstavljeno je dopustivo rešenje problema
transporta zasnovano na tenzorskom računu. Standardni transportni problem (4.9)
zasnovan je na skalarnom proizvodu sa jediničnom matricom (Euklidov prostor).
Koristeći simetričnu matricu (metrički tenzor u Rimanovom prostoru) umesto je-
dinične matrice uopštili smo pristup rešavanja TP. Ova generalizacija omogućava
razmatranje TP sa dodatnim faktorima koji utiču na ciljnu funkciju.
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PRIMENE TENZORA U
PROJEKTOVANJU FAZI
REGULATORA

5.1 Fazi logika

Glavna tema ovog poglavlja biće fazi skupovi i fazi logika, razlozi za njeno
nastajanje i osnovni pojmovi koji se u njoj javljaju. Nakon toga, definisaće se
fazi brojevi i trougaoni fazi brojeva, biće opisane njihove osobine i navedena neka
uopštenja.

5.1.1 Istorija fazi skupova i fazi logike

Jedna od mnogih paradigmatskih promena u nauci dvadesetog veka svakako
je razumevanje i prihvatanje pojma neizvesnosti. Ova se promena u nauci desila
tako što se sa tradicionalnog stava po kome nauku treba da krase preciznost, oš-
trina i doslednost, a neizvesnost je nepoželjna i treba je izbegavati po svaku cenu,
postepeno prešlo na blaži, alternativni stav, kojim ne samo što nespecifičnost, ne-
jasnost, nedoslednost i neizvesnost nisu nenaučni, već mogu biti od velike koristi
za nauku, čak i suštinski [48]. Prekretnicu u ovom naučnom zaokretu predstavlja
rad Lotfija A. Zadeha [149] koji je prvi uveo fazi skupove, skupove sa nepre-

ciznim granicama kod kojih funkcija pripadnosti skupu nije stvar potvrdnog ili
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odričnog odgovora, već stvar stepena. Za dati fazi skup A i element x sintagma
x pripada skupu A nije uvek, kao u dvovrednosnoj logici, tačna ili netačna, već
može biti tačna samo do odred̄enog stepena, onog stepena dok x zaista pripada
skupu A. Uobičajeno je da se stepen članstva/pripadnosti fazi skupu izražava
brojem iz zatvorenog intervala [0, 1], gde krajnje vrednosti 0 i 1 predstavljaju re-
dom nepripadanje i pripadanje elementa fazi skupu. Osobina fazi skupova kojom
se objašnjava lagan prelaz sa pripadnosti elementa skupu ka nepripadnosti daje
nam snažno orud̄e kojim se može opisati i meriti neizvesnost i prirodnim jezikom
smisleno predstaviti nejasni koncepti. Crisp skup je definisan tako da sve ele-
mente univerzalnog skupa deli u dve grupe: članove, oni koji sigurno pripadaju
nekom skupu i nečlanove, one koji sigurno ne pripadaju skupu. U realnom svetu
se mnoge klasifikacije ne primenjuju na ovako strog način, već se uz neprecizne
granice lako prelazi iz članstva u nečlanstvo. Neki od primera kojima se ovo
pokazuje su skupi automobili, visoko zarazne bolesti ili visoki ljudi. Fazi skupovi
se matematički mogu definisati tako što se svakom elementu univerzalnog skupa
dodeli vrednost kojom se opisuje stepen pripadnosti tog elementa fazi skupu, što
u stvari predstavlja sličnost elementa sa predstavljenim fazi skupom. To znači da
element može u većoj ili manjoj meri pripadati fazi skupu, što je naznačeno
funkcijom pripadnosti, odnosno 0 ≤ µ(x) ≤ 1. Kako se vrednostima 0 i 1 opisuje
nepripadanje i pripadanje elementa fazi skupu, klasičan (običan, crisp) skup se
može smatrati restrikovanim slučajem opšteg fazi skupa sa samo dve moguće
vrednosti funkcije pripadnosti.

Definicija 5.1. Neka je X univerzalni skup i x ∈ X . Fazi skup A se na skupu X

definiše kao skup ured̄enih parova

A = {(x, µA(x))| x ∈ X,µA(x) ∈ [0, 1]}, (5.1)

gde je µA(x) funkcija pripadnosti kojom je odred̄en stepen kojim neki element

x ∈ X pripada skupu A. Uobičajeno je da se fazi skup označava velikim slovima,

a kako bi se oznaka razlikovala od klasičnog skupa, fazi skupove ćemo označavati

znakom tilda iznad slova, odnosno Ã.

Moguće je fazi skup poistovetiti sa svojom funkcijom pripadnosti, pa se često
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fazi skup može definisati kao funkcija koja elemente skupaX preslikava u interval
[0, 1], odnosno

µA(x) : X → [0, 1]. (5.2)

Ukoliko fazi skup ima konačan broj elemenata, mogu se navesti elementi sa odgo-
varajućim vrednostima funkcije pripadnosti, uz često izostavljanje elemenata čija
je vrednost funkcije pripadnosti jednaka nuli.

Primer 5.1. [15] Neka je dat skup X = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7} i njegov pod-

skup A = {x1, x3, x5, x6, x7}.
Ukoliko govorimo o crisp skupovima, podskup A se može predstaviti korišćenjem

funkcije pripadnosti sa vrednostima 0 i 1: µA(x1) = 1, µA(x2) = 1, µA(x3) = 1,

µA(x4) = 0, µA(x5) = 1, µA(x6) = 0, µA(x7) = 1, na osnovu čega skup A

zapisujemo u obliku

A = {(x1, 1), (x2, 1), (x3, 1), (x4, 0), (x5, 1), (x6, 0), (x7, 1)}.

Grafički prikaz skupa A se može videti na Slici 5.1.

Slika 5.1: Grafički prikaz klasičnog skupa A

Ako izostavimo elemente čija je funkcija pripadnosti jednaka nuli, skup A ima

oblik

A = {(x1, 1), (x2, 1), (x3, 1), (x5, 1), (x7, 1)}.
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Ukoliko govorimo o fazi skupovima, za svaki element skupa funkcija pripadnosti

će imati neku vrednost iz intervala [0, 1] u zavisnosti od stepena pripadnosti ele-

menta skupu, odnosno od toga da li element pripada skupu delimično ili potpuno.

Tada bi funkcije pripadnosti imale, recimo, sledeće vrednosti: µA(x1) = 0.8,

µA(x2) = 0.25, µA(x3) = 1, µA(x4) = 0, µA(x5) = 0.6, µA(x6) = 1, µA(x7) =

0.4. Skup Ã je grafički moguće predstaviti kao na Slici 5.2.

Slika 5.2: Grafički prikaz fazi skupa Ã

U narednim definicijama [10, 11, 14, 32, 95, 149] biće navedeno nekoliko os-
novnih osobina fazi skupova i operacija nad fazi skupovima objašnjenih korišće-
njem njihovih funkcija pripadnosti.
Neka je X univerzalni skup i Ã i B̃ fazi skupovi definisani na sledeći način:

Ã = {(x, µÃ(x))| x ∈ X, µÃ(x) ∈ [0, 1]},

B̃ = {(x, µB̃(x))| x ∈ X, µB̃(x) ∈ [0, 1]}.

Definicija 5.2. Dva fazi skupa Ã i B̃ su jednaka, što označavamo sa Ã = B̃, ako

i samo ako važi da je

µÃ(x) = µB̃(x),∀x ∈ X. (5.3)
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Dakle, ako je za neko x ∈ X µÃ(x) ̸= µB̃(x), onda je Ã ̸= B̃, pa kako bismo
odredili stepen jednakosti dva skupa koristimo meru jednakosti

E(Ã, B̃) =
|Ã ∩ B̃|
|Ã ∪ B̃|

. (5.4)

Definicija 5.3. Fazi skup Ã je podskup fazi skupa B̃ što označavamo sa Ã ⊆ B̃

ako i samo ako važi

µÃ(x) ≤ µB̃(x), ∀x ∈ X. (5.5)

Fazi skup Ã je pravi podskup fazi skupa B̃ što označavamo sa Ã ⊂ B̃ ako i samo

ako važi Ã ⊆ B̃ i Ã ̸= B̃, odnosno

µÃ(x) ≤ µB̃(x) i µÃ(x) < µB̃(x), ∀x ∈ X. (5.6)

Definicija 5.4. Fazi skup Ãc je komplement fazi skupa Ã ako i samo ako važi

µÃ(x) + µÃc(x) = 1. (5.7)

Funkcije µÃ(x) i µÃc(x) su simetrične u odnosu na pravu µ = 0.5.

Trougaone norme i konorme, prvenstveno uvedene u teoriju verovatnosnih
metričkih prostora, generalizuju veze izmed̄u fazi skupova.

Definicija 5.5. Neka su preslikavanja T, S : [0, 1]2 → [0, 1]. Posmatrajmo

naredne osobine:

• Identitet

T1 : T (x, 1) = x

S1 : S(x, 0) = x,

• Komutativnost

T2 : T (x, y) = T (y, x)

S2 : S(x, y) = S(y, x),

• Asocijativnost

T3: T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z)

S3: S(x, S(y, z)) = S(S(x, y), z),
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• Monotonost

T4: Ako je x ≤ u i y ≤ v, onda je T (x, y) ≤ T (u, v)

S4: Ako je x ≤ u i y ≤ v, onda je S(x, y) ≤ S(u, v).

Trougaona norma (T-norma) je preslikavanje T : [0, 1]2 → [0, 1] koje zado-

voljava osobine T1-T4.

Trougaona konorma (T-konorma ili S-norma) je preslikavanje S : [0, 1]2 →
[0, 1] koje zadovoljava osobine S1-S4.

Definicija 5.6. Za T-normu i S-normu, T, S : [0, 1]2 → [0, 1] i proizvoljne fazi

skupove Ã, B̃ ∈ X definišemo operacije u tački na sledeći način:

ATB(x) = A(x)TB(x),

ASB(x) = A(x)SB(x),

za svaki x ∈ X

Posledica 5.1. Za svaku T-normu i svaku S-normu važi da je T (x, 0) = 0 i

S(x, 1) = 1, za svaki x ∈ [0, 1].

Posledica 5.2. Za svaku T-normu i svaku S-normu važi da je T (x, y) ≤ x ∧ y
i S(x, y) ≥ x ∨ y, za svaki x, y ∈ [0, 1], gde simboli ∧ i ∨ označavaju redom

infimum (presek) i supremum (uniju).

Naredne dve definicije unije i preseka dva fazi skupa zasnovane su na Zade-

hovoj originalnoj definiciji.

Definicija 5.7. Unija fazi skupova Ã i B̃, što označavamo sa Ã ∪ B̃ definisana je

na sledeći način:

µÃ∪B̃(x) = max{µÃ(x), µB̃(x)}, ∀x ∈ X. (5.8)

Definicija 5.8. Presek fazi skupova Ã i B̃, što označavamo sa Ã ∩ B̃ definisan je

na sledeći način:

µÃ∩B̃(x) = min{µÃ(x), µB̃(x)}, ∀x ∈ X. (5.9)

122



GLAVA 5. PRIMENE TENZORA U PROJEKTOVANJU FAZI REGULATORA

Primer 5.2. [44] Neka su dati fazi skupovi

Ã =


1, 40 ≤ x < 50,

1− 1− 50

10
, 50 ≤ x < 60,

0, 60 ≤ x ≤ 100,

i B̃ =



1, 40 ≤ x < 50,
x− 50

10
, 50 ≤ x < 60,

1− x− 60

10
, 60 ≤ x < 70,

0, 70 ≤ x ≤ 100.

Unija i presek fazi skupova Ã i B̃ jednaki su

Ã ∪ B̃ =



1, 40 ≤ x < 50

1− x− 50

10
, 50 ≤ x < 55

x− 50

10
, 55 ≤ x ≤ 60

1− x− 60

10
, 60 ≤ x ≤ 70

0, 70 < x ≤ 100.

i Ã ∩ B̃ =



0, 40 ≤ x < 50
x− 50

10
, 50 ≤ x < 55

1− x− 50

10
, 55 ≤ x ≤ 60

0, 60 < x ≤ 100.

Komplement skupa Ã jednak je Ãc =


0, 40 ≤ x < 50

x− 50

10
, 50 ≤ x < 60

1, 60 ≤ x ≤ 100.

Za date fazi skupove Ã i B̃ predstavljene na Slici 5.3 funkcije pripadnosti unije
i preseka biće prikazane na Slikama 5.4 i 5.5.

Slika 5.3: Grafički prikaz dva fazi skupa
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Slika 5.4: Funkcija pripadnosti unije fazi skupova Ã i B̃

Slika 5.5: Funkcija pripadnosti preseka fazi skupova Ã i B̃

Definicija 5.9. Nosač (engl. support) fazi skupa Ã je skup koji se sastoji od onih

elemenata čija je vrednost funkcije pripadnosti veća od nule, odnosno,

supp(Ã) = {x ∈ X| µÃ(x) > 0}. (5.10)
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Fazi skup Ã se, korišćenjem svog nosača, može prikazati u obliku

Ã =
µ1

x1
+ . . .+

µn

xn
=

n∑
i=1

µi

xi
, (5.11)

gde je znakom + označena unija elemenata, a i predstavlja stepen pripadnosti
elementa xi skupu Ã.

Definicija 5.10. Jezgro (engl. core) fazi skupa Ã je skup koji se sastoji od onih

elemenata čija je vrednost funkcije pripadnosti jednaka 1, odnosno,

core(Ã) = {x ∈ X| µÃ(x) = 1}. (5.12)

Definicija 5.11. Visina (engl. height) fazi skupa Ã predstavlja supremum funkcije

pripadanja, odnosno

hgt(Ã) = sup
x∈X

µÃ(x). (5.13)

Kada je skup Ã konačan, onda se visina fazi skupa odred̄uje po formuli

hgt(Ã) = max
x∈X

µÃ(x). (5.14)

Na Slici 5.6 možemo videti grafički prikaz nosača i jezgra fazi skupa Ã.

Slika 5.6: Nosač i jezgro fazi skupa Ã
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Definicija 5.12. Fazi skup Ã je normalizovan ako je, za neko x ∈ X , ispunjen

uslov

µÃ(x) = hgt(Ã) = 1. (5.15)

Definicija 5.13. Fazi skup Ã je konveksan ako i samo ako je za x1, x2 ∈ Ã,

λ ∈ [0, 1] ispunjen uslov

µÃ[λx1 + (1− λ)x2] ≥ min{µÃ(x1), µÃ(x2)}. (5.16)

Neka je, za odred̄enu vrednost λ ∈ [0, 1], λx1 + (1 − λ)x2 = x3. Kao što se
može videti sa Slike 5.7 uslov µÃ(x3) ≥ min{µÃ(x1), µÃ(x2)} važi za sve kon-
veksne fazi skupove, dok za nekonveksne fazi skupove ovaj uslov nije ispunjen.

Slika 5.7: Konveksan i nekonveksan fazi skup

Definicija 5.14. Za dati fazi skup Ã njegov α − presek, u oznaci Ãα, se definiše

kao skup svih elemenata x koji fazi skupu Ã pripadaju bar sa stepenom α, odnosno

Aα = {x ∈ X| µÃ(x) ≥ α}, α ∈ [0, 1]. (5.17)

Takod̄e, definiše se i strogi α− presek

Aα+ = {x ∈ X| µÃ(x) > α}, α ∈ [0, 1]. (5.18)
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Primer 5.3. Neka je dat fazi skup Ã = {(1, 0.5), (2, 0.9), (3, 0.7), (4, 1.0), (5, 0.2),
(6, 0.8), (7, 0.7), (8, 0.6), (9, 0.4), (10, 0.5)}.
Skupovi A0.6 i A0.6+ su redom jednaki

A0.6 = {(2, 0.9), (3, 0.7), (4, 1.0), (6, 0.8), (7, 0.7), (8, 0.6)},

odnosno

A0.6+ = {(2, 0.9), (3, 0.7), (4, 1.0), (6, 0.8), (7, 0.7)}.

Totalno ured̄enje vrednosti α ∈ [0, 1] kod α−preseka i strogog α−preseka je
(obrnuto) očuvano relacijom ⊆. Naime, za svaki fazi skup Ã i vrednosti α1, α2 ∈
[0, 1] za koje važi α1 < α2 imamo da je

Ãα2 ⊆ Ãα1 i Ãα+
2
⊆ Ãα+

1
. (5.19)

Ovo se svojstvo može izraziti i jednačinama

Ãα1 ∪ Ãα2 = Ãα1 , Ãα1 ∩ Ãα2 = Ãα2 (5.20)

i
Ãα+

1
∪ Ãα+

2
= Ãα+

1
, Ãα+

1
∩ Ãα+

2
= Ãα+

2
. (5.21)

Teorema 5.1. [48] Svaki fazi skup se može razložiti pomoću familije α−preseka,

odnosno

Ã =
⋃

α∈[0,1]

αÃα, (5.22)

ili ekvivalentno, korišćenjem funkcije pripadnosti,

Ã(x) = sup
α∈[0,1]

αÃα(x). (5.23)

5.1.2 Funkcije pripadnosti, fazi brojevi i njihove osobine

U ovom poglavlju biće navedeni najčešći tipovi funkcije pripadnosti (članstva).
Uopšteno govoreći, svaka funkcija

µ : X → [0, 1] (5.24)
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može biti funkcija pripadnosti koja opisuje odgovarajući fazi skup. Oblik funkcije
µ treba da bude takav da opisuje uslove na osnovu kojih definišemo fazi skup,
kontekst u kome će biti korišćen, njegov dizajn i eventualnu primenu [17, 30].

• Trougaona funkcija pripadnosti (Λ funkcija):
Ovo je najjednostavnija moguća funkcija µ odred̄ena sa tri parametra a,m
i b. Njihovo značenje je jednostavno: m predstavlja modalnu (očekivanu)
vrednost dok su a i b redom donja i gornja granica. Najčešći oblik ove
funkcije je

µ(x, a,m, b) =



0, x ≤ a
x− a
m− a

, a ≤ x < m

b− x
b−m

, m ≤ x < b

0, x ≥ b.

(5.25)

Još jedan, kraći oblik ove funkcije pripadnosti je

µ(x, a,m, b) = max{min[(x− a)/(m− a), (b− x)/(b−m)], 0}. (5.26)

• Trapezoidna funkcija pripadnosti (Π funkcija):
Ovo je funkcija odred̄ena sa četiri parametra a,m, n i b koji odred̄uju četiri
linearna dela. Parametri a i b su temena/granice donje, duže osnovice, dok
parametri m i n predstavlaju temena gornje, kraće osnovice. Ako je m = n,
trapez postaje trougao. Njen oblik je:

µ(x, a,m, b) =



0, x ≤ a
x− a
m− a

, a ≤ x ≤ m

1, m ≤ x ≤ n
b− x
b− n

, n ≤ x ≤ b

0, x ≥ b.

(5.27)

Kraći oblik ove funkcije je

µ(x, a,m, n, b) = max{min[(x− a)/(m− a), 1, (b− x)/(b− n)], 0}.
(5.28)
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• Γ- funkcija pripadnosti: Ova funkcija se javlja u dva oblika

µ(x) =

{
0, x ≤ a

1− e−k(x−a)2 , x > a
(5.29)

ili

µ(x) =

 0, x ≤ a
k(x− a)2

1 + k(x− a)2
, x > a.

(5.30)

• L-funkcija pripadnosti

µ(x, a, b) =


1, x ≤ a

b− x
b− a

, a < x ≤ b

0, x > b.

(5.31)

• S-funkcija pripadnosti: Ova funkcija ima oblik

µ(x) =



0, x ≤ a

2

(
x− a
b− a

)2

, a ≤ x ≤ m

1− 2

(
x− b
b− a

)2

, m ≤ x ≤ b

1, x > b.

(5.32)

U većini slučajeva se uzima da je a = xmin, b = xmax, i m =
a+ b

2
, gde

su a = xmin i b = xmax minimalna i maksimalna vrednost svih elemenata
skupa.

• Gausova funkcija pripadnosti: Ova funkcija ima oblik

µ(x) =
1√
2πσ

exp

(
−(x−m)2

2σ2

)
, (5.33)

gde µ predstavlja aritmetičku sredinu, a σ standardnu devijaciju.

Fazi skupovi definisani na skupu realnih brojeva R su, zbog česte primene u
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raznim oblastima, od posebnog značaja za nauku. Oni se, ukoliko zadovoljavaju
neke uslove mogu posmatrati kao fazi brojevi.

Definicija 5.15. [70] Označimo sve fazi skupove definisane na skupu realnih

brojeva R sa F (R). Broj A ∈ F (R) je fazi broj ako postoji x0 ∈ R tako da važi

µA(x0) = 1, i skup Aα =
[
x, µAα(x) ≥ α

]
je zatvoreni interval za sve α ∈ [0, 1].

Funkcija pripadnosti, komponenta trougaonog fazi broja (TFB) Ã, je funkcija
µÃ : R→ [0, 1], definisana sa

µF (x) =


x− l
m− l

, l ≤ x ≤ m,

u− x
u−m

, m ≤ x ≤ u,

0, inače,

(5.34)

gde važi nejednakost l ≤ m ≤ u. Promenljive l, m, i u predstavljaju redom
levu (donju, najmanju), modalnu (srednju, najperspektivniju), i desnu (gornju,
najveću) vrednost, a za l = m = u, TFB postaje crisp broj. U nastavku će se
trougaoni fazi brojevi označavati sa Ã = (l,m, u).

Slede neke algebarske osobine trougaonih fazi brojeva.

Definicija 5.16. [16, 130, 143] Neka su data dva trougaona fazi broja, Ã1 =

(l1,m1, u1) i Ã2 = (l2,m2, u2), i skalar k > 0, k ∈ R. Osnovne aritmetičke

operacije (unarne i binarne) definisane su na sledeći način:

Sabiranje:

Ã1 ⊕ Ã2 = (l1,m1, u1)⊕ (l2,m2, u2) = (l1 + l2,m1 +m2, u1 + u2), (5.35)

Oduzimanje:

Ã1 ⊖ Ã2 = (l1,m1, u1)⊖ (l2,m2, u2) = (l1 − u2,m1 −m2, u1 − l2), (5.36)

Množenje:

Ã1 ⊗ Ã2 = (l1,m1, u1)⊗ (l2,m2, u2) = (l1 · l2,m1 ·m2, u1 · u2), (5.37)

Množenje skalarom:

k · Ã1 = k · (l1,m1, u1) = (k · l1, k ·m1, k · u1). (5.38)
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Recipročna vrednost:

Ã−1
1 = (l1,m1, u1)

−1 =
( 1

u1
,
1

m1

,
1

l1

)
. (5.39)

Za odabir trougaonih fazi brojeva primenjuje se Satijeva skala po koji se va-
žnost jednog kriterijuma u odnosu na drugi oslikava sledećim pravilima: Jed-
naka važnost = (1, 1, 1 + δ), Umerena važnost = (3− δ, 3, 3 + δ), Jaka važnost =
(5 − δ, 5, 5 + δ), Veoma jaka važnost = (7 − δ, 7, 7 + δ) i Ekstremna važnost
= (9 − δ, 9, 9). Kako bi se dobili što konzistentniji rezultati pored̄enja kriteri-
juma [115], za neparne fazi brojeve ćemo koristiti vrednost δ = 2, a za parne
fazi brojeve rastojanje δ = 1, odakle dobijamo sledeće trougaone fazi brojeve
[70, 71]: 1̃ = (1, 1, 3) = jednaka važnost: oba kriterijuma su podjednako važna,
3̃ = (1, 3, 5) = umerena važnost: jedan kriterijum je nešto važniji od drugog, 5̃ =

(3, 5, 7) = jaka važnost: jedan kriterijum je dosta važniji od drugog, 7̃ = (5, 7, 9)

= veoma jaka važnost: jedan kriterijum je mnogo važniji od drugog, 9̃ = (7, 9, 9)

= ekstremna važnost: jedan kriterijum je ekstremno važniji od drugog; med̄uvred-
nosti koje se koriste kada je potreban dogovor ili kompromis donosioca odluka su
2̃ = (1, 2, 3), 4̃ = (3, 4, 5), 6̃ = (5, 6, 7) i 8̃ = (7, 8, 9).

Prethodni trougaoni fazi brojevi predstavljeni su na Slici 5.8.

0 2 4 6 8 10 12
0.0

0.5

1.0  (1,1,3)
 (1,2,3)
 (1,3,5)
 (3,4,5)
 (3,5,7)
 (5,6,7)
 (5,7,9)
 (7,8,9)
 (7,9,9)

Slika 5.8: Trougaoni fazi brojevi
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Funkcija pripadnosti trougaonog fazi broja se može posmatrati iz dva dela,
levo i desno od modalne vrednosti m, kao što se može videti na Slici 5.9 čime se
dobijaju dve funkcije,

µl
Ã
=

x− l
m− l

i µr
Ã
=

u− x
u−m

. (5.40)

0

1

Ã
l

l um

Ã
r

Slika 5.9: Predstavljanje delova trougaone funkcije pripadnosti

Inverzne funkcije funkcija µl
Ã

i µr
Ã

definisane su na sledeći način:

(
µl
Ã

)−1
= l + (m− l)y,

(
µr
Ã

)−1
= u+ (m− u)y, y ∈ [0, 1]. (5.41)

Leva i desna integralna vrednost trougaonog fazi broja Ã, prema [53], defini-
sane su na sledeći način:

IL(Ã) =

∫ 1

0

(
µl
Ã

)−1
dy =

∫ 1

0

(
l + (m− l)y

)
dy =

1

2
(m+ l), (5.42)

i

IR(Ã) =

∫ 1

0

(
µr
Ã

)−1
dy =

∫ 1

0

(
u+ (m− u)y

)
dy =

1

2
(m+ u). (5.43)

Ukupna (totalna) integralna vrednost [53], kao kombinacija leve i desne inte-
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gralne vrednosti, izračunava se na sledeći način:

IλU(Ã) = λIR(Ã) + (1− λ)IL(Ã) =
1

2
λ(m+ u) +

1

2
(1− λ)(m+ l)

=
1

2

(
λu+m+ (1− λ)l

)
, λ ∈ [0, 1],

(5.44)

gde λ predstavlja indeks optimizma, odnosno stav preuzimanja rizika donosioca
odluke. Pesimističan stav se karakteriše uzimanjem vrednosti λ = 0 , odakle se
dobija da je I0U(Ã) = IL(Ã), dok se uzimanjem vrednosti λ = 1 oslikava opti-
mističan stav donosioca odluke i tada je I1U(Ã) = IR(Ã). Za λ = 0.5 imamo

da je I0.5U (Ã) =
1

2
(IL(Ã) + IR(Ã)), što predstavlja umeren indeks optimizma.

Ukupna integralna vrednost može poslužiti i za upored̄ivanje trougaonih fazi bro-
jeva. Naime, ako je IλU(Ã1) < IλU(Ã2), onda je Ã1 ≺ Ã2, dok za IλU(Ã1) = IλU(Ã2)

i IλU(Ã1) > IλU(Ã2) imamo da je Ã1 ≈ Ã2, odnosno Ã1 ≻ Ã2.

Koristeći formulu

P (Ã1 ≥ Ã2) = sup
x≥y

[min(µÃ1
(x), µÃ2

(y)] (5.45)

može se izračunati stepen verovatnoće da je Ã1 = (l1,m1, u1) ≥ Ã2 = (l2,m2, u2).

Tražena verovatnoća, kao što se može videti na Slici 5.10 odred̄ena je drugom ko-
ordinatom g presečne tačke G dveju datih funkcija pripadnosti.

Slika 5.10: Presek funkcija pripadnosti µÃ1
i µÃ2

trougaonih fazi brojeva Ã1 i Ã2
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Računanjem vrednosti g dobijamo

P (Ã1 ≥ Ã2) = hgt(Ã1 ∩ Ã2) =


1, m1 ≥ m2

0, l2 ≥ u1,
l2 − u1

(m1 − u1)− (m2 − l2)
, inače.

(5.46)

Stepen verovatnoće da je konveksan fazi broj Ã veći od k konveksnih fazi
brojeva Ãi, i ∈ {1, 2, . . . , k} odred̄ujemo po formuli

P (Ã ≥ Ã1, Ã2, . . . , Ãk) = minP (Ã ≥ Ãi), i ∈ {1, 2, . . . , k}. (5.47)

Ukoliko uvedemo oznaku wi = P (Ãi ≥ Ãk), k ∈ {1, 2, . . . , n}, k ̸= i, onda je
težinski faktor w jednak

w = (w1, w2, . . . , wn)
T . (5.48)

5.1.3 Neka uopštenja fazi skupova

Pri donošenju odluka, kako na ličnom tako i na profesionalnom nivou, ljudi
nisu u mogućnosti da odaberu najbolju od mogućih opcija zbog nesigurnosti ili
netačnih informacija. Takod̄e, zbog nepotpunih podataka o posmatranoj pojavi,
često je nemoguće pravilno odrediti značaj jednog elementa u odnosu na drugi.
Zadeh je [148], zasnivanjem teorije fazi skupova (fazi skupovi tipa 1), defini-
sao koristan alat za reprezentaciju nesigurnih i nepreciznih informacija primenom
matematičkog alata. Na osnovu funkcije pripadnosti, koja transformiše opšti skup
u segment [0, 1], µ : R → [0, 1], element opšteg skupa pripada odred̄enom skupu
uz izvesnu verovatnoću. Fazi skupovi tipa 2 [150] su uvedeni da olakšaju odred̄i-
vanje funkcije pripadnosti jer je stepen njihove funkcije pripadnosti fazi skup tipa
1. Kombinacijom funkcija pripadanja i nepripadanja (µ i ν), Atanasov [5] je uveo
Intuitionističke fazi Skupove (IFS) i Intuitionističke Fazi Skupove drugog tipa [4].
Da bi proširio domen odlučivanja, Jager [146] je koristio dodatni uslov µ2 + ν2 ∈
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[0, 1]. Pitagorejski brojevi su definisani na taj način. Uvod̄enjem Neutrosofičnih
fazi skupova, Smarandahee [111–113] je smanjio nivo neodlučnosti/kolebljivosti
kod nekonzistentnih informacija. Detaljiji opis generalizacije Intuicionističkih
fazi Skupova zasnovanih na Bulovoj algebri i MARCOS tehnici mogu se pro-
naći u [25, 72]. Neke od najnovijih generalizacija, pored̄enja različitih pristupa
rangiranju i primenama Neutrosophičkih fazi Skupova u unapred̄enju e-biznisa su
proučavani u [45, 129]. Skore primene teorije fazi skupova u mašinskom učenju
u vezi sa procenom rizika sistema za iskopavanje uz primenu Pitagorejskog i
sferičnog fazi TOPSIS-a i veštačke inteligencije, kao i operacijama na interpo-
lacionim Bulovim algebrama sa očuvanjem ideje o intuicionizmu i unapredjiva-
njem Ajnštajnovih operatora agregacije prikazani su u radovima [58, 73, 105] kao
i u mnogim drugim istraživanjima.

Još od definisanja u radovima Mahmuda i saradnika [60] kao i Gündogdu i
Kahramana [55], kao spoj Neutrosophičkih i Pitagorejskih fazi skupova, Sferični
fazi skupovi, koji su deo Sferičnog AHP, VIKOR, TOPSIS, MULTIMOORA ili
WASPAS metoda, koriste se u mnogim oblastima. Neke od tih oblasti su izbor
lokacije skladiša [54], primena obnovljivih izvora energije [56], izbor proizvodnih
sistema [61], procena lanca snabdevanja i izbor dobavljača [135], izbor lokacije
distributivnog centra [47], medicinska dijagnostika [60], vladine strategije protiv
pandemije Sars-Cov 2 [93], i mnoge druge.

5.1.4 Definicija i osnovne osobine sferičnih fazi skupova

Gong i saradnici [56] su izmerili dužine lukova na sferi, ne koristeći rasto-
janje u Euklidovom smislu. U [55], Gündogdu i Kahraman su se bavili čvrstom
sfernom zapreminom, ne samom sferom, i zaključili da za svake dve tačke na
sferi postoji sfera kojoj one pripadaju. U tom slučaju, korišćenjem velikog kruga
sfere, Euklidsku distancu je moguće poistovetiti sa rastojanjem med̄u sferičnim
fazi skupovima.

Sferični fazi skup S̃ nepraznog univerzalnog skupa X se definiše na sledeći
način:

S̃ =
{(
µS̃(x), νS̃(x), πS̃(x)

)
|x ∈ X

}
, (5.49)
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gde su µS̃(x) : X → [0, 1], νS̃(x) : X → [0, 1] i πS̃(x) : X → [0, 1] funkcije
pripadanja, nepripadanja i neodlučnosti, pri čemu je zadovoljen uslov

0 ≤ µ2
S̃
+ ν2

S̃
+ π2

S̃
≤ 1. (5.50)

Za dva sferična fazi skupa S̃1 =
(
µS̃1

, νS̃1
, πS̃1

)
i S̃2 =

(
µS̃2

, νS̃2
, πS̃2

)
defi-

nisana na nepraznom univerzalnom skupu X , osnovne operacije (presek, unija,
sabiranje, množenje, množenje skalarom k, stepenovanje) se definišu sledećim
jednačinama:

S̃1 ∩ S̃2 =
{
min

{
µS̃1

, µS̃2

}
,max

{
νS̃1

, νS̃2

}
,

max
{√

1− (min{µS̃1
, µS̃2
})2 − (max{νS̃1

, νS̃2
})2,min{πS̃1

πS̃2
}
}}
,

(5.51)

S̃1 ∪ S̃2 =
{
max

{
µS̃1

, µS̃2

}
,min

{
νS̃1

, νS̃2

}
,

min{
√
1− (max{µS̃1

, µS̃2
})2 − (min{νS̃1

, νS̃2
})2,max{πS̃1

πS̃2
}}
}
,

(5.52)

S̃1 ⊕ S̃2 =
{√

µ2
S̃1

+ µ2
S̃2
− µ2

S̃1
µ2
S̃2
, νS̃1

νS̃2
,√

π2
S̃1
(1− µ2

S̃2
) + π2

S̃2
(1− ν2

S̃1
)− π2

S̃1
π2
S̃2

}
,

(5.53)

S̃1 ⊙ S̃2 =
{
µS̃1

µS̃2
,
√
ν2
S̃1

+ ν2
S̃2
− ν2

S̃1
ν2
S̃2
,√

π2
S̃1
(1− ν2

S̃2
) + π2

S̃2
(1− µ2

S̃1
)− π2

S̃1
π2
S̃2

}
,

(5.54)

k × S̃ =
{√

1−
(
1− µ2

S̃

)k
, νk

S̃
,

√(
1− µ2

S̃

)k − (1− µ2
S̃
− π2

S̃
)k
}
, (5.55)

S̃k =
{
µk
S̃
,

√
1−

(
1− ν2

S̃

)k
,

√(
1− ν2

S̃

)k − (
1− ν2

S̃
− π2

S̃

)k}
. (5.56)

Navedimo još neke osobine sferičnih fazi skupova.

Za sferične fazi skupove S̃1 = (µS̃1
, νS̃1

, πS̃1
) i S̃2 = (µS̃2

, νS̃2
, πS̃2

), i skalare
k, k1 i k2 ≥ 0, komutativnost, distributivnost i zakoni stepenovanja operacija ⊕,
⊗ su dokazani u [55].

Neka su S̃1 i S̃2 sferični fazi skupovi. Zarad pored̄enja tih skupova, funkcija
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ocenjivanja i funkcija tačnosti su definisane na sledeći način:

s(S̃1) =
µS̃1

+ 2
(
1− νS̃1

)
− πS̃1

3
, (5.57)

a(S̃1) = µ2
S̃1

+ ν2
S̃1

+ π2
S̃1
. (5.58)

Indeksi Rezultata (SI) sferičnih fazi skupova S̃ = (µS̃, νS̃, πS̃) su

SI =


10
√∣∣µ2

S̃
− 2πS̃(µS̃ − νS̃)− ν2S̃

∣∣, za E, AS, ES, VS, FS,
1

10
√∣∣µ2

S̃
− 2πS̃(µS̃ − νS̃)− ν2S̃

∣∣ , za AW, EW, VW, FW, (5.59)

gde su vrednosti E, AS, ES, VS, FS, AW, EW, VW, FW, objašnjene u Tabeli
5.1 [40, 56, 93].

Tabela 5.1: Vrednosni indeksi, lingvističke mere kriterijuma i TFB
SI LM Značenje LM SFNs
9 AS Apsolutno jaka važnost (0.9, 0.1, 0.0)
7 ES Ekstremno jaka važnost (0.8, 0.2, 0.1)
5 V S Veoma jaka važnost (0.7, 0.3, 0.2)
3 FS Umereno jaka važnost (0.6, 0.4, 0.3)
1 E Jednaka važnost (0.5, 0.4, 0.4)
1/3 FW Umereno slaba važnost (0.4, 0.6, 0.3)
1/5 VW Veoma slaba važnost (0.3, 0.7, 0.2)
1/7 EW Ekstremno slaba važnost (0.2, 0.8, 0.1)
1/9 AW Apsolutno slaba važnost (0.1, 0.9, 0.0)

Sferična fazi ponderisana aritmetička sredina (SFWAM) na osnovu k =
(k1, k2, . . . , kn); ki ∈ [0, 1];

∑n
i=1 ki = 1, vrednost SFWAM je

SFWAMw(ÃS1, ÃS2, . . . , ÃSn) = k1ÃS1 + k2ÃS2 + . . .+ knÃSn

=
{√√√√1−

n∏
i=1

(1− µ2
ÃS

)ki ,

n∏
i=1

νki

As
,

√√√√ n∏
i=1

(1− µ2
ÃS

)ki −
n∏

i=1

(1− µ2
ÃS
− π2

Ãs
)ki

}
.

(5.60)

Sferična fazi ponderisana geometrijska sredina (SFWGM) na osnovu k =
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(k1, k2, . . . , kn); ki ∈ [0, 1];
∑n

i=1 ki = 1, vrednost SFWGM je

SFWGMw(ÃS1, ÃS2, . . . , ÃSn) = Ãk1

S1 + Ãk2

S2 + . . .+ Ãkn

Sn

=
{ n∏

i=1

µki

As
,

√√√√1−
n∏

i=1

(1− ν2
ÃS

)ki ,

√√√√ n∏
i=1

(1− ν2
ÃS

)ki −
n∏

i=1

(1− ν2
ÃS
− π2

Ãs
)ki

}
.

(5.61)

5.2 Površinski fazi skupovi

Rotiranjem krive ℓ : x = φ(u) > 0, y = 0, z = ψ(u) oko Oz-ose, jednačina
rezultujuće površi je [87]

r = r(u, v) =
(
φ(u) cos v, φ(u) sin v, ψ(u)

)
, (5.62)

u ∈ [a, b], v ∈ [0, 2π).

Zapremina te površi je

V = π

∫ u2

u1

φ2(u)
ψ(u)

du
du. (5.63)

Parcijalni izvodi površi r po u i v su ru = ∂r/∂u i rv = ∂r/∂v. Koeficijenti
prve kvadratne forme površi r su

g11 = E = ru · ru, g12 = g21 = F = ru · rv, g22 = G = rv · rv. (5.64)

Ukoliko su A = r(u1, v1) i B = r(u2, v2) dve različite tačke na površi r,
najkraća kriva na površi r koja povezuje te dve tačke je geodezijska linija odgo-
varajućeg Euklidskog prostora [65]. Sistem parcijalnih diferencijalnih jednačina
koji odred̄uje geodezijsku liniju γ = γ(t) = (γ1, γ2, γ3) na površi r je [65]

d2γi

dt2
+

1

2
gip

(
gjp,k − gjk,p + gpk,j

)dγj
dt

dγk

dt
= ργi, (5.65)

pri čemu je x = x1, y = x2, z = x3, dok je parcijalni izvod ∂gij/∂xk označen sa
gij,k, i, j, k = 1, 2, 3. U prethodnoj jednačini, koristili smo Ajnštajnovu Konven-
ciju o Sabiranju, gipgjk,p =

∑3
a=1 g

iagjk,a, i analogno za gipgjp,k i gipgpk,j . U tom
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zakonu, korišćena je struktura gij odred̄ena jednakošću
[
gij

]
=

[
gij

]−1.

Geodezijske linije sfere su veliki krugovi sfere. To je glavna motivacija za
sledeća razmatranja.

5.2.1 Uvodna razmatranja

Razmotrimo ravnu krivu ℓ = ℓ(u) i površ

r = r(u, v) =
(
ℓ(u) cos v, ℓ(u) sin v, h(v)

)
, (5.66)

gde je ℓ : U → [0, 1], h : V → [0, 1], U ,V ⊆ R.

Parcijalni izvodi površi r, ru = ∂r/∂u i rv = ∂r/∂v, su{
ru =

(
ℓu(u) cos v, ℓu(u) sin v, 0

)
,

rv =
(
− ℓ(u) sin v, ℓ(u) cos v, hv(v)

)
,

(5.67)

gde je hv(v) = d
{
h(v)

}
/dv.

Vektor glavne normale N površi r je

N = ru × rv =
(
ℓu(u)hv(v) sin v,−ℓu(u)hv(v) cos v, ℓ(u)ℓu(u)

)
. (5.68)

Vektor glavne normale N u tački A = r(u0, v0) je

N0 =
(
ℓu(u0)hv(v0) sin v0,−ℓu(u0)hv(v0) cos v0, ℓ(u0)ℓu(u0)

)
. (5.69)

Glavna normala površi r u tački r(u0, v0) je

(n) :
x− ℓ(u0) cos v0
ℓu(u0)hv(v0) sin v0

=
y − ℓ(u0) sin v0

−ℓu(u0)hv(v0) cos v0
=

z − h(v0)
ℓ(u0)ℓu(u0)

= t. (5.70)

Parametarski, normala (n) je izražena na sledeći način

(n) :


x = tℓu(u0)hv(v0) sin v0 + ℓ(u0) cos v0

y = −tℓu(u0)hv(v0) cos v0 + ℓ(u0) sin v0

z = tℓ(u0)ℓu(u0) + h(v0).

(5.71)
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Razmotrimo i tačku B = r(u1, v1). Jednačina ravni koja sadrži normalu n i
tačku B je odred̄ena vektorom normale te ravni, d = (d1, d2, d3) = N0× A⃗B, gde
je

d1 = ℓ(u0)
[(
h(v0)− h(v1)

)
hv(v0) cos v0 + ℓ(u0)

(
ℓ(u1) sin v1 − ℓ(u0) sin v0)

]
,

(5.72)

d2 = ℓu(u0)
[
ℓ2(u0) cos v0 − ℓ(u0)ℓ(u1) cos v1 +

(
h(v1)− h(v0)

)
hv(v0) sin v0

]
,

(5.73)

d3 = ℓu(u0)hv(v0)
[
ℓ(u1) cos(v0 + v1)− ℓ(u0) cos 2v0

]
. (5.74)

Stoga, jednačina ravni (α) koja sadrži pravu odred̄enu vektorom n i tačku B je

(α) : d1 ·
(
x−ℓ(u0) cos v0

)
+d2 ·

(
y−ℓ(u0) sin v0

)
+d3 ·

(
z−h(v0)

)
= 0. (5.75)

Nakon upored̄ivanja jednačina (5.75) i (5.66), dolazimo do zaključka da je
jednačina preseka površi r i ravni α kriva γ = γ(v) zadata jednačinom

(γ) :
(
ν(v) cos v, ν(v) sin v, h(v)

)
, (5.76)

gde je

ν(v) =
ℓ(u0)

(
d1 cos v0 + d2 sin v0)− d3

(
h(v)− h(v0)

)
d1 cos v + d2 sin v

. (5.77)

Rastojanje izmed̄u tačaka Ã = γ(v1) i B̃ = γ(v2) je

dis(Ã, B̃) =

∫ v2

v1

√
1 + ν2(v) + ν2v(v) + h2v(v)dv. (5.78)

5.2.2 Definicija i osobine površinskih fazi skupova

Jedinična sfera je površ sa najvećim mogućim brojem simetrija. Zbog toga,
ograničenje sferom daje najveći broj mogućnosti zadavanja treće koordinate sfe-
ričnog skupa. Da bi se dodatno ograničile mogućnosti zadavanja vrednosti treće
koordinate pod dodatnim uslovima, neophodno je koristiti površi koje se nalaze
unutar sfere. Takvim izborom, moguće je zadržati prve dve koordinate sferičnih
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fazi brojeva i dodatno ograničiti vrednosti treće koordinate. Na taj način, funkciju
neodlučnosti je moguće odabrati na najpodesniji način koji najbolje opisuje ana-
liziranu situaciju.

Donošenje odluka je složen zadatak koji uključuje mnogo podataka, često
tačnih (objektivnih) i nesigurnih (subjektivnih), što zahteva od donosioca odluke
da svoje razmatranje zasnuje na nepreciznim, delimično poznatim, i nesigurnim
informacijama. Pri upored̄ivanju kriterijuma, podkriterijuma, ili alternativa, dono-
sioci odluka zasnivaju svoje stavove na brojnim primenama fazi brojeva i njihovih
proširenja da bi opisali uticaj jednog kriterijuma nad drugim na precizan način.

U nastavku, biće prikazana proširena tabela nivoa važnosti lingvističkih ter-
mina. Nakon toga, generalisaćemo koncept Sferičnih Fazi Skupova [47,55,56,60]

Tabela 5.2: Indeks rezultata, lingvističke mere kriterijuma, i površinski fazi
skupovi

Nivoi važnosti lingvističkih termina (µ, ν, π) SI
Nivo 1

(
µ1, ν1, π1(t)

)
2k + 1

...
...

...
Nivo k

(
µk, νk, πk(t)

)
3

Nivo k + 1
(
0.5, 0.4, 0.4

)
1

Nivo k + 2
(
νk, µk, πk(t)

)
3−1

...
...

Nivo 2k + 1
(
ν1, µ1, π1(t)

)
(2k + 1)−1

Veličine πS , S = 1, . . . , k + 1 su funkcije πS : [0, 1] → [0, 1] čije su vred-
nosti treće koordinate tačaka

(
µS, νS, πS(t)

)
unutar rotacione površi takve da su(

µS, νS, πS(0)
)
, (µS, νS, πS(1)

)
tačke na površi.

Ured̄ene trojke
(
µ, ν, π(t)

)
su Površinski Fazi Skupovi.

Osnovne operacije definisane na Površinskim Fazi Skupovima
ÃS =

(
µÃS

, νÃS
, πS∗

ÃS

(t)
)

i B̃S =
(
µB̃S

, νB̃S
, πS∗

B̃S

(t)
)

na nivou S, S = 1, . . . ,

2k+ 1, gde je (k+ 1+ r)∗ = r i (k+ 1− r)∗ = k+ 1− r, r = 1, . . . , k, definišu
se na sledeći način:
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- Unija

ÃS ∪ B̃S =

{
max

{
µÃS

, µB̃S

}
,min

{
νÃS

, νB̃S

}
min

{(
1−

√
min 2

{
µÃS

, µB̃S

}
+max 2

{
νÃS ,B̃S

}
,max

{
π∗
ÃS

(t), π∗
B̃S

(
t
)}}

.

(5.79)

- Presek

ÃS ∩ B̃S =

{
min

{
µÃS

, µBS

}
,max

{
νÃS

, νB̃S

}
min

{(
1−

√
max 2

{
µÃS

, µB̃S

}
+min 2

{
νÃS ,B̃S

}
,min

{
π∗
ÃS

(t), π∗
B̃S

(
t
)}}

.

(5.80)

- Sumiranje

ÃS ⊕ B̃S =

{√
µ2
ÃS

+ µ2
B̃S
− µ2

ÃS
µ2
B̃S
, νÃS

νB̃S
,

√(
1− µ2

B̃S

)
π2
ÃS

(t) +
(
1− µ2

ÃS

)
π2
BS

(t)− π2
ÃS

(t)π2
B̃S

(t)

}
.

(5.81)

- Množenje

ÃS ⊗ B̃S =

{
µÃS

µB̃S
,
√
ν2
ÃS

+ ν2
B̃S
− ν2

ÃS
ν2
B̃S
,

√(
1− ν2

B̃S

)
π2
ÃS

(t) +
(
1− ν2

ÃS

)
π2
BS

(t)− π2
ÃS

(t)π2
B̃S

(t)

}
.

(5.82)

- Množenje skalarom λ > 0:

λ · AS =

{√
1−

(
1− µ2

ÃS

)λ
, νλ

ÃS
,
√(

1− µ2
ÃS

)λ − (
1− µ2

ÃS
− π2

ÃS
(t)

)}
.

(5.83)
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- Stepenovanje na λ > 0:

Aλ
S =

{
µλ
ÃS
,
√

1−
(
1− ν2

ÃS

)λ
,
√(

1− ν2
ÃS

)λ − (
1− ν2

ÃS
− π2

ÃS
(t)

)λ}
.

(5.84)

Kao u [55], važe naredne jednačine

ÃS ⊕ B̃S = B̃S ⊕ ÃS, (5.85)

ÃS ⊗ B̃S = B̃S ⊗ ÃS, (5.86)

λ
(
ÃS ⊕ B̃S

)
= λÃS ⊕ λB̃S, (5.87)

λ1ÃS ⊕ λ2ÃS = (λ1 + λ2)ÃS, (5.88)(
ÃS ⊗ B̃S

)λ
= Ãλ

S ⊗ B̃λ
S, (5.89)

Ãλ1
S ⊗ Ã

λ2
S = Ãλ1+λ2

S , (5.90)

za λ, λ1, λ2 > 0.

Teorema 5.2. Za Površinske Fazi SkupoveA1 =
(
µ1, ν1, π1(t)

)
,A2 =

(
µ2, ν2, π2(t)

)
,

A3 =
(
µ3, ν3, π3(t)

)
, operacije ⊕ i ⊗ su asocijativne.

Za Površinske Fazi Skupove
(
µ, ν, π(t)

)
, važe naredne jednačine

(
µ, ν, π(t)

)
⊕ (0, 1, 0) = (0, 1, 0)⊕

(
µ, ν, π(t)

)
=

(
µ, ν, π(t)

)
, (5.91)(

µ, ν, π(t)
)
⊗ (1, 0, 0) = (1, 0, 0)⊗

(
µ, ν, π(t)

)
=

(
µ, ν, π(t)

)
, (5.92)

tj. Površinski Fazi Skupovi e0 = (0, 1, 0) i e1 = (1, 0, 0) su neutrali operacija ⊕ i

⊗, redom.

Naredne jednakosti su zadovoljene

e0 ⊕ e0 = e0 i e1 ⊗ e1 = e1. (5.93)

Za Površinske Fazi Skupove
(
µ, ν, π(t)

)
̸∈ {e0, e1} ne postoji Površinski Fazi

Skup sf takav da je
(
µ, ν, π(t)

)
⊕ sf = e0 ili

(
µ, ν, π(t)

)
⊗ sf = e1.

Za proizvoljne Površinske Fazi SkupoveA1 iA2, jedini Površinski Fazi Skupovi
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A3 za koje je zadovoljen identitet (A1 ⊕A2

)
⊗A3 =

(
A1 ⊗A3

)
⊕
(
A2 ⊗A3

)
su

A31 = (1, 0, 0) i A32 = (0, 1, 0).

Dokaz. Na osnovu definicije operacije ⊕ date jednačinom (5.81), sledi da važi(
µ1, ν1, π1(t)

)
⊕

(
µ2, ν2, π2(t)

)
=


√
µ2
1 + µ2

2 − µ2
1µ

2
2,

ν1ν2,√
(1− µ2

2)π
2
1(t) + (1− µ2

1)π
2
2(t)− π2

1(t)π
2
2(t)


T

.

(5.94)

Druge koordinate Površinskih Fazi Skupova Al =
(
A1 ⊕ A2

)
⊕ A3 i Ar =

A1⊕
(
A2⊕A3

)
su trivijalno jednake. Prva koordinata Površinskog Fazi Broja Al

je

√(√
µ2
1 + µ2

2 − µ2
1µ

2
2

)2

+ µ2
3 −

(√
µ2
1 + µ2

2 − µ2
1µ

2
2

)2

µ2
3, tj.

Al1 =
√
µ2
1 + µ2

2 − µ2
1µ

2
2 + µ2

3 − µ2
1µ

2
3 − µ2

2µ
2
3 + µ2

1µ
2
2µ

2
3.

Nakon smene µ2
2 u jednačini (5.94) sa µ2

2 + µ2
3 − µ2

2µ
2
3, dobijamo da je prva koor-

dinata Površinskog fazi broja A1 ⊕
(
A2 ⊕ A3

)
jednaka√

µ2
1 +

(√
µ2
2 + µ2

3 − µ2
2µ

2
3

)2

− µ2
1

(√
µ2
2 + µ2

3 − µ2
2µ

2
3

)2

,

odnosno

Ar1 =
√
µ2
1 + µ2

2 + µ2
3 − µ2

2µ
2
3 − µ2

1µ
2
2 − µ2

1µ
2
3 + µ2

1µ
2
2µ

2
3 = Al1 .

Na osnovu jednačine (5.94), kvadrati trećih koordinata fazi skupova Al i Ar su

A2
l3
= π2

1(t)− µ2
2π

2
1(t)− µ2

3π
2
1(t) + µ2

2µ
2
3π

2
1(t) + π2

2(t)− µ2
1π

2
2(t)− µ2

3π
2
2(t)

+ µ2
1µ

2
3π

2
2(t)− π2

1(t)π
2
2(t) + π2

3(t) + µ2
3π

2
1(t)π

2
2(t)− µ2

1π
2
3(t)− µ2

2π
2
3(t)

+ µ2
1µ

2
2π

2
3(t)− π2

1(t)π
2
3(t) + µ2

2π
2
1(t)π

2
3(t)− π2

2(t)π
2
3(t)

+ µ2
1π

2
2(t)π

2
3(t) + π2

1(t)π
2
2(t)π

2
3(t) = Ar3 ,

čime je dokazana asocijativnost operacije ⊕.
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Nakon zamene µk ↔ νk, k = 1, 2, 3, u dokazu asocijativnosti operacije ⊕,
zaključujemo da je i operacija ⊗ asocijativna.

Naredne jednakosti važe,(
µ, ν, π(t)

)
⊕ (0, 1, 0) =

(
µ, ν, π(t)

)
=


√
µ2 + 02 − µ2 · 0,

ν · 1,√
(1− 02)π2(t) + (1− µ2) · 0− π2(t) · 0


T

,

(
µ, ν, π(t)

)
⊗ (1, 0, 0) =

(
µ, ν, π(t)

)
=


µ · 1,√

ν2 + 02 − ν2 · 02,√
(1− 02)π2 + (1− ν2) · 02 − π2 · 02


T

,

(5.95)

čime je potvrd̄ena tačnost jednačina (5.91, 5.92).

Kako je rešenje jednačine x2 + y2 − x2 · y2 = 0 po x zadato jednakošću
x = x · (−1 + x2)−1/2, što je kompleksan broj za x ∈ (0, 1), inverzni površinski
fazi skupovi za

(
µ, ν, π(t)

)
̸∈ {e0, e1}, na osnovu operacija ⊕, ⊗ ne postoje.

Za Površinske Fazi Skupove AS1 =
(
µ1, ν1, π1(t)

)
, AS2 =

(
µ2, ν2, π2(t)

)
,

AS3 =
(
µ3, ν3, π3(t)

)
, prve dve komponente rezultata operacija (AS1⊕AS2)⊗AS3

i
(
AS1 ⊗ AS3

)
⊕

(
AS2 ⊗ AS3

)
su

prva komponenta(
AS1 ⊕ AS2

)
⊗ AS3 : µ3

√
µ2
1 + µ2

2 − µ2
1µ

2
2(

AS1 ⊗ AS3

)
⊕

(
AS2 ⊗ AS3

)
: µ3

√
µ2
1 + µ2

2 − µ2
1µ

2
2µ

2
3

(5.96)


druga komponenta(

AS1 ⊕ AS2

)
⊗ AS3 :

√
ν21ν

2
2 + ν23 − ν21ν22ν23(

AS1 ⊗ AS3

)
⊕

(
AS2 ⊗ AS3

)
:

√
ν21 + ν23 − ν21ν23 ·

√
ν22 + ν23 − ν22ν23

(5.97)

Za proizvoljne µ1, µ2, prethodne prve komponente su jednake ako i samo ako
je µ3 = 0 ili µ3 = 1.

Nakon kvadriranja i izjednačavanja drugih komponenti u jednačinama (5.96,
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5.97), dobijamo da važi jednakost

ν23
(
1− ν23

)(
1− ν21 − ν22 + ν21ν

2
2

)
= 0. (5.98)

Za proizvoljne ν1, ν2, jednakost (5.98) važi ako i samo ako je ν3 = 0 ili ν3 = 1.

Zbog µ2
3+ν

2
3 +

(
π3(t)

)2 ≤ 1, jedini Površinski Fazi Skupovi kod kojih su obe
komponente prikazane jednačinama (5.96, 5.97) jednake su (1, 0, 0) i (0, 1, 0).

Za
(
µ3, ν3, π3(t)

)
= (1, 0, 0) ili

(
µ3, ν3, π3(t)

)
= (0, 1, 0), nakon izvesnog

izračunavanja, dobija se da su treće koordinate rezultata operacija
(
AS1 ⊕AS2

)
⊗

AS3 i
(
AS1 ⊗ AS3

)
⊕

(
AS2 ⊗ AS3

)
jednake.

Na osnovu ω = (ω1, . . . , ωn), ωi ∈ [0, 1],
∑n

i=1 ωi = 1, Površinska fazi
ponderisana geometrijska sredina (SfWGM ) je

SfWGMω

(
AS1 , . . . , ASn

)
= Aω1

S1
+ . . .+ Aωn

Sn

=
{ n∏

i=1

µωi
ASi
,

√√√√1−
n∏

i=1

(1− ν2ASi
)ωi ,

√√√√ n∏
i=1

(
1− ν2ASi

)ωi −
n∏

i=1

(
1− ν2ASi

− π2
ASi

(t)
)ωi

}
.

(5.99)

Odgovarajuće funkcije bodovanja i tačnosti su

Ss
(
ÃS

)
=

(
µÃS
− πÃS

(t)
)2 − (

νÃS
− πÃS

(t)
)
, (5.100)

Sa
(
ÃS

)
= µ2

ÃS
+ ν2

ÃS
+ π2

ÃS
(t). (5.101)

Kao u [55], naredne relacije su ekvivalentne

ÃS < B̃S, (5.102)

Ss
(
ÃS

)
< Ss

(
B̃S

)
, (5.103)

Ss
(
ÃS

)
= Ss

(
B̃S

)
∧ Sa

(
ÃS

)
< Sa

(
B̃S

)
. (5.104)
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5.2.3 Primena površinskih fazi skupova

Donosioci odluke, n njih, daju svoja mišljenja o m kriterijuma. Ti rezultati su
prikazani kao matrice M1,. . . , Mn, tipa m×m.

Odgovarajuća crisp matrica je

Mc =
[
Mij

]
, (5.105)

za i, j = 1, . . . ,m.

Normalizovana crisp matrica je

M c =
[
M ij

]
, (5.106)

pri čemu je

M ij =
( m∑

k=1

Mik

)−1
Mij. (5.107)

Ako su f 1
ij =

(
µ1
ij, ν

1
ij, π

1
ij(t)

)
,. . . , fn

ij

(
µm
ijν

m
ij , π

m
ij (t)

)
fazi brojevi koji odgo-

varaju mišljenjima donosilaca odluka o korelaciji i-tog i j-tog kriterijuma, odgo-
varajuća Integrisana površinska fazi matrica pored̄enja je

F =
[
Fij

]
, (5.108)

gde je

Fij =
1

n

(
f 1
ij + . . .+ fn

ij

)
. (5.109)

Težina r-tog kriterijuma, r = 1, . . . ,m, je wr =
(
µr, νr, πr(t)

)
, gde je

µr =

[
1−

n∏
i=1

(
1− µ2

i

)ωi

]0.5

, (5.110)

νr =
n∏

i=1

νωi
i , (5.111)

πr(t) =

[
n∏

i=1

(
1− µ2

i

)ωi −
n∏

i=1

(
1− µi − π2

r(t)
)ωi

]0.5

(5.112)

147



5.2. POVRŠINSKI FAZI SKUPOVI

za ω1, . . . , ωn > 0, ω1 + . . .+ ωn = 1.

Funkcija ocene/bodovanja je

Ssk(t) =

√√√√∣∣∣∣∣100 ·
[(
3µk −

πk(t)

2

)2 − (νk
2
− πk(t)

)2] ∣∣∣∣∣. (5.113)

Normalizovana težina kriterijuma je

Ssk(t) =
Ssk(t)∑m
p=1 Ssp(t)

. (5.114)

5.2.3.1 Primer

U [109], autori su se bavili definisanjem i rangiranjem kriterijumima koji utiču
na B2C vebsajtove. Od pet grupa kriterijuma i devetnaest podkriterijuma, izabe-
rimo grupu koja se tiče Sigurnosti, privatnosti i autorizacije podataka. Podkrite-
rijumi te grupe su A1: Bezbedno plaćanje, A2: Sigurnost naloga, A3: Bezbedno
deljenje podataka. Primenićemo Površinske fazi skupove u sistem donošenja od-
luka, odred̄ivanja težina podkriterijuma i zaključivanja o njihovoj važnosti za ceo
sistem.

Površ koju ćemo koristiti je elipsoid

(e) :


x = 0.9 cosϕ cosψ

y = 0.9 cosϕ sinψ

z = 0.7 sinϕ,

(5.115)

ϕ ∈ [0, 2π), ψ ∈ [0, π).

U tački (x0, y0) = (0.9 cosϕ0 cosψ0, 0.9 cosϕ0 sinψ0, 0.7ϕ0), π-funkcije za
svakog donosioca odluke su jednake

πk
ij(t) = πij(t) = 0.7 sin

(
arctan

y0
x0

)
cos

(
− π

4
+
π

2
t
)
. (5.116)

Imaćemo kriterijume i pet donosilaca odluke.

Mišljenja donosilaca odluke izražena su u obliku matrica
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M1 =

 1 3 5

3−1 1 3

5−1 3−1 1

 , M2 =

 1 5 3

5−1 1 5

3−1 5−1 1

 , M3 =

 1 3 5

3−1 1 5

5−1 5−1 1

 ,

M4 =

 1 3 5

3−1 1 3

5−1 3−1 1

 , M5 =

 1 5 3

5−1 1 3

3−1 3−1 1

 .
(5.117)

Odgovarajuća crisp matrica je

Mc =

 1 3.8 4.2

0.26 1 3.8

0.24 0.26 1

 . (5.118)

Normalizovana crisp matrica je

M c =

 0.67 0.75 0.47

0.17 0.20 0.42

0.16 0.51 0.11

 . (5.119)

Integrisana površinska fazi matrica pored̄enja je

MF =

 (0.5, 0.4, 0.4),
(
0.64, 0.36, π(t)

)
,
(
0.66, 0.34, π(t)

)(
0.36, 0.64, π(t)

)
, (0.5, 0.4, 0.4),

(
0.64, 0.36, π(t)

)(
0.34, 0.66, π(t)

)
,
(
0.36, 0.64, π(t)

)
, (0.5, 0.4, 0.4)

 . (5.120)

Težine podkriterijuma koje odgovaraju površinskim fazi skupovima jednake
su

PWAHP =


A1 :

(
0.61, 0.37,

√
0.63− 0.84 ·

(
0.56− π2(t)

)1/3 · (0.59− π2(t)
)1/3)

A2 :
(
0.52, 0.45,

√
0.73− 0.84 ·

(
0.59− π2(t)

)1/3 · (0.87− π2(t)
)1/3)

A3 :
(
0.41, 0.55,

√
0.83− 0.84 ·

(
0.87− π2(t)

)1/3 · (0.88− π2(t)
)1/3)

 .

(5.121)
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U slučaju da je MF =

 A1 : (a1, b1, c1)

A2 : (a2, b2, c2)

A3 : (a3, b3, c3)

, odgovarajući crisp brojevi su

S(w̃) =



√∣∣∣100((3a1 − c1
2

)2 − (b1
2
− c1

)2)∣∣∣√∣∣∣100((3a2 − c2
2

)2 − (b2
2
− c2

)2)∣∣∣√∣∣∣100((3a3 − c3
2

)2 − (b3
2
− c3

)2)∣∣∣

 . (5.122)

Grafici crisp težina tri posmatrana podkriterijuma i njihov odnos prikazani su
na Slikama 5.11 i 5.12.

W(A2)

W(A3)

W(A1)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

2

4

6

8

10

12

14

Slika 5.11: Crisp vrednosti posmatranih podkriterijuma

Crisp težina koja odgovara prvom kriterijumu opada od t = 0 do t = 0.5. Za
t > 0.5, crisp težina raste. Dobijeni minimum je 11.8282.

Crisp težina koja odgovara drugom kriterijumu dostiže minimum za t = 0.5

koji je jednak 8.76022.
Crisp težina koja odgovara trećem kriterijumu dostiže minimum za t = 0.692172

i taj minimum je jednak 4.04456.
Crisp vrednosti koje odgovaraju kriterijuma A1, A2, A3, za različite vrednosti

t ∈ [0, 1], predstavljene su u Tabeli 5.3.
Sa Slike 5.12 vidimo da odnosi kriterijuma Ai, i = 1, 2, 3, odred̄uju vrednosti

parametra t za koje proporcije dostižu svoje ekstremmne vrednosti.
Maksimum količnika A1/A2 iz Tabele 5.3 je 1.35021 i dostiže se za t = 0.5.
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W(A1) /W(A2)

W(A1) /W(A3)

W(A2) /W(A3)
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Slika 5.12: Odnos crisp vrednosti posmatranih podkriterijuma

Maksimum količnika A1/A3 iz Tabele 5.3 je 2.94275 i dostiže se za t = 0.3 i
t = 0.7.

Maksimum količnika A2/A3 iz Tabele 5.3 je 2.20869 i dostiže se za t = 0.3 i
t = 0.7.

Tabela 5.3: Crisp vrednosti podkriterijuma i njihov odnos
Crisp vrednosti Odnos crisp vrednosti

t\A1 A1 A2 A3 A1/A2 A1/A3 A2/A3
0.0 13.8863 11.4153 8.42506 1.21646 1.64822 1.35493
0.1 12.4598 10.3395 7.40156 1.20507 1.6834 1.39693
0.2 12.0964 10.3755 6.09738 1.16586 1.98386 1.70163
0.3 11.9253 8.95058 4.05244 1.33235 2.94275 2.20869
0.4 11.8493 8.78391 4.37498 1.34898 2.70843 2.00776
0.5 11.8282 8.76022 4.57419 1.35021 2.58585 1.91514
0.6 11.8493 8.78391 4.37498 1.34898 2.70843 2.00776
0.7 11.9253 8.95058 4.05244 1.33235 2.94275 2.20869
0.8 12.0964 10.3755 6.09738 1.16585 1.98386 1.70163
0.9 12.4598 10.3395 7.40156 1.20507 1.6834 1.39693
1.0 13.8864 11.4153 8.41406 1.21646 1.64822 1.35493

Fazi logika i njena primena u oblasti automata nad poluprstenima i drugim al-
gebarskim strukturama iscrpna je oblast kojom se bavi tim istraživača sa Prirodno-
matematičkog fakulteta Univerziteta u Nišu predvod̄en profesorima Miroslavom
Ćirićem i Jelenom Ignjatović. Oni se bave proučavanjem teorije kvantitativnih
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automata, posebno fazi i težinskih automata nad poluprstenima, dajući, na taj
način, doprinos reviziji važne oblasti teorijskog računarstva u kojoj se klasične
Bulove metode za modelovanje i analizu hardverskih i softverskih sistema sve
više zamenjuju kvantitativnim metodama. Tokom istraživanja prvenstveno se raz-
matra nekoliko izuzetno važnih problema teorije automata: pored̄enje ponašanja
automata, pronalaženje simulacija i bisimulacija, redukcija i minimizacija stanja,
determinacija, rekonstrukcija automata iz njegovog ponašanja i izdvajanje au-
tomata iz modela crne kutije. Trenutno se ovi problemi vezuju za opšti kon-
tekst težinskih konačnih automata nad poluprstenima, ali još intenzivnije za tri
posebno važna tipa težinskih automata – težinski konačni automati nad poljem re-
alnih brojeva, max-plus automati i konačni fazi automati. Metodologija kojom se
rešavaju pomenuti problemi zasnovana je na linearnom predstavljanju težinskih
automata nad poluprstenima, a takvo predstavljanje dozvoljava primenu metoda i
ideja linearne algebre i teorije matrica. Konkretno, problemi pronalaženja simu-
lacija i bisimulacija, kao i problem smanjenja broja stanja, svode se na problem
rešavanja specijalnih sistema matričnih nejednačina i jednačina, dok se problemi
rekonstrukcije i minimizacije zasnivaju na matričnim faktorizacijama i generalizo-
vanim inverzima matrica. Jasno je da je istraživanje zasnovano na matematičkim
problemima rešavanja matričnih sistema nejednačina i jednačina, matrične fak-
torizacije i izračunavanje generalizovanih inverza. Noviji rezultati koji se tiču
težinskih automata zadiru i u oblast mašinskog učenja.

Pored opštih konačnih težinskih automata (Weighted finite automata- WFA)
sa težinama u proizvoljnim poluprstenima, istraživanje se fokusira na tri značajna,
specijalna modela WFA nad poluprstenima:

• WFA nad poljem realnih brojeva, koji kao svoje posebne slučajeve uključuju
stohastičke i probabilističke automate,

• WFA nad max-plus poluprstenima i ovi automati se nazivaju max-plus au-
tomati,

• WFA nad poluprstenom redukata kompletnih reziduiranih mreža, koji se
nazivaju konačni fazi automati.

Težinski automati sa realnim težinama imaju brojne praktične primene u for-
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malnoj specifikaciji i verifikaciji sistema, kao i u oblasti mašinskog učenja, gde se
ovi automati uspešno koriste kao alternativa rekurentnim neuronskim mrežama.

Max-plus automati su nastali kao sredstvo za predstavljanje ponašanja diskret-
nih event sistema dogad̄aja za sinhronizaciju zadataka i raspodele resursa, kao
što su, na primer, proizvodni sistemi, železničke mreže, mreže gradskog saobra-
ćaja, sistemi čekanja, nizovi procesora, itd. Motivacija za korišćenje max-plus
poluprstena, kao strukture istinitosnih vrednosti, proizilazi iz činjenice da mnoge
pojave, poput sinhronizacije, koje su nelinearne u klasičnoj teoriji sistema, postaju
linearne prelaskom iz polja realnih brojeva na max-plus poluprsten.

Fazi automati formiraju poseban model težinskih konačnih automata nad polu-
prstenovima, ali su definisani i proučavani odvojeno, uglavnom inspirisano teori-
jom fazi logike. Kod originalnih modela fazi automata, istinitosne vrednosti koje
se dodeljuju prelazima uzimaju se iz realnog jediničnog intervala [0,1] sa uobiča-
jenim operacijama maksimuma i minimuma. Kasnije su fazi automati takod̄e is-
traživani nad opštijim strukturama, kao što su rešetke, reziduirane mreže, kvantali,
mrežno-ured̄eni monoidi i drugi. Značaj fazi automata leži u tome što su u stanju
da se nose sa neizvesnošću i nepreciznošću, koji su vrlo često prisutni u radu sa
složenim sistemima.

Jedan od najznačajnijih opštih problema u teorijskoj informatici je problem
ekvivalencije – pitanje utvrd̄ivanja da li dva modela apstraktnih mašina rade isti
posao ili ne. Primenjeno na WFA, ovo je pitanje da li dva WFA imaju isto pona-
šanje (izračunavaju istu funkciju jezika). Srodni problem je problem pored̄enja ili
problem inkluzije. Za dva konačna težinska automata nad ured̄enim poluprstenom,
ovo je pitanje utvrd̄ivanja da li je funkcija izračunata od strane jednog WFA manja
ili jednaka funkciji koju je izračunao drugi automat. Složenost i mogućnost od-
lučivanja ovih problema odlučivanja zavise od vrste automata koji se razmatraju.
U slučajevima kada je problem inkluzije i ekvivalencije neodlučiv ili računski
težak, prirodno se postavlja pitanje da li je moguće efikasno odrediti nešto što im-
plicira inkluziju ili ekvivalentnost. To nešto su za klasične tranzicione sisteme i
nedeterminističke automate obezbedili Milner i Park u ranim 1980-im, uvod̄enjem
odnosa simulacije i bisimulacije, koji su se pokazali kao veoma moćan alat koji
se koriste u mnogim oblastima informatike za usklad̄ivanje i upored̄ivanje pon-
ašanja različitih sistema, kao i za smanjenje broja stanja ovih sistema. Upotreba
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simulacija i bisimulacija stekla je dugu i bogatu istoriju i njihovi različiti oblici su
bili definisani i primenjeni na različite sisteme. Posebno je važno da simulacije
i bisimulacije specificiraju odnose izmed̄u stanja različitih tranzicionih sistema,
što često nije slučaj kada se odred̄uje inkluzija ili ekvivalencija izmed̄u ovih sis-
tema. Da bi se postigla puna snaga kvantitativne analize, simulacije i bisimulacije
takod̄e treba da budu kvantifikovane, treba da obezbede neku kvantitativnu meru
odnosa izmed̄u stanja razmatranih sistema. U slučaju WFA to znači da bi tre-
balo da budu težinske relacije, odnosno matrice sa vrednostima iz poluprstena.
Takav pristup simulacijama i bisimulacijama korišćen je pri definisanju dve vrste
simulacije, a četiri vrste bisimulacija su uvedene za konačne fazi i težinske auto-
mate. Na osnovu toga, konstruisani su algoritmi za testiranje postojanja i izraču-
navanje najvećih simulacija i bisimulacija za ove automate. Oni su zasnovani na
iterativnim procedurama koje se u nekim slučajevima ne završavaju u konačnom
broju koraka. Za takve slučajeve razvijeni su modifikovani algoritmi koji testi-
raju postojanje i izračunavaju najveće slabe simulacije i bisimulacije. Ovim su
pokazane velike prednosti kvantitativnih simulacija i bisimulacija u odnosu na
klasične Bulove. Problem minimizacije je opšti problem teorije automata koji za-
hteva pronalaženje automata sa najmanjim mogućim brojem stanja, koji je ekviva-
lentan datom automatu. Iako takav automat postoji za bilo koju vrstu automata sa
konačnim brojem stanja, često nije lako konstruisati ovakav automat. Za mnoge
tipove automata sa konačnim stanjima problem minimizacije je neizvodljiv, kao
na primer za nedeterminističke konačne automate. Iz tog razloga, problem mini-
mizacije je u mnogim slučajevima zamenjen problemom redukcije broja stanja,
kojim se pronalazi automat ekvivalentan datom automatu koji nije nužno mini-
malan, ali ima razumno mali broj stanja i može se efikasno konstruisati. Svaki
nedeterministički konačan automat (NFA) može se determinizovati, u smislu da
se konvertuje u ekvivalentan determiniistički konačni automat (DFA). Ova dobro
poznata činjenica je osnovni uzrok svojevrsne ravnoteže u klasičnoj teoriji au-
tomata izmed̄u prednosti DFA u praktičnim primenama i bolje efikasnosti NFA
u opisivanju jezika. Med̄utim, težinski konačni automati su u potpuno drugačijoj
situaciji, pošto se ne može svaki WFA prevesti u ekvivalentan konačan determin-
istički težinski automat, što čini ovaj problem još važnijim. Definisane su dve
vrste determinizacije težinskih automata:
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• kompletan deterministički težinski automat (skraćeno CDWA) i

• deterministički težinski automat (skraćeno DWA).

Osnovna razlika med̄u njima je u tome što konačni DWA mogu samo da raču-
naju funkcije konačnog opsega, dok konačni CDWA mogu da izračunaju i funkcije
beskonačnog opsega. Još jedan izuzetno važan praktični problem je kako konstru-
isati mašinu koja obavlja dati posao. U kontekstu težinskih konačnih automata
to je problem kako rekonstruisati ovaj automat iz njegovog ponašanja. Postoje
dve verzije ovog problema. Prvi je da se rekonstruiše običan WFA bez izlaza iz
funkcije reči koju izračunava, a drugi je da se rekonstruiše WFA sa izlazom iz
sekvencijalne težinske ulazno-izlazne transformacije koju obavlja. Dodatni prak-
tični zahtev je da rekonstruisani WFA ima što je moguće manje stanja, poželjno
je da bude minimalan. Problem usko vezan za rekonstrukciju problema izdva-
janja težinskog konačnog automata iz rekurentnih neuronskih mreža o čemu se
raspravljalo u velikom broju novijih radova. Osnovni problemi teorije kvantnih
automata razmatraju se i na problemima kvantnih socijalnih mreža, gde je pristup
malo više zasnovan na metodama i alatima iz teorije grafova.

Najznačajniji radovi ove grupe istraživača sa departmana za Računarske nauke
predstavljeni su u radovima [18–21, 35–38, 41, 42, 64, 116–123]

5.3 Fazi regulatori

5.3.1 Fazi logika i regulatori

Često se rešenja za razne problematične situacije traže u sposobnosti tačnog i
apstraktnog izražavanja misli i tumačenja čulnih stimulansa (pokret, govor, slika),
definišući time osnovu ljudske inteligencije. Iskustvo nas uči da, čak i kada ulazne
informacije nisu dovoljno precizne, ljudi mogu da obrad̄uju veliku količinu infor-
macija i donose adekvatne, učinkovite odluke. Svakako, stepen obrazovanja i
iskustvo imaju veliki uticaj na stvarni uspeh postupaka ljudi. Inženjeri mnogim
metodama veštačke inteligencije pokušavaju da oponašaju model ljudskog razmiš-
ljanja i donošenja odluka i implementiraju ga u razna praktična rešenja tehničkih
problema. Korišćenje nedovoljno poznatih ili neprecizno definisanih pojmova,
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uz često oslanjanje na intuiciju ili subjektivni osećaj, donelo je teoriji fazi logike
mnogo protivnika, naročito med̄u zapadnim zemljama, tvrdeći da je ova teorija
bez potencijala za praktičnu primenu, uz obrazloženje da se sve neodred̄enosti i
nepreciznosti mogu opisati teorijom verovatnoće. Čak su i na polju automatskog
upravljanja naučnici tvrdili da su tradicionalne tehnike upravljanja moćnije od
fazi logike. U današnje vreme, promenom osnovnog pristupa naučnoj analizi, in-
ženjeri shvataju da je klasična teorija skupova samo granični slučaj teorije fazi
skupova i da se zamenom crisp skupova fazi skupovima svaka teorija može faz-
ifikovati. Tako je i klasičan proporcionalno-integralni regulator samo jedan ob-
lik fazi regulatora, a i neki klasični metodi upravljanja se analiziraju primenom
fazi logike [13, 134, 147]. Nemogućnost identifikacije svih mogućih dogad̄aja
nekog sistema, njihovo nepotpuno poznavanje i nepredvidiva učestalost njihovih
pojavljivanja znatno otežavaju opisivanje sistema i nameću upotrebu približnih
sistemskih modela. U tu svrhu, u teoriji upravljanja sistemima postoje alati za pri-
bližno modelovanje sistema i dizajn analitički zasnovanih algoritama upravljanja
kao što su linearni modeli drugog reda za dizajn PI i PID regulatora. Postoji direk-
tna proporcija izmed̄u podudaranja procesa i modela i odziva sistema regulisanog
upravljačkim algoritmima dizajniranim po približnom modelu sistema. Prob-
lem nepraktičnog dizajna regulatora uslovljen nepoznatim sistemom, njegovom
složenošću ili visokim stepenom promena parametara, može se rešiti upotrebom
adaptivnih metoda upravljanja koji zbog komplikovanog matematičkog aparata
obično zahtevaju veliki broj računskih iteracija [46,57]. Za rešavanje visoko neli-
nearnih procesa na koje veliki uticaj imaju spoljašnji faktori presudnu ulogu imaju
višegodišnje iskustvo i znanje operatera, naročito u oblasti statičkih i dinamičkih
karakteristika sistema, gde operater, praćenjem stanja važnih promenljivih i odstu-
panja od referentnih vrednosti, odlučuje gde i koliko treba da deluje na proces
kako bi ostvario cilj, izvršavajući time svoj upravljački program. Odluka operatera
se sprovodi po pravilu AKO (su stanja promenljivih takva...) – ONDA (je potrebna
ovakva upravljačka radnja...). Iskustvo i znanje operatera su od neprocenjive
važnosti, ali se kao mogući problem javlja njihova primena u upravljački algo-
ritam. Upotrebom viševrednosne logike lingvistički izrazi u AKO-ONDA pravili-
ma koja opisuju radnje operatera se mogu efikasno pretvoriti u potpuno strukturi-
rani regulacioni algoritam primenljiv u fazi procesorima [31, 91, 96]. Kako fazi
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algoritam ima karakteristike univerzalnog aproksimatora, skupom AKO-ONDA
fazi pravila može se modelirati nepoznat proces, čak i opisati stanje kada opera-
teri nisu u mogućnosti da opišu pravila koja spovode [133]. Još jedna primena
fazi logike u dizajnu regulatora tiče se značajnog skraćenja vremena potrebnog za
dizajn i primenu [107].

Oblašću Automatike, primenom fazi logike i regulatora, bavi se katedra za
Automatiku na Elektronskom fakultetu Univerziteta u Nišu. Neki od važnijih
radova grupe nastavnika sa ove katedre su [1, 2, 66–69, 74, 75, 94, 97]

5.3.2 Fazi regulatori i osobine

Struktura fazi regulatora zavisi od objekta upravljanja i potrebnog stepena
kontrole. Kako je mogućnost primene fazi regulatora velika, oni će se razliko-
vati po broju ulaza i izlaza, obliku funkcija pripadnosti, formi pravila ili čak de-
fazifikaciji. Za sve njih je zajedničko to što se fazi regulator, najvažniji deo fazi
sistema automatskog upravljanja, može predstaviti kao veštački donosilac odluke
koji radi u sistemu sa zatvorenom spregom u realnom vremenu [22, 52]. Struk-
tura fazi regulatora prikazana u formi blok dijagrama predstavljena je na Slici
5.13 [22].

Slika 5.13: Struktura fazi regulatora

U nastavku će biti objašnjene četiri komponente fazi regulatora.

[1] Uloga bloka za fazifikaciju sastoji se u preslikavanju fizičkih vrednosti
ulaznih promenljivih u odgovarajuće normalizovane domene definisnosti, i kon-
vertovanje ulaznih podataka u odgovarajuće lingvističke vrednosti i fazi skupove.
Kao jednostavan primer može se navesti brzina automobila v = 70km/h koju
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prvo treba transformisati kako bi je regulator razumeo. Ulazna veličina, brzina
automobila, transformiše se u fazi skup odred̄en nekim domenom, recimo: vrlo
mala brzina (µVM ), mala brzina (µM ), srednja brzina (µS), velika brzina (µV ) i
vrlo velika brzina (µV V ).

Slika 5.14: Fazifikacija brzine automobila za vrednosti v0 = 70km/h
i v0 = 110km/h [22]

Kao što se može videti sa Slike 5.14, fazifikacijom determinisane vrednosti
automobila v0 = 70km/h odred̄ene su funkcije pripadnosti µM = 0.7, µS = 0.3

i µVM = µV = µV V = 0. Na istoj Slici 5.14 prikazane su i vrednosti µS = 0.4 i
µV = 0.625 koje se dobijaju za brzinu automobila v0 = 110km/h.

[2] Sva znanja koja se tiču primene i ciljeva upravljanja nalaze se u bazi
znanja koja se sastoji iz baze podataka i baze pravila. Elementi baze podataka

su funkcije pripadnosti i faktori skaliranja. Najčešće se, zbog male upotrebe me-
morije i lakoće opisivanja parametara, koriste trougaona i trapezoidna funkcija
pripadnosti, što ima veliki uticaj na performanse fazi logičkog operatora. Za dve
date funkcije pripadnosti µ1 i µ2 koje opisuju dve različite vrednosti lingvističke
promenljive x, tačka ukrštanja predstavlja vrednost x∗ za koju važi da je µ1(x

∗) =

µ2(x
∗) > 0. Vrednost µ1(x

∗) predstavlja stepen pripadnosti vrednosti x∗. Na slici
5.14 je predstavljena tačka preseka x∗ = 70 za koju je µPM = µPS = 0.33.

Kada se skup vrednosti ulaznih promenljivih preslikava u funkcije pripadnosti,
mora se voditi računa da svaka vrednost ulaznog skupa pripada najmanje jednoj
fukciji pripadnosti čiji je stepen pozitivan broj. Time se osigurava aktiviranje
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svih zadatih pravila i nesmetan protok upravljanja. Kako bi upravljanje bilo opti-
malno, preporučuje se korišćenje simetričnih funkcija pripadnosti (osim na kraje-
vima domena definisanosti) sa nivoom preseka dve susedne funkcije 0.5. Takod̄e,
savetuje se da broj lingvističkih vrednosti, zbog simetrije oko nule, bude neparan
i ne veći od 7, kako ne bi došlo do nepotrebnog otežavanja procesa defazifikaci-
je. Faktori skaliranja imaju veliku ulogu u odred̄ivanju performansi i stabilnosti
sistema. Mogu se odrediti analitičkim putem, uspostavljanjem veze izmed̄u fak-
tora skaliranja i ponašanja sistema, ili metodom probe i greške. Da bi baza pravila

fazi regulatora bila ispravno formirana, treba obratiti pažnju na izbor promenljivih
stanja sistema i izlaznih upravljačkih promenljivih, kao i sadržaj premisa i posledi-
ca pravila. Cilj fazi regulatora je da oponaša razmišljanje operatera i da, koristeći
znanja o upravljačkom sistemu, donosi odluke slične ljudskim. To se postiže fazi
pravilima koja generišu bazu pravila. Fazi pravila čine centralnu komponentu fazi
regulatora i predstavljaju inteligenciju svakog fazi upravljačkog algoritma [12].
Na osnovu znanja i iskustva operatera mora ispravno da se formira skup pravi-
la. Fazi pravilo je oblika AKO-ONDA, gde premisa (AKO...) opisuje uslove, i
posledica (ONDA...) objašnjava posledične radnje upravljačke aktivnosti. Ovakav
oblik fazi pravila omogućava definisanje raznih nelinearnih kontrolnih funkcija
koje omogućavaju fazi regulatorima da se uspešno izbore i sa nelinearnim upra-
vljačkim problemima. Najčešći oblik fazi pravila sadrži dve premise povezane
relacijom i jedan izlaz kojim se daje predlog aktivnosti. Organizacija baze pra-
vila se smatra najzahtevnijim korakom u procesu definisanja fazi regulatora jer
su svi ostali delovi, broj ulaznih elemenata, odabir funkcije pripadanja i postu-
pak odred̄ivanja izlaza regulatora manje značajni od same baze. Veličina baze
pravila zavisi od broja fazi pravila, koji je pak uslovljen brojem ulaznih i izlaznih
promenljivih i njihovim vrednostima. Svaka baza pravila mora biti konzistentna

- da ne postoje pravila koja imaju iste premise, a daju različite posledice. Može
se desiti da posledični deo fazi pravila sadrži funkciju kojom se odred̄uje veza
izmed̄u ulaza i izlaza regulatora. Ovaj tip regulatora, baziran na Takagi - Sugeno
tipu fazi zaključivanja, ima oblik

AKO (x1 - osobina), . . . , i/ili AKO (xn - osobina), ONDA (u = f(x1, . . . , xn)),

gde je f funkcija i x1, . . . , xn su numeričke (kvantitativne) vrednosti ulaza. Ako
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je funkcija f linearna, f = a0 + a1x1 + . . .+ anxn, i koeficijenti a1 = a2 = . . . =

an = 0, onda pravila Takagi - Sugeno regulatora postaju jednaka pravilima fazi
regulatora koji u posledičnom delu sadrži singlton, odnosno,

AKO (x1 - osobina), . . . , i/ili AKO (xn - osobina), ONDA (u = a0).

[3] Logika za zaključivanje biće predstavljena primerom funkcionisanja sis-
tema za grejanje i hlad̄enje.

Primer 5.4. [52] Neka je dat sistem za grejanje i hlad̄enje (klima ured̄aj) čiji je

rad uslovljen spoljnom i unutrašnjom temperaturom i definisanim fazi pravilima

(bazom pravila). Definišimo sledeće lingvističke promenljive:

ST=spoljna temperatura={niska, srednja, visoka}

UT=unutrašnja temperatura={hladna, topla, vruća}

KU=rad klima ured̄aja={hlad̄enje, stanje mirovanja, grejanje}.

Premisa, povezana fazi relacijom predstavljaće spoj ulaznih promenljivih ST i UT,

dok će KU označavati izlaznu promenljivu fazi pravila.

U nastavku ćemo opisati 9 mogućih fazi relacija (FR).

FR1= ST je niska i UT je hladna

FR2= ST je niska i UT je topla

FR3= ST je niska i UT je vruća

FR4= ST je srednja i UT je hladna

FR5= ST je srednja i UT je topla

FR6= ST je srednja i UT je vruća

FR7= ST je visoka i UT je hladna

FR8= ST je visoka i UT je topla

FR9= ST je visoka i UT je vruća

Navedimo i 3 moguće vrednosti izlazne promenljive (IP).

IP1= KU hladi

IP2= KU je u stanju mirovanja

IP1= KU greje
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Nakon definisanja AKO i ONDA delova možemo uspostaviti fazi pravila i time

formirati bazu. Logično je da, ako je napolju niska temperatura, i unutrašnja

temperatura je hladna, klima ured̄aj treba da greje. Ovaj zaključak je prikazan

pravilom FPR1, za kojim su navedena još neka pravila.

FPR1= AKO FR1, ONDA IP3.

FPR2= AKO FR5, ONDA IP2.

FPR3= AKO FR3, ONDA IP2.

FPR4= AKO FR4, ONDA IP3.

FPR5= AKO FR9, ONDA IP1.

FPR6= AKO FR8, ONDA IP1.

FPR7= AKO FR2, ONDA IP3.

Naredni zadatak je tumačiti definisana pravila, odnosno, odrediti kako AKO
deo utiče na ONDA deo. Ovaj postupak se naziva fazi implikacija. Kako se
značenje premisa i fazi pravila može objasniti funkcijama pripadnosti, na taj način
će se interpretirati i fazi implikacija. Najčešće korišćeni oblici definisanja fazi
implikacije su Implikacija zasnovana na proizvodu, gde je funkcija pripadnosti
odred̄ena sa µFPRi

= µFRi
· µIPi

i Mamdanijeva ili min implikacija za koju je
µFPRi

= min{µFRi
, µIPi

}. Nekada se, radi preciznijeg izražavanja, kako bi bilo
jasno koje se ulazne i izlazne promenljive koriste, umesto µFPRi

piše µFRi
→

µIPi
.

U narednom primeru će biti objašnjena oba tipa fazi implikacije.

Primer 5.5. [52] Neka su data dva diskretna fazi skupa, A i B sa trougaonim

funkcijama pripadnosti

µA = {(0.25, 2), (0.5, 3), (0.75, 4), (1, 5), (0.75, 6), (0.5, 7), (0.25, 8)},

µB = {(0.33, 10), (0.67, 11), (1, 12), (0.67, 13), (0.33, 14)}.

Neka je dato fazi pravilo FPR= AKO FR, ONDA IP , gde je FR fazi relacija

oblika x je A i y je B. Operator min biće predstavljen T-normom.

Za konkretne vrednosti x = 4 i y = 10, postupkom fazifikacije se dobija da je
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µA(4) = 0.75 i µB(10) = 0.33, odakle sledi da je

µFR(4, 10) = min{µA(4), µB(10)} = min{0.75, 0.33} = 0.33.

Neka je IP posledica fazi pravila FPR oblika IP : u je C, gde je u lingvistička

promenljiva, a C lingvistička vrednost odred̄ena sa

µC = {(0.25, 20), (0.5, 30), (0.75, 40), (1, 50), (0.75, 60), (0.5, 70), (0.25, 80)}.

Interpretacija fazi pravila FPR biće predstavljena funkcijom pripadnosti µFPR

odred̄enom primenom pravila proizvoda

µFPR(4, 10, u) = µFR(4, 10) · µC(u) = 0.33 · µC(u),

a njen grafički prikaz može se videti na Slici 5.15.

Slika 5.15: Implikacija fazi proizvoda (prilagod̄eno iz [52])

Funkcija pripadnosti µFPR kojom se predstavlja fazi pravilo FPR, korišće-

njem Mamdanijevog, odnosno min pravila, ima oblik

µFPR(4, 10, u) = min{µFR(4, 10), µC(u)} = min{0.33, µC(u)}.

Grafički prikaz ovog pravila može se videti na Slici 5.16.

Sa prethodne dve slike se jasno vidi razlika u primeni dva pravila fazi impli-

kacije. Primenom pravila proizvoda µFPR funkcija pripadnosti se dobija skalira-

njem µC(u) i zadržava svoj trougaoni oblik, dok, primenom min pravila početna

funkcija µC(u) prelazi u trapezoidni oblik. Prethodna situacija navodi na za-

ključak da tip fazi implikacije igra važnu ulogu u dizajniranju fazi regulatora, sa
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Slika 5.16: Mamdanijeva (min) fazi implikacija (prilagod̄eno iz [52])

velikim uticajem na strukturu upravljačkog fazi algoritma.

Ukoliko ONDA deo fazi pravila sadrži singlton (jednoelementan) fazi skup,

oba tipa fazi implikacije, i Mamdanijeva i pravilo proizvoda, daju istu funkciju

pripadnosti fazi pravila. U našem primeru bi to bilo

µFPR(4, 10, u) = µFR(4, 10) · µC(u) = 0.33 · 1 = 0.33 i

µFPR(4, 10, u) = min{µFR(4, 10), µC(u)} = min{0.33, 1} = 0.33.

Fazi implikacijom se, za svako aktivirano pravilo, kao rezultat dobija fazi

skup, ali nije jasan uticaj tog skupa na crisp izlaz fazi regulatora. Crisp vred-

nost svake ulazne promenljive obično pripada u bar dva ulazna fazi skupa, što

dovodi do aktiviranja više od jednog fazi pravila, pa više od jednog izlaznog fazi

skupa daje svoj doprinos izlaznoj veličini.

Nakon aktivacije svih fazi pravila sa po jednim izlaznim fazi skupom treba doći

do konačnog fazi skupa koji predstavlja rešenje i koji će se, procesom defazifikaci-

je, prevesti u običan, crisp broj, kao izlaznu vrednost. Za ovaj postupak se koristi

proces agregacije. Najčešće korišćeni operatori agregacije su max operator i sum

operator.

[4] Kako bi se fazi skup, izlaz iz fazi regulatora, mogao primeniti na objekat
upravljanja, on mora biti razumljiv (čitljiv), odnosno, mora se primeniti postupak
defazifikacije. Postoji više verzija ovog postupka koji se može objasniti kao ope-
racija kojom se, na osnovu dobijene funkcije pripadnosti µC(u), dobija izlazna
veličina u, za u ∈ C.

Jedan od najčešće korišćenih metoda defazifikacije je metod Težišta (COA-
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center of area method) definisan sa

u0 =

∑
i

ui · µC(x, y, ui)∑
i

µC(x, y, ui)
, (5.123)

gde u0 predstavlja izlaznu vrednost fazi regulatora, ui ∈ C su elementi diskretnog
izlaznog fazi skupa, dok su odgovarajuće funkcije pripadnosti označene sa
µC(x, y, ui). Ukoliko je fazi skup C neprekidan, sume iz prethodne formule treba
zameniti integralima.

Još jedan metod koji se često primenjuje u sistemima za regulaciju je metod
Gravitacije (COG-center of gravity method) koji je definisan na sledeći način

u0 =

∑
i

ui
∑r

j=1 µFPR(x, y, ui)∑
i

∑r
j=1 µFPR(x, y, ui)

, (5.124)

gde r predstavlja broj fazi pravila.

Može se uočiti da se u metodu Gravitacije javljaju pojedinačni rezultati pri-
mene fazi pravila, zbog čega se ne koristi postupak agregacije. Osnovne karak-
teristike ovog metoda su jednostavnost i mala zahtevnost pri računanju, što kod
sistema za upravljanje omogućava česte kontrole u malim intervalima. Ukoliko je
primenjena max agregacija i nekoliko aktiviranih pravila imaju isti rezultat, metod
Gravitacije će računati svaki slučaj i doprinos svakog od pravila, bez obzira na či-
njenicu da će svi delovi biti isti, dok će metod Težišta računati samo onaj slučaj
čija je funkcija pripadnosti najviša.

Metod Gravitacije se nekada naziva i metodom suma zato što se u njegovoj
definiciji nalazi suma funkcija pripadnosti. Takod̄e, nekada se metod Gravitacije
naziva i metodom Težišta zato što je individualni fazi skup dobijen kao izlaz kod
metoda Gravitacije jednak funkciji pripadnosti kod metoda Težišta dobijenoj agre-
gacijom korišćenjem operatora suma.

Narednim primerom biće objašnjena razlika izmed̄u ova dva metoda defazifi-
kacije [52].

Primer 5.6. Neka su fazi skupovimaFPR1(4, 10, u) iFPR2(4, 10, u) definisanim

na sledeći načinFPR1 = {(0.25, 20), (0.25, 30), (0.25, 40), (0.25, 50), (0.25, 60),
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(0.33, 70), (0.33, 80), (0.33, 90), (0.33, 100), (0.33, 110), (0.25, 120)} i FPR2 =

{(0.25, 60), (0.33, 70), (0.33, 80), (0.33, 90), (0.33, 100), (0.33, 110), (0.25, 120)}
predstavljena dva aktivirana pravila. Na osnovu njih treba odrediti crisp izlazne

vrednosti.

Proces defazifikacije počećemo metodom Težišta za koji je potrebno uraditi

agregaciju pravila FPR1 i FPR2. Korišćenjem max operatora agregacije dobija

se da je

C(u) = {(0.25, 20), (0.25, 30), (0.25, 40), (0.25, 50), (0.25, 60), (0.33, 70),

(0.33, 80), (0.33, 90), (0.33, 100), (0.33, 110), (0.25, 120)},

odakle sledi da je

u0 = (0.25·20+0.25·30+0.25·40+0.25·50+0.25·60+0.33·70+. . .+0.25·120)/

(0.25 + 0.25 + 0.25 + 0.25 + 0.25 + 0.33 + . . .+ 0.25) =
228.5

3.15
= 72.5397.

Kada se za agregaciju primeni operator sume, dobija se da je

C(u) = {(0.25, 20), (0.25, 30), (0.25, 40), (0.25, 50), (0.5, 60), (0.58, 70),

(0.58, 80), (0.33, 90), (0.33, 100), (0.33, 110), (0.25, 120)},

odakle sledi da je

u0 = (0.25·20+0.25·30+0.25·40+0.25·50+0.5·60+0.58·70+. . .+0.25·120)/

(0.25 + 0.25 + 0.25 + 0.25 + 0.5 + 0.58 + . . .+ 0.25) =
281

3.9
= 72.0513.

Odradimo sada proces defazifikacije metodom Gravitacije.

u0 = (0.25·20+0.25·30+0.25·40+0.25·50+(0.25+0.25)·60+(0.25+0.33)·70+

+ . . .+ 0.25 · 120)/

(0.25 + 0.25 + 0.25 + 0.25 + (0.25 + 0.25) + (0.25 + 0.33) + . . .+ 0.25) =
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=
281

3.9
= 72.0513.

Ovim je primerom potvrd̄eno da metod Težišta i metod Gravitacije daju isti rezul-

tat kada se za agregaciju koristi metod sume.

Vrednost u0 se kod mestoda Težišta računa tako što se svaka diskretna vred-

nost ui ∈ C pomnoži odgovarajućom funkcijom pripadnosti µC , dok se vrednost

u0 kod metoda Gravitacije izračunava množenjem svake diskretne vrednosti ui
sumom funkcija pripadnosti aktiviranih fazi pravilima. Razlika izmed̄u ova dva

metoda može se videti na Slici 5.17, gde je osenčena površina korišćena jednom

kod COA i dva puta kod COG metoda.

Slika 5.17: Primer razlike izmed̄u metoda Težišta i metoda Gravitacije (pri-
lagod̄eno iz [52])

Ukoliko izlazne fazi skupove sa trougaonim funkcijama pripadnosti zamenimo

jednoelementnim skupovima, recimo C1(u) = {(1, 50)} i C2(u) = {(1, 90)}, u

velikoj meri će se, korišćenjem samo nekoliko operacija sabiranja i množenja za

dobijanje crisp vrednosti, pojednostaviti proces defazifikacije.

Tada je

µFPR1(4, 10, u) = min{µFR1(4, 10), µC(u)} = min{0.25, 1} = 0.25,

µFPR2(4, 10, u) = min{µFR2(4, 10), µC(u)} = min{0.33, 1} = 0.33,

odakle je

u0 =
0.25 · 50 + 0.33 · 90

0.25 + 0.33
=

42/2

0.25
= 72.7586.
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5.3.3 Primena različitih metoda defazifikacije na projektovanje
fazi regulatora

U narednom primeru će biti više reči o različitim metodima defazifikacije i
vremenu potrebnom za izvršenje te operacije.

Primer 5.7. Projektovati fazi regulator Mamdanijevog tipa za reaktor A u nuk-

learnoj elektrani. Na radioaktivnost jezgra utiču tri glavna faktora: količina vo-

dene pare u sistemu - VP (više pare => veća radioaktivnost), toplota nuklearnog

goriva – NG (toplije gorivo => manja radioaktivnost) i koncentracija ksenona

u jezgru – KS (više ksenona => manja radioaktivnost). Nuklearnom reakcijom

se upravlja kontrolnim šipkama od bora koje se mogu uvlačiti ili izvlačiti iz jez-

gra reaktora - BO. Što je veći deo šipki ubačen u jezgro, to će one upijati više

slobodnih neutrona za fisiju i tako smanjivati nuklearnu reakciju.

Dakle, fazi regulator ima 3 ulaza: VP na domenu [0, 100] , NG na domenu

[0, 1000] i KS na domenu [0, 10], kao i jedan izlaz BO na domenu [0, 100] (VP,

KS i BO se izražavaju u procentima, dok se NG izražava u stepenima Celzijusove

skale).

Lingvističke promenljive su definisane preko svojih funkcija pripadnosti na

sledeći način:

V P : L(10, 40),Λ(20, 50, 80),Γ(60, 90),

NG : L(100, 300),Π(200, 250, 400, 500),Π(400, 600, 700, 800),Γ(650, 750),

KS : L(3, 8),Γ(2, 7),

BO : L(10, 30),Π(10, 20, 40, 50),Λ(40, 50, 60),Π(50, 60, 80, 90),Γ(70, 90).

Odgovarajući skupovi lingvističkih vrednosti koje odgovaraju zadatim funkcijama

pripadnosti su: L(V P ) = {Mala, Srednja, V elika},
L(NG) = {Hladno,Mlako, V rue, V relo}, L(KS) = {Niska, V isoka},
L(BO) = {Izvuci − Brzo, Izvuci − Polako,Nema − Promene, Spusti −
Polako, Spusti−Brzo}.
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Definisana su sledeća pravila:

Pravilo 1: Ako NG je Vrelo i KS je Visoka onda BO je Izvuci-Brzo,

Pravilo 2: Ako VP je Srednja i KS je Visoka onda BO je Izvuci-Polako,

Pravilo 3: Ako VP je Srednja i NG nije Hladno onda BO je Nema-Promene,

Pravilo 4: Ako VP je Velika ili NG je Mlako ili KS je Niska onda BO je Spusti-

Polako

Pravilo 5: Ako VP je Velika i NG je Hladno i KS je Niska onda BO je Spusti-

Brzo

Operacija ili se definiše preko operatora max, operacija i preko operatora

min, implikacija onda se izvršava prostim odsecanjem, a defazifikacija se vrši

metodom težišta (centroid).

Prikazati grafički proceduru fazi zaključivanja i izračunati vrednost ubacivanja

kontrolnih šipki u jezgro reaktora (BO) ako je V P = 70, NG=360 i KS=4.

U nastavku ćemo prikazati nekoliko rešenja: korišćenjem MATLAB funkcija

Fuzzy logic toolbox, metodima defazifikacije predstavljenim u radovima [24,59] i

odred̄ivanjem prave x = x0 kojom je (fazifikacijom) dobijeni poligon podeljen na

dva dela jednakih površina.

Rešenje 1: Korišćenjem MATLAB fuzzy toolbox-a odred̄ujemo parametre fazi reg-

ulatora. Lingvističke promenljive odabrane za ulaz su V P,NG i KS,

dok je za izlaz odred̄ena promenljiva BO. Njihove funkcije pripad-

nosti prikazane su na Slici 5.18.

Detaljan prikaz procesa fazifikacije, zaključivanja, odred̄ivanja izlaza

i defazifikacije za konkretne vrednosti V P = 70, NG = 360 iKS = 4

može se videti na Slici 5.19, na kojoj se uočava da je trenutna vrednost

izlaza za zadate ulaze jednaka BO = 58.2.

Upravljačka površina dobijena na osnovu datih ulaznih parametra

može se videti na Slici 5.20.

Vreme potrebno za izvršavanje potrebnih proračune procesa defazi-

fikacije je 0.765s.
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Slika 5.18: Funkcije pripadnosti za vrednosti lingvističkih promenljivih

Slika 5.19: Proces zaključivanja i upravljanja nuklearnim reaktorom

Slika 5.20: Upravljačka površina fazi regulatora
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Rešenje 2: Agregacijom u Rešenju 1 dobija se poligon sa Slike 5.21. Tačke na

x − osi u kojima se nalaze temena duže osnovice dobijenih trapeza

i podnožja njihovih visina su redom označene sa x1 = 10, x2 =
40

3
, x3 = 40, x4 =

130

3
, x5 =

140

3
, x6 = 50, x7 =

160

3
, x8 =

170

3
, x9 = 60, x10 = 80 i x11 = 90.

Slika 5.21: Poligon dobijen agregacijom

Korišćenjem ideje predstavljene u radu [24] po kojoj se trapezoidni

fazi broj Ã = (a,m, n, b) defazifikuje formulom

KV =
1

6
(a+ 2(m+ n) + b), (5.125)

crisp vrednosti (KV) tri trapeza Ã1 = (10,
40

3
,
170

3
, 60), Ã2 = (50, 60, 80, 90)

i Ã3 = (50,
160

3
,
170

3
, 60) koja su odred̄ena poligonom jednake su re-

dom KV1 = 35, KV2 = 70 i KV3 = 55, pa je tražena vrednost

površine poligona jednaka P = 50.

Vreme potrebno za izvršavanje potrebnih proračuna procesa defazi-

fikacije je 0.686s.

Rešenje 3: Koristeći ideju predstavljenu u radu [59] po kojoj se trapezoidni fazi

broj Ã = (a,m, n, b) defazifikuje formulom
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KV =
1

2
((1− λ)(a+m) + λ(b+ n)), (5.126)

gde vrednost λ ∈ [0, 1], označava indeks optimizma,

za umereni stepen optimizma, λ = 0.5, dobijamo da su crisp vrednosti

trapeza jednake vrednostima dobijenim u Rešenju 2, dok je greška u

odnosu na vrednost dobijenu u Rešenju 1 jednaka 14.09%.

Na Slici 5.22 biće prikazan odnos greške Rešenja 3 u pored̄enju sa

prva dva dobijena Rešenja, za različite vrednosti parametra λ.

Slika 5.22: Odnos grešaka med̄u rešenjima izražen u procentima

Uočavamo da se sa obe strane vrednosti λ = 0.5 procenat greške u

odnosu na Rešenje 1 simetrično povećava za 14%, dok je u pored̄enju

sa Rešenjem 2 taj procenat jednak približno 12% i širi se simetrično

počev od vrednosti dobijene za vrednost λ = 0.6 u kojoj je procenat

greške jednak 2.062%. U prvom slučaju, najmanji procenat greške

se javlja za umeren stav donosioca odluke, dok se procenat greške

povećava kada se mišljenje donosioca odluke bliži optimističnom ili

pesimističnom stavu. Slična je situacija i u drugom slučaju kada je

najmanja greška nastala za indeks optimizma malo veće vrednosti λ =

0.6 u odnosu na umeren stav donosioca odluke, povećavajući grešku

171



5.3. FAZI REGULATORI

menjanjem vrednosti indeksa optimizma. Ovi su zaključci saglasni sa

činjenicom da se realni rezultati u donošenju odluka uglavnom dobi-

jaju za srednju vrednost indeksa optimizma.

Vreme potrebno za izvršavanje potrebnih proračuna procesa defazi-

fikacije je 0.67s.

Primedba 5.1. Upored̄ivanjem vremena ponud̄enih rešenja potrebnih

za izvršavanje procesa defazifikacije uočava se da je najmanje vre-

mena potrebno u Rešenju 2, 0.67s, zatim u Rešenju 3, 0.686s, dok

se najviše vremena utroši za postupak prikazan u Rešenju 1, 0.765s.

Ako bi se upored̄ivala potrebna vremena za pojedine delove postup-

ka defazifikacije, ona su po rešenjima jednaka: Rešenje 1 = 0.686s+

0.686s+0.701s, Rešenje 2= 0.67s+0.67s+0.67s, dok je kod Rešenja

3, podelom poligona na delove i korišćenjem formule 5.123, za reša-

vanje odred̄enih integrala čije su granice sa x-ose odgovarajućih po-

deonih tačaka poligona, potrebno redom za brojilac 0.779s+0.785s+

0.811s + 0.826s + 0.826s i imenilac 0.826s + 0.826s + 0.826s +

0.826s+0.841s. Odavde se jasno uočava da su postupci defazifikacije

prikazani u Rešenju 2 i Rešenju 3 znatno brži od uobičajenog postupka

prikazanog u Rešenju 1.

Rešenje 4: Ideja ovog rešenja se svodi na odred̄ivanje prave x = x0 kojom će

dobijeni poligon AKPQMRS sa Slike 5.23 biti podeljen na dva dela

jednakih površina.

Koordinate tačaka na Slici 5.23 su

A(x1, 0), B(x2, 0), C(x3, 0), D(x4, 0) E(x5, 0),

F (x6, 0), G(x7, 0), H(x8, 0), K(x9, 0), M(x5, µ),

P (x8, y2), Q(x6, y2), R(x4, y1), S(x2, y1), U(0, µ),

V (0, y1), W (0, y2).
(5.127)

Površina mnogougla AKPQMRS je jednaka zbiru površina P1 =

P△ABS ,
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A B C D E F G H K

M

PQ

RS

U

V

W

x

y

Slika 5.23: Dva trapeza sa zajedničkom površinom

P2 = P□BDRS , P3 = P□DEMR, P4 = P□EFQM , P5 = P□FHPQ,

P6 = P△HKP . Ta površina je jednaka

P =
1

2
AB ·BS +BD ·DR +

1

2
DE · (DR + EM)

+
1

2
EF (EM + FQ) + FH ·HP +

1

2
HK ·KP.

(5.128)

Na osnovu koordinata x1, . . . , x9, y1, y2, µ, površina P zadata jed-

načinom (5.128) se transformiše u

P =
1

2
(x4+x5−x1−x2)y1+

1

2
(x8+x9−x5−x6)y2+

1

2
(x6−x4)µ.

(5.129)

Važi još i
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P1 =
1

2
(x2 − x1)y1, P2 = (x4 − x2)y1,

P3 =
1

2
(µ+ y1)(x5 − x4), P4 =

1

2
(µ+ y2)(x6 − x5),

P5 = (x8 − x6)y2, P6 =
1

2
(x9 − x8)y2,

(5.130)

kao i

P̃ =
1

2
P =

1

4
(x4 + x5 − x1 − x2)y1

+
1

4
(x8 + x9 − x5 − x6)y2 +

1

4
(x6 − x4)µ,

(5.131)

P12 = P1 + P2 =
1

2
(2x4 − x1 − x2)y1, (5.132)

P123 = P1 + P2 + P3 =
1

2
(x5 − x4)µ+

1

2
(x4 + x5 − x1 − x2)y1,

(5.133)

P1234 = P1 + P2 + P3 + P4

=
1

2
(x4 + x5 − x1 − x2)y1 +

1

2
(x6 − x5)y2 +

1

2
(x6 − x4)µ.

(5.134)

Razmotrimo tačku X0 = (x0, 0) i odgovarajući presek prave x =

x0 i izlomljene linije ASRMQPK koji je tačka X̃0(x0, y0). Postoje

sledeći slučajevi:

(a) Ako je x0 ∈ [x1, x2), onda se tačka X̃ nalazi na duži AB. Trou-

glovi△AX0X̃0 i△ABS su slični kao pravougli sa zajedničkim

oštrim uglom ∠X̃0AX0 ≡ ∠SAB. Na osnovu proporcije
X0A

BA
=

X̃0A

SA
, dolazimo do zaključka da je

x0 − x1
x2 − x1

=
y0
y1
⇒ y0 =

x0 − x1
x2 − x1

y1

⇒ P̃ =
1

2
(x0 − x1)y0 ⇒ P̃ =

1

2

(x0 − x1)2

x2 − x1
y1.

(5.135)
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Odatle sledi da x0 zadovoljava kvadratnu jednačinu

0 =
y1

x2 − x1
(
x0
)2 − 2

x1y1
x2 − x1

x0 +

(
x1
)2
y1

x2 − x1
− 1

2

(
x4 + x5 − x1 − x2

)
y1 −

1

2

(
x8 + x9 − x5 − x6

)
y2

− 1

4

(
x6 − x4

)
µ.

(5.136)

(b) U slučaju da je x0 ∈ [x2, x4), važi y0 = y1. Odatle sledi da je

P1 +BX0 ·BS = P̃ , tj.

1

2
(x2 − x1)y1 + (x0 − x2)y1 =

1

4
(x4 + x5 − x1 − x2)y1

+
1

4
(x8 + x9 − x5 − x6)y2

+
1

4
(x6 − x4)µ.

Na osnovu toga zaključujemo da je

x0 =
1

4
(x1+x2+x4+x5)y1+

1

4
(x8+x9−x5−x6)y2+

1

4
(x6−x4)µ.

(5.137)

(c) Ukoliko je x0 ∈ [x4, x5), tada je X̃0 = X̃0(x0, y0) tačka pre-

seka prave x = x0 i duži RM . U tom slučaju, važi△X̃0X0G ∼
△RDG (pravougli trouglovi sa zajedničkim oštrim uglom). Oda-

tle sledi da je
x7 − x0
x7 − x4

=
y0
y1

, tj. y0 =
x7 − x0
x7 − x4

y1. Povšina mno-

gougla AX0X̃0RS je jednaka P1 +P2 +
1

2
(x0− x4)(y0 + y1) =

1

2
(2x4−x1−x2)y1+

1

2
(x0−x4)(

x7 − x0
x7 − x4

y1+y1). Sred̄ivanjem

ove jednakosti, dolazimo do zaključka da je x0 rešenje jednačine
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0 =
y1

2(x4 − x7)
(
x0
)2 − x7y1

x4 − x7
x0 +

1

4
(x4 − x6)µ

+
1

4

( 2x4x7
x4 − x7

+ x4 − x1 − x2 − x5
)
y1

+
1

4
(x5 + x6 − x8 − x9)y2.

(5.138)

(d) Razmotrimo slučaj kada je x0 ∈ [x5, x6). U tom slučaju, prava

x = x0 (koja sadrži tačku X0 = X0(x0, 0)) seče duž MQ u tački

X̃0 = X̃0(x0, y0). Trouglovi △QFC i △X̃0X0C su slični kao

pravougli sa zajedničkim oštrim uglom ∠QCF ≡ ∠X̃0CX0. Na

osnovu te sličnosti sledi da je
x0 − x3
x6 − x3

=
y0
y2

, tj. y0 =
x0 − x3
x6 − x3

y2.

Površina poligona AX0X̃0MRS je jednaka P1 + P2 + P3 +
1

2
(x0 − x5)(y0 + µ). Sred̄ivanjem tog izraza, i izjednačavanjem

istog sa P̃ , zaključujemo da x0 zadovoljava narednu kvadratnu

jednačinu

0 =
y2

x3 − x6
(
x0
)2 − (

µ+
(x3 + x5)y2
x3 − x6

)
x0 +

1

2
µ(x4 + x6)

+
1

2
(x1 + x2 − x4 − x5)y1

+
1

2

(x5(x3 + x6)

x3 − x6
+ x8 + x9 − x6

)
y2.

(5.139)

(e) U slučaju kada je x0 ∈ [x6, x8), tačka X0 = (x0, 0) je na duži

FH dok prava x = x0 seče duž PQ u tački X̃0 = X̃0(x0, y2).

Površina četvorougla AX0X̃0QMRS je jednaka P1+P2+P3+

P4 + (x0 − x6)y2. Izjednačavanjem te površine sa P̃ , dobijamo

da je

x0 = −
1

4y2
µ(x6 − x4)−

1

4y2
(x4 + x5 − x1 − x2)y1

− 1

4y2
(x9 − x8 − x6 − x5)y2

(5.140)
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(f) U slučaju kada je x0 ∈ [x8, x9), trouglovi△PHK i△X̃0X0H ,

gde je X0 = X0(x0, 0) i X̃0 = X̃0(x0, y0) tačka preseka duži

PK i prave x = x0, su slični kao pravougli trouglovi sa zajed-

ničkim oštrim uglom ∠PKH ≡ ∠X̃0KX0. Odatle sledi da je
y2
y0

=
x9 − x8
x9 − x0

, tj. y0 =
x9 − x0
x9 − x8

y2. Kako prava x = x0 polovi

površinu mnogougla AKPQMRS, sledi da je površina trougla

△X̃0X0K jednaka P̃ . To znači da je KX0 ·X0X̃0 = P , tj.

(x9 − x0)2

x9 − x8
y2 =

1

2
(x4 + x5 − x1 − x2)y1

+
1

2
(x8 + x9 − x5 − x6)y2

+
1

2
(x6 − x4)µ.

(5.141)

Sred̄ivanjem ove jednačine, dobijamo da važi

0 =
y2

x9 − x8
(
x0
)2 − 2x9y2

x9 − x8
x0 −

1

2
(x4 + x5 − x1 − x2)y1

− 1

2
(x8 + x9 − x5 − x6 −

(x9)
2

x9 − x8
)y2 +

1

2
(x6 − x4)µ.

(5.142)

Razmotrimo sada specijalan slučaj sa Slike 5.23, kada je M ≡ R

odnosno ekvivalentno x5 = x4 i µ = y1. Opštih šest slučajeva,

prethodno obrad̄enih, svode se na

y1
x2 − x1

(x0)
2 − 2

x1y1
x2 − x1

x0 +
(x1)

2y1
x2 − x1

=
1

2
(x4 + x6 − x1 − x2)y1 +

1

2
(x8 + x9 − x4 − x6)y2,

(5.143)

x0 =
1

4
(x1 + x2 + x4 + x6)y1 +

1

4
(x8 + x9 − x5 − x6)y2, (5.144)
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5.3. FAZI REGULATORI

y1
2(x4 − x7)

(
x0
)2 − x7y1

x4 − x7
x0 +

1

4
(x4 + x6 − x8 − x9)y2

+
1

4

( 2x4x7
x4 − x7

+ x4 − x1 − x2 − x6
)
y1 = 0,

(5.145)

y2
x3 − x6

(
x0
)2

+
1

2

(x4(x3 + x6)

x3 − x6
+ x8 + x9 − x6

)
y2

−
(
y1 +

(x3 + x4)y2
x3 − x6

)
x0 +

1

2
(x1 + x2 + x6 − x4)y1 = 0,

(5.146)

x0 = −
1

4y2
(x4 + x6 − x1 − x2)y1 −

1

4y2
(x9 − x8 − x6 − x5)y2,

(5.147)
y2

x9 − x8
(
x0
)2 − 2x9y2

x9 − x8
x0 −

1

2
(3x4 − x6 − x1 − x2)y1

− 1

2
(x8 + x9 − x5 − x6 −

(x9)
2

x9 − x8
)y2 = 0.

(5.148)
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GLAVA 6

ZAKLjUČAK

Ova teza je sublimat različitih razmatranja u diferencijalnoj geometriji i odgo-
varajućih primena u rešavanju problema transporta i konstruisanja fazi regulatora.
Sama teza, sačinjena je od Uvoda i pet poglavlja.

U prvom poglavlju, navedeni su osnovni pojmovi definisani u diferencijalnoj
geometriji. Nakon definicije površi u trodimenzionalnom euklidskom prostoru
i definicije tenzora, prikazani su Rimanov i generalisani Rimanov prostor, pros-
tori simetrične i nesimetrične afine koneksije, kao i preslikavanja prostora afine
koneksije.

U narednom poglavlju, unapred̄ena su istraživanja o tenzorima krivine pros-
tora nesimetrične afine koneksije. Motivisani dosadašnjim rezultatima, gde se
insistira na postojanju tenzora krivine, izvedenih tenzora krivine i pseudotenzora
krivine prostora nesimetrične afine koneksije, razmotreno je da li pseudotenzori
krivine postoje kao veličine smisleno ravnopravne sa tenzorima krivine prostora
nesimetrične afine koneksije.

U sledećem poglavlju, razmatrane su invarijante preslikavanja prostora ne-
simetrične afine koneksije. U prvom delu tog poglavlja su navedeni prethodno
dobijeni rezulti o univerzalnim oblicima invarijanti preslikavanja prostora nesi-
metrične afine koneksije. U drugom delu ovog poglavlja su uvedene dve vrste in-
varijanti geometrijskih preslikavanja (vrednosna i totalna), koje su karakteristične
za skoro geodezijska preslikavanja trećeg tipa. U trećem delu ovog poglavlja,
prikazani su do sada neobjavljeni rezultati koji invarijante preslikavanja prostora
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nesimetrične afine koneksije prikazuju u operatorskom obliku.
Četvrti deo ove disertacije je posvećen linearnom programiranju i transport-

nom problemu kao specijalnom obliku linearnog programiranja. Nakon razma-
tranja, transportni problem je uopšten na taj način što u njemu učestvuje i simetri-
čan metrički tenzor. Zamenom dve Kronekerove delte kontravarijantnim simet-
ričnim metričkim tenzorima uopštena je ciljna funkcija.

Peto poglavlje ove disertacije je posvećeno primenama tenzorskog računa u
fazi logici. U prvom delu tog poglavlja, prikazani su osnovni pojmovi fazi logike.
U drugom delu uvedeni su površinski fazi skupovi koji su nastali kao uopštenje
sferičnih fazi brojeva, opisana su njihova algebarska svojstva i primena u teoriji
odlučivanja. U trećem delu je razmotrena primena različitih fazi brojeva u cilju
preciznijeg definisanja ulaznih veličina AKO-ONDA pravila. Na taj način, kao i
korišćenjem različitih metoda defazifikacije skraćuje se vreme potrebno za izvrša-
vanje nekih računskih operacije i time poboljšavaju sistemi automatskog upravlja-
nja sa fazi regulatorima.
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fuzzy automata over complete heyting algebras,” IEEE Transactions on

Fuzzy Systems, vol. 30, no. 2, pp. 437–447, 2020.
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equitorsion third type almost geodesic mappings,” Mediterranean Journal

of Mathematics, vol. 13, no. 6, pp. 4581–4590, 2016.
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of numerical indicators of ecological conditions of Belvil complex

using aero-photogrammetry, The 8th International conference Con-
temporary achievements in civil engineering, 22–23. April 2021.,
Subotica, Serbia, 497–504.
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2. D. J. Simjanović, Tensor approach to finding a basic feasible solu-

tion of the transportation problem, Appl. Math. Comp. Sci., 2023,
7 (1), 25–35.

201



POPIS RADOVA AUTORA

M64
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