
УНИВЕРЗИТЕТ У НИШУ
ГРАЂЕВИНСКО-АРХИТЕКТОНСКИ ФАКУЛТЕТ

Степа М. Пауновић

Нова конструкција и математички модел
пијезоелектричног динамичког апсорбера за
контролу вибрација мостовских конструкција

Докторска дисертација

Ниш, 2023.



UNIVERSITY OF NIŠ
FACULTY FOR CIVIL ENGINEERING AND

ARCHITECTURE

Stepa M. Paunović

A novel construction and mathematical model of
piezoelectric dynamic absorber for vibration

control of bridges

Doctoral dissertation

Niš, 2023



Подаци о ментору и члановима комисије

Ментор:

Др Марина Мијалковић, редовни професор,
Универзитет у Нишу, Грађевинско-архитектонски факултет

Чланови комисије:

Др Марина Мијалковић, редовни професор,
Универзитет у Нишу, Грађевинско-архитектонски факултет

Др Душан Зорица, редовни професор,
Универзитет у Новом Саду, Природно-математички факултет

Др Биљана Младеновић, доцент,
Универзитет у Нишу, Грађевинско-архитектонски факултет

Др Драган Златков, ванредни професор у пензији,
Универзитет у Нишу, Грађевинско-архитектонски факултет

Датум одбране: ____________________

1



Подаци о докторској дисертацији

Ментор: Др Марина Мијалковић, редовни професор,
Универзитет у Нишу, Грађевинско архитектонски факултет

Наслов: Нова конструкција и математички модел пијезоелектричног динамичког
абсорбера за контролу вибрација мостовских конструкција

Резиме: У дисертацији је изложена иновативна конструкција динамичког
апсорбера за контролу вибрација мостовских конструкција, при чему су
апсорберима додати пијезоелектрични елементи у виду система
повезаних биморфних греда. Додавањем пијезо-елемената се део
механичке енергије вибрација моста претвара у електричну енергију,
која се потом може користити за напајање уређаја за мониторинг
конструкције, сигнализацију и расвету. Развијен је детаљан математички
модел за описивање електро-механичког понашања представљеног новог
типа пијезоелектричног динамичког апсорбера (ПЕДА), и ваљаност
модела испитана је поређењем резултата са резултатима експеримената
доступним у литератури. Модел дозвољава и унапређење перформанси
ПЕДА употребом материјала који се моделирају уз примену извода
нецелог реда. Једначине кретања су изведене применом Хамилтоновог
варијационог принципа, а решене Галеркиновом методом за
дискретизацију проблема у просторном домену, и потом Њумарковим
поступком у временском домену, док су решења у фреквентном домену
добијена Лапласовом тренсформацијом, уз претпоставку
квазистационарног режима вибрација. У дисертацији је описан и поступак
оптимизације геометријских и материјалних параметара ПЕДА, као и
оптимизације броја и распореда апсорбера на мосту у циљу највећег
ублажавања вибрација моста и производње највеће количине електричне
енергије. Приказан је и пример примене новог типа апсорбера за
контролу вибрација постојеће мостовске конструкције, као и могући
начини да се ефикасност ПЕДА додатно повећа. Резултати указују да се
применом ПЕДА динамичке карактеристике мостовске конструкције могу
знатно унапредити, уз истовремено стварање електричне енергије, за
широк опсег фреквенци побуде, што чини да ПЕДА имају потенцијал да
допринесу и остваривању одрживог развоја.

Научна област: Грађевинско инжењерство

Научна
Техничка механика и теорија конструкцијадисциплина:

динамички апсорбери, контрола вибрација, пијезоелектрични
Кључне речи: елементи, сакупљачи енергије, фракциони рачун, хибридни системи

УДК:
625.745.12:534(043.3)

CERIF Т 220 Грађевинарство, хидраулика, приобална технологија,
класификација: механика тла

Тип лиценце
CC BY-NC-NCКреативне

заједнице:
2



Data on Doctoral Dissertation

Doctoral Dr Marina Mijalković, full proffesor
Supervisor: University of Niš, Faculty of Civil Engineering and Architecture

Title: Novel Construction and Mathematical Model for Piezoelectric Dynamic
Absorbers for Vibration Control of Bridges

Abstract: In the dissertation a novel construction of a dynamic absorber for bridge
vibration control is presented, with piezoelectric elements, in a form of
connected bimorph beams, added to the absorbers. Through adding the
piezo-elements, part of the mechanical energy of bridge vibrations is
transformed into electrical energy, turning the piezoelecric dynamic
absorber (PEDA) into an energy harvesting device. Generated electric
energy is able to power bridge monitoring devices and signalisation. A
thourough mathematical model of PEDA is devised and then validated by
comparing the results to the ones in the literature. The model also allows
for improvement of the PEDA performance by the use of materials
modelled with derivatives of non-integer order. The governing equations
are derived through the Hamilton’s principle, and then solved via the
Galerkin spatial discretization and Newmark numerical integration
procedure in the time domain, and by assuming the quasi-stationary
vibration state for the solution in the frequency domain. In the
dissertation, the procedure is also presented for optimizing geometrical
and material paramerters of the PEDA model, as well as optimizing the
number and dispositoin of the absorbers on the bridge, with the goal to
minimize bridge vibrations and maximize generated electrical power. An
example of application of PEDA for bridge vibration control is also
provided, and several possible ways for further improving the PEDA
performance are included. The results show that bridge dynamic
characteristics can be significantly improved through the use of PEDA,
while at the same time generating a meaningful amount of electrical
energy for a wide range of forcing load frequencies, making PEDA a
potentially valiable asset in achieving sustainable development.

Scientific Field: Civil engineering

Scientific
Engineering Mechanics and Theory of StructuresDiscipline:

dynamic absorbers, vibration control, piezoelectric devices, energy
Keywords: harvesting, fractional calculus, hybrid systems

UDC:
625.745.12:534(043.3)

CERIF T 220 Civil engineering, hydraulic engineering, offshore technology,
Classification: soil mechanics

Creativ
CC BY-NC-NCCommons

Licence Type: 3



Захвалност

ДрМарини Мијалковић, редовном професору Грађевинско-архитектонског факултета
Универзитета у Нишу, изражавам велику захвалност на свесрдној помоћи, усмеравању и
вођству током истраживања и израде ове докторске тезе. Њена стална подршка, поверење
и подстрек умногоме су ми били од пресудне помоћи да истрајем у овом истраживењу и
уобличим дисертацију у форму коју сада има. Такође, према професорки Мијалковић
осећам дубоку захвалност и због дугогодишње сарадње и стрпљивог подучавања, како
у области теорије конструкција, тако и у вештини преношења знања и развоју људских
квалитета и врлина чији значај је и шири од оквира саме дисертације и представља одраз
менторства у правом смислу те речи.

Др Душану Зорици, редовном професору Природно-математичког факултета Универ-
зитета у Новом Саду, се посебно захваљујем на отворености и огромној помоћи у разу-
мевању и савладавању теоријских основа неопходних за спровођење овог истраживања,
као и за ригорозну и стручну проверу најважнијих делова дисертације, и бројним кор-
сним сугестијама које су знатно допринеле да ова дисертација има свој тренутни облик и
садржину.

Др Биљани Младеновић, доценту Грађевинско-архитектонског факултета Универзи-
тета у Нишу, изражавам велику захвалност на подршци, разумевању и свим саветима
везаним за дисертацију који су умногоме помогли повећању прегледности и организације
текста тезе.

Др Драгану Златкову, ванредном професору Грађевинско-архитектонског факултета
Универзитета у Нишу, се захваљујем на изузетном доприносу у погледу анализе практич-
ности и применљивости идејних решења представљених у овом истраживању, као и на
бројним разговорима и предлозима према којима је направљена спона између теоријских
разматрања и примене тако добијених решења у инжењерској пракси.

Др Милану Цајићу, вишем научном сараднику на Математичком институту САНУ, од
срца се захваљујем на усмеравању, небројеним дискусијама и стручној и научној помоћи
везаној за усвајање основа теорије фракционог рачуна и примене извода нецелог реда
у моделирању материјала, као и савладавање изазова везаних за решавање фракционих
парцијалних диференцијалних једначина које се при том поступку јављају.

Др Данилу Карличићу, вишем научном сараднику на Математичком институту САНУ,
дугујем велику захвалност за бројне савете и препоруке везане за развој математичког
модела приказаног у овој дисертацији, а нарочито на пољу примене и разраде нумеричких

4



метода за решавање једначина којима се овде развијени модел описује.
Др Катици (Стевановић) Хедрих, редовном професору Машинског факултета Универ-

зитета у Нишу у пензији, захваљујем на поверењу, подстреку и подршци које је и мени,
као и многим младим истраживачима и научницима, указала на почетку моје научне кари-
јере, затим на плодном тлу за научни рад које је створила и одржавала, али и на пресудном
утицају у кључним тренуцима и прилици да истраживања вршим у за то веома погодним
условима, без којих би израда ове дисертације несумњиво била сасвим другачије иску-
ство.

Највећу захвалност дугујем својој породици, пријатељима и кумовима, који су ми сво-
јом љубављу и неисцрпним разумевањем, стрпљењем и добронамерношћу пружали по-
дршку и ослонац на сваком кораку овог пута, професору Љубомиру Китићу што ми је
помогао да одржим усредсређеност на постављене циљеве и не залутам, као и свим оста-
лим учесницима који су, непосредно или посредно, допринели настанку ове дисертације.

Степа Пауновић,
Мастер инжењер грађевинарства

У Нишу, 12.11.2023.

5



Садржај

1 Уводна разматрања 17
1.1 Поставка проблема и тема истраживања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.1.1 Динамички апсорбери . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.1.2 Пијезоелектрични сакупљачи енергије . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.1.3 Комбиновање пијезоелектричних сакупљача енергије са динамич-

ким апсорберима . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.1.4 Напредно моделирање материјала уз примену извода нецелог реда 23

1.2 Хипотезе и циљеви истраживања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.3 Коришћена методологија истраживања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.4 Кратак преглед структуре дисертације . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2 Теоријске основе 30
2.1 Основе фракционог рачуна . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.1.1 Дефиниција извода и интеграла нецелог реда . . . . . . . . . . . . 32
2.2 Вибрације греда као система сa бесконачно много степени слободе . . . . 34

2.2.1 Једначина кретања греде . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2.2 Вибрације греде са додатим концентрисаним масама . . . . . . . . 41
2.2.3 Вибрације греде са додатим динамичким апсорберима . . . . . . . 42

2.3 Основе пијезоелектричности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3 Нови тип пијезоелектричног динамичког апсорбера 50
3.1 Додавање пијезоелектричних својстава динамичком апсорберу . . . . . . . 50

3.1.1 Математичко моделирање понашања биморфних греда . . . . . . . 52
3.1.1.1 Једначина електричног кола за један пијезоелектричан слој 53
3.1.1.2 Једначина електричног кола за биморфну греду са редном

везом пијезо-слојева . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.1.1.3 Електрична једначина за биморфну греду са паралелном

везом пијезо-слојева . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.2 Предлог нове конструкције динамичког апсорбера са пијезоелектричним

својствима . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.3 Математички модел предложеног типа ПЕДА . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.3.1 Извођење једначине кретања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

6



3.3.2 Једначина електричног кола за систем биморфних греда са пара-
лелном везом пијезо-слојева . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.3.3 Решавање добијеног система једначина . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.3.4 Галеркинов апроксимативни метод . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.4 Апроксимација фракционог извода . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.5 Примена апроксимације фракционог извода на претходно добијени систем

једначина . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
3.6 Решавање добијеног система једначина у временском домену . . . . . . . . 81
3.7 Решавање добијеног система једначина у фреквентном домену . . . . . . . 83

4 Валидација модела предложеног типа пијезоелектричног динамичког апсор-
бера 88
4.1 Поређење резултата за случај вибрација једне биморфне греде . . . . . . . 89

4.1.1 Поређење за случај једне биморфне греде без додате масе . . . . . 89
4.1.2 Поређење за случај једне биморфне греде са додатом масом на сло-

бодном крају . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
4.2 Поређење резултата за случај система биморфних конзола еластично по-

везаних на слобоним крајевима . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.3 Поређење за случај једне фракционо вискоеластичне греде са додатом кон-

центрисаном масом на слободном крају . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

5 Примена предложеног типа динамичког апсорбера за контролу вибрација мо-
стовских конструкција 100
5.1 Математички модел греде са динамичким апсорберима . . . . . . . . . . . 101
5.2 Решење добијеног система једначина . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

5.2.1 Решење у фреквентном домену . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
5.2.2 Решење у временском домену . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5.3 Валидација предложеног модела међудејства мостовске конструкције и ди-
намичких апсорбера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

6 Анализа утицаја параметара предложеног модела на динамичка својства си-
стема 112
6.1 Анализа утицаја ПЕДА на динамику моста . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

6.1.1 Димамичка анализа греде без апсорбера . . . . . . . . . . . . . . . 113
6.1.2 Утицај масе и крутости апсорбера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
6.1.3 Утицај броја и положаја апсорбера . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

6.2 Оптимизација параметара појединачних ПЕДА . . . . . . . . . . . . . . . . 122
6.2.1 Утицај броја греда . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
6.2.2 Утицај слоја спрезања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
6.2.3 Утицај броја, величине и положаја додатих маса . . . . . . . . . . . 125

7



6.3 Пример и опис поступка могуће примене предложеног типа апсорбера за
контролу вибрација мостовске конструкције . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

7 Закључна разматрања 132
7.1 Рекапитулација резултата истраживања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
7.2 Могући правци даљег истраживања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

Биографија аутора 156

8



9



Листа коришћених симбола и ознака

A површина попречног пресека
b ширина попречног пресека
h висина (дебљина)
I момент инерције попречног пресека с обзиром на осу

око које се врши савијање
L дужина
ρ специфична маса (густина масе)
m маса по јединици дужине
Y модуо еластичности / продужени модуо релаксације
u подужно померање
w попречно (трансферзално) померање
x подужна координата
t време
z трансферзална координата
ε подужна дилатација
σ нормални напон
T кинетичка енергија
Π потенцијална енергија
W рад спољашњих сила
f спољашње расподељено оптерећење
c0 коефицијент вискозног пригушења околне средине

(медијума)
cs коефицијент вискозног пригушења самог материјала

конструкције
ca коефицијент вискозног пригушења самог материјала

конструкције
τ време ретардације

α, β ред фракционог извода
δ варијациони оператор
ML момент савијања на слободном крају конзоле
VL трансверзална сила на слободном крају конзоле
φ(x) угао нагиба тангенте на еластичну линију носача
M(x) момент савијања у попречном пресеку носача
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Nm број додатих концентрисаних маса
δ(x) Диракова делта функција
Na број додатих динамичких апсорбера
za(t) апсолутно вертикално померање динамичког апсор-

бера
F концентрисана сила
tj вектор тоталног напона за пресечну раван са норма-

лом nj

nj вектор нормале на граничну површ
φ скаларни потенцијал електричног поља
Dj вектор електричног помераја
Ej вектор јачине електричног поља
Sij тензор деформације
Tij тензор напона
ε0 пермитивност
κe диелектрична константа материјала
c брзина светлости у вакууму
H енталпија
cijkl тензор еластичности
eijk тензор пијезоелектричности
εij тензор диелектричности
d пијезоелектрична константа материјала
q̄el количина наелектрисања на површини тела
t̄k вектор површинских сила
g убрзање Земљине теже

v(t) електрични напон
Q количина наелектрисања
iR јачина електричне струје која протиче кроз отпорник
iC јачина електричне струје која протиче кроз конденза-

тор
R електрична отпорност
Cp капацитивност
ip јачина струје која се ствара у пијезоелектричном слоју

биморфне греде
H(x) Хевисајдова функција
ϕ(x) пробна функција у Галеркиновој апроксимацији
q(t) временска функција у Галеркиновој апроксимацији
ω сопствена фреквенца
δij Кронекеров симбол
κ модуо стишљивости слоја спрезања између биморф-

них греда
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M матрица маса система
C матрица пригушења система
K матрица крутости система
q вектор непознатих временскихфункција у Галеркино-

вој апроксимацији
f вектор слободних чланова система
χ вектор електро-механичког спрезања
Nb број повезаних биморфних греда у систему
GL Грнвалд-Летњиковљев коефицијент
∆t инкремент времена при нумеричкој интеграцији у

временскм домену
hN корак дискретизације временског домена при апрок-

симацији фракционог извода
p однос корака у грубој и финој дискретизацији времен-

ског домена
TI основни период осциловања конструкције
Nc број претходних корака који се обухватају коректив-

ним чланом при апроксимацији фракционог извода
H матрица чланова развоја у Телјоров ред
D вектор апроксимације фракционог извода
u вектор непознатих временскихфункција у Галеркино-

вој апроксимацији проширен непознатом функцијом
електричног напона

βN , γN коефицијенти у Њумарковом поступку нумеричке ин-
теграције

AN матрица система у Њумарковој методи
bN вектор слободних члнова у Њумарковој методи
Ω кружна фреквенца померања ослонца конзолне греде
ι имагинарна јединица
VF брзина кретања покретног оптерећења
ΩF кружна фреквенца осциловања интензитета покрет-

ног оптерећења
µa однос масе апсорбера и масе основне конструкције
λa одно крутости везног елемента апсорбера и крутости

на савијање основне конструкције
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Глава 1

Уводна разматрања

1.1 Поставка проблема и тема истраживања

Вибрације мостовских конструкција представљају проблем који се активно истражу-
је [6--10,10--12]. Различита корисна оптерећења и услови током експлоатације могу дове-
сти конструкцију у стање блиско резонантном стању и изазвати деформације и померања
која могу бити неугодна за кориснике или чак угрозити и стабилност самог објекта [13,14].
Поред тога, високоциклична оптерећења доводе и до замора материјала, па вибрације мо-
ста могу узроковати прекорачење носивости и оштећење носећих елемената чак и при
релативно малим амплитудама осцилација [15, 16]. Стога је важно пројектовати мостове
тако да разлика између сопствених фреквенција конструкције и очекиваних фреквенција
побуде током експлоатационог века моста буде што већа, као и предузети одговарајуће
мере да се амплитуде вибрација моста умање чак и ако се конструкција приближи резо-
нантном стању. Један од начина да се то постигне јесте примена динамичких апсорбера.

1.1.1 Динамички апсорбери

Концепт динамичке апсорпције већ се дуго користи у грађевинарству и њиме се успе-
шно постиже контрола вибрација основне конструкције, што конструкцију чини поузда-
нијом и економичнијом [17--19]. У најопштијем, динамички апсорбери се могу разврста-
ти на активне и пасивне.

Код активних динамичких апсорбера контрола вибрација се остварује уз активно до-
вођење додатне количине енергије у систем путем актуатора. Најчешће су то апсорбери
који користе материјале са електро-механичким или магнетним својствима [20], због ре-
лативно једноставног начина контроле актуатора. Актуатори код активних динамичких
апсорбера се могу користити на два начина. Један начин подразумева изазивање жељене
деформације апсорбера па тиме и унос пројектоване силе у систем којом се смањују поме-
рања основне конструкције. Други начин подразумева промену вискоеластичних својста-
ва материјала апсорбера [21] и прилагођавање његових динамичких карактеристика тре-
нутним условима вибрација основне конструкције како би се постигло веће ублажавање
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њених вибрација, чиме се остварује управљање понашањем основне конструкције у реал-
ном времену. Активни динамички апсорбери углавном се користе код робота [22], мотора
и машина [23] за контролу вибрација изазваних инерцијалним силама, или код авиона, за
контролу вибрација које се јављају услед "ефекта поветарца", односно "флатер-ефекта"
(енг. flutter effect) [24, 25]. Активни динамички апсорбери се код грађевинских конструк-
ција користе најчешће за контролу статичких и динамичких карактеристика конструкције
путем електрореолошких и магнетореолошких материјала [26], као и за активну контролу
и ублажавање вибрација приликом земљотреса [27], како је детаљно описано у преглед-
ним радовима Коркмаза [28] и Саеда и осталих [29] и у тамо наведеној литератури. Ипак,
примена ових апсорбера је далеко бројнија код машинских и мехатроничких система, те
ће у даљем тексту пажња бити посвећена искључиво пасивним динамичким апсорберима,
чија је употреба у грађевинским конструкцијама знатно заступљенија.

Пасивни динамички апсорбери представљају елементе који су на одређени начин по-
везани са основном конструкцијом у циљу преузимања и дисипације дела механичке енер-
гије њених вибрација. Контрола вибрација се применом пасивних апсорбера остварује без
додатног увођења енергије у систем, али се механичке карактеристике самих апсорбера не
могу мењати у реалном времену и прилагодити тренутним условима вибрација основне
конструкције, већ о оптималном учинку апсорбера треба водити рачуна у фази њиховог
пројектовања. У зависности од принципа рада, постоје различите конструкције динамич-
ких апсорбера. Најчешће се користе механички пасивни апсорбери, односно апсорбери
код којих је тело знатне масе механички повезано са основном конструкцијом путем ела-
стичних [30--32] или вискоеластичних елемената који дозвољавају релативно померање
апсорбера у односу на основну конструкцију. Такође, постоје и конструкцијска решења
која користе инерцију клатна, полуге или других механичких елемената и система како
би изазвали динамичку апсорпцију вибрација основне конструкције [33--40], а развијени
су и апсорбери код којих се користи инерција воде или вискозност одређених уља [41--43]
како би се енергија вибрација основне конструкције дисипирала. Поред тога, у литера-
тури се могу наћи и решења где се контрола вибрација основне конструкције остварује
користећи инерцију апсорбера и вискоеластичне деформације везних елемената [44]. Ова-
кви уређаји се претежно користе за контролу вибрација вишеспратних објеката у случају
земљотреса [45--47].

За контролу вибрација грађевинских конструкција најчешће се користе механички па-
сивни динамички апсорбери са подешеном масом (енг. tuned mass dynamic absorbers или
tuned mass dampers), због своје поузданости, једноставности, дуготрајности и релативно
лаког одржавања. Код оваквих апсорбера, маса апсорбера се пројектује тако да се, у ком-
бинацији са механичким и материјалним карактеристикама везних елемената, постигну
динамичка својства апсорбера која ће обезбедити највеће могуће ублажавање вибрација
основне конструкције. То најчешће подразумева да се основна сопствена фреквенца ап-
сорбера поклопи са неком од сопствених фреквенци основне конструкције, и то најчешће
са њеном основном сопственом фреквенцом. При оваквим условима су померања апсор-
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бера, па тиме и њихов учинак у контроли вибрација, највећа када се основна конструкција
налази у стању блиском свом резонантном стању, када је динамичка апсорпција најпо-
требнија. Постоје бројна истраживања у смеру оптимизације механичких и материјалних
параметара апсорбера са подешеном (усклађеном) масом [48--54] и ови апсорбери нашли
су врло широку примену у контроли вибрација грађевинских конструкција [55--61], а на-
рочито мостова [6,7,9--12,18,19,62--65]. Стога ће истраживања у оквиру ове дисертације
бити ограничена на овај тип динамичких апсорбера. У складу са тим, у наставку текста
ће се појам "динамички апсорбери" односити на механичке пасивне динамичке апсорбере
са подешеном масом, уколико није другачије наглашено.

Динамички апсорбери (са подешеном масом) се могу условно поделити у две класе
- масивни и расподељени апсорбери. Масивни динамички апсорбери представљају ре-
лативно велике предмете, углавном тешке челичне или оловне кугле, са знатном масом
која је самерљива са масом објекта чије се вибрације апсорбују. Ове кугле су на одговара-
јућ начин повезане са основном конструкцијом, најчешће преко клизних лежишта, јаких
опруга или челичних каблова, при чему је дозвољено релативно померање апсорбера и
основне конструкције. Овакав тип динамичких апсорбера углавном се користи за убла-
живање утицаја земљотреса или јаких ветрова на високе зграде. Примери за то су бројни,
а неки од њих приказани су на Слици 1.1a [66], међу којима су и вишеспратница Тајпех
101 у граду Тајпеху, Република Кина, Петронас куле близнакиње у Куала Лумпуру, и дру-
ге. У данашње време, пројектовање вишеспратних зграда и објеката висине преко 100
метара практично је незамисливо без употребе ових апсорбера. Другу класу динамичких
апсорбера чине елементи многоструко мање масе од основне конструкције, а пригушење
вибрација основне конструкције се тада постиже применом већег броја оваквих апсорбе-
ра на конструкцији. И ови динамички апсорбери нашли су веома широку примену, а у
грађевинарству се углавном користе код мостовских конструкција или других дугачких и
витких конструкција попут високих димњака [67]. Као примери примене оваквих апсор-
бера код мостова могу се навести Мост Миленијум, Лондон, УК [68], Пешачки мост Јан
Винцел вијадукт, Хаг, Холандија [69], Краљевски међуопштински мост Александра, Ота-
ва, Канада [70], и други. У оквиру ове дисертације биће разматрана само потоња група
динамичких апсорбера.
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(a) Примери високих зграда са динамичким апсорберима [66]

(b) Пример моста са динамичким апсорберима: Мост Миленијум, Лондон, УК [68]

Слика 1.1 Примери изведених објеката са динамичким апсор-
берима

1.1.2 Пијезоелектрични сакупљачи енергије

Примена динамичких апсорбера са подешеном масом показала се као врло ефикасан
начин контроле вибрација мостовских конструкција. Међутим, сва механичка енергија
вибрација коју апсорбери преузму од основне конструкције се дисипира кроз кретање ап-
сорбера и унутрашње трење у везним елементима. Са друге стране, у последњих неколико
деценија, све је израженија тежња за остваривањем одрживог развоја, што подразумева и
добијање што је могуће већег удела електричне енергије из обновљивих извора. Са тог
становишта, било би пожељно да се део механичке енергије вибрација коју апсорбер пре-
узме од основне конструкције, уместо што се кроз трење расипа у виду топлотне енергије,
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претвори у електричну енергију. То се може постићи на више начина. Као што је опште
познато, механичка енергија се може претворити у електричну применом различитих вр-
ста генератора. На пример, за генерисање електричне струје може се користити енергија
кретања текућих вода, ветра, морских таласа, гасова итд. Ова енергија се углавном кори-
сти за покретање ротора у генераторима релативно великих димензија. Поред тога, у до-
ступној литератури постоји велики број решења како се електрична енергија може добити
из механичке користећи различите природне ефекте [71]. На пример, може се користити
фотоелектрични ефекат, где се енергија фотона сунчеве светлости директно претвара у
електричну струју у фотонапонским ћелијама. Овим поступком се добија далеко мања
количина електричне струје у односу на претходно поменуте начине, али без обзира на
то, соларна енергија представља један од обновљивих извора електричне енергије. Та-
кође, постоје уређаји који користе електромагнетни [72--74], термоелектрични [75] или
трибоелектрични ефекат [76], али најшири радни оспег и степен искоришћења имају уре-
ђаји који користе пијезоелектрични ефекат [1,77--83] и ови уређаји ће бити разматрани у
даљем тексту.

Код пијезоелектричних материјала деформација материјала доводи до електричне по-
ларизације материјала и изазива стварање електричног напона [1,84]. Уколико се пијезо-
електрични материјал изложи деформацији и повеже у електрично коло, кроз електрично
коло ће тећи струја, те се и овакви материјали могу користити као обновљив извор елек-
тричне енергије. Насупрот описаном, директном пијезоелектичном ефекту, код оваквих
материјала се јавља и обрнути пијезоелектрични ефекат, који подразумева да се довође-
њем електричног напона изазива деформација у материјалу. Обрнути пијезоелектични
ефекат може се користити за производњу актуатора, који су, између осталог, нашли ши-
року примену у стварању ултразвучнних таласа.

Директан пијезоелектрични ефекат се може користити за производњу уређаја којима
се део механичке енергије вибрација преводи у електричну енергију. Ти уређаји се на
енглеском језику називају "energy harvesters". За сада још не постоји званичан, опште-
прихваћени превод овог израза на српски језик. "Жетва" (енг. harvest) енергије се састо-
ји у претварању дела механичке енергије вибрација основне конструкције у електричну
енергију посредством пијезоелектричних елемената. Међутим, уколико се, у складу са
основном идејом и темом ове дисертације, ови елементи користе у спрези са динамичким
апсорберима, основна улога тако добијених, сложених система јесте претварање меха-
ничке енергије вибрација у електричну енергију, али такође и њено сакупљање у циљу
напајања уређаја за расвету или мониторинг конструкција или друге намене. Стога ће у
оквиру ове дисертације такви уређаји бити називани "пијезоелектрични сакупљачи енер-
гије".

Пијезоелектрични сакупљачи енергије имају врло широко поље примене и постоји
много различитих типова и конструкција оваквих уређаја. Тако се за добијање елек-
тричне енергије могу користити пијезоелектрични елементи типа греде [1,2,85--89], пло-
че [90--92] или лука [77,93], а примењују се и закривљене греде [94], греде променљивог
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попречног пресека [95--97] или уређаји сложенијих облика [98--104]. У пијезоелектрич-
ним сакупљачима енергије се могу користити аксијалне деформације пијезоелектричних
елемената [105, 106], али се много чешће електрична енергија добија на рачун торзи-
је [71, 107] или деформације савијања [86]. Најчешће су у употреби биморфне конзолне
греде, односно греде које се састоје од једног металног носећег слоја и два пијезоелек-
трична слоја која су залепљена на тај носећи слој [1,2]. Са страна сваког пијезоелектрич-
ног слоја налазе се електроде које су на одређени начин повезане у електрично коло, кроз
које приликом деформисања биморфне греде протиче електрична струја. Одговарајућим
избором електричне шеме електричног кола може се повећати ефикасност производње
електричне енергије за сваки конкретан случај [108--111].

1.1.3 Комбиновање пијезоелектричних сакупљача енергије са дина-
мичким апсорберима

Идеја да се пијезоелектрични сакупљачи енергије примене за искоришћење вибрација
мостовских конструкција развија се све више протеклих пар деценија и у доступној ли-
тератури већ постоје истраживања у том смеру. Предлагана су решења када се користе
вибрације основне конструкције моста [19, 112--118], каблова код висећих мостова [7],
али и саме коловозне конструкције [119, 120]. У наведеним примерима, део механичке
енергије вибрација моста јесте искоришћен за стварње електричне енергије, али је маса
пијезоелектричних уређаја премала да би имала било какав утицај на кретање мостов-
ске конструкције, тако да нема никакве динамичке апсорпције. Са друге стране, постоје
и истраживања која комбинују пијезоелектричне сакупљаче енергије са динамичким ап-
сорберима [121--124], тако да успешно остварују и контролу вибрација и добијање елек-
тричне енергије. Међутим, ефикасност оваквих динамичких апсорбера са придодатим
пијезоелектричним елементима у стварању електричне енергије релативно је мала [125],
што представља проблем и препреку за њихову ширу примену. Наиме, наведени примери
подразумевају додавање појединачних пијезоелектричних уређаја уз сваки од примење-
них динамичких апсорбера, а притом сви сакупљачи остају у границама малих деформа-
ција где важе претпоставке линеарне теорије греда. Будући да су саобраћајно оптерећење
и оптереће ветром најчешћи узрок вибрација мостовске конструкције, а оба оптерећења
су по својој природи непредвидива (случајна, стохастичка), пијезоелектрични сакупља-
чи енергије који остају у линеарном режиму рада најчешће се налазе у не-резонантном
стању па су им деформације, а тиме и количина произведене електричне енергије рела-
тивно мали. Проблем уског радног опсега може се решити било увођењем нелинеарности
у систем [12, 126, 127], било повезивањем више пијезоелектричних сакупљача енергије у
јединствен систем на одговарајућ начин. Као примери потоњег начина проширења рад-
ног опсега сакупљача енергије могу послужити решења где се више биморфних конзол-
них греда повезује еластичним опругама на својим крајевима, било у равни осцилова-
ња [3,128], било ван равни осциловања [129]. Теоријска и експериментална истраживања
су показала да се наведеним методама ефикасност сакупљача енергије може знатно пове-
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ћати, али добијена количина електричне енергије остаје релативно мала да би оправдала
широку примену оваквих уређаја.

Други начин за унапређење пијезоелектричних сакупљача енергије је примена нових
материјала, посебно пројектованих и изведених за примену у одговарајућим пијезоелек-
тричним уређајима. У скорије време постоје бројна истраживања на пољу науке о мате-
ријалима и извесни материјали показују потенцијал за примену у описаном смислу, на-
рочито одређене врсте гума, силикона и гелова [130]. Показало се да је за математичко
моделирање оваквих материјала погодно, а у појединим случајевима и неопходно, кори-
стити рачун са изводима нецелог реда.

1.1.4 Напредно моделирање материјала уз примену извода нецелог
реда

У механици чврстог тела постоје две групе закона према којима се развијају сви мо-
дели материјала. Прву групу чине фундаментални закони механике, попут првог и дру-
гог закона термодинамике, закона о одржању масе, закона о промени количине кретања
и закона о промени момента количине кретања. Ови закони су општи јер су последица
фундаменталних закона и полазних претпоставки теоријске физике и људског поимања
стварности [131, 132], и они важе за свако чврсто тело које се моделира као непрекидна
средина, без обзира на материјал од којег је оно сачињено. Са друге стране, из механи-
ке непрекидних средина је познато [133] да је за потпуно решавање поблема у механици
чврстог тела неопходно установити одређену везу између напона и деформација, одно-
сно увести у систем одређене информације о природи и понашању самог материјала. Ово
се најчешће постиже увођењем конститутивних релација, и оне чине другу групу закона
који се користе при моделирању материјала. Међутим, ови закони нису фундаментал-
ни, већ феноменолошки. Другим речима, они нису изведени из основних претпоставки
теоријске физике, већ су дефинисани емпиријски, на основу експеримената и посматра-
ња. Заправо, конститутивне релације представљају само корисне апроксимације и прет-
поставке о понашању материјала и зато је и њихова област важења релативно уска - не
постоји једна, општа конститутивна релација која би описала понашање једног материја-
ла у свим његовим могућим стањима, већ се уводе посебне релације за еластичну област,
пластичну област, материјале са оштећењем или дисконтинуитетима, грануларне, хомоге-
не, хетерогене материјале, вискозне флуиде, флуиде при ламинарном течењу, флуиде при
турбулентном течењу итд. Један исти материјал се може описивати различитим консти-
тутивним релацијама у зависности од свог тренутног стања напона и стања деформација.
Стога ови закони из друге групе заправо уносе одређени ниво неодређености и грешке у
апроксимацији при моделирању, јер заправо представљају одраз нашег тренутног непо-
знавања суштинских механизама и закона по којима се материјал понаша. У новије време
се јавља све више истраживања на тему превазилажења ових ограничења. Развијају се
савремени реолошки модели који прецизније и поузданије описују понашање материјала
при одређеним специфичним условима експлоатације, као и нових материјала посебних
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својстава и намена.
Тако је примећено да се понашање извесних материјала најбоље може описати при-

меном конститутивних релација у којима се уместо целобројних, користе изводи нецелог
реда. Ово се у првом реду односи на материјале код којих се јавља пужење или релак-
сација напона [134] и, уопштено, на материјале "са памћењем" [135]. Такође, као што је
познато из реологије [136], унутрашња дисипација енергије се у макроскопским, феноме-
нолошким моделима материјала најчешће моделира увођењем вискозног пригушења.

Два стандардна модела материјала који се најчешће користе за то су Максвелов и
Келвин-Војтов модел, који су шематски приказани на Слици 1.2 а) и б). Еластична свој-
ства материјала су представљена еластичном опругом, а вискозна својства вискозном при-
гушницом. Оба ова стандардна модела уводе по два параметра у конститутивну релацију
- модуо еластичности опруге и коефицијент вискозног пригушења пригушнице. Као што
је напоменуто, као и сви реолошки модели, и ова два модела имају релативно ограни-
чену област важења. Тако се Максвелов модел најчешће користи за описивање виско-
зних флуида при ламинарном течењу, а Келвин-Војтов модел за описивање чврстих тела
при малим деформацијама. Међутим, за другачије материјале или другачија напонско-
деформацијска стања, ови модели не одговарају стварном понашању материјала. Стога
су уведени нови модели са сложенијим конститутивним везама, које подразумевају при-
мену три, четири, па и више параметара. Од ових, напреднијих модела материјала често
се користе Зенеров, анти-Зенеров и Бургерсов модел материјала, који су шематски при-
казани на Слици 1.2, c, d, e. Као што се може видети, прва два модела уводе по 3, док
последњи уводи 4 параметра за описивање материјала. У општем случају, може се кори-
стити произвољан (али коначан) број елемената у моделу материјала повезаних на одре-
ђени начин, односно конститутивна веза са проивољно много параметара, у циљу што
бољег усклађивања предвиђања модела са стварним понашањем материјала опаженим у
експериментима. Међутим, то знатно усложњава процес решавања добијених једначина,
а у извесним случајевима чак и није могуће добити задовољавајуће поклапање са мереним
резултатима. Стога су описани, класични вискоеластични модели материјала прошире-
ни на "фракционе вискоеластичне моделе", односно моделе који користе конститутивне
везе где се јављају изводи напона и/или деформација који су нецелог реда. Тако се јавља-
ју фракциони Максвелов модел материјала, фракциони Келвин-Војтов модел, фракциони
Зенеров модел итд. Притом, показано је да су и ови модели термодинамички заснова-
ни [137]. Ови модификовани модели често су у стању да са знатно мањим бројем параме-
тара од класичних модела веома добро опишу опажено понашање материјала, нарочито
при појединим специфичним условима.
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Слика 1.2 Реолошки модели материјала, (а) Максвелов модел,
(b) Келвин-Војтов модел, (с) Зенеров модел, две варијанте -
опруга везана редно са Келвин-Војтовим моделом и опруга
везана паралелно са Максвеловим моделом, (d) анти-Зенеров
модел, две варијанте - пригушница везана редно са Келвин-
Војтовим моделом и пригушница везана паралелно са Максве-
ловим моделом (е) Бургерсов модел, две варијанте - модел за
релаксацију (лево) и пужење (десно) материјала

На пример, Мецлер и Ноненмахер су још 2003. године показали [138] да су фрак-
циони Зенеров модел и модификовани фракциони Зенеров модел знатно прикладнији за
описивање понашања дугачких полимера, гелова и природне гуме, као и за материјале
код којих је присутно споро пужење, а показано је и да су предвиђања поуздана и вео-
ма прецизна чак и за период од чак 14 деценија. Такође, Белтемпо и сарадници [139]
су показали да се модели са фракционим пригушењем успешно примењују и за описи-
вање бетона, узимајући у обзир деформације пужења, за период од 30 година. Са друге
стране, Сумелка је предложио [140] нови фракциони вископластични модел материјала,
а Леи, Лијанг и Шјао су развили фракционо вискоеласто-пластични модел [141, 142] за
описивање аморфних структура и термопластичних материјала. Материјали чије се ме-
ханичке карактеристике мењају са временом, а нарочито материјали код којих је присутно
омекшање (енг. strain softening) могу се веома прецизно описати фракционим вискоела-
стичним моделима [143], а показано је да се овакви модели могу применити и за опи-
сивање дуктилних метала [143], гума и меких земљишта [144]. Поред тога, фракциони
модели су се показали као погоднији за описивање и сложених динамичких проблема код
материјала где се јављају феномени релаксације [145--147], а успешно су примењени и
код нелинеарних динамичких проблема [148]. Росикин и Шитикова су дали [149, 150]
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детаљан преглед примене модела са фракционим пригушењем у проблемима динамике
чврстих тела и конструкција. Такође, модели са фракционим пригушењем дају знатно бо-
ље резултате од класичних модела са вискозним пригушењем и код анализе меморијских
пена и материјала са памћењем [141, 151, 152]. Овакви материјали би се могли користи-
ти за израду пијезоелектричних сакупљача енергије или њихово повезивање у сложене
системе, што би отворило нове могућности за повећање ефикасности пијезоелектричних
динамичких апсорбера. Поред тога, постоје истраживања код којих су фракциони модели
материјала примењени за описивање пијезоелектричних уређаја [153]. Кумар и Прасуд су
показали [154] да се код пијезоелектричних материјала јавља феномен пијезоелектричне
релаксације, односно смањења вредности пијезоелектричне константе материјала током
времена и услед високоцикличног оптерећења, и то по закону који се описује изводима
нецелог реда. Виноградов и сарадници су експериментално доказали [155] да механичка
и електрична својства пијезоелектричних полимера зависе од фреквенце и да се мењају
током времена у условима високоцикличног оптерећења и нагласили да се добијени ре-
зултати знатно боље могу описати моделом са фракционим изводима, у односу на моде-
ле са стандардним експоненцијалним функцијама, односно изводима целобројног реда.
Галуцио и други [156] су теоријски и експериментално испитали примену биморфних
пијезоелектричних греда током дугог временског периода и закључили да су модели са
фракционим пригушењем подобнији за употребу код тог типа проблема. Катин и др. су
истражили [157] примену фракционих модела код пијезоелектричних материјала изло-
жених ниско-фреквентним оптерећењима, док су Душарн и остали [158] успешно при-
менили моделе са фракционим пригушењем за описивање промена хистерезисних свој-
става пијезокерамика током времена. Стога Цао, Џоу, Инман и Јан истичу [159] да је за
динамичко моделирање пијезоелектричних материјала који се примењују код система за
мониторинг конструкције, будући да се ови уређаји пројектују на радни век од више де-
ценија, чак неопходно користити моделе са фракционим пригушењем како би се добили
поуздани резултати и предвиђање понашања ових уређаја.

Међутим, до сада у доступној литератури није било истраживања у циљу повезивања
пијезоелектричних елемената, моделираних уз примену извода нецелог реда, са динамич-
ким апсорберима и пројектовању уређаја за производњу електричне енергије из механич-
ке енергије вибрација. Ова дисертација има за циљ да премости тај недостатак, те је
њена тема управо развој иновативне конструкције и модела пијезоелектричног динамич-
ког апсорбера (ПЕДА), који укључује коришћење модела са фракционим изводима, и као
такав поседује шири радни опсег и обухвата могућност примене нових материјала у циљу
повећања продуктивности ПЕДА у генерисању електричне енергије.
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1.2 Хипотезе и циљеви истраживања

Према свему изложеном, истраживање представљено у овој дисертације одређено је
следећим хипотезама:

• Динамички апсорбери са пијезоелектричним својствима, одговарајуће конструкције
и материјала, који се моделирају уз примену извода нецелог реда, могу бити ефи-
каснији и продуктивнији од конвенционалних апсорбера и конвенционалних саку-
пљача енергије.

• Знатан део механичке енергије вибрација главних носача мостова може се преве-
сти у електричну енергију применом одговарајућег броја и типа пијезоелектричних
динамичких апсорбера, чиме се основној конструкцији придодају и својства гене-
ратора електричне енергије.

• Оптимизацијом броја и положаја пијезоелектричних динамичких апсорбера могу
се побољшати динамичке карактеристике мостовске конструкције, уз истовремено
повећање ефикасности и продуктивности разматраног сложеног система који чине
мост и апсорбери.

• Могуће је развити математички модел и поступак за анализу међудејства моста и
апсорбера са пијезоелектричним својствима, поступак за пројектовање оваквог сло-
женог система и методологију за предвиђање механичког и електричног понашања
тог система зависно од задатих услова коришћења.

Циљеви приказаног научног истраживања су:

• Изложити предлог нове конструкције пијезоелектричног динамичког апсорбера ко-
ји је ефикасан, начињен од широко доступних материјала, компактан, издржљив и
једноставан за израду и коришћење.

• Развити математички модел за описивање понашања пијезоелектричних динамич-
ких апсорбера нове конструкције, са вискоеластичним елементима представљеним
конститутивном везом са изводом нецелог реда.

• Развити математички модел и методологију за анализу међудејства пијезоелектрич-
них динамичких апсоребра и главних гредних носача флексибилних мостова, уз
предвиђање количине произведене електричне енергије у пијезоелектричним ди-
намичким апсорберима зависно од задатог корисног оптерећења моста.

• Развити методологију за оптимизацију броја и положаја новог типа апсорбера у ци-
љу ефикасне контроле вибрација моста и производње што веће количине електрич-
не енергије према задатим условима коришћења моста.
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1.3 Коришћена методологија истраживања

С обзиром на предмет дисертације, полазне хипотезе и циљеве, у истраживању је ко-
ришћено више метода научног сазнања. При прегледу постојеће литературе, као и при
изради и примени развијеног модела коришћене су анализа и синтеза за растављање сло-
женог система на функционалне јединице, њиховог проучавања и коначно синтезе резул-
тата при одређивању глобалног понашања целог система. Такође, примењена је метода
моделовања при развијању математичког модела за описивање понашања динамичких
апсорбера и њиховог међудејства са мостовском конструкцијом. Због теоријске природе
самог истраживања, имплицитно су примењене и методе дедукције и индукције, јер је ма-
тематички модел развијен коришћењем већ постојећих конститутивних једначина, чиме
се имплицира да је понашање примењеног материјала исто као и понашање сваког другог
материјала тог типа (што подразумева дедукцију), а на крају изведени закључци и мето-
дологија применљиви су на све типове система разматране у овом раду (што представља
индукцију). Валидација предложеног математичког модела извршена је применом ком-
паративне анализе, будући да је модел оцењен поређењем резултата са резултатима из
постојеће литературе. Поред тога, у истраживању је спроведен и већи број нумеричких
експеримената у циљу оптимизације појединих параметара предложеног модела.

1.4 Кратак преглед структуре дисертације

У Поглављу 1 описана је мотивација за представљено истраживање и изложен је про-
блем који се у овој дисертацији обрађује. Дат је преглед литературе и истакнути су тре-
нутни оквири и достигнућа у свету у областима значајним за предмет истраживања у овој
тези, као и недостаци постојећих решења у доступној литератури. Према свему изложе-
ном, одређени су тема дисертације, полазне хипотезе и циљеви истраживања, уз кратак
осврт на структуру дисертације.

У Поглављу 2 изложене су теоријске основе потребне за одређивање математичког и
механичког модела динамичког апсорбера са пијезоелектричним својствима, сачињеног
од материјала са пригушењем представљеним уз примену извода нецелог реда. Најпре
су дате математичке основе рачуна са изводима нецелог реда. Затим је приказан извод из
теорије вибрација чврстих тела и описан поступак извођења диференцијалних једначина
кретања за греде посматране као непрекидна тела, како без динамичких апсорбера, тако и
уз њихово присуство. На крају поглавља су изложене основе теорије пијезоелетричности
и формулисан је модел понашања пијезоелектричних материјала и биморфних пијезо-
електричних греда које се најчешће користе код уређаја за претварање дела механичке
енергије вибрација основне конструкције у електричну енергију.

У Поглављу 3 је поступно развијен механички и математички модел за нову конструк-
цију динамичког апсорбера са пијезоелектричним својствима. Најпре је приказан посту-
пак извођења диференцијалних једначина којима се описује постављени проблем вибра-
ција новог система за динамичку апсорпцију и сакупљање електричне енергије, а потом је
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детаљно описан и поступак решавања изведених једначина, чиме је постављени проблем
у потпуности одређен и решен.

У Поглављу 4 је извршена провера ваљаности модела развијеног у претходном по-
глављу. Будући да нови модел ПЕДА представља општије решење у односу на решења
доступна у литератури, провера је извршена за различите посебне случајеве који се одго-
варајућим избором вредности параметара могу добити из новог модела ПЕДА, а за које
у литератури постоје резултати теоријских и експерименталних истраживања. Прове-
ра је извршена поређењем резултата за случај једне биморфне греде са концентрисаном
масом на слободном крају, за случај система биморфних греда еластично повезаних на
слободним крајевима и за случај једне фракционо пригушене конзолне греде (без пијезо-
електричних својстава).

У Поглављу 5 је нови модел ПЕДА употребљен за контролу вибрација мостовске кон-
струкције. Најпре је изведен математички модел и једначине којима се описује понашање
сложеног континуално-дискретног система који чине мостовска конструкција и ПЕДА, а
затим је изложен и поступак решавања добијених једначина. На крају, описани поступак
је проверен поређењем резултата за посебан случај једне класично пригушене вискоела-
стичне греде са једним класично пригушеним вискоеластичним динамичким апсорбером.

У Поглављу 6 је изложена детаљна анализа утицаја различитих параметара модела на
његову учинковитост, а описан је и поступак за оптимизацију појединих параметара у ци-
љу побољшања перформанси система ПЕДА-основна конструкција. На крају поглавља је
дат и свеобухватан пример примене новог динамичког апсорбера са пијезоелектричним
својствима који се у оквиру ове дисертације предлаже, на конкретној мостовској конструк-
цији Тврђавског моста у Нишу, са анализом учинка примене ПЕДА по питању смањења
амплитуда вибрација моста, као и количине произведене електричне енергије.

У Поглављу 7 су дате закључне напомене и разматрања и извршена је рекапитулација
поставки и резултата спроведеног истраживања. Такође, наведени су и уочени недоста-
ци модела у његовом тренутном облику, односно предложени су начини за његово даље
унапређење, а изложени су и неки могући правци даљег истраживања у области теме ове
дисертације.
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Глава 2

Теоријске основе

У овом одељку биће изложене теоријске основе коришћене при развијању математич-
ког модела у дисертацији, што обухвата основе рачуна са изводима нецелог реда, дина-
мику греда као система са бесконачно много степени слободе кретања и основе пијезое-
лектричности, као и електромеханичког спрезања. У изводу теорије везане за вибрације
греда биће изведене диференцијалне једначине кретања греде услед дејства покретног
оптерећења, као и услед динамичког померања ослонаца, а биће разматране и греде са
додатим концентрисаним масама и греде са додатим динамичким апсорберима.

2.1 Основе фракционог рачуна

Дефиниције, нотација и изрази наведени у овом одељку преузети су из књиге Игора
Подлубнија "Увод у фракционе диференцијалне једначине" [160].

Најпре треба напоменути да се целобројни изводи и интеграли могу представити об-
једињено, једним изразом. Наиме, полазећи од Њутн-Лајбницове дефиниције извода, по-
знато је да важи:

f ′(t) ≡ df

dt
= lim

h→0

f(t)− f(t− h)

h
,

f ′′(t) ≡ d2f

dt2
= lim

h→0

f ′(t)− f ′(t− h)

h
= lim

h→0

f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)

h2
,

f ′′′(t) ≡ d3f

dt3
= lim

h→0

f(t)− 3f(t− h) + 3f(t− 2h)− f(t− 3h)

h3
,

(2.1)

и аналогно за више целобројне изводе n ∈ N, што се може уопштити са:

f (p)(t) ≡ dpf(t)

dtp
= lim

h→0

1

hp

n∑
r=0

(−1)r
(
p

r

)
f(t− rh) , (2.2)

где су p, n ∈ N и где је искоришћенаформула за биномни коефицијент
(
p
r

)
= p(p−1)(p−2)···(p−r+1)

r!
,

уз напомену да је
(
p
r

)
= 0, r > p и да број чланова у наведеној суми не мора бити једнак
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реду извода функције. Ова чињеница није неопходна за дефинисање извода пошто ће сви
чланови суме након

(
p
p

)
бити једнаки нули, али јесте неопходна да би се објединила ознака

извода и интеграла, како ће бити показано у наставку текста. Наиме, ако се примети да је:(
−p

r

)
=

−p(−p− 1)(−p− 2) · · · (−p− r + 1)

r
=

(−1)r
p(p+ 1)(p+ 2) · · · (p+ r − 1)

r
= (−1)r

[
p

r

]
,

(2.3)

израз (2.3) се може даље уопштити и за негативне целобројне вредности изложиоца, тј:

f (−p)(t) = lim
h→0

1

h−p

n∑
r=0

(−1)r
(
−p

r

)
f(t− rh) = lim

h→0

1

h−p

n∑
r=0

[
p

r

]
f(t− rh) = lim

h→0
f
(−p)
h (t) .

(2.4)
Ако се интервал [a, t] подели на бесконачно много сегмената, тј. t−a = nh, n → ∞, h →
0, може се увести ознака за управо дефинисану операцију над функцијом fh(t), са терми-
налима a и t:

aD
−p
t f(t)

def
= lim

h→0
nh=t−a

f
(−n)
h (t) = lim

h→0
nh=t−a

1

h−p

n∑
r=0

[
p

r

]
f(t− rh) . (2.5)

Ако се, примера ради, посматра случај за p = 1:

aD
−1
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

1

h−1

n∑
r=0

[
1

r

]
f(t−rh) = lim

h→0
nh=t−a

n∑
r=0

hf(t−h) =

∫ t−a

0
f(t−x)dx =

∫ t

a
f(τ)dτ ,

(2.6)
види се да је заправо у питању одређени интеграл функције f(t) на интервалу [a, t].

Може се показати [160] да у општем случају важи:

aD
−p
t f(t) =

1

p!

∫ t

a

(t− a)p−1f(τ)dτ , (2.7)

као и да је то заправо p-тоструки интеграл функције f(t), односно:

aD
−p
t f(t) =

∫ t

a

dt aD
−p
t f(t) =

∫ t

a

dt

∫ t

a

dt aD
−p+2
t f(t) = · · · =

∫ t

a

dt . . .

∫ t

a

dt︸ ︷︷ ︸
p−fold

f(t), (2.8)

aD
−p
t f(t) =

∫ t

a

dt′ aD
−p
t f(t′) =

∫ t

a

dt′
∫ t′

a

dt′′ aD
−p+2
t f(t′′) = · · · =

∫ t

a

dt′ . . .

∫ t′′′

a

dτ︸ ︷︷ ︸
p−fold

f(τ).

(2.9)
Према томе, у коначном, операција дефинисана изразом:

aD
p
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

h−p

n∑
r=0

(−1)n
(
p

r

)
f(t− rh) , p ∈ Z (2.10)
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представља p-ти извод функције f(t) уколико је p > 0, односно p-тоструки интеграл те
функције ако је p < 0, чиме је обједињена ознака извода и интеграла.

Управо дефинисана операција се може уопштити са целобројних редова p ∈ Z, на
изводе и интеграле нецелог реда, тј. за случајеве p ∈ R, па чак и комплексног реда, али ће у
оквиру ове дисертације бити разматрани само реални редови извода и интеграла. Постоји
на десетине различитих дефиниција извода и интеграла нецелог реда, тзв. фракционих
извода и интеграла, a у наставку ће бити наведене три дефиниције које су најчешће у
употреби и које ће бити коришћене у оквиру ове дисертације.

2.1.1 Дефиниција извода и интеграла нецелог реда

За негативне вредности изложиоца се применом Летњиковљеве теореме (Letnikoff)
[160] може одредити гранична вредност израза (2.10) као:

aD
−p
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

hp

n∑
r=0

[
p

r

]
f(t− rh) =

1

Γ(p)

∫ t

a

(t− τ)p−1f(τ)dτ , (2.11)

где је Γ(p) =
∫∞
0

e−ttp−1dt Гама функција.
Ако је функција f(t) диференцијабилна (m + 1) пута на интервалу [a, t] и ако су ти

изводи непрекидни, претходни образац може се записати и у облику:

aD
−p
t f(t) =

m∑
k=0

(t− a)p+kf (k)(a)

Γ(p+ k + 1)
+

1

Γ(p+m+ 1)

∫ t

a

(t− τ)p+mf (p+m)(τ)dτ , (2.12)

који је погодан за одређивање асимптота на почетку интервала, односно на терминалу a.
Такође, за позитивне вредности изложиоца се може писати:

aD
p
t f(t) = h−p

n∑
r=0

(−1)r
(
p

r

)
f(t− rh) =

=
m∑
k=0

(t− a)−p+kf (k)(a)

Γ(−p+ k + 1)
+

1

Γ(−p+m+ 1)

∫ t

a

(t− τ)−p+mf (m+1)(τ)dτ .

(2.13)

Према томе, израз (2.13) показује да се и за интеграле и изводе нецелог реда може
увести обједињена ознака у облику сличном једначини (2.13), што представља Гринвалд-
Летњиковљеву дефиницију (Anton Karl Grünwald, Aleksey Vasilievich Letnikov) фракци-
оног извода и интеграла, уз напомену да је p ∈ R иm < p < m+ 1.

Општији облик ове релације даје Риман-Љувилова дефиниција ( Bernhard Riemann,
Joseph Liouville) фракционог извода, која се може записати у облику:

RL
aD

p
t f(t) =

1

Γ(k − p)

dk

dtk

∫ t

a

(t− τ)k−p−1f(τ)dτ =
dk

dtk

(
RL
a D

−(k−p)f(t)
t

)
, k− 1 ≤ p < k .

(2.14)
која је погоднија за манипулацију пошто нема сумирања чланова, а поменуте две дефи-
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ниције су међусобно еквивалентне уколико диференциране функције имају непрекидне
(целобројне) изводе до потребног реда на посматраном домену.

Међутим, и Риман-Љувилова, као и Гринвалд-Летњиковљева дефиниција, захтевају
дефинисање почетних услова у којима фигуришу изводи нецелог реда, који, као такви,
немају директну физичку интерпретацију, па је тиме употреба ових дефиниција фракци-
оних извода отежана код практичних, инжењерских проблема и прорачуна. Наиме, код
Риман-Љувилове дефиниције, за фракциони извод реда α, n − 1 ≤ α < n, неопходно је
задати n почетних услова у облику:

lim
t→a

RL
a Dα−k

t f(t) = bk , bk = const , k = 1, 2, . . . , n , (2.15)

што се може видети ако се потражи Лапласова трансформација Риман-Љувиловог фрак-
ционог извода. Наиме, Лапласова трансформација је дефинисана изразом:

L{f(t)}(s) = f̄(s) =

∫ ∞

0

e−s tf(t) dt (2.16)

а примењена на целобројни извод функције даје:

L{f (n)(t)}(s) = snf̄(s)− sn−1f(0)− sn−2f 1(0)− · · · − fn−1 = snf̄(s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0) .

(2.17)
Примењена на Риман-Љувилов извод нецелог реда, Лапласова трансформација биће:

∫ ∞

0

e−st RL
a D

α
t f(t) dt = sαf̃(s)−

n−1∑
k=0

sk
(
RL
0 D

α−k−1
t f(t)

)
|t=a , n− 1 ≤ α < n , n ∈ N .

(2.18)
Овај проблем може се превазићи уколико се примени Капутова дефиниција (Michele

Caputo) фракционог извода, која се може изразити у облику:

C
a D

α
t f(t) =

1

Γ(α− n)

∫ t

a

(t− τ)−(α−n+1)f (n)(τ)dτ , n− 1 ≤ α < n , (2.19)

што такође представља интерполацију између околних целобројних извода. Лапласова
трансформација Капутовог фракционог извода даје:

∫ ∞

0

e−st C
a D

α
t f(t) dt = sαf̃(s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(t)|t=a , n− 1 ≤ α < n , n ∈ N , (2.20)

одакле се види да је за почетне услове потребно дефинисати целобројне изводе функци-
је на терминалу a, све до реда најближег траженом фракционом изводу са доње стране.
Како целобројни изводи функција у Механици имају физичку интерпретацију, Капутова
дефиниција фракционог извода је погодна за инжењерску примену. Поред тога, још једна
карактеристика Капутовог фракционог извода је да је извод константе једнак нули, док је
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код Риман-Љувилове дефиниције извод константе једнак:

RL
a D

α
t c =

c t−α

Γ(1− α)
, c = const , (2.21)

па је за нехомогене почетне услове потребно посматрати целокупну историју система,
односно померити леви терминал у бесконачност, тј. a → −∞, што омогућава анализу
стационарних режима вибрација, али анaлизу транзијентних проблема применом потоње
дефиниције фракционог извода чини немогућом [160].

Mоже се успоставити и веза између појединих дефиниција фракционих извода, у изве-
сним случајевима и уз одговарајуће услове. Тако су Капутов и Риман-Љувилов фракциони
извод међусобно еквивалентни уколико се у оба извода за леви терминал узме a → −∞,
односно:

RL
−∞Dα

t f(t) =
C

−∞Dα
t f(t) , (2.22)

док су Риман-Љувилов и Гринвалд-Летњиковљев фракциони извод међусобно еквива-
лентни за функције са непрекидним изводима на разматраном домену t ∈ [a, T ], у случају
0 ≤ m− 1 ≤ α < m ≤ n, m, n ∈ N, када се може писати:

RL
a D

α
t f(t) = aD

α
t f(t) . (2.23)

2.2 Вибрације греда као система сa бесконачно много сте-
пени слободе

Греде се са довољном тачношћу могу моделирати као линијски системи уколико је
једна од димензија изразито већа од остале две димензије, што је најчешће случај у грађе-
винарству. У оквиру ове дисертације, све греде мостовских конструкција, као и све греде
у самим динамичким апсорберима биће моделиране као линијски системи. Притом ће
све греде бити анализиране као системи са бесконачно много степени слободе кретања,
тј. као континуална, непрекидна тела, а уз увођење следећих претпоставки и упрошћења:

• Бернулијева претпоставка о равним пресецима;

• претпоставка о малим деформацијама;

• претпоставка о малим померањима;

• инерцијалне силе услед обртања пресека се занемарују;

• материјал од којег је греда сачињена је хомоген и изотропан.

Другим речима, биће коришћена Ојлер-Бернулијева теорија греде, при чему се остаје у
домену линеарне анализе конструкција.

Имајући наведено у виду, у наставку ће бити изведена једначина кретања греде зависно
од граничних услова, оптерећења и својстава материјала од којег је греда сачињена, а

34



потом ће изведене једначине бити проширене и за случај када се на греди налазе додате
концентрисане масе и динамички апсорбери.

Такође, треба напоменути и да се извођења диференцијалних једначина кретања греда
као система са бесконачно много степени слободе кретања за случај када је греда сачи-
њена од еластичног или вискоеластичног материјала могу наћи у бројним уџбеницима
и научним радовима из области механике и динамике, на пример [161--163], па се може
сматрати да су ове једначине опште познате. Међутим, у оквиру овог поглавља, ова изво-
ђења ће бити сажето приказана у циљу увођења конзистентне нотације и давања логичке
основе за праћење даљег тока извођења једначина у преосталом делу дисертације, за кон-
кретан случај модела динамичког апсорбера са пијезоелектричним својствима који се у
овом раду предлаже.

Осим еластичних и класичних вискоеластичних материјала, биће разматрани и мате-
ријали код којих је пригушење моделирано применом фракционих извода, што превази-
лази оквире највећег броја поменутих уџбеника, премда се и таква извођења могу наћи у
литератури [160,164--166]. И једначине фракционог типа ће такође бити сажето приказа-
не у оквиру овог поглавља.

Требало би напоменути још и то да ће, због природе проблема који се разматра у окви-
ру ове дисертације, модели материјала са фракционим пригушењем бити коришћени за
описивање савремених полимера, гума, силикона и материјала са својствима сличнимњи-
ховим. Из реологије материјала је познато [167,168] да се овакви материјали могу модели-
рати Келвин-Војтовим (Lord Kelvin, Woldemar Voigt) вискоеластичним моделом матери-
јала, те ће у оквиру ове дисертације у свим извођењима везаним за фракционо пригушене
материјале бити коришћен управо Келвин-Војтов модел материјала. Основе фракционог
Келвин-Војтовог модела такође су обрађене у доступној литератури [134,169,170], одакле
ће у овом поглављу бити приказан сажет извод. Према томе, извођења приказана у оквиру
овог поглавља, као што је случај и са онима у претходном потпоглављу, не представљају
оригиналан допринос аутора дисертације, већ само систематичан приказ резултата из на-
ведене литературе, релевантних за проблем који се у оквиру ове дисертације обрађује, а
организованих од стране аутора тако да дају прегледну слику поступка извођења потреб-
них једначина код оваквог типа проблема.

2.2.1 Једначина кретања греде

На Слици 2.1 је приказан део греде у почетном тренутку и крајњем посматраном тре-
нутку кретања. За потребе ове дисертације биће разматране само греде правоугаоног
попречног пресека, али се приказана анализа лако може уопштити и за случајеве греда са
другачијим попречним пресеком. Висина попречног пресека означена је са h, ширина са
b, површина са A, a аксијални момент инерције у односу на осу око које се врши савијање
са I , док је дужина греде означена са L, а запремина целе греде са V . Узето је да се греда
у почетном тренутку налази у хоризонталном положају и усвојен је правоугли Декартов
координатни систем тако да је оса x у правцу дужине греде, док је оса z усмерена нави-
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ше. Померања тачака осе греде у правцу z осе обележена су са w = w(x, t), где t означава
време. Као што је већ напоменуто, узима се да је материјал греде хомоген и изотропан, са
специфичном масом ρ и модулом елестичности Y , док је маса греде по јединици дужине
означена саm = ρA.

x

z

w(x,t)

u(x,z,t)

A

B

A'
B'

=
  w
  x

b

h
y

z

Слика 2.1 Померања тачака греде током деформације

Са обзиром на то да се користи Ојлер-Бернулијева теорија греде и да су греде оптере-
ћене само у својој равни, померања тачака пресека управно на раван греде биће једнака
нули, вертикална померања тачака истог попречног пресека биће иста и једнака вертикал-
ном померању продора осе греде кроз тај пресек w(x, t), док се померања тачака пресека
у правцу осе греде могу изразити као:

u(x, z, t) = −zw′(x, t) , (2.24)

где је w′ ≡ ∂w
∂x

(видети Слику 2.1 и [161]). У наставку овог поглавља, уколико није друга-
чије назначено, биће подразумевано да је w = w(x, t). И уопштено, у оквиру ове дисерта-
ције, за просторне изводе по подужној координати биће коришћена ознака (•)′ ≡ ∂

∂x
(•),

док ће временски извод променљиве бити означаван са ˙(•) ≡ ∂
∂t
(•). Имајући наведено

у виду, дилатација у правцу осе греде εx се може изразити преко вертикалног померања
тачака осе греде као [161]:

εx(x, z, t) = u′(x, z, t) = −zw′′(x, t) . (2.25)

Диференцијална једначина кретања греде биће изведена применом Хамилтоновог ва-
ријационог принципа, а за то је најпре потребно одредити кинетичку енергију греде T ,
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потенцијалну енергију деформације греде (деформациони рад) Π и рад спољашњих си-
ла W . Имајући у виду полазне претпоставке, ове величине се, уз занемаривање утицаја
трансверзалних и нормалних сила на деформацију греде, могу срачунати као [161]:

T =
1

2

∫
V

ρ ẇ2 dV =
1

2

∫ L

0

mẇ2 dx ,

Π =
1

2

∫
V

σ⃗ε⃗dV ≈ 1

2

∫ L

0

∫
A

σxεx dAdx ,

W =

∫ L

0

f w dx+

∫ L

0

caẇ dx ,

(2.26)

где је σ⃗(x, z, t) = [σx, σy, σz, τxy, τyz, τxz, ]
T вектор напона за пресечне равни управне на

правце координатних оса, ε⃗(x, z, t) = [εx, εy, εz, γxy, γyz, γxz, ]
T вектор деформацијa греде,

при чему је и свака од компонентних деформација и компонентних напона такође функ-
ција просторних координата x и z као и времена t, f(x, t) је функција спољног оптерећења
по јединици дужине греде, а ca коефицијент вискозног пригушења средине (у оквиру ове
дисертације, ако није другачије наглашено, ваздуха).

Зависно од начина моделирања материјала, могу се применити различите конститу-
тивне релације. За хомоген, изотропан и идеално еластичан материјал са модулом ела-
стичности Y , имајући у виду једначине (2.24) и (2.25), важи релација:

σel
x = Y εx = −Y z w′′ . (2.27)

Слично, за хомоген, изотропан, вискоеластичан материјал Келвин-Војтовог (Kelvin-
Voigt) типа важи:

σvisc
x = Y εx + csε̇x = −Y z w′′ − cs z ẇ′′ , (2.28)

где је са cs означен коефицијент унутрашњег вискозног пригушења материјала греде.
Уколико се материјал моделира применом извода нецелог реда, и ако се узме да Y ,

уместо модула еластичности, представља продужени модуо релаксације, за фракциони
Келвин-Војтов модел материјала биће [4, 149]:

σfrac
x = Y εx + ταY Dαεx = −Y z w′′ − zταY Dα w′′ , (2.29)

где је τ време релаксације, а α ред фракционог извода.
Хамилтонов принцип се може изразити преко екстремизације Лагранжовог функцио-

нала енергије система у посматраном временском интервалу - од тренутка t1 до тренутка
t2, односно:

δ

∫ t2

t1

(T − Π+W ) dt = 0 ⇒
∫ t2

t1

(δT − δΠ+ δW ) dt = 0 . (2.30)

Коришћењем парцијалне интеграције и имајући у виду да је варијација независне про-
менљиве на границама домена интеграције по времену једнака нули, варијација кинетичке
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енергије и варијација рада спољашњих сила се могу одредити као:∫ t2

t1

δT dt =

∫ L

0

m

∫ t2

t1

ẇ( ˙δw) dt dx = −
∫ t2

t1

∫ L

0

mẅ δw dx dt ,∫ t2

t1

δW dt = −
∫ t2

t1

∫ L

0

f(x, t) δw dx dt+

∫ t2

t1

∫ L

0

caẇ δw dx dt ,

(2.31)

док ће варијација потенцијалне енергије деформације зависити од примењене конститу-
тивне релације. Тако ће за еластичан материјал потенцијална енергија деформације бити
дата изразом:

Πel =
1

2

∫
V

σ⃗elε⃗dV ≈ 1

2

∫ L

0

∫
A

σel
x εx dAdx , (2.32)

за класичан вискоеластичан материјал изразом:

Πvisc =
1

2

∫
V

σ⃗viscε⃗dV ≈ 1

2

∫ L

0

∫
A

σvisc
x εx dAdx , (2.33)

а за фракционо вискоеластични материјал изразом:

Πfrac =
1

2

∫
V

σ⃗fracε⃗dV ≈ 1

2

∫ L

0

∫
A

σfrac
x εx dAdx . (2.34)

За еластичан материјал, уз уважавање једначина (2.25) и (2.27) и примену парцијалне
интеграције, важи [161]:∫ t2

t1

δΠeldt = Iel =
1

2

∫ t2

t1

δ

∫ L

0

∫
A
(Y εx)εx dAdx dt =

∫ t2

t1

∫ L

0

∫
A
Y εxδεx dAdx dt =

=

∫ t2

t1

∫ L

0
Y Iw′′(δw)′′ dx dt =

∫ t2

t1

(∫ L

0
Y Iw′′′′δwdx+ Y Iw′′(δw)′

∣∣∣∣L
0

− Y Iw′′′(δw)

∣∣∣∣L
0

)
dt .

(2.35)
Слично, за класичан вискоеластичан материјал моделиран конститутивном релацијом

(2.28), имајући у виду да је варијација променљиве на границама домена интеграције по
времену једнака нули, важи [162]:∫ t2

t1

δΠvisc dt =
1

2

∫ t2

t1

δ

∫ L

0

∫
A

(Y εx + csε̇x)εx dAdx dt =

=
1

2

∫ t2

t1

δ

∫ L

0

∫
A

Y ε2x dAdx dt+
1

2

∫ t2

t1

δ

∫ L

0

∫
A

csε̇xεx dAdx dt =

= Iel +
1

2

∫ t2

t1

∫ L

0

∫
A

cs

(
˙δεxεx + ε̇xδεx

)
dAdx dt =

= Iel +
1

2

∫ t2

t1

∫ L

0

csI
(
w′′ ˙(δw)

′′
+ ẇ′′(δw)′′

)
dx dt =

= Iel +

∫ t2

t1

(∫ L

0

csIẇ
′′′′δwdx+ csIẇ

′′(δw)′
∣∣∣∣L
0

− csIẇ
′′′(δw)

∣∣∣∣L
0

)
dt ,

(2.36)

где је са Iel означен интеграл варијације потенцијалне енергије за еластичан материјал у
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посматраном временском интервалу од t1 до t2, дат изразом (2.35).
Аналогно претходном, може се извести и израз за материјал моделиран конститутив-

ном релацијом у којој се примењује пригушење са изводом нецелог реда, датом једначи-
ном (2.29), односно:∫ t2

t1

δΠfrac dt =
1

2

∫ t2

t1

δ

∫ L

0

∫
A
(Y εx + τα1 Y Dαεx)εx dAdx dt =

=
1

2

∫ t2

t1

δ

∫ L

0

∫
A
Y ε2x dAdx dt+

1

2

∫ t2

t1

δ

∫ L

0

∫
A
τα1 Y Dαεxεx dAdx dt =

= Iel +
1

2

∫ t2

t1

∫ L

0

∫
A
τα1 Y (Dαδεxεx +Dαεxδεx) dAdx dt =

= Iel +
1

2

∫ t2

t1

∫ L

0
τα1 Y I

(
w′′Dα(δw)′′ +Dαw′′(δw)′′

)
dx dt =

= Iel +

∫ t2

t1

(∫ L

0
τα1 Y IDαw′′′′δwdx+ τα1 Y IDαw′′(δw)′

∣∣∣∣L
0

− τα1 Y IDαw′′′(δw)

∣∣∣∣L
0

)
dt .

(2.37)
Када су одређене кинетичка енергија, рад спољашњих сила, потенцијална енергија си-

стема зависно од примењеног модела материјала и интеграли њихових варијација у одре-
ђеном временском интервалу (једначине (2.31)-(2.36) ), може се применити Хамилтонов
варијациони принцип дат једначином (2.30), чиме се добијају диференцијална једначина
кретања и одговарајући гранични услови.

Тако, за еластичан материјал важи:∫ t2

t1

(δT − δΠel + δW ) dt = 0 ⇒

⇒
∫ t2

t1

(∫ L

0

(
mẅ + Y Iw′′′′ − f − caẇ

)
δw dx+ Y Iw′′(δw)′

∣∣∣∣L
0

− Y Iw′′′(δw)

∣∣∣∣L
0

)
dt = 0 ,

(2.38)
одакле се, као услов екстремизације функционала, добија диференцијална једначина кре-
тања за еластичну греду:

mẅ + Y Iw′′′′ − f − caẇ = 0 , x ∈ [0, L] , (2.39)

као и одговарајући гранични услови:

Y Iw′′(δw)′
∣∣∣∣L
0

= 0 ,

Y Iw′′′(δw)

∣∣∣∣L
0

= 0 .

(2.40)

Гранични услови (2.40) могу бити задовољени било да су задата померања или наги-
би греде на крајевима (w(0, t), w′(0, t), w(L, t), w′(L, t) ), чиме се добијају геометријски
гранични услови, било да су задате функције момента савијања или трансверзалне силе на
крајевима греде (Y Iw′′(0, t), Y Iw′′(L, t), Y Iw′′′(0, t), Y Iw′′′(L, t)) , чиме се добијају при-
родни гранични услови. За решавање диференцијалне једначне (2.39) довољна је ма која
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комбинација четири гранична услова. На пример, за конзолну греду ће на укљештеном
крају бити задата два геометријска услова: w(0, t) = w0(t), w

′(0, t) = φ0(t), док ће на сло-
бодном крају бити задата два природна услова: Y Iw′′(L, t) = ML(t), Y Iw′′′(L, t) = VL(t),
где су унапред познате функција померања w0(t) и обртања φ0(t) укљештеног краја, као и
вредност момента савијања ML(t) и трансверзалне силе VL(t) на слободном крају греде.
Слично, за просту греду би на оба краја био задат по један геометријски и по један природ-
ни гранични услов: w(0, t) = w0(t), Y Iw′′(0, t) = M0(t), w(L, t) = wL(t), Y Iw′′(L, t) =

ML(t), итд.
За греду сачињену од вискоеластичног материјала важи:∫ t2

t1

(δT − δΠvisc + δW ) dt = 0 ⇒

⇒
∫ t2

t1

(

∫ L

0

(mẅ + csIẇ
′′′′ + Y Iw′′′′ − f − caẇ) δw dx+

+ (Y Iw′′ + csIẇ
′′) (δw)′

∣∣∣∣L
0

− (Y Iw′′′ + csIẇ
′′′) (δw)

∣∣∣∣L
0

) dt = 0 ,

(2.41)

односно, диференцијална једначина кретања за вискоеластичну греду гласи:

mẅ + csIẇ
′′′′ + Y Iw′′′′ − f − caẇ = 0 , x ∈ [0, L] , (2.42)

уз граничне услове:

(Y Iw′′ + csIẇ
′′) (δw)′

∣∣∣∣L
0

= 0 ,

(Y Iw′′′ + csIẇ
′′′) (δw)

∣∣∣∣L
0

= 0 .

(2.43)

Аналогно, за греду са материјалом чије је пригушење моделирано фракционо виское-
ластичним Келвин-Војтовим моделом материјала биће:∫ t2

t1

(δT − δΠfrac + δW ) dt = 0 ⇒

⇒
∫ t2

t1

(

∫ L

0

(mẅ + τα1 Y IDαw′′′′ + Y Iw′′′′ − f − caẇ) δw dx+

+ (Y Iw′′ + τα1 Y IDαw′′) (δw)′
∣∣∣∣L
0

− (Y Iw′′′ + τα1 Y IDαw′′′) (δw)

∣∣∣∣L
0

) dt ,

(2.44)

што даје диференцијалну једначину кретања за фракционо вискоеластичну греду у обли-
ку:

mẅ + τα1 Y IDαw′′′′ + Y Iw′′′′ − f − caẇ = 0 , x ∈ [0, L] , (2.45)
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уз граничне услове:

(Y Iw′′ + τα1 Y IDαw′′) (δw)′
∣∣∣∣L
0

= 0 ,

(Y Iw′′′ + τα1 Y IDαw′′′) (δw)

∣∣∣∣L
0

= 0 .

(2.46)

Без обзира на коришћени тип материјала, одговарајућој диференцијалној једначини
кретања греде и просторним граничним условима добијеним директно применом Хамил-
тоновог принципа треба придружити и два почетна услова у облику:

w(x, 0) = w0(x) ,

ẇ(x, 0) = v0(x) ,
(2.47)

чиме је постављени динамички проблем у потпуности одређен и који се потом може ре-
шавати различитим методама. У оквиру ове дисертације биће коришћена Галеркинова
аналитичка апроксимативна метода отежаног остатка. Описани поступак биће коришћен
у Поглављу 3 приликом формирања математичког модела пијезоелектричног динамичког
апсорбера за контролу вибрација мостовских конструкција.

2.2.2 Вибрације греде са додатим концентрисаним масама

Уколико се на греди налазиNm концентрисаних масаmp повезаних са гредом на пози-
цијама xp, p = 1, 2, . . . , Nm, као на Слици 2.2, њихова инерција ће утицати на кретање гре-
де па ће се и диференцијална једначина кретања греде променити. Aко се због релативно
малих обртања попречних пресека занемари ротациона инерција додатих концентрисаних
маса, утицај ових маса може се узети у обзир у једначини кретања уводећи инерцијалне
силе одговарајућих интензитета на одговарајућим местима на греди, што се може постићи
коришћењем Диракове делта функције, како је, на пример, урађено у [171--174].

x

x₂

x

xNm

m m m mNm. . . . . .

(x,t)

w (t)b

Слика 2.2 Греда са Nm додатих концентрисаних маса

Наиме, ако се за пример узме конзолна греда сачињена од материјала са пригушењем
моделираним фракционим изводима, као што је показано у претходном тексту, кретање
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греде без додатих маса се описује једначином (2.45). Међутим, уколико се тој конзолној
греди придода Nm концентрисаних маса, то ће утицати на укупну кинетичку енергију
приликом кретања, тако да диференцијална једначина кретања греде тада гласи:(

m+
Nm∑
p=1

mpδ(x− xp)

)
ẅ + τα1 Y IDαw′′′′ + Y Iw′′′′ − f − caẇ = 0 , x ∈ [0, L] , (2.48)

где је δ(x) Диракова делта функција.
Потребно је истаћи да додавање концентрисаних маса математички моделираних на

поменут начин не утиче на граничне услове диференцијалне једначине кретања, тако да
су они за наведени пример такође дати једначином (2.46).

2.2.3 Вибрације греде са додатим динамичким апсорберима

Уколико се на греди налазиNa динамичких апсорбера, везаних за греду на позицијама
xa ∈ [0, L] , a = 1, 2, . . . , Na , као на Слици 2.3(a), тада се дата конструкција моделира као
сложени, хибридни систем који обухвата греду као континуалан елемент са бесконачно
много степени слободе кретања и апсорбере моделиране као систем од Na дискретних
маса ma, a = 1, 2, . . . , Na , повезаних са гредом на одређени начин. У зависности од
карактеристика апсорбера, њихова веза са основном конструкцијом може бити модели-
рана на различите начине. За апсорбере код којих је маса идеално еластично везана за
греду, веза се може моделирати идеално еластичним елементом, обично представљеним
опругом, Слика 2.3(a). Ако материјал апсорбера није идеално еластичан већ показује и
вискозна својства, примењује се класичан вискоеластичан модел материјала и у моделу
се користе вискозне пригушнице, Слика 2.3(c), а уколико је материјал апсорбера такав
да при моделирању захтева примену фракционих извода, у моделу се користе фракциони
вискоеластични елементи, Слика 2.3(d).

Ако се за масу сваког од апсорбера уведе по једна додатна координата za = za(t), a =

1, 2, . . . , Na, која дефинише апсолутно вертикално померање те масе у вертикалном прав-
цу, силаFa којом апсорбер делује на греду, Слика 2.3(b), односно греда на апсорбер, Слика
2.3(e), биће сразмерна релативном померању концентрисане масе апсорбера у односу на
греду, тј. разлици апсолутног померања греде на месту на којем је за њу везан апсорбер
w(xa, t) и апсолутног померања масе тог апсорбера za(t), а фактор пропорционалности за-
висиће од карактеристика материјала апсорбера. За случај идеално еластичног апсорбера
ова сила има облик:

F elast
a = ka (w(xa, t)− za) , (2.49)

где је ka крутост опруге, односно модуо еластичности материјала a−тог апсорбера, као
што је приказано на Слици 2.3(a). Уколико је материјал апсорбера вискоеластичан и мо-
делиран класичним Келвин-Војтовим моделом материјала, сила међудејства апсорбера и
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(a) Греда са еластично повезаним динамич-
ким апсорберима
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x
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xNa

L

f (x,t)

(b) Греда са реакцијама динамичких апсор-
бера

. . . . . .

f (x,t)

(c) Греда са вискоеластично повеза-
ним динамичким апсорберима

f (x,t)

. . . . . .

(d) Греда са фракционо вискоела-
стично повезаним динамичким ап-
сорберима

za

Fa

gma Fa
inerc

(e) Маса a-тог
динамичког
апсорбера

Слика 2.3 Греда са Na додатих динамичких апсорбера повеза-
них на различите начине

основне конструкције има и одговарајаћи вискозни члан:

F visc
a = (ka + ca

∂

∂t
) (w(xa, t)− za(t)) , a = 1, 2, . . . , Na , (2.50)

а уколико је материјал апсорбера моделиран Келвин-Војтовим моделом фракционог типа,
сила међудејства између апсорбера и основне конструкције има одговарајаћи фракциони
члан:

F frac
a = ka(1 + τα1 D

α) (w(xa, t)− za(t)) , a = 1, 2, . . . , Na . (2.51)

Пошто се систем састоји од греде иNa апсорбера, за потпуно описивање кретања свих
елемената система биће потребно Na + 1 диференцијалних једначина кретања, и то: јед-
на која ће описивати кретање греде као система са бесконачно много степени слободе
кретања, и по једна једначина за сваку од маса Na додатих апсорбера. Диференцијална
једначина кретања греде може се извести применом Хамилтоновог варијационог прин-
ципа за сваки од разматраних модела материјала греде истом процедуром описаном у
претходном тексту, уз ту разлику што сада на греду од спољашњих сила, поред задатог
трансверзалног оптерећења f(x, t) и отпора средине caẇ(x, t), делују и динамички апсор-
бери концентрисаним силама Fa, a = 1, 2, . . . , Na, које врше рад на померањима греде у
својим нападним тачкама. Зависно од материјала апсорбера, силе међудејства апсорбера
и конструкције описују се једном од једначина (2.49)-(2.51).

Дакле, диференцијална једначина кретања греде од материјала са фракционим пригу-
шењем са динамичким апсорберима од материјала са фракционим пригушењем се може
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записати у облику:

Y I(1 + τα1 D
α)w′′′′ +mẅ +

Na∑
a=1

ka(1 + τβa
a Dβa) (w(xa, t)− za(t))− caẇ = f , (2.52)

где су τa и βa време ретардације и ред фракционог извода a−тог апсорбера, респектив-
но. Овакав математички модел описује најопштији разматрани случај, јер дозвољава да
фракциона својства материјала греде и сваког апсорбера понаособ буду међусобно разли-
чита. Међутим, уколико је, рецимо, греда моделирана као идеално еластично тело и ако
су сви апсорбери израђени од истог материјала, претходна једначина се поједностављује
и постаје:

Y Iw′′′′ +mẅ +
Na∑
a=1

ka(1 + τβ2 D
β) (w(xa, t)− za(t)) = f , (2.53)

при чему је занемарен отпор средине, а са τ и β су обележени време ретардације и степен
фракционог извода материјала апсорбера, респективно.

Такође, треба нагласити и да присуство динамичких апсорбера не утиче на граничне
услове тако да они остају исти као и код одговарајуће греде без додатих апсорбера.

Каошто је напоменуто, поред ове једначине потребно је формирати и по једну једначи-
ну кретања за масу сваког одNa апсорбера, што се може урадити применом Даламберовог
принципа, Слика 2.3(e), чиме се добија:

maz̈a − ka(1 + τβa
a Dβa) (w(xa, t)− za(t)) = mag , a = 1, 2, . . . , Na , (2.54)

где је g убрзање Земљине теже.
Једначина (2.52), односно (2.53), заједно са једначинама (2.54), чини систем одNa +1

симултаних (спрегнутих) диференцијалних једначина по исто толико непознатих функци-
ја w(x, t), z1(t), z2(t), . . . , zNa(t), чиме је постављени проблем, уз одговарајуће граничне и
почетне услове, потпуно одређен. Овај приступ биће коришћен при формирању мате-
матичког модела у наредним одељцима, при дефинисању и примени пијезоелектричних
динамичких апсорбера за контролу вибрација мостовских конструкција, при чему ће ова-
кви системи једначина бити решавани применом Галеркинове апроксимативне аналитич-
ке методе отежаног остатка за сваки од појединачних случајева који буду разматрани.

2.3 Основе пијезоелектричности

Пијезоелектични материјали су они код којих услед деформације долази до електрич-
не поларизације унутар кристалне структуре материјала и обратно, довођење пијезоелек-
тричних материјала у електрично поље изазива њихову деформацију. У ову групу мате-
ријала спадају углавном одређене врсте керамика и вештачки добијених материјала.

У овом одељку су изложене основне једначине којима се описује електро-механичко
понашање оваквих материјала и ове једначине ће бити коришћене за дефинисање својста-
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ва пијезоелектричног динамичког апсорбера. Једначине приказане у овом одељку пред-
стављају уређени извод из одговарајуће литературе [1,84,175]. Извођења која следе углав-
ном прате поступак дат у књизи "Пијезоелектрично сакупљање енергије" Алпера Ертурка
и Данијела Инмана [1], а допуњена су одређеним појашњењима из остале наведене лите-
ратуре.

Закон одржања енергије у пијезоелектричној средини може се исказати на следећи
начин: "Брзина промене укупне енергије (кинетичке и потенцијалне) једнака је брзини
вршења рада од стране површинских сила које делују на тело запремине V са границом
S, умањеној за флукс отицања електричне енергије кроз ту границу S." [1].

Ако се усвоји стандардна тензорска нотација за коваријантне тензоре у тродимензи-
оналном правоугаоном Декартовом координатном систему [175], управо наведени закон
одржања енергије се математички може изразити као:

∂

∂t

∫
V

(
1

2
ρ(u̇j)

2 +Π

)
dV =

∫
S

(
tju̇j − njφḊj

)
dS , (2.55)

где је ρ маса по јединици запремине тела, uj вектор померања тачака тела, Π = Πel =
1
2

∫
V
σ⃗elε⃗dV ≈ 1

2

∫ L

0

∫
A
σel
x εx dAdx потенцијална енергија деформације тела, tj вектор то-

талног напона за пресечну раван са нормалом nj , nj вектор нормале на граничну површ
S, φ скаларни потенцијал електричног поља и Dj вектор електричног помераја.

Из теорије елестичности и електростатике познато је [84, 175] да за изотропан хомо-
ген материјал без дисперзије и нулти векторски потенцијал електричног поља, у одсуству
запреминских сила важе и следеће релације:

Tij,j = ρ üj ,

tj = ni Tij ,

Di,i = 0 ,

Ek = −φ,k ,

Sij =
1

2
(ui,j + uj,i) ,

Di = ε0 Ei + pi = ε0 κe Ei ,

(2.56)

где је Tij тензор напона, Sij тензор деформације, Ej вектор јачине електричног поља, pi
вектор поларизације пијезоелектричног материјала, κe диелектрична константа матери-
јала, а ε0 константа која износи ε0 = 107

4πc2
[Farrad s

m
], где је c брзина светлости у вакууму

изражена у метрима по секунди.
Када се ове релације уврсте у једначину (2.55), уз примену Гринове дивергенционе

теореме добија се:
ρüju̇j + Π̇ = (Tiju̇j),i − (φḊj),i , (2.57)

односно:
Π̇ = (Tij,i − ρüj) u̇j + Tiju̇j,i − φḊi,i − φ,iḊi , (2.58)
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што у коначном даје први закон термодинамике формулисан за пијезоелектричну средину:

Π̇ = TijṠij + EiḊi . (2.59)

За пијезоелектричан материјал се енталпија (ослобађање унутрашње енергије) може
дефинисати као:

H = Π− EiDi . (2.60)

Ако се потражи први извод претходног израза по времену, уз уважавање релације
(2.59), добија се:

Ḣ = Π̇− ĖiDi − EiḊi = TijṠij − ĖiDi . (2.61)

Имајући у виду да се енталпија може изразити као функција тензора деформације и
електричног пољаH = H(Sij, Ei), њен први извод по времену се тражи као извод сложене
функције:

Ḣ =
∂H

∂Sij
Ṡij +

∂H

∂Ei

Ėi . (2.62)

Упоређивањем једначина (2.61) и (2.62) може се уочити да важи:

Tij =
∂H

∂Sij

∧ Di =
∂H

∂Ei

. (2.63)

Ако se претпостави симетрична квадратна форма енталпије исказана као:

H =
1

2
cijklSijSkl − eijkEiSjk −

1

2
εijEiEj , (2.64)

где су cijkl еластичне константе материјала, eijk пијезоелектричне константе материјала
и εij диелектричне константе материјла, добија се веза између напона и померања нае-
лектрисања у пијезоелектричном материјалу са деформацијом и електричним пољем у
облику:

Tij = cijklSkl − ekijEk ,

Di = eiklSkl + εikEk .
(2.65)

Међутим, за експериментално одређивање пијезоелектричних и диелектричних кон-
станти материјала погодније је користити инверзан облик ових релација, тј. изразити
деформацију и померање наелектрисања у функцији напона и електричног поља, па се
претходне једначине могу формулисати и у облику:

Sij = sEijklTkl + dkijEk ,

Di = diklTkl + εTikEk ,
(2.66)

где су sEijkl одговарајуће еластичне константе материјала мерене при константном елек-
тричном пољу, εTik одговарајуће диелектричне константе материјала мерене при констант-
ном напону, а dkij одговарајуће пијезоелектричне константе материјала.
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Ако се примени Војтова (Voigt) нотација за сажимање индекса:

S⃗ =



S1

S2

S3

S4

S5

S6


≡



S11

S22

S33

2S23

2S13

2S12


≡



εx

εy

εz

2γyz

2γxz

2γxy


, T⃗ =



T1

T2

T3

T4

T5

T6


≡



T11

T22

T33

2T23

2T13

2T12


≡



σx

σy

σz

2τyz

2τxz

2τxy


, (2.67)

претходна релација се може записати и матрично као:[
S⃗

D⃗

]
=

[
s⃗E d⃗transpose

d⃗ ε⃗T

][
T⃗

E⃗

]
, (2.68)

односно, за изотропан материјал, у развијеној форми биће:

S1

S2

S3

S4

S5

S6

D1

D2

D3


=



sE
11 sE

12 sE
13 0 0 0 0 0 d31

sE
21 sE

22 sE
23 0 0 0 0 0 d32

sE
31 sE

32 sE
33 0 0 0 0 0 d33

0 0 0 s44 0 0 0 d14 0

0 0 0 0 s55 0 d15 0 0

0 0 0 0 0 s66 0 0 0

0 0 0 0 d35 0 εT
11 0 0

0 0 0 d34 0 0 0 εT
22 0

d31 d32 d33 0 0 0 0 0 εT
33





T1

T2

T3

T4

T5

T6

E1

E2

E3


. (2.69)

У случају танке, Ојлер-Бернулијеве греде, ако су електроде постављене управно на
осу 3 тако да је електрично поље оријентисано управо у правцу те осе, претходни систем
једначина се редукује на свега две једначине, и то:[

S1

D3

]
=

[
sE11 d31

d31 εT33

][
T1

E3

]
. (2.70)

Једначина (2.70) уствари изражава везу (2.66) за случај Ојлер-Бернулијеве греде од
изотропног еластичног пијезоелектричног материјала. Користећи једначине (2.70) може
се извести и веза: [

T1

D3

]
=

[
c̄E11 −ē31

ē31 ε̄S33

][
S1

E3

]
, (2.71)

што заправо представља једначину (2.65) изражену за поменути случај Ојлер-Бернулијеве
греде од изотропног еластичног пијезоелектричног материјала, уз напомену да важе сле-
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деће везе између коришћених константи материјала:

c̄E11 =
1

sE11
,

ē31 =
d31
sE11

,

ε̄S33 = εT33 −
d31
sE11

.

(2.72)

У коначном, добијене једначине:

σx = c̄E11εx ∓ ē31E3 ,

D3 = ±ē31S1 + ε̄TeeE3 ,
(2.73)

могу се применити за одређивање диференцијалне једначине кретања греде применомХа-
милтоновог варијационог принципа, аналогно поступку описаном у претходном одељку,
уз напомену да знак пијезоелектричне константе ē31 зависи од оријентације поларизације
материјала, што је наглашено знаком ±, односно ∓ у претходне две једначине. Међутим,
услед присуства електричне енергије у материјалу, и математички израз Хамилтоновог
принципа мора бити на одговарајућ начин прилагођен, тако да ће Лагранжијан за пијезо-
електрични материјал имати облик:

L =

∫
V

(T −H(Skl, Ek)) dV =

∫
V

(
1

2
ρ(u̇j)

2 − Π+ EiDi

)
dV , (2.74)

а израз за рад спољашњих сила постаје:

δW =

∫
S

(t̄kδuk − q̄elδφ) dS , (2.75)

где је t̄k вектор површинских сила, тј. унапред задато оптерећење на граници тела S,
а q̄el количина наелектрисања на површини тела, тј. унапред задато наелектрисање по
јединици површине на граници тела. Сада се Хамилтонов принцип може исказати као:

δ

∫ t2

t1

Ldt+

∫ t2

t1

δWdt = 0 , (2.76)

а поступак даљег извођења диференцијалне једначине кретања греде аналоган је поступ-
ку описаном у одељку 2.2.1, уз поштовање веза (2.74) и (2.75).

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
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Овиме су постављене теоријске основе за развијање математичког модела нове кон-
струкције динамичког апсорбера са пијезоелектричним својствима који се предлаже у
оквиру ове тезе. У наставку дисертације биће описана предложена конструкција апсорбе-
ра, а потом ће, користећи поступке и једначине изложене у овом поглављу, бити изведене
и решене једначине којима се описује електро-механичко понашање таквог система.
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Глава 3

Нови тип пијезоелектричног
динамичког апсорбера

У овом поглављу ће бити описана нова конструкција пијезоелектричног динамичког
апсорбера (ПЕДА) и развијен математички модел за његову анализу.

3.1 Додавање пијезоелектричних својстава динамичком
апсорберу

Динамички апсорбери су са основном конструкцијом по правилу повезани вискоела-
стично, тако да се током вибрације у систему јавља трансфер енергије са основне кон-
струкције на апсорбер, при чему се енергија услед пригушења поступно дисипира и пре-
лази у топлотну енергију. Међутим, уколико би се динамичком апсорберу додао и пије-
зоелектрични претварач енергије, део енергије преузете од основне конструкције могао
би се претворити у електричну енергију и затим искористити за напајање уређаја за мо-
ниторинг конструкције, расвету на конструкцији или друге намене. У даљем тексту биће
најпре описани најчешће коришћени пијезоелектрични материјали и пијезоелектрични
претварачи енергије, а потом и описан принцип њиховог садејства са динамичким апсор-
бером.

Пијезоелектрични ефекат је први пут уочен код кварца 1880. године и код још неких
природних кристала у потоњим деценијама, а у другој половини ХХ века су откривена
и вештачка једињења која поседују пијезоелектрична својства [1], код којих је електро-
механичко спрезање знатно израженије, те је и степен претварања енергије знатно већи
него код природних пијезоелектричних кристала. До сада, најширу примену у техни-
ци нашао је олово-цирконит-титанат, Pb(ZrTi)3O2, једињење које се у литератури обич-
но означава као PZT. Наведени материјал је изузетно погодан за употребу, релативно је
једноставан за израду и најефикаснији је досада познати пијезоелектрични материјал у
погледу количине механичке енергије коју претвара у електричну енергију (поседује ре-
лативно велику вредност диелектричне константе) [176]. Међутим, у последње две деце-
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није интензивно се истражују и алтернативни, еколошки прихватљиви и биоразградиви
пијезоелектрични материјали [176--180], који не садрже олово и друге супстанце чија је
употреба ограничена савременим прописима. Досад је откривено на десетине оваквих
материјала, али њихова ефикасност и трајност, за сада, нису на довољно високом нивоу,
што ограничава ширу примену ових материјала. Стога ће у оквиру ове дисертације па-
жња бити усмерена на PZT, уз напомену да се овде описани принципи и решења могу
применити и на друге пијезоелектричне материјале, уз одговарајуће моделирање њихо-
вих материјалних својстава.

Код пијезоелектричних претварача енергије који користе деформацију савијања за ге-
нерисање електричне енергије, PZT се углавном користи у виду пијезокерамичких плочи-
ца које се одговарајућим адхезивним средством залепе на носећу конструкцију, најчешће
танку лимену плочицу од алуминијума или неког другог метала, чији је један крај укље-
штен а други слободан [1]. Тако добијена конзола се назива униморфна греда. Уколико
се са обе стране носеће конструкције залепе пијезокерамичке плочице, добијена греда се
назива биморфна греда.

Основна замисао при примени оваквих сакупљача енергије је да се они пројектују тако
да се током експлоатацијешто чешће налазе у резонантном стању, јер су тада амплитуде
вибрација претварача највеће, па је тиме највећа и деформација пијезоелектричних пло-
чица, а самим тим и количина произведене електричне енергије. На пример, уколико се
пијезоелектрични сакупљачи користе код машина са релативно устаљеном радном фре-
квенцом, пожељно је да се сакупљач енергије пројектује тако да управо при тој фреквенци
уђе у резонантно стање, чиме се максимизира његова ефикасност.

Треба напоменути и да се понекад користе и PZT плочице чија је дужина мања од
дужине носећег слоја биморфне или униморфне греде. Тада пијезокерамика покрива са-
мо одређени део греде и механичке вибрације тог дела греде се преводе у електричну
енергију. У том случају, и позиционирање пијезокерамичких делова на греди утиче на
ефикасност сакупљања енергије и потребно је наћи оптималан положај пијезо-делова на
греди [181]. Поред тога, треба имати у виду да се при вишим тоновима осциловања код
конзолних греда на различитим деловима греде јављају деформације супротног знака. Да-
кле, уколико би се користили пијезоелектрични слојеви исте дужине као и носећи слој,
који су повезани са њим целом дужином, при вишим фреквенцама осциловања долазило
би до поништавања произведеног електричног напона и драстичног пада ефикасности би-
морфне греде као целине [1]. Овај проблем би се могао превазићи поделом пијезо-слојева
на више делова који би се независно један од другог повезивали са носећим слојем [1] и та-
ко сваки понаособ производио електричну енергију која би се формирањем одговарајућег
електричног кола могла усмерити у истом смеру, чиме би се могао остварити кумулативни
ефекат. Међутим, то би знатно усложнило и поскупело процес производње PZT гредица.
Такође, ови сакупљачи енергије се најчешће пројектују тако да претежно раде у околини
своје основне сопствене фреквенце осциловања, пошто су тада амплитуде вибрација, па
тиме и количина произведене електричне енергије највеће. Како су при првом тону осци-
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ловања трансверзална померања свих тачака греде увек истог смера, то у овом случају не
долази до потирања произведеног електричног напона. Због тога ће у оквиру ове дисер-
тације бити разматране само биморфне греде код којих су пијезоелектрични слојеви исте
дужине као и носећи слој, и повезани су са њим целом дужином греде.

Потребно је истаћи и да се конзолни пијезоелектрични претварачи енергије углавном
користе у комбинацији са додатим концентрисаним масама. Најчешће је у питању једна
концентрисана маса на слободном крају греде, али постоје и случајеви када се користе
две, три па и више додатих маса [129]. Додавањем концентрисаних маса се повећава-
ју амплитуде вибрација греде, па тиме и деформације пијезо-слојева, односно количина
произведене електричне енергије. Такође, тиме се и снижава основна фреквенца греде
па се и пројектовани радни опсег претварача енергије помера ка нижим фреквенцама,
што олакшава примену ових уређаја у грађевинским конструкцијама. Дакле, додавањем
различитог броја и величине концентрисаних маса могу се постићи жељена динамичка
својства пијезоелектричног претварача енергије.

Према томе, уколико се на динамички апсорбер дода и једна биморфна греда са дода-
тим концентрисаним масама, добијени систем заправо представља динамички апсорбер
са пијезоелектричним својствима и може се шематски приказати као на Слици 3.1.

Слика 3.1 Шематски приказ динамичког апсорбера са додатим
пијезоелектричним претварачем енергије - основни концепт
ПЕДА

Међутим, појединачна биморфна греда има врло уске фреквентне области при којима
улази у резонантно стање, и то у околини својих сопствених фреквенци, што чини да је
биморфна греда ефикасна само у врло уском радном опсегу. Уколико би се она у овом
облику користила на мостовским конструкцијама, услед непредвидљивог оптерећења и
побуде са променљивом фреквенцом, она би најчешће радила у не-резонантном стању
те би и ефикасност таквог сакупљања енергије била врло мала. Ипак, постоје начини
да се превазиђе ово ограничење и управо је то тема овог истраживања. У наставку тек-
ста биће најпре дат опис и математички модел понашања биморфних греда, а потом ће
бити изложен и предлог нове конструкције динамичког апсорбера са пијезоелектричним
својствима.

3.1.1 Математичко моделирање понашања биморфних греда

Будући да су у систему присутни и пијезоелектрични материјали у виду пијезокера-
мичких плочица у оквиру сваке биморфне греде, потребно је и њихово понашање описа-
ти одговарајућим математичким моделом. Ако се ти пијезо-слојеви повежу за електрич-
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ни отпорник, кроз добијено електрично коло ће приликом деформације греда протицати
електрична струја, односно јавиће се одређени електрични напон. У наставку ће бити
изведене једначине којима се описује јачина електричне струје односно величина елек-
тричног напона у таквом колу. Међутим, ове величине зависиће од начина повезивања
пијезо-слојева биморфних греда у електрично коло. Стога ће најпре бити изведене јед-
начине за један пијезо-слој, независно од остатка система, тј. за случај једне униморфне
греде, а потом ће бити изведене једначине за биморфну греду са редном, односно пара-
лелном везом пијезо-слојева.

3.1.1.1 Једначина електричног кола за један пијезоелектричан слој

На Слици 3.2 је шематски приказана униморфна греда, односно греда са једним носе-
ћим слојем и једним пијезоелектричним слојем. Слојеви су исте дужине L и ширине b, а
пијезо-слој је дебљине hp. Електроде су постављене са горње и доње стране пијезо-слоја
и повезане су у струјно коло са отпорником електричне отпорности R. Спољне нормале
на равани електрода су у правцу осе z. Приликом деформације греде, у пијезо-слоју ће се
услед директног пијезоелектричног ефекта јавити померање наелектрисања, приказано
вектором електричног помераја D⃗. Међутим, пошто су обе електроде паралелне са равни
xy, само ће компонента вектора електричног помераја у правцу нормале на електроде, тј.
у правцу осе z односно главне централне осе 3− 3, бити различита од нуле и износиће:

D3 = e31ε1 + ε̄s33E3 , (3.1)

што је приказано и једначинама (2.70) и (2.71). Такође, према једначини (2.25), за Ојлер-
Бернулијеву греду биће:

εx = −zw′′ , (3.2)

a jачина електричног поља E3(t) између електрода ће, с обзиром на геометрију проблема,
бити једнака:

E3(t) =
v(t)

hp

, (3.3)

где је v(t) електрични напон који се јавља на електродама.

L

R

b

h

hp

s
y

z

x

z

Слика 3.2 Униморфна конзолна греда са додатом концентриса-
ном масом на слободном крају и њен попречни пресек
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Гаусов закон за приказано електрично коло може се изразити као:∫
A

D⃗ · n⃗ dA = Q , (3.4)

где је Q количина наелектрисања. Диференцирањем Гаусовог закона (3.4) и имајући у
виду Омов закон који даје везу између јачине електричне струје iR(t) на електричном
отпорнику отпорности R и електричног напона на крајевима тог елемента v(t):

iR(t) =
vR(t)

R
, (3.5)

може се писати:
d

dt

∫
A

D⃗ · n⃗ dA =
v(t)

R
. (3.6)

Узимајући у обзир једначине (3.1) и (3.6), за z = hpc =
hs

2
+ hp

2
, тј. у нивоу тежишта

пијезо-слоја биће:

d

dt

∫
A

D⃗ · n⃗ dA =
d

dt

∫
A

D3 dA =
d

dt
b

∫ L

0

(e31ε1 + ε̄s33E3) =

= − d

dt
e31bhpc

∫ L

0

w′′ dx− d

dt
bε̄s33L

v

hp

= − ε̄s33bL

hp

v̇ − e31bhpc

∫ L

0

ẇ′′ dx .

(3.7)
Сада једначина (3.6) постаје:

ε̄s33bL

hp

v̇ +
1

R
v + e31bhpc

∫ L

0

ẇ′′ dx = 0 . (3.8)

Анализирајући једначину (3.8), може се видети да сваки од сабирака представља из-
раз за јачину електричне струје у одговарајућем елементу струјног кола. Према Омовом
закону (3.5), други сабирак представља јачину струје која протиче кроз електрични отпор-
ник iR(t). Са друге стране, имајући у виду да је напон на плочама кондензатора једнак
vc(t) =

Q(t)
Cp

, где је Q(t) количина наелектрисања, а Cp капацитивност кондензатора, јачи-
на струје која протиче кроз кондензатор iC(t) једнака је промени количине наелектрисања
у времену, односно:

iC = Q̇ = Cpv̇ . (3.9)

Одавде се може закључити да први сабирак у једначини (3.8) представља јачину струје
која протиче кроз кондензатор капацитивности:

Cp =
ε̄s33bL

hp

. (3.10)

Аналогно, како и трећи сабирак у једначини (3.8) мора представљати јачину електричне
струје, а у њему не фигурише електрични напон, то се може закључити да овај сабирак
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заправо представља јачину електричне струје електричног генератора, тј. извора, што је
и очекивано с обзиром на то да се у овом сабирку јавља утицај пијезоелектричног ефекта
преко пијезоелектричне константе e31 и утицај деформације пијезо-слоја у виду проме-
не закривљености греде ẇ′′. Дакле, цео пијезо-слој се понаша и као извор наизменичне
струје јачине:

ip = −e31bhpc

∫ L

0

ẇ′′ dx . (3.11)

Према изложеној анализи, може се закључити да се електрична својства система при-
казаног на Слици 3.2 могу моделирати преко замењујућег (евивалентног) струјног кола
које се састоји од извора електричне струје јачине ip(t), дате изразом (3.11), кондензатора
капацитивности Cp дате изразом (3.10) и електричног отпорника отпорности R, а елек-
трична шема оваквог кола приказана је на Слици 3.3.

i p

i p i R

i C

C p R

Слика 3.3 Замењујуће електрично коло за униморфну греду

Посматрајући замењујуће струјно коло на Слици 3.3, ако се примени друго Кирхофово
правило на десну грану електричног кола, биће:

vR − vC = 0 ⇒ vR = vC = v(t) . (3.12)

А ако се примени прво Кирхофово правило на чвор А означен на Слици 3.3 добиће се:

ip − iC − iR = 0 . (3.13)

Уврстивши једначине (3.9), (3.5) и (3.12) у једначину (3.13), добија се једначина:

Cpv̇ +
1

R
v − ip = 0 , (3.14)

што у потпуности одговара једначини (3.8), изведеној применом Гаусовог иОмовог закона
на систем приказан на Слици 3.2, уколико важи:

Cp =
ε̄s33bL

hp

,

ip = −e31bhpc

∫ L

0

ẇ′′ dx .

(3.15)

Дакле, једначина електричног кола може се извести и посматрајући замењујуће струјно
коло ако се успоставе везе (3.15). Једначине (3.8) и (3.14) изведене су за један пијезо-слој,
али поступак се може применити и када је више пијезо-слојева повезано у струјно коло.
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Односно, једначина електричног кола може се извести и посматрајући искључиво заме-
њујуће електрично коло, уколико се сваки пијезо-слој представи једним кондензатором и
једним извором електричне струје карактеристика датих једначином (3.15), што је веома
корисно када се ради о сложеним системима са више пијезо-слојева повезаних у електрич-
но коло на различите начине. Стога ће у наставку све једначине разматраних електричних
кола бити изведене на одговарајућим замењујућим струјним колима, најпре на примеру
једне биморфне греде чији су пијезо-слојеви у коло повезани редно, односно паралелно,
а потом и на систем састављен од више међусобно повезаних биморфних греда.

3.1.1.2 Једначина електричног кола за биморфну греду са редномвезомпијезо-слојева

Биморфна греда са редном везом пијезо-слојева и одговарајуће замењујуће електрично
коло приказани су на Слици 3.4. Друго Кирхофово правило исписано за десну грану кола
даће:

vR − vC − vC = 0 ⇒ vC =
1

2
vR =

1

2
v , (3.16)

док ће Прво Кирхофово правило исписано за чвор означен на слици дати:

ip − iC − iR = 0 . (3.17)

i p

i p i R

i C
C p

i p C p

R

i p i R

i C

L

R

b

hp

hp

hs
y

z

x

z

Слика 3.4 Биморфна греда са редном везом пијезо-слојева и
одговарајуће замењујуће струјно коло

Комбинујући једначине (3.9), (3.5), (3.16) и (3.17), добија се тражена електрична јед-
начина у облику:

iC + iR − ip = Cpv̇C +
1

R
vR − ip = 0 ⇒ Cp

2
v̇ +

1

R
v − ip = 0 , (3.18)

при чему и даље важе релације (3.15).

3.1.1.3 Електрична једначина за биморфну греду са паралелномвезомпијезо-слојева

Биморфна греда са паралелном везом пијезо-слојева и одговарајуће замењујуће елек-
трично коло приказани су на Слици 3.5. Када су слојеви повезани паралелно, на свим
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електродама, односно на границама пијезо-слојева, влада исти напон, док ће се јачина
струје разликовати од слоја до слоја.

i p

i 1 i 2

i C
C p

i p C p R

горње

i 3 i Ri R

i Cдоње

L

R

b

hp

hp

hs
y

z

x

z

Слика 3.5 Биморфна греда са паралелном везом пијезо-слојева
и одговарајуће замењујуће струјно коло

Друго Кирхофово правило исписано за крајњу десну грану кола даће:

vR − vC = 0 ⇒ vC = vR = v , (3.19)

док ће Прво Кирхофово правило примењено на чворове у горњој грани кола редом дати
јачине струје:

i1 = ip ,

i2 = i1 − iC = ip − iC ,

i3 = i1 + ip = 2ip − iC ,

iR = i3 − iC = 2(ip − iC) .

(3.20)

Види се да ће при паралелној вези пијезо-слојева сваки одњих придодати јачину струје
од (ip − iC), односно да ће свака биморфна греда дати струју на излазу од 2(ip − iC).

Омов закон (3.5) на отпорнику, имајући у виду једначине (3.9), (3.19) и (3.20), даје:

iR =
vR
R

⇒ 2(ip − iC) =
vR
R

, (3.21)

односно, у коначном се добија тражена електрична једначина у облику:

v

R
− 2(Cpv̇ − ip) = 0 ⇒ Cpv̇ +

1

2R
v − ip = 0 , (3.22)

где такође важе релације (3.15).
Треба напоменути и то да ће се у горњем и доњем пијезоелектричном слоју једне,

k−те, биморфне греде система греда (уколико су слојеви истих димензија) јавити струја
исте јачине, тј. биће igornjep(k) = idonjep(k) = ip(k), пошто ће и једна и друга пијезоелектрична
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плочица доживети исту деформацију w(k).

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ (3.23)

Једначинама изложеним у овом поглављу математички су моделирана електрична свој-
ства и понашање биморфних греда. У наставку текста ће бити описан модел новог ди-
намичког апсорбера са придодатим пијезоелектричним својствима који садржи систем од
више повезаних биморфних греда, а принципи изложени у овом одељку биће коришћени
при описивању електричних својстава ПЕДА.

3.2 Предлог нове конструкције динамичког апсорбера са
пијезоелектричним својствима

У Поглављу 3.1 је описано како се додавањем биморфне греде расподељеним дина-
мичким апсорберима добијеном систему придодају пијезоелектрична својства и омогућу-
је претварање дела механичке енергије вибрација у електричну енергију. Такође је истак-
нуто и да би примена оваквог, конвенционалног типа ПЕДА код мостовских конструкци-
ја била веома неефикасна пошто би ПЕДА, због променљивог саобраћајног оптерећења,
најчешће радио у нерезонантном режиму те би његова померања, па тиме и деформаци-
ја биморфне греде и произведена електрична енергија, били релативно мали. Стога се у
оквиру ове дисертације предлаже нови тип ПЕДА за који се очекује да превазиђе наведене
недостатке и буде ефикаснији него претходно описани конвенционални ПЕДА.Шематски
приказ предлога нове конструкције ПЕДА дат је на Слици 3.6.

Основна замисао је да се динамичком апсорберу у виду тешког држача (контејнера)
који је повезан са мостовском конструкцијом на одговарајућ начин, дода систем од више
повезаних биморфних пијезоелектричних греда које би механичку енергију кретања ди-
намичког апсорбера преводиле у електричну енергију. Ове биморфне греде могу бити
исте величине и облика и израђене од истог материјала, али би требало да имају различит
број и величину додатих концентрисаних маса на себи, па тиме и различита динамичка
својства, односно сопствене фреквенце. У оквиру приказане анализе, узето је да су све
биморфне греде једнаке дужине L и ширине b, и да све на себи имају по два пијезо-слоја
једнаке дебљине hp. Дебљина носећих слојева биморфних греда hs(k) може бити разли-
чита код различитих греда, што омогућава да се разликују и њихов момент инерције Is(k)
и површина A(k) попречног пресека. Такође, у најопштијем разматраном случају, узето
је да је носећи слој сваке од биморфних греда сачињен од фракционо вискоелеастичног
материјала, са временом ретардације τ1 и редом фракционог извода α који су исти код
свих греда, а да се продужени модуо релаксације Ys(k) и специфична маса ρs(k) носећег
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(b) k-та греда система

Слика 3.6 Систем од Nb повезаних биморфних греда са дода-
тим концентрисаним масама; пијезо-слојеви су везани пара-
лелно, а пригушење носећег слоја греда као и повезујућих сло-
јева између греда моделирани су уз примену фракционих из-
вода

слоја могу разликовати од греде до греде.
Биморфне греде су распоређене у низ и свака греда је са суседним гредама повезана

одређеним вискоеластичним силиконским или гуменим слојем, па све греде чине једин-
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ствен систем, који, последично, има више сопствених фреквенци у оквиру фреквентног
опсега у којем су се налазиле основне сопствене фреквенце појединачних греда пре пове-
зивања. Другим речима, када се више биморфних греда повеже у једну целину, уколико
при одређеној фреквенци побуде једна од њих уђе у резонантно стање та побуда се прено-
си и на остале греде система, иако се основна фреквенца сваке од њих понаособ разликује
од фреквенце те побуде. Услед овог преноса енергије кроз систем повезаних биморфних
греда, радни опсег система се знатно проширује и ефикасност сакупљања енергије се у
великој мери повећава, чак и за нестална и непредвидљива оптерећења и побуде какве се
очекују при експлоатацији мостовских конструкција. Такође, жељена динамичка својства
система повезаних греда могу се постићи једноставним померањем и различитим комби-
новањем броја и величине додатих концентрисаних маса, без икакве промене геометрије
или материјала самих греда, што додатно поједностављује пројектовање и извођење ова-
квих система.

Идеја о повезивању више биморфних греда у јединствен систем ради повећања ефи-
касности у сакупљању енергије већ постоји у доступној литератури. Разматрано је како
повезивање греда у равни у којој се греде налазе [3], тако и повезивање ван равни гре-
да [129] и резултати су показали знатно побољшање карактеристика система у погледу
производње електричне енергије. Међутим, у наведеним радовима, греде су међусоб-
но биле повезане само на слободним крајевима, и то искључиво еластичним елементима
(опругама).

Потребно је истаћи и да начин повезивања греда у систем, као и својства самих еле-
мената за повезивање умногоме утичу на крајње динамичке карактеристике система као
целине. Да би се побуда система што равномерније и потпуније пренела са греде на гре-
ду, потребно је да греде буду повезане на оптималан начин. Стога се у оквиру ове ди-
сертације предлаже модел код којег су биморфне греде повезане целом својом дужином
преко одређеног слоја спрезања од гуме или силикона. Овај слој се може моделирати као
еластичан материјал, али овде предложени модел омогућава да се уведе и одговарајуће
вискозно пригушење слоја, класично или фракционо, чиме се већ постојећи модел из на-
ведене литературе уопштава и знатно проширује, а што се потврђује и чињеницом да се
модел представљен у овој дисертацији може свести на моделе приказане у наведеној ли-
тератури [3] једноставним увођењем Диракове делта функције, како ће бити описано у
наредном поглављу. У најопштијем разматраном случају, модел дозвољава да релаксира-
ни коефицијент стишљивости слоја спрезања буде различит између сваке од биморфних
греда, али је узето да су време ретардације τ2 и ред фракционог извода β исти у целом
спрежућем слоју. У описаном систему, одговарајућим избором параметара попут геоме-
трије биморфних греда, распореда и величине додатих концентрисаних маса и пригуше-
ња и модула еластичности слоја спрезања, могу се постићи оптималне карактеристике
пијезоелектричног динамичког апсорбера и остварити максималан учинак превођења ме-
ханичке енергије вибрација мостовске конструкције у електричну енергију.

У наставку текста биће изведене једначине којима се описује електро-механичко пона-
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шање овде описане конструкције ПЕДА, а затим ће бити приказана и нумеричка анализа
и поступак оптимизације параметара модела за конкретне случајеве примене код мостов-
ских конструкција различитих статичких система.

3.3 Математички модел предложеног типа ПЕДА

3.3.1 Извођење једначине кретања

Диференцијална једначина кретања система, као што је описано у Поглављу 2, мо-
же се извести применом Хамилтоновог варијационог принципа, који подразумева да је
варијација лагранжијана на неком посматраном временском интервалу једнака нули.

За систем приказан на Слици 3.6, уз увођење претпоставки описаних у Поглављу 2,
кинетичка енергија T(k), деформациони радΠ(k) и рад спољашњих силаW(k) за k-ту греду
система могу се приказати као:

T(k) =
1

2

∫ L

0

ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

ma(k)δ(x− xa(k))

 ẇ2
(k)dx ,

Π(k) ≈
1

2

∫
V(k)

εx(k)
σx(k)

dV ,

W(k) =

∫ L

0

(
f(k−1) − f(k) − ρ(k)A(k)g

)
w(k)dx ,

(3.24)

где се приликом одређивања потенцијалне енергије деформације користи одговарајућа
конститутивна релација за сваки од слојева биморфне греде, приказаних на Слици 3.5.
Наведени изрази ће овде бити поновљени ради прегледности. Конститутивна релација за
пијезоелектричан материјал и материјал моделиран фракционим Келвин-Војтовим моде-
лом могу се изразити као:

σpiezo
x = c̄E11εx ∓ ē31E3 ,

σfrac
x = Y εx + ταY Dαεx = −Y z w′′ − zταY Dα w′′ .

(3.25)

Веза између деформације и померања греде потребна за даља извођења је:

u(x, z, t) = −zw′(x, t) . (3.26)

Такође, пошто су греде међусобно повезане слојем спрезања, утицај једне греде на дру-
гу јавиће се у виду расподељене силе дуж греде f(x), која ће бити сразмерна разлици
померања греда које интерагују, а с обзиром на фракцоно вискоеластична својства слоја
спрезања, расподељена сила којом (k − 1)-ва греда делује на k-ту греде може се предста-
вити као:

f(k−1)(x, t) = κk−1(1 + τβ2 D
β)(w(k) − w(k−1)) , (3.27)
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док се расподељена сила којом (k + 1)-ва греда делује на k-ту греду може одредити као:

f(k)(x, t) = κk(1 + τβ2 D
β)(w(k+1) − w(k)) . (3.28)

Имајући у виду једначине (3.24)-(3.28), варијација кинетичке енергије, деформационог
рада и рада спољашњих сила за k-ту греду се, уз примену парцијалне интеграције, може
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одредити као:∫ t2

t1

δT(k)dt =

∫ t2

t1

∫ L

0

ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

 ẇ(k)δẇ(k)dx dt

=

∫ L

0

ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

∫ t2

t1

ẇ(k)δẇ(k)dt dx

= −
∫ t2

t1

∫ L

0

ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

 ẅ(k)δw(k)dx dt ,

∫ t2

t1

δΠ(k) =

∫ t2

t1

δ
1

2

∫ L

0

b

 −hs
2∫

−hp−hs
2

εxσ
piezo
x dz +

hs
2∫

−hs
2

εxσ
frac
x dz +

hs
2 +hp∫
hs
2

εxσ
piezo
x dz

 dx dt =

=

∫ t2

t1

δ
1

2

∫ L

0

b

[ −hs
2∫

−hp−hs
2

w′′
(k)z(c

E
11w

′′
(k)z − e31E3(H(x− 0)−H(x− L)))dz+

+

hs
2∫

−hs
2

w′′
(k)zYs(1 + τα1 D

α)w′′
(k)z dz+

+

hs
2 +hp∫
hs
2

w′′
(k)z(c

E
11w

′′
(k)z + e31E3(H(x− 0)−H(x− L)))dz

]
dx dt =

=

∫ t2

t1

δ
1

2

∫ L

0

[
b

 −hs
2∫

−hp−hs
2

cE11z
2dz +

hs
2∫

−hs
2

Ysz
2dz +

hs
2 +hp∫
hs
2

cE11z
2dz

w′′
(k)

2
+

+

b

hs
2∫

−hs
2

Ysz
2dz

 τα1 w
′′
(k)(w

′′
(k))

(α)
+

+

−b e31E3

−hs
2∫

−hp−hs
2

z dz + b e31E3

hs
2 +hp∫
hs
2

z dz

 (H(x− 0)−H(x− L))w′′
(k)

]
dx dt =

=

∫ t2

t1

[

∫ L

0

Y Ikw
′′
(k)δw

′′
(k)dx+

∫ L

0

csτ
α
1 w

′′
(k)

(α)
δw′′

(k)dx+

+

∫ L

0

e31b

2
(h2

p + hshp)E3(H(x− 0)−H(x− L)) δw′′
(k)dx]dt =

=

∫ t2

t1

[ ∫ L

0

(
Y Ikw

′′′′
(k) + csτ

α
1 w

′′′′
(k)

(α) e31b

2
(h2

p + hshp)E3((H
′′(x− 0)−H ′′(x− L)))

)
δw(k) dx +

+

(
Y Ikw

′′
(k) + csτ

α
1 w

′′
(k)

(α)
+

e31b

2
(h2

p + hshp)E3(H(x− 0)−H(x− L))

)
δw′

(k)

∣∣∣∣L
0

−

−
(
Y Ikw

′′′
(k) + csτ

α
1 w

′′′
(k)

(α)
+

e31b

2
(h2

p + hshp)E3(H
′(x− 0)−H ′(x− L))

)
δw(k)

∣∣∣∣L
0

]
dt ,∫ t2

t1

δW dt =

=

∫ t2

t1

δ

∫ L

0

(
κk−1(1 + τβ2 D

β)(w(k) − w(k−1))− κk(1 + τβ2 D
β)(w(k+1) − w(k))− ρkAkg

)
w(k) dx dt =

=

∫ t2

t1

∫ L

0

(
κk−1(1 + τβ2 D

β)(w(k) − w(k−1))− κk(1 + τβ2 D
β)(w(k+1) − w(k))− ρkAkg

)
δw(k) dx dt ,

(3.29)
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где је искоришћена нотација (•)′ ≡ δ
δx
(•) и (•)(α) ≡ Dα(•). Потребно је напоменути и

да је приликом варијације потенцијалне енергије код члана који представља електромеха-
ничко спрезање, односно утицај присутног електричног пољаE(t) на деформацију греде,
уведено и просторно одређење области дејства електричног поља, и то применомХевисај-
дових функција H(x), што је стандардна процедура у литератури [1]. Тиме се обезбеђује
да и овај члан остане присутан након просторне диференцијације израза приликом парци-
јалне интеграције. Такође, напомиње се да је први извод Хевисајдове функције заправо
Диракова делта функција, односно:

H ′(x) = δ(x) . (3.30)

Поред тога, у једначинама (3.29) уведене су и ознаке:

Y Ik = b

 −hs
2∫

−hp−hs
2

cE11z
2dz +

hs
2∫

−hs
2

Ysz
2dz +

hs
2 +hp∫
hs
2

cE11z
2dz

 =
2b

3

[
Ys

(
hs

2

)3

+ cE11

(
(hp +

hs

2
)3 − (

hs

2
)3
)]

,

cs = b

hs
2∫

−hs
2

Ysz
2dz = YsIs ,

(3.31)

где су Ys и Is релаксирани модуо еластичности материјала и момент инерције попречног
пресека носећег дела биморфне греде, респективно.

Хамилтонов принцип (2.30) се коришћењем једначина (3.29) може изразити као:

∫ t2

t1

[∫ L

0

(ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

 ẅ(k) + csτ
α
1 (w

′′′′
(k))

(α) + Y I(k)w
′′′′
(k)+

+ κk−1(1 + τβ2 D
β)(w(k) − w(k−1))− κk(1 + τβ2 D

β)(w(k+1) − w(k))−

− ρkAkg +
e31b

2
(h2

p + hshp)E3(δ
′(x− 0)− δ′(x− L))

)
dxδw(k)+

+

(
Y Ikw

′′
(k) + csτ

α
1 w

′′
(k)

(α)
+

e31b

2
(h2

p + hshp)E3(H(x− 0)−H(x− L))

)
δw′

(k)

∣∣∣∣L
0

−

−
(
Y Ikw

′′′
(k) + csτ

α
1 w

′′′
(k)

(α)
+

e31b

2
(h2

p + hshp)E3(δ(x− 0)− δ(x− L))

)
δw(k)

∣∣∣∣L
0

]
dt = 0 ,

k = 1, 2, . . . , Nb .

(3.32)

Одавде се директно добија систем диференцијалних једначина кретања ПЕДА у облику:ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

 ẅ(k) + csτ
α
1 (w

′′′′
(k))

(α) + Y I(k)w
′′′′
(k) + κk−1(1 + τβ2 D

β)(w(k) − w(k−1))−

− κk(1 + τβ2 D
β)(w(k+1) − w(k))− ρkAkg +

e31b

2
(h2p + hshp)E3(δ

′(x− 0)− δ′(x− L)) = 0 ,

k = 1, 2, . . . , Nb ,

(3.33)
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уз граничне услове:

(
Y Ikw

′′
(k) + csτ

α
1 w

′′
(k)

(α)
)
δw′

(k)

∣∣∣∣L
0

= 0 ,(
Y Ikw

′′′
(k) + csτ

α
1 w

′′′
(k)

(α)
)
δw(k)

∣∣∣∣L
0

= 0 k = 1, 2, . . . , Nb .

(3.34)

Једначинама (3.33) и (3.34) уз одговарајуће почетне услове одређено је механичко по-
нашање система. Међутим, с обзиром на то да су пијезоелектрични слојеви биморфних
греда система повезани у електрично коло отпорности R, поменутим једначинама је по-
требно придружити и једначину електричног кола како би проблем био у потпуности одре-
ђен. Стога ће у наставку текста бити изведена и једначина електричног кола за систем
повезаних биморфних греда, коришћењем замењујућег струјног кола како је описано на
примеру једне биморфне греде у Поглављу 3.1.1.3. С обзиром на то да су у конструк-
цији ПЕДА која се овде предлаже, пијезо-слојеви биморфних греда у електрично коло
повезани паралелно, то ће и једначина електричног кола бити изведена за овај случај, уз
напомену да се приказани поступак може применити и на случај редне или мешовите везе
пијезо-слојева, уколико се замењујуће струјно коло формира на одговарајућ начин.

3.3.2 Једначина електричног кола за систем биморфних греда са па-
ралелном везом пијезо-слојева

Систем повезаних биморфних греда са паралелном везом пијезо-слојева и одговара-
јуће замењујуће електрично коло приказани су на Слици 3.7. У складу са напоменама
изнетим у Поглављу 3.1.1.3, сваки пијезо-слој се у замењујућем електричном колу пред-
ставља у виду кондензатора капацитивности Cp и извора електричне струје јачине ip, при
чему је потребно да важе релације:

Cp =
ε̄s33bL

hp

,

ip(k) = −e31bhpc

∫ L

0

ẇ′′
(k) dx .

(3.35)

Пошто су сви пијезо-слојеви повезани паралелно, на свим електродама влада исти
напон v, док ће се јачина струје разликовати од греде до греде. Такође, у пијезо-слојевима
једне исте биморфне греде ће се јавити струја исте јачине igornjep(k) = idonjep(k) = ip(k) , k =

1, 2 . . . Nb, док ће се, у општем случају, услед различите деформације појединих греда,
јачина произведене струје разликовати у слојевима различитих греда, тј. у општем случају
биће ip(1) ̸= ip(2) ̸= . . . ̸= ip(Nb)

. Са друге стране, ако су сви пијезо-слојеви сачињени од
материјала истих својстава, ефективна капацитивност сваког слоја биће иста, односно
Cgornje

p(1) = Cdonje
p(1) = Cgornje

p(2) = Cdonje
p(2) = · · · = Cdonje

p(Nb)
= Cp. Имајући то у виду, очигледно

је да ће свака греда, према првом Кирхофовом правилу, укупном струјном току у колу
придодати струју јачине i(k) = 2(ip(k) − iC) = 2(ip(k) − Cpv), као и да ће укупна јачина
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Слика 3.7 Биморфна греда са паралелном везом пијезо-слојева
и одговарајуће замењујуће струјно коло

(a)
(б)

струје која пролази кроз отпорник бити једнака:

iR =

Nb∑
k=1

i(k) = 2

Nb∑
k=1

(
ip(k) − Cpv̇

)
. (3.36)

Ако се узме у обзир да ће друго Кирхофово правило исписано за контуру I електричног
кола на Слици 3.7 дати:

vR − vC = 0 ⇒ vC = vR = v , (3.37)

јасно је да ће Омов закон исписан за отпорник гласити:

IR =
vR
R

⇒ v

R
= 2

Nb∑
k=1

(
ip(k) − Cpv̇

)
, (3.38)

чиме се добија тражена електрична једначина у облику:

NbCpv̇ +
1

2R
v −

Nb∑
k=1

ip(k) = 0 , (3.39)

где, као и до сада, за сваку од греда и даље важе релације (3.15), односно:

Cp =
ε̄s33bL

hp

,

ip(k) = −e31bhpc

∫ L

0

ẇ′′
(k) dx .

(3.40)
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3.3.3 Решавање добијеног система једначина

За предложени модел динамичког апсорбера биће коришћена паралелна веза пијезо-
слојева биморфних греда, тако да ће све једначине у наставку овог поглавља бити изве-
дене за тај случај. Притом се напомиње да, уколико се користи редна или мешовита веза
пијезо-слојева, поступак решавања једначина остаје принципијелно исти, али се мењају
изрази за јачину електричног поља и електрични напон на електродама појединих пијезо-
слојева, па би, у том случају, требало прилагодити једначине. Дакле, за паралелну везу
пијезо-слојева, у слојевима различитих греда протицаће електрична струја различите ја-
чине ip(k)(t), али ће притом на свим електродама владати исти електрични напон v(t), а
како је усвојено да су сви пијезо-слојеви исте дебљине hp, то ће у сваком слоју важити:

E(t) =
v(t)

hp

. (3.41)

Поређења ради, у случају редне везе два пијезо-слоја ова једначина би гласила E(t) =
v(t)
2hp

, док би у сваком од слојева протицала електрична струја исте јачине iR(t), али би се
електрични напон v(k)(t) разликовао од греде до греде.

За овде разматрани случај паралелне везе пијезоелектричних слојева, диференцијална
једначина кретања греда система дата је једначином (3.33) која, имајући у виду једначину
(3.41) постаје:ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

 ẅ(k) + csτ
α
1 (w

′′′′
(k))

(α) + Y I(k)w
′′′′
(k) + κk−1(1 + τβ2 D

β)(w(k) − w(k−1))−

− κk(1 + τβ2 D
β)(w(k+1) − w(k))− ρkAkg − ϑv(δ′(x− 0)− δ′(x− L)) = 0 , k = 1, 2, . . . , Nb ,

(3.42)
уз граничне услове:

x = 0 : w(k)(0, t) = wb(t) , w′
(k)(0, t) = 0 ,

x = L : Y Ikw
′′
(k)(L, t) + csτ

α
1 w

′′
(k)

(α)
(L, t) = 0 , Y Ikw

′′′
(k)(L, t) + csτ

α
1 w

′′′
(k)

(α)
)(L, t) = 0 ,

(3.43)
где је уведена ознака:

ϑ = e31b hpc , (3.44)

а hpc =
hs

2
+ hp

2
, како је раније већ напоменуто.

За разматрани случај, електрична једначина имаће облик (3.39), као што је изведено у
претходном поглављу, а овде ће бити поновљена ради прегледности:

NbCpv̇ +
1

2R
v +

Nb∑
k=1

ϑ

∫ L

0

ẇ′′
(k) dx = 0 . (3.45)

Као што је описано у Поглављу 2, гранични услови (3.43) се могу хомогенизовати
уколико се апсолутна померања w(k)(x, t) прикажу као суперпозиција кретања греде као
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крутог тела и релативних померања тачака греде у односу на укљештени крај, односно:

w(k)(x, t) = wb(t) + wrel(k)(x, t) . (3.46)

Тада систем једначина (3.42) прелази у:ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

 ẅrel(k) + csτ
α
1 (w

′′′′
rel(k))

(α) + Y Ikw
′′′′
rel(k)−

− κk−1(1 + τβ2 D
β)(wrel(k) − wrel(k−1)) + κk(1 + τβ2 D

β)(wrel(k+1) − wrel(k))−

− ϑv(δ′(x− 0)− δ′(x− L)) = F(k) , k = 1, 2, . . . , Nb ,

(3.47)

где је уведена ознака:

F(k) = F(k)(x, t) = ρkAkg −

ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

 ẅb , (3.48)

уз граничне услове:

x = 0 : wrel(k)(0, t) = 0 , w′
rel(k)(0, t) = 0

x = L : Y Ikw
′′
rel(k)(L, t) + csτ

α
1 w

′′
rel(k)

(α)
(L, t) = 0 , Y Ikw

′′′
rel(k)(L, t) + csτ

α
1 w

′′′
rel(k)

(α)
)(L, t) = 0 ,

(3.49)
и једначину електричног кола:

NbCpv̇ +
1

2R
v +

Nb∑
k=1

ϑ

∫ L

0

ẇ′′
rel(k) dx = 0 . (3.50)

3.3.4 Галеркинов апроксимативни метод

Са тренутним рачунарским капацитетима, тачно решење за проблем са више додатих
концентрисаних маса на гредама са порастом броја додатих маса брзо постаје превише
сложено за практичну примену и решавање једначина у реалном времену. Стога ће бити
употребљена Галеркинова аналитичка апроксимативна метода отежаног остатка, па ће ре-
лативна померања тачака реда у односу на укљештени крај бити апроксимирана коначним
редовима:

wrel(k)(x, t) ≈
n∑

i=1

ϕ(k)i(x)q(k)i(t) , (3.51)

где су ϕ(k)i(x) помоћне, пробне функције, а q(k)i(t) непознате временске функције које тре-
ба одредити. Код Галеркинове методе, пробне функције се могу бирати произвољно, али
из скупа "компаративних" функција (eng comparisson functions), односно функција које на
границама домена строго задовољавају постављене граничне услове и које су међусобно
ортогоналне. Пошто је у анализи која се овде приказује утицај додатих концентрисаних
маса на гредама уведен преко Диракових делта функција, као пробне функције за Галерки-
нову апроксимацију биће коришћене функције облика тонова осциловања празних греда,
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односно одговарајућих греда без додатих концентрисаних маса [161]:

ϕ(k)i(x) =

√
1

ρkAkL

(
cos β̄ix− cosh β̄ix+

cos β̄iL+ cosh β̄iL

sin β̄iL+ sinh β̄iL

(
sin β̄ix− sinh β̄ix

))
, (3.52)

при чему је:
β̄4
i = ω̄2

(k)i

ρkAk

Y Ik
, (3.53)

i-ти бездимензијски параметар фреквенце, a ω̄(k)i je i-та сопствена фреквенца k-те греде
кад она не би имала додате концентрисане масе. Бездимензиони фреквентни параметри β̄i

су заправо корени фреквентне једначине, која за празну конзолну греду [161] (без додатих
концентрисаних маса) има облик:

1 + cos β̄iL cosh β̄iL = 0 . (3.54)

Овако дефинисане функције задовољавају граничне услове за x = 0 и x = L, и при-
том су међусобно ортонормиране у односу на масу греде, што је обезбеђено константом√

1
ρkAkL

, односно важи:

∫ L

0

ρkAkϕ(k)i(x)ϕ(k)j(x) = δij ,∫ L

0

Y Ikϕ
′′
(k)i(x)ϕ

′′
(k)j(x) = ω̄2

(k)iδij , i, j = 1, 2, ..., n ; k = 1, 2, ..., N ,

(3.55)

где је δij Кронекеров делта симбол. Треба још напоменути и то да ће у оквиру модела ПЕ-
ДА који се разматра у овој дисертацији, будући да све греде система имају исте граничне
услове, за сваку од греда система бити коришћен исти скуп пробних функција. Међутим,
ради очувања општости, у наредном тексту ће једначине бити изведене за случај да се за
различите греде користе различити скупови пробних функција, а у нумеричким анализа-
ма датим у наредним поглављима биће изричито наведено о којим се пробним функцијама
ради и како се овде приказани изрази поједностављују за сваки од тих посебних случајева.

Увођењем описане апроксимације, разматрани полазни систем једначина прелази у:

n∑
i=1

ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

ϕ(k)iq̈(k)i +
n∑

i=1

csτ
α
1 ϕ

′′′′
(k)iq

(α)
(k)i +

n∑
i=1

Y Ikϕ
′′′′
(k)iq(k)i+

+
n∑

i=1

κk−1(1 + τβ2 D
β)(ϕ(k)iq(k)i − ϕ(k−1)iq(k−1)i)−

−
n∑

i=1

κk(1 + τβ2 D
β)(ϕ(k+1)iq(k+1)i − ϕ(k)iq(k)i)−

− ϑv(δ′(x− 0)− δ′(x− L))− F(k) = R∗
(k) ̸= 0 , k = 1, 2, . . . , Nb ,

(3.56)
где је са R∗

(k) ̸= 0 означен остатак, тј. грешка апроксимације.
Постављајући услов да укупан отежани остатак, тј. одступање од тачног решења, на
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целом домену греде буде једнак нули, свака од једначина система (3.56) се помножи сук-
цесивно сваком од n пробних функција ϕ(k)j(x) , j = 1, 2, . . . , n и интеграли у границама
[0, L], чиме се за сваку од Nb греда система добија систем од n једначина, и то:

n∑
i=1

∫ L

0

ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

ϕ(k)iϕ(k)j dx q̈(k)i+

+
n∑

i=1

(∫ L

0

csτ
α
1 ϕ

′′′′
(k)iϕ(k)j dx

)
q
(α)
(k)i +

n∑
i=1

(∫ L

0

Y Ikϕ
′′′′
(k)iϕ(k)j dx

)
q(k)i−

−
n∑

i=1

(∫ L

0

κk−1ϕ(k−1)iϕ(k)j dx

)
(1 + τβ2 D

β)q(k−1)i+

+
n∑

i=1

(∫ L

0

(κk−1 + κk)ϕ(k)iϕ(k)j dx

)
(1 + τβ2 D

β)q(k)i−

−
n∑

i=1

(∫ L

0

κk ϕ(k+1)iϕ(k)j dx

)
(1 + τβ2 D

β)q(k+1)i−

−
(∫ L

0

ϑϕ(k)j(δ
′(x− 0)− δ′(x− L)) dx

)
v −

(∫ L

0

F(k)ϕ(k)j dx

)
= 0 ,

j = 1, 2, . . . , n ,

k = 1, 2, . . . , Nb ,

(3.57)

који се матрично може представити као:

[
[0]

[
M(k)k

]
[0]
]

q̈k−1

q̈k
q̈k+1

+
[
[0]

[
Cα(k)k

]
[0]
]
Dα


qk−1

qk
qk+1

+

+
[[
Cβ(k)k−1

] [
Cβ(k)k

] [
Cβ(k)k+1

]]
Dβ


qk−1

qk
qk+1

+

+
[[
K(k)k−1

] [
K(k)k

] [
K(k)k+1

]]
qk−1

qk
qk+1

 = fk ,

k = 1, 2, . . . , Nb .

(3.58)

За усвојене пробне функције, дате једначином (3.52), елементи матрица у једначини
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(3.58) се могу одредити као:

[
M(k)k

]
ij
=

∫ L

0

ρkAk +

Nm(k)∑
a

m(k)aδ(x− x(k)a)

ϕ(k)i(x)ϕ(k)j(x) dx =

=

1 +
∑Nm(k)

a m(k)aϕ
2
(k)i(x(k)a) за i = j∑Nm(k)

a m(k)aϕ(k)i(x(k)a)ϕ(k)j(x(k)a) за i ̸= j
,

[
Cα(k)k

]
ij
=

∫ L

0

τα1 YsIsϕ
′′′′
(k)i(x)ϕ(k)j(x) dx =

τα1 ω̄
2
(k)i за i = j

0 за i ̸= j
,

[
Cβ(k)k−1

]
ij
= −

∫ L

0

τβ2 κ(k−1)ϕ(k−1)iϕ(k)j dx =

−τβ2
κ(k−1)√

ρk−1Ak−1
√
ρkAk

за i = j

0 за i ̸= j
,

[
Cβ(k)k

]
ij
=

∫ L

0

τβ2 (κ(k) + κ(k−1))ϕ(k)iϕ(k)j dx =

τβ2
(κ(k)+κ(k−1))

ρkAk
за i = j

0 за i ̸= j
,

[
Cβ(k)k+1

]
ij
= −

∫ L

0

τβ2 κkϕ(k+1)iϕ(k)j dx =

−τβ2
κ(k)

√
ρkAk

√
ρk+1Ak+1

за i = j

0 за i ̸= j
,

[
K(k)k−1

]
ij
= −

∫ L

0

κ(k−1)ϕ(k−1)iϕ(k)j =

− κ(k−1)√
ρk−1Ak−1

√
ρk−1Ak−1

за i = j

0 за i ̸= j
,

[
K(k)k

]
ij
=

∫ L

0

Y Ikϕ
′′′′
(k)i(x)ϕ(k)j(x) dx+ (κk + κk−1)

∫ L

0

ϕ(k)iϕ(k)j dx =

=

ω̄2
(k)i +

(κ(k)+κ(k−1))

ρkAk
за i = j

0 за i ̸= j
,

[
K(k)k+1

]
ij
= −

∫ L

0

κ(k)ϕ(k−1)iϕ(k)j dx =

− κ(k)
√
ρkAk

√
ρkAk+1

за i = j

0 за i ̸= j
,

{
χk
}

j
= ϑ

∫ L

0

ϕ(k)j(δ
′(x− 0)− δ(x− L)) dx = ϑ

∫ L

0

ϕ dx′′
(k)j(x)(k) dx ,{

fk
}

j
= f(k)j(t) =

∫ L

0

f(k)(x, t)ϕ(k)j(x) dx+

∫ L

0

F(k)(x, t)ϕ(k)j(x) dx ,{
qk
}

j
= q(k)j(t) ⇔ qTk = [q(k)1, q(k)2, ..., q(k)n] ,

i = 1,2, . . . , n ; j = 1, 2, . . . , n ; k = 1, 2, . . . , Nb .

(3.59)
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Треба напоменути да су у свакој од Nb матричних једначина (3.58) све подматрице
реда n × n и да је потпун вектор временских функција које фигуришу у овим изразима
реда n × 1, а како су укупне матрице коефицијената реда n × 3n, то је заправо свака од
горенаведених матричних једначина заправо реда n× n. Исписујући овакву једначину за
сваку од Nb греда, све оне се могу сложити у матричну једначину за цео систем која ће
бити реда Nb n×Nb n и која се може записати као:

Mq̈+ Cα q(α) + Cβ q(β) +Kq− χ v = f . (3.60)

односно, у развијеном облику:


[
M(1)1

] [
M(2)2

] [
M(3)3

]
. . . [

M(Nb−1)Nb−1

]
[
M(Nb)Nb

]



d2

dt2



q1
q2
q3
q4
...

qn·Nb−1

qn·Nb


+



[
Cα(1)1

] [
Cα(2)2

] [
Cα(3)3

]
. . . [

Cα(Nb−1)Nb−1

]
[
Cα(Nb)Nb

]


D

α



q1
q2
q3
q4
...

qn·Nb−1

qn·Nb


+



[
Cβ(1)1

] [
Cβ(1)2

]
[
Cβ(2)1

] [
Cβ(2)2

] [
Cβ(2)3

]
[
Cβ(3)2

] [
Cβ(3)3

] [
Cβ(3)4

]
. . .[

Cβ(Nb−1)Nb−2

] [
Cβ(Nb−1)Nb−1

] [
Cβ(Nb−1)Nb

]
[
Cβ(Nb)Nb−1

] [
Cβ(Nb)Nb

]



D
β



q1
q2
q3
q4
...

qn·Nb−1

qn·Nb


+



[
K(1)1

] [
K(1)2

][
K(2)1

] [
K(2)2

] [
K(2)3

][
K(3)2

] [
K(3)3

] [
K(3)4

]
. . .[

K(Nb−1)Nb−2

] [
K(Nb−1)Nb−1

] [
K(Nb−1)Nb

]
[
K(Nb)Nb−1

] [
K(Nb)Nb

]





q1
q2
q3
q4
...

qn·Nb−1

qn·Nb


−



χ1
χ2
χ3
χ4
...

χn·Nb−1

χn·Nb


v =



f1
f2
f3
f4
...

fn·Nb−1

fn·Nb


(3.61)

Дакле, применом Галеркинове методе отежаног остатка је извршена дискретизација
просторног домена полазног система једначина кретања греда, чиме је добијен систем
од Nb n симултаних фракционих диференцијалних једначина по непознатим временским
функцијама q(k)j(t) , j = 1, 2, . . . , n , k = 1, 2, . . . , Nb и v(t).

Поред тога, потребно је и у једначину електричног кола (3.50) увести Галеркинову
апроксимацију за релативна померања греда у односу на укљештени крај греде, чиме се
добија:

NbCpv̇ +
1

2R
v +

Nb∑
k=1

n∑
j=1

(
ϑ

∫ L

0

ϕ′′
(k)j dx

)
q̇(k)j = 0 . (3.62)

Једначине (3.60) и (3.62) чине поптун систем једначина којима се описује понашање
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разматраног система повезаних биморфних пијезоелектричних греда.
Међутим, због присутног електро-механичког спрезања, као и спрезања између поје-

диних временских функција у Галеркиновој апроксимацији померања греда, овако доби-
јен систем фракционих диференцијалних једначина не може се у општем случају решити
директно, односно није могуће извршити дијагонализацију матрица система. Стога ће
најпре фракциони изводи који фигуришу у једначини (3.60) бити апроксимирани преко
целобројних извода, а онда ће за решавање целокупног система једначина, укључујући и
једначину за електрично коло, бити примењена Њумаркова нумеричка метода, као што је
описано у наставку текста.

3.4 Апроксимација фракционог извода

За решавање система једначина изведеног у Поглављу 3.3.1 биће коришћен поступак
који су предложили Евангелатос и Спанос (Evangelatos, Spanos) [182], а који се заснива
на коришћењу Гринвалд-Летњиковљеве дефиниције фракционог извода и његове апрок-
симације околним изводима целобројног реда, чиме се систем фракционих, своди на си-
стем обичних диференцијалних једначина. Овај систем једначина се потом може решити
применом Њумаркове методе за директну нумеричку интеграцију у разматраном времен-
ском домену.

Ради прегледности, овде ће бити поновљена Гринвалд-Летњиковљева дефиниција фрак-
ционог извода дата у Поглављу 2:

aD
p
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

h−p

nh→∞∑
r=0

(−1)r
(
p

r

)
f(t− rh) , (3.63)

уз p ∈ R иm < p < m+ 1.
Уколико се за леви терминал узме почетни тренутак, тј. a = 0, а разматрани временски

домен се подели на коначан број сегмената трајања h, вредност фракционог извода реда
α за временску функцију q(t) се нумерички може одредити као:

0D
α
t q(t) = lim

h→0
NGLh=t−0

h−α

NGL∑
r=0

(−1)r
(
α

r

)
q(t− rh) ≈

NGL∑
r=0

1

hα
GLrq(t− rh) , (3.64)

где јеNGL број чланова у наведеној суми којом се одређује нумеричка вредност Гринвалд-
Летњиковљевог фракционог извода.

Имајући у виду да је формула за биномни коефицијент:(
n

r

)
=

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− r + 1)

r!
, (3.65)

јасно је да се Гринвалд-Летњиковљеви коефицијенти GLr, r = 1, 2, . . . , NGL могу срачу-
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нати као:

GLr =


1 , r = 0

−α , r = 1

r−α−1
r

GLr−1 , r = 2, 3, . . . , NGL

. (3.66)

Суштина метода који су предложели Евангелатос и Спанос састоји се у примени дво-
струке дискретизације временског домена. Наиме, за довољно тачну апроксимацију фрак-
ционог извода потребно је узети релативно врло фину поделу временског домена, односно
релативно малу вредност интервала h. Међутим, у циљу побољшања нумеричке ефика-
сности прорачуна, поменути аутори предложили су да се за нумеричку интеграцију ко-
ристи друга, грубља дискретизација временског домена, као што је приказано на Слици
3.8.

.	.	.	.	.	.	

.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	.	

Δt

j Δtj Δt

h

t it i-1t i-2t i-j+1t i-j-1 t i-j

.	.	.	

t i-2j+1t i-2j-1 t i-2j

t{i}t{i-1}t{i-2}t{i-p}t{i-2p}t{i-jp}t{i-(j+1)p} t{i-(j-1)p}t{i-(2j-1)p}t{i-(2j+1)p} t{i-2jp}

Слика 3.8Шематски приказ двоструке дискретизације времен-
ског домена, предложеног од стране Евангелатоса и Спаноса

У тренутку t⟨i⟩ свака од разматраних временских функција се развије у Тејлоров ред
унатраг, узимајући у обзир грубљу дискретизацију времена, на интервалу ∆t. Величина
овог грубљег временског корака се усваја тако да важи:

∆t ≤ T

10
, (3.67)

где је T основни период осциловања еквивалентног еластичног система за разматрани
систем. Притом је потребно да однос грубог и финог корака буде у границама:

∆t

h
= p ≈ 5÷ 20 . (3.68)

Када се функција развије у Тејлоров ред унатраг у тренутку t⟨i⟩, узима се да тај ред даје
довољно добру апроксимацију у претходних j грубих корака ∆t. Након тога, у тернутку
t⟨i−j⟩, потребно је поново развити функцију у Тејлоров ред унатраг, при чему ће тај ред да-
ти довољно добру апроксимацију све до тренутка t⟨i−2j⟩, када је потребно поново развити
функцију и тако даље, на сваких j корака, све док се не узме у обзир довољно дуга истори-
ја оптерећења да би се фракциони извод у тренутку t⟨i⟩ апроксимирао са задовољавајућом
тачношћу.

Теоретски гледано, по дефиницији фракционог извода [160] требало би узети у обзир
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целокупну историју процеса од тренутка t → −∞. Према томе, у нумеричким прорачу-
нима, што се дужа историја узме у обзир, то се апроксимативно решење више приближа-
ва тачном решењу. Тако на пример, ако би се у тренутку t⟨i⟩ посматрала само историја
процеса на претходном интервалу j∆t на којем развој у Тејлоров ред у тренутку t⟨i⟩ даје
довољно добру апроксимацију, фракциони извод у том тренутку био би апроксимиран са
свега NGL = jp Гринвалд-Летњиковљевих коефицијената у изразу (3.64), што не даје за-
довољавајућу тачност апроксимације [182]. Стога је потребно узети у обзир више таквих
интервала jph ≡ j∆t, чиме се уводи неопходна корекција у апроксимацију.

Нека је за довољно добру апроксимацију фракционог извода у тренутку t⟨i⟩ потребно
узети у обзир претходнихNc +1 интервала j∆t, односно посматрати историју у укупном
трајању од (Nc+1)j∆t ≡ (Nc+1)jph. То значи да је потребно посматрати почетни, нулти
интервал апроксимације, и јошNc додатних, корекционих интервала. Према томе, у изра-
зу (3.64) ће фракциони извод бити апроксимиран са укупно NGL = (Nc + 1)jp Гринвалд-
Летњиковљевих коефицијената, од којих ће се првих jp коефицијената односити на вре-
менски интервал [t⟨i⟩−j∆t, t⟨i⟩], других jp на интервал [t⟨i⟩−2j∆t, t⟨i⟩−j∆t], и тако редом,
све до последњег уведеног корекционог интервала [t⟨i⟩ −Ncj∆t, t⟨i⟩ − (Nc − 1)j∆t]. При
решавању практичних проблема, углавном је довољно узети Nc = 3÷ 10 [182].

Ако се приликом апроксимације у сваком посматраном тренутку t⟨i⟩ за дискретизацију
временског домена усвоје увек исте вредности h и∆t, могу се унапред одредити вектори
апроксимације који ће бити исти у сваком од посматраних тренутака времена, чиме се
поступак прорачуна даље поједностављује и убрзава.

Наиме, у тренутку t⟨i⟩ временска функција q(t) се може развити у Тејлоров ред унатраг
као:

q(t⟨i⟩ − h) ≡ q(t{i−1}) ≡ q{i−1} ≈ q⟨i⟩ − hq̇⟨i⟩ +
h2

2!
q̈⟨i⟩ + . . .

q(t⟨i⟩ − 2h) ≡ q(t{i−2}) ≡ q{i−2} ≈ q⟨i⟩ − 2hq̇⟨i⟩ +
(2h)2

2!
q̈⟨i⟩ + . . .

...

q(t⟨i⟩ − (jp− 1)h) ≡ q(t{i−(jp−1)}) ≡ q{i−(jp−1)} ≈ q⟨i⟩ − (jp− 1)hq̇⟨i⟩ +
(jp− 1)2h2

2!
q̈⟨i⟩ + . . . ,

(3.69)
где је у индексима коришћена ознака {•} за обележавање тренутака уколико се користи
фина подела, а ⟨•⟩ за обележавање тренутака времена уколико се користи груба подела
временског домена. Тако се, на пример, вредност функције q(t) у једном истом тренутку
времена t⟨i⟩ − 2∆t ≡ t⟨i⟩ − 2ph може означити као q(t⟨i⟩ − 2∆t) ≡ q(t⟨i⟩ − 2ph) ≡ q{i−2p} ≡
q⟨i−2⟩, Слика 3.8, и тако редом, аналогно, и за све остале посматране тренутке времена.

Наведена апроксимација важи све до тренутка t⟨i−j⟩, када се функција поново мора
развити у Тејлоров ред унатраг, али овог пута користећи вредности функције и њених
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извода у том тренутку, односно биће:

q(t⟨i⟩ − jph) ≡ q(t{i−jp}) ≡ q(t⟨i−j⟩) ≡ q⟨i−j⟩ ,

q(t⟨i⟩ − (jp+ 1)h) ≡ q(t{i−jp−1)}) ≡ q{i−jp−1)} ≈ q⟨i−j⟩ − hq̇⟨i−j⟩ +
h2

2!
q̈⟨i−j⟩ + . . . ,

q(t⟨i⟩ − (jp+ 2)h) ≡ q(t{i−jp−2)}) ≡ q{i−jp−2)} ≈ q⟨i−j⟩ − 2hq̇⟨i−j⟩ +
(2h)2

2!
q̈⟨i−j⟩ + . . . ,

...

q(t⟨i⟩ − (2jp− 1)h) ≡ q(t{i−(2jp−1)}) ≡ q{i−(2jp−1)} ≈ q⟨i−j⟩ − (jp− 1)hq̇⟨i−j⟩ +
(jp− 1)2h2

2!
q̈⟨i−j⟩ + . . . ,

(3.70)

и ова апроксимација ће важити све до тренутка t⟨i⟩ − 2jph када је поново потребно ра-
звити функцију у Тејлоров ред, сада користећи вредности функције и њених извода у том
тренутку и тако редом, Nc пута, све док се не апроксимира цела разматрана прошлост за
тренутак t⟨i⟩.

Једначине (3.69) и (3.70) могу се представити матрично као:

q(t⟨i⟩)

q(t⟨i⟩ − h)

q(t⟨i⟩ − 2h)
...

q(t⟨i⟩ − (jp− 1)h)


≡



q{i}

q{i−1}

q{i−2}
...

q{i−(jp−1)}


≈



1 0 0

1 −h h2/2

1 −2h (2h)2/2
... ... ...
1 −(jp− 1)h (jp−1)2h2

2


 q⟨i⟩

q̇⟨i⟩

q̈⟨i⟩

 ,

(3.71)



q(t⟨i⟩ − jph)

q(t⟨i⟩ − (jp+ 1)h)

q(t⟨i⟩ − (jp+ 2)h)
...

q(t⟨i⟩ − (2jp− 1)h)


≡



q{i−jp}

q{i−jp−1}

q{i−jp−2}
...

q{i−2jp+1}


≈



1 0 0

1 −h h2/2

1 −2h (2h)2/2
... ... ...
1 −(jp− 1)h (jp−1)2h2

2


 q⟨i−j⟩

q̇⟨i−j⟩

q̈⟨i−j⟩

 ,

(3.72)
а слични изрази се аналогно могу исписати и за све остале тренутке разматране историје
у којима се анализирана функција развија у Тејлоров ред.

Може се закључити да матрица чланова развоја у Тејлоров ред:

H =



1 0 0

1 −h h2/2

1 −2h (2h)2/2
... ... ...
1 −(jp− 1)h (jp−1)2h2

2


, (3.73)

даје везу између фине и грубе дискретизације временског домана и да важи на сваком од
(Nc + 1) интервала j∆t посматране историје процеса. Такође, примећује се и да ова ма-
трица реда jp × 3 остаје иста за сваки посматрани тренутак времена, уколико се усвоји
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хомогена дискретизација временског домена и задрже прва три члана у Тејлоровим редо-
вима, односно уколико се усвоји квадратна апроксимација временских функција.

Као што је већ напоменуто, уколико се посматра укупна историја процеса у трајању од
(Nc + 1)j∆t, она се може поделити на почетни, нулти интервал апроксимације, и на још
Nc додатних, корекционих интервала. Тако се и Гринвалд-Летњиковљеви коефицијенти,
којих укупно има (Nc+1)jp, могу разврстати у векторе дужине jp, према интервалу којем
припадају, односно:

G⃗L
α

0 = {GLα
0 , GLα

1 , . . . , GLα
jp−1} ,

G⃗L
α

1 = {GLα
jp, GLα

jp+1, . . . , GLα
2jp−1} ,

. . .

G⃗L
α

Nc
= {GLα

(Nc−1)jp, GLα
(Nc−1)jp+1, . . . , GLα

Ncjp−1} .

(3.74)

Имајући све претходно наведено у виду, фракциони извод реда α функције q(t) се у
тренутку t = t⟨i⟩, исказан једначином (3.64), може приказати као:

q(α)(t)|t=t⟨i⟩ ≡ q
(α)
⟨i⟩ ≡ 0D

α
t⟨i⟩

q(t) ≈
NGL∑
r=0

1

hα
GLrq(t− rh) =

=
1

hα
[GL0 GL1 GL2 . . . GLjp−1]H

 q⟨i⟩

q̇⟨i⟩

q̈⟨i⟩

+

+
1

hα
[GLjp GLjp+1 GLjp+2 . . . GL2jp−1]H

 q⟨i−j⟩

q̇⟨i−j⟩

q̈⟨i−j⟩

+ · · ·+

+
1

hα

[
GL(Nc−1)jp GL(Nc−1)jp+1 GL(Nc−1)jp+2 . . . GLNcjp−1

]
H

 q⟨i−Ncj⟩

q̇⟨i−Ncj⟩

q̈⟨i−Ncj⟩

 .

(3.75)
Узимајући у обзир једначине (3.73) и (3.74), могу се одредити вектори апроксимације

за почетни, нулти интервал апроксимације, и за сваки од додатних Nc корекционих ин-
тервала дужине трајања j∆t, односно:

D⃗0 =
1

hα
G⃗L

α

0H = {D01, D02, D03} ,

D⃗c =
1

hα
G⃗L

α

cH = {Dc 1, Dc 2, Dc 3} , c = 1, 2, . . . , Nc .
(3.76)

Уколико се ови изрази за векторе апроксимације уврсте у једначину (3.75), у коначном

77



се фракциони извод функције у тренутку t = t⟨i⟩ може апроксимирати као:

q(α)(t⟨i⟩) ≡ q(α)
⟨i⟩

≈ D03 q̈⟨i⟩+D02 q̇⟨i⟩+D01 q⟨i⟩+
Nc∑
c=1

(
Dc 3 q̈⟨i−cj⟩ +Dc 2 q̇⟨i−cj⟩ +Dc 1 q⟨i−cj⟩

)
.

(3.77)
Примећује се да је фракциони извод апроксимиран преко околних целобројних извода,

као и да је поред апроксимације на почетном, нултом интервалу, у којој фигуришу вред-
ности функције и њених (целобројних) извода у посматраном тренутку, потребно узети у
обзир још иNc корекционих интервала, где фигуришу вредности функције ињених извода
на крајевима тих интервала.

3.5 Примена апроксимације фракционог извода на прет-
ходно добијени систем једначина

Сада је потребно описани поступак апроксимације фракционог извода применити на
претходно изведени систем једначина (3.60) и (3.62), који ће овде бити исписан поново
ради прегледности:

Mq̈+ Cα q(α) + Cβ q(β) +Kq− χ v = f , (3.78)

NbCpv̇ +
1

2R
v +

Nb∑
k=1

n∑
j=1

(
ϑ

∫ L

0

ϕ′′
(k)j dx

)
q̇(k)j = 0 . (3.79)

Пошто се у једначини (3.78) јављају два фракциона извода, реда α и реда β, поступак
апроксимације описан у Поглављу 3.4 биће потребно применити два пута, односно за
сваки од фракционих извода посебно биће потребно одредити векторе апроксимације.

Поступак прорачуна је следећи. Најпре се усвоји одговарајућа дискретизација вре-
менског домена. Затим се одреде вредности Гринвалд-Летњиковљевих коефицијената за
сваки од фракционих извода у једначини (3.78), и то:

GLα
0 = 1 ,

GLα
1 = −α ,

GLα
r =

r − α− 1

r
GLα

r−1 , r = 2, 3, . . . , NGL ,

GLβ
0 = 1 ,

GLβ
1 = −β ,

GLβ
r =

r − β − 1

r
GLβ

r−1, , r = 2, 3, . . . , NGL .

(3.80)
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Затим се ови коефицијенти разврстају у векторе дужине jp:

G⃗L
α

0 = {GLα
0 , GLα

1 , . . . , GLα
jp−1} ,

G⃗L
α

1 = {GLα
jp, GLα

jp+1, . . . , GLα
2jp−1} ,

. . .

G⃗L
α

Nc
= {GLα

(Nc−1)jp, GLα
(Nc−1)jp+1, . . . , GLα

Ncjp−1} ,

G⃗L
β

0 = {GLβ
0 , GLβ

1 , . . . , GLβ
jp−1} ,

G⃗L
β

1 = {GLβ
jp, GLβ

jp+1, . . . , GLβ
2jp−1} ,

. . .

G⃗L
β

Nc
= {GLβ

(Nc−1)jp, GLβ
(Nc−1)jp+1, . . . , GLβ

Ncjp−1} .

(3.81)

Како је матрица коефицијената развоја у Тејлоров ред H иста без обзира на ред фрак-
ционог извода, то се вектори апроксимације одмах могу одредити као:

D⃗α
0 =

1

hα
G⃗L

α

0H = {Dα
01, D

α
02, D

α
03} ,

D⃗α
c =

1

hα
G⃗L

α

cH = {Dα
c 1, D

α
c 2, D

α
c 3} , c = 1, 2, . . . , Nc ,

D⃗β
0 =

1

hβ
G⃗L

β

0H = {Dβ
01, D

β
02, D

β
03} ,

D⃗β
c =

1

hβ
G⃗L

β

cH = {Dβ
c 1, D

β
c 2, D

β
c 3} , c = 1, 2, . . . , Nc .

(3.82)

На крају, имајући у виду да је у једначини (3.78) са:

q = [q(1) q(2) . . . q(Nb)
]T = [q(1)1 q(1)2 . . . q(1)n q(2)1 q(2)2 . . . q(2)n q(3)1 . . . q(Nb)n

]T

(3.83)
обележен вектор непознатих временских функција у Галеркиновој апроксимацији, на сва-
ку од ових временских функција треба применити апроксимацију фракционог извода дату
једначином (3.77), и то за сваки од два различита реда фракционог извода α и β. Тако се
добија:

q(α)⟨i⟩ ≈ Dα
03 q̈⟨i⟩ +Dα

02 q̇⟨i⟩ +Dα
01 q⟨i⟩ +

Nc∑
c=1

(
Dα

c 3 q̈⟨i−cj⟩ +Dα
c 2 q̇⟨i−cj⟩ +Dα

c 1 q⟨i−cj⟩

)
,

q(β)⟨i⟩ ≈ Dβ
03 q̈⟨i⟩ +Dβ

02 q̇⟨i⟩ +Dβ
01 q⟨i⟩ +

Nc∑
c=1

(
Dβ

c 3 q̈⟨i−cj⟩ +Dβ
c 2 q̇⟨i−cj⟩ +Dβ

c 1 q⟨i−cj⟩

)
.

(3.84)
Када се ови изрази уврсте у једначину (3.78) добија се нова матрична једначина си-
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стема у облику:(
M+Dα

03Cα +Dβ
03Cβ

)
q̈⟨i⟩ +

(
Dα

02Cα +Dβ
02Cβ

)
q̇⟨i⟩+

+
(
K+Dα

01Cα +Dβ
01Cβ

)
q⟨i⟩ − χ v⟨i⟩ = f⟨i⟩ − fcorr⟨i⟩ ,

(3.85)

односно:
Meff q̈⟨i⟩ + Ceff q̇⟨i⟩ +Keffq⟨i⟩ − χv = f⟨i⟩ − fcorr⟨i⟩ , (3.86)

где су уведене ознаке:

Meff = M+Dα
03Cα +Dβ

03Cβ ,

Ceff = Dα
02Cα +Dβ

02Cβ ,

Keff = K+Dα
01Cα +Dβ

01Cβ ,

fcorr⟨i⟩ =
Nc∑
c=1

(
(Dα

c 3 +Dβ
c 3)q̈⟨i−cj⟩ + (Dα

c 2 +Dβ
c 2)q̇⟨i−cj⟩ + (Dα

c 1 +Dβ
c 1)q⟨i−cj⟩

)
.

(3.87)

Овим поступком добијен је систем обичних диференцијалних једначина по непозна-
тим временским функцијама q(t) и електричном напону v(t), односно:

Meff q̈⟨i⟩ + Ceff q̇⟨i⟩ +Keffq⟨i⟩ − χv = f⟨i⟩ − fcorr⟨i⟩ ,

NbCpv̇ +
1

2R
v −

Nb∑
k=1

n∑
j=1

χ(k)j q̇(k)j = 0 ,
(3.88)

где је уочено да је:

χ(k)j = −ϑ

∫ L

0

ϕ(k)j(δ
′(x− 0)− δ(x− L)) dx = −ϑ

∫ L

0

ϕ′′
(k)j dx = −e31b hpc

∫ L

0

ϕ′′
(k)j dx .

(3.89)
Уколико се све непознате величине сложе у један вектор u(t) = [q(t) v(t)]T, у коначном

се добија матрична једначина за цео систем у облику:[
Meff 0⃗

0⃗T 0

] ¨[
q⟨i⟩
v⟨i⟩

]
+

[
Ceff 0⃗

−χT Cp

] ˙[
q⟨i⟩
v⟨i⟩

]
+

+

[
Keff χ
0⃗T 1

2R

][
q⟨i⟩
v⟨i⟩

]
=

[
f⟨i⟩ − fcorr⟨i⟩

0

]
,

односно:
M̄ ü⟨i⟩ + C̄ u̇⟨i⟩ + K̄ u⟨i⟩ = f̄⟨i⟩ , (3.90)
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где су:

M̄ =

[
Meff 0⃗

0⃗T 0

]
,

C̄ =

[
Ceff 0⃗

−χT Cp

]
,

K̄ =

[
Keff χ
0⃗T 1

2R

]
,

u⟨i⟩ ≡ u(t⟨i⟩) =

[
q⟨i⟩
v⟨i⟩

]
,

f̄⟨i⟩ =

[
f⟨i⟩ − fcorr⟨i⟩

0

]
,

(3.91)

а 0⃗ је нула вектор реда nNb.
Овај систем једначина сада се може решити применом Њумарковог итеративног по-

ступка за нумеричку интеграцију диференцијалних једначина.

3.6 Решавање добијеног система једначина у временском
домену

За примену Њумарковог поступка потребно је у тренутку t = t⟨i+1⟩ посматрану вре-
менску функцију и њен први извод развити у Тејлоров ред, чиме се добија:

u⟨i+1⟩ ≈ u⟨i⟩ +∆t u̇⟨i⟩ +
∆t2

2
ü⟨i⟩ + βN(∆t)3

...
u ⟨i⟩ ,

u̇⟨i+1⟩ ≈ u̇⟨i⟩ +∆t ü⟨i⟩ + γN(∆t)2
...
u ⟨i⟩ .

(3.92)

Могу се изабрати различите вредности коефицијената βN и γN , али конвергенција ре-
шења је осигурана [182] уколико се усвоје вредности:

βN =
1

4
, γN =

1

2
, (3.93)

тако да ће у свим даљим нумеричким анализама бити усвојене управо ове вредности.
Уколико се сада, користећи метод коначних разлика, трећи извод разматране функције

у тренутку t = t⟨i⟩ представи преко другог извода у том, и у наредном тренутку t = t⟨i+1⟩,
односно:

...
u ⟨i⟩ ≈

ü⟨i+1⟩ − ü⟨i⟩

∆t
, (3.94)

једначине (3.92) постају:

u⟨i+1⟩ ≈ u⟨i⟩ +∆tu̇⟨i⟩ +∆t2
(
1

2
− βN

)
ü⟨i⟩ + βN(∆t)2ü⟨i+1⟩ ,

u̇⟨i+1⟩ ≈ u̇⟨i⟩ +∆t (1− γN) ü⟨i⟩ + γN∆t ü⟨i+1⟩ .

(3.95)
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Једначина (3.90) исписана за тренутак t = t⟨i+1⟩ гласиће:

M̄ ü⟨i+1⟩ + C̄ u̇⟨i+1⟩ + K̄ u⟨i+1⟩ = f̄⟨i+1⟩ . (3.96)

Ако се сада једначине (3.95) уврсте у једначину (3.96), након сређивања добија се:

M̄
(

1

βN ∆t2
(u⟨i+1⟩ − u⟨i⟩)−

1

βN ∆t
u̇⟨i⟩ + (1− 1

2βN

)ü⟨i⟩
)
+

+ C̄
(

γN
βN ∆t

(u⟨i+1⟩ − u⟨i⟩) + (1− γN
βN

)u̇⟨i⟩ +∆t(1− γN
2βN

)ü⟨i⟩
)
+

+ K̄ u⟨i+1⟩ = f̄⟨i+1⟩ .

(3.97)

Ако се уведу ознаке:

AN =
1

βN(∆t)2
M̄+

γN
βN∆t

C̄+ K̄ ,

b⟨i+1⟩ = f̄⟨i+1⟩ + M̄
(

1

βN(∆t)2
u⟨i⟩ +

1

βN∆t
u̇⟨i⟩ +

(
1

2βN

− 1

)
ü⟨i⟩
)
+

+ C̄
(

γN
βN∆t

u⟨i⟩ −
(
1− γN

βN

)
u̇⟨i⟩ −∆t

(
1− γN

2βN

)
ü⟨i⟩
)

,

(3.98)

у коначном се добијају изрази за итеративно одређивање вредности временских функција
и њиховог првог и другог извода у облику:

u⟨i+1⟩ = A−1
N b⟨i⟩ ,

u̇⟨i+1⟩ =
γN

βN∆t

(
u⟨i+1⟩ − u⟨i⟩

)
+

(
1− γN

βN

)
u̇⟨i⟩ +∆t

(
1− γN

2βN

)
ü⟨i⟩ ,

ü⟨i+1⟩ =
1

βN(∆t)2
(
u⟨i+1⟩ − u⟨i⟩

)
− 1

βN∆t
u̇⟨i⟩ −

(
1

2βN

− 1

)
ü⟨i⟩ .

(3.99)

Када су познате вредности вектора uT = {q v} у сваком разматраном тренутку вре-
мена, напон је директно дат последњим чланом вектора u, док се временске функције q
користе да би се одредила релативна померања сваке од греда система према једначини
(3.51), односно:

v(t⟨i⟩) ≡ v⟨i⟩ = {u⟨i⟩}nNb+1

wrel(k)(x, t⟨i⟩) ≈
n∑

r=1

ϕ(k)r(x)q(k)r(t⟨i⟩) =
n∑

r=1

ϕ(k)r(x)u(k)⟨i⟩r
,

(3.100)

уз напомену да су:

w(k)(x, t⟨i⟩) = wb(t⟨i⟩) + wrel(k)(x, t⟨i⟩) , k = 1, 2, . . . , Nb , (3.101)

што представља решење постављеног проблема у временском домену.
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3.7 Решавање добијеног система једначина у фреквент-
ном домену

За изучавање динамичких карактеристика механичког система корисно је одредити
амплитудно-фреквентне функције (АФФ) и њихове дијаграме, односно наћи решење про-
блема у фреквентном домену. Тиме се успоставља директна веза између фреквенције
принудне силе и амплитуде одзива система, што ће у наставку текста бити учињено и за
овде разматрани случај предложеног динамичког апсорбера са пијезоелектричним свој-
ствима.

Наиме, за одређивање амплитудно-фреквентних функција претпоставља се хармониј-
ска побуда, односно, у овом конкретном случају, хармонијска функција трансверзалног
померања укљештених крајева греда система:

wb(t) = w0 e
ιΩt , (3.102)

где је са w0 означена амплитуда померања ослонаца, Ω је кружна фреквенца померања
ослонаца, а са ι је означена имагинарна јединица.

При оваквом померању ослонаца, систем ће након извесног времена ући у квазистаци-
онаран режим вибрација (енг. steady state), па се претпоставља да је и одговор конструк-
ције такође хармонијска функција, синхрона и синфазна са функцијом принуде, односно:

q(t) = q0 eιΩt , v(t) = v0 e
ιΩt , (3.103)

где су q0 и v0 вектор амплитуда временских функција у Галеркиновој апроксимацији и
амплитуда електричног напона, респективно.

Полазећи од диференцијалне једначине кретања греда система (3.42), након разлагања
апсолутних померања греде на померања греда као крутих тела и релативна померања
сваке од греда у односу на њен укљештен крај како је приказано једначином (3.46), добија
се једначина (3.47), која ће овде бити поновљена ради прегледности:ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

 ẅrel(k) + csτ
α
1 (w

′′′′
rel(k))

(α) + Y Ikw
′′′′
rel(k)−

− κk−1(1 + τβ2 D
β)(wrel(k) − wrel(k−1)) + κk(1 + τβ2 D

β)(wrel(k+1) − wrel(k))−

− ϑv(δ′(x− 0)− δ′(x− L)) = F(k) , k = 1, 2, . . . , Nb ,

(3.104)

где је за принудну силу k-те греде била уведена ознака:

F(k) = F(k)(x, t,Ω) =

ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

 (g − ẅb) . (3.105)

Уколико се сада претпостави хармонијско померање ослонаца (3.102), у стационар-
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ном режиму вибрација систем ће осциловати око положаја статичке равнотеже, односно
равнотежног положаја који систем заузима услед сопствене тежине греда и додатих кон-
центрисаних маса у посматраном гравитационом пољу, а принудна сила тада обухвата
само инерцијалне силе система које се јављају као последица преласка са апсолутних по-
мерања греда на релативна померања, и може се одредити као:

F(k)(x, t) = −

ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

 w0 e
ιΩt = F0(k) e

ιΩt , (3.106)

где је узето да је:

F0(k) = −

ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

 w0 . (3.107)

Након примене Галеркинове апроксимативнеметоде за просторну дискретизацију про-
блема, добија се систем једначина који се матрично може приказати у форми једначине
(3.60), која се такође овде поновља ради прегледности:

Mq̈+ Cα q(α) + Cβ q(β) +Kq− χ v = f . (3.108)

Уз хармонијско померање ослонаца, вектор принудних сила постаје:

f(t) = f0 eιΩt , (3.109)

где се елементи вектора амплитуда принудних сила:

f0 = [f0(1)1 f0(1)2 . . . f0(1)n f0(2)1 f0(2)2 . . . f0(2)n f0(3)1 . . . f0(Nb)n
]T (3.110)

одређују као:

f0(k)j =

∫ L

0

F0(k)ϕ(k)j(x) dx = −

∫ L

0

(ρkAkϕ(k)j) dx+

Nm(k)∑
a=1

maϕ(k)j(xa)

 w0

j = 1, 2, . . . , n , k = 1, 2, . . . , Nb .

(3.111)

Након увођења апроксимације за фракционе изводе (3.84) и слагања свих непознатих
временских функција и електричног напона у један вектор реда (Nb n + 1), добија се ма-
трична једначина за цео систем (3.90), која се такође овде понавља ради прегледности:

M̄ ü⟨i⟩ + C̄ u̇⟨i⟩ + K̄ u⟨i⟩ = f̄⟨i⟩ , (3.112)
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где су вектор непознатих функција и вектор принудних сила, респективно, дати као:

u⟨i⟩ ≡ u(t⟨i⟩) =

[
q⟨i⟩
v⟨i⟩

]
,

f̄⟨i⟩ =

[
f⟨i⟩ − fcorr⟨i⟩

0

]
,

(3.113)

а вектор корекционих сила је уведен у облику:

fcorr⟨i⟩ =
Nc∑
c=1

(
(Dα

c 3 +Dβ
c 3)q̈⟨i−cj⟩ + (Dα

c 2 +Dβ
c 2)q̇⟨i−cj⟩ + (Dα

c 1 +Dβ
c 1)q⟨i−cj⟩

)
, (3.114)

где је j број претходних корака ∆t у којима развој функције у Тејлоров ред унатраг од
тренутка t⟨i⟩ даје задовољавајућу тачност апроксимације, како је описано у Поглављу 3.4.

Имајући у виду једначине (3.103), вектор корекционих сила постаје:

fcorr⟨i⟩ =

Nc∑
c=1

(
(Dα

c 3 +Dβ
c 3)(ιΩ)

2q0 eιΩt⟨i−cj⟩ + (Dα
c 2 +Dβ

c 2)(ιΩ)q0 e
ιΩt⟨i−cj⟩ + (Dα

c 1 +Dβ
c 1)q0 e

ιΩt⟨i−cj⟩
)
=

=

Nc∑
c=1

(
(Dα

c 3 +Dβ
c 3)(ιΩ)

2 + (Dα
c 2 +Dβ

c 2)(ιΩ) + (Dα
c 1 +Dβ

c 1)
)
q0 eιΩt⟨i−cj⟩ .

(3.115)

Са друге стране, како је:

t⟨i−cj⟩ = t⟨i⟩ − cj∆t ⇒ eιΩt⟨i−cj⟩ = eιΩt⟨i⟩e−ιΩcj∆t , (3.116)

претходна једначина постаје:

fcorr⟨i⟩ =

[
Nc∑
c=1

(
(Dα

c 3 +Dβ
c 3)(ιΩ)

2 + (Dα
c 2 +Dβ

c 2)(ιΩ) + (Dα
c 1 +Dβ

c 1)
)
e−ιΩcj∆t

]
q0 eιΩt⟨i⟩ =

= D(Ω) q0 eιΩt⟨i⟩ ,

(3.117)

где је уведена ознака:

D(Ω) =
Nc∑
c=1

(
(Dα

c 3 +Dβ
c 3)(ιΩ)

2 + (Dα
c 2 +Dβ

c 2)(ιΩ) + (Dα
c 1 +Dβ

c 1)
)
e−ιΩcj∆t . (3.118)

Ова константа зависи од фреквенце померања ослонаца, као и усвојене дискретизације
временског домена и параметара апроксимације присутних фракционих извода, али не
зависи од времена, тако да је довољно срачунати је једном, на почетку поступка нумеричке
интеграције, а њена вредност биће иста за све временске функције у свим посматраним
тренуцима времена.

Према томе, с обзиром на једначине (3.103), (3.109), (3.113) и (3.117), једначина (3.112)
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у стационарном режиму вибрација постаје:

(
M̄ u0(ιΩ)2 + C̄ u0(ιΩ) + K̄ u0

)
eιΩt⟨i⟩ =

[
f0 −D(Ω) q0

0

]
eιΩt⟨i⟩ , (3.119)

односно: (
M̄(ιΩ)2 + C̄(ιΩ) + K̄

)
u0 =

[
f0
0

]
−D(Ω)

[
q0
0

]
. (3.120)

Након пребацивања свих непознатих временских функција са исте стране знака јед-
накости и сређивања претходног израза добија се:

(
M̄(ιΩ)2 + C̄(ιΩ) + K̄+D(Ω)I0

)
u0 =

[
f0
0

]
, (3.121)

где је са I0 означена јединична матрица I реда Nb n×Nb n проширена нулом, односно:

I0 =

[
I 0⃗

0⃗T 0

]
. (3.122)

На крају, ако се уведу ознаке:

A(Ω) = M̄(ιΩ)2 + C̄(ιΩ) + K̄+D(Ω)I0 ,

b0 =

[
f0
0

]
,

(3.123)

у коначном се може написати:
A(Ω) u0 = b0 , (3.124)

па се амплитудно-фреквентне функције одређују као:

u0 = A−1(Ω) b0 , (3.125)

На крају, када су познате амплитуде uT0 = {q0 v0}, амплитудно-фреквентне функције
за електрични напон и релативна померања греда система добијају се као

v(Ω) = {u0}nNb+1

wrel(k)(x,Ω) ≈
n∑

i=1

ϕ(k)i(x)q0(k)i(Ω) =
n∑

i=1

ϕ(k)r(x)u0(k)i

(3.126)

уз напомену да су

w(k)(x,Ω) = w0 + wrel(k)(x,Ω) , k = 1, 2, . . . , Nb , (3.127)

што представља решење постављеног проблема у фреквентном домену.
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∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Користећи једначине изведене у овом поглављу могуће је одредити величину помера-
ња сваке од греда пијезоелектричног динамичког апсорбера, као и величину електричног
напона произведеног у пијезо-слојевима греда. У наредном поглављу биће приказана ва-
лидација предложеног математичког модела, а затим ће, у Поглављу 5, бити приказано
како се овде предложени ПЕДА може применити за контролу вибрација мостовских кон-
струкција.
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Глава 4

Валидација модела предложеног типа
пијезоелектричног динамичког
апсорбера

У овом поглављу биће приказана валидација математичког модела изведеног у По-
глављу 3, којим се описује понашање предложеног новог типа динамичког апсорбера са
пијезоелектричним својствима. Валидација модела биће извршена поређењем резултата
добијених на предложеном моделу са резултатима из експеримената доступним у литера-
тури. У доступној литератури, за сада, нема публикација о динамичким апсорберима са
пијезоелектричним својствима и пригушењем моделираним уз коришћење фракционих
извода (фракционим пригушењем). Међутим, постоје радови у којима је, засебно, разма-
трано понашање динамичких апсорбера, биморфних греда и система повезаних биморф-
них греда са вискозним пригушењем конструкције. Сви наведени примери који постоје у
литератури могу се извести као посебни случајеви модела фракционог пијезоелектричног
динамичког апсорбера (ПЕДА) који се предлаже у овој дисертацији. Стога је и валидација
предложеног модела урађена у више корака, најпре поредећи резултате модела са резул-
татима из литературе за случај једне биморфне греде, а потом и за случај система биморф-
них конзолних греда повезаних еластичним опругама на слободним крајевима. Међутим,
пошто у литератури није пронађен ниједан пример са истовременом применом биморф-
них греда и фракционог пригушења, приликом валидације пијезоелектричних својстава
модела коришћени су целобројни изводи, односно модел класичног вискозног пригушења
конструкције. На крају, провера фракционих својстава предложеног модела урађена је за
случај струјног кола у кратком споју, услед чега је електрични напон који се генерише при
деформацији греда у сваком тренутку једнак нули. У овом случају се електро-механичко
спрезање може занемарити, па се систем од Nb n + 1 једначина којима се описује пона-
шање ПЕДА своди на систем од свега Nb n једначина кретања греда. Овде је потребно
напоменути и то да се у описаном случају добија систем једначина потпуно еквивален-
тан оном описаном у раду: Пауновић и др. "Dynamics of fractional-order multi-beam-mass
system excited by base motion" [183]. Ипак, у поменутом раду је коришћен другачији при-
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ступ за решавање добијеног система једначина, тако да је и математички модел који се
у овој дисертацији предлаже било потребно проверити, и та валидација приказана је на
крају овог поглавља.

4.1 Поређење резултата за случај вибрација једне биморф-
не греде

Биморфне греде детаљно су анализиране у бројним радовима, како теоријски, тако
и експериментално [77, 82, 108, 184--186]. У области математичког моделирања и при-
мене пијезоелектричних материјала у конструктерству, као водећи ауторитети издвајају
се имена Алпера Ертурка (Alper Erturk) и Данијела Инмана (Daniel Inmann). Ови аутори
су веома подробно истражили понашање, пијезоелектрична својства и примену разли-
читих типова биморфних греда и своја истраживања су изложили у бројним публикаци-
јама [1, 2, 187--194], од којих је једна и врло опсежна књига [1] у којој је систематски
обрађена методологија примене, теоријског и математичког моделирања и оптимизације
својстава биморфних греда. Из наведених разлога одлучено је да се поређење резултата
добијених на моделу који се предлаже у овој дисертацији, врши управо са резултатима
објављеним од стране Ертурка и Инмана, и то у две независне публикације - у поменутој
књизи "Пијезоелектрично сакупљање енергије" (Erturk, A., Inman, D. J. (2011). Piezoelec-
tric energy harvesting. John Wiley and Sons) [1], и у раду под називом "Експериментално
потврђен модел биморфне конзолне греде за пијезоелектрично сакупљање енергије ви-
брација од вибрација услед померања ослонца" (Erturk, A., Inman, D. J. (2009). An expe-
rimentally validated bimorph cantilever model for piezoelectric energy harvesting from base
excitations. Smart materials and structures, 18(2), 025009) [2]. У књизи је, поред осталог,
приказан и случај биморфне греде без додатих маса, док је у раду разматрана биморфна
греда са једном масом везаном за слободан крај конзоле. Оба случаја су потврђена експе-
риментима, због чега су изабрани за проверу тачности модела ПЕДА предложеног у овој
дисертацији.

4.1.1 Поређење за случај једне биморфне греде без додате масе

У наведеној књизи, поред детаљног излагања теоријских основа и извођења матема-
тичких модела за описивање понашања биморфних греда, аутори су приказали и параме-
тарску студију својих математичких модела на крају Поглавља 3, док је у Поглављу 4 дата
и експериментална потврда тих резултата. У Табели 4.1 је дат преглед усвојених вредно-
сти геометријских параметара и карактеристика материјала који су коришћени при овој
валидацији.

Као што је напоменуто, при валидацији је најпре разматран случај једне биморфне
греде без додате масе као најосновнији посебан случај, који се може добити из општег
модела ПЕДА изложеног у Поглављу 3 ове дисертације, уколико се усвоје одговарајуће
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Табела 4.1: Усвојене редности параметара из књиге Ертурка и Инмана

Параметар Ознака Мерна јединица Пијезокерамика Носећи слој
Дужина L mm 30 30
Ширина b mm 5 5
Дебљина hp, hs mm 0.15 0.05
Материјал - - PZT-5A Алуминијум
Модуо еластичности Yp, Ys GPa 61 70
Специфична маса ρp, ρs kg/m3 7750 2700
Пијезоелектрична константа ē31 C/m -10.4 -
Пермитивност ε̄S33 nF/m 13.3 -

вредности параметара. За то је, поред параметара који су приказани у Табели 4.1 и који
су заједнички за ПЕДА модел и Ертурков и Инманов модел, потребно усвојити и одго-
варајуће вредности осталих параметара специфичних за ПЕДА модел, и то: број греда у
систему Nb = 1, број чланова у Галеркиновој апроксимацији функција релативног поме-
рања греда n = 5, број додатих маса на греди Nm(1) = 0, ред извода у моделу материјала
носећег слоја биморфне греде α = 1.0 и ред извода и време ретардације у моделу мате-
ријала слојева спрезања β = 1.0, τβ2 = 0.0, респективно.

Посебну пажњу је потребно обратити на моделирање пригушења материјала носећег
слоја биморфне греде, јер ту долази до изражаја основна разлика у ПЕДА моделу и мо-
делу Ертурка и Инмана. Наиме, Ертурк и Инаман су дали тачно, аналитичко решење
проблема, односно применили су модалну анализу и одредили тачне облике осциловања
и модалне координате за разматрани случај. Због тога су користили имодално пригушење,
уводећи у сваком тону одговарајући коефицијент пригушења, чију су вредност експери-
ментално утврдили. За конкретне прорачуне који се овде наводе користили су 5 тоно-
ва осциловања, са коефицијентима модалног пригушења: ξ1 = 0.010, ξ2 = 0.012, ξ3 =

0.030, ξ4 = 0.059, ξ5 = 0.097. Међутим, у ПЕДА моделу је пригушење материјала но-
сећег слоја биморфне греде моделирано кроз конститутивну једначину са фракционим
изводом, са временом ретардације τα1 као фактором пропорционалности, а за решавање
добијеног система једначина је коришћена приближна, апроксимативна метода Галерки-
нове дискретизације. Овим поступком се не добијају стварни облици осциловања и мо-
далне координате, већ се одређују само помоћне, пробне функције и временске функције
које тек у коначном збиру дају тражене функције померања греда и електричног напона
(видети Поглавље 3.3.4). Због тога, у општем случају, није могуће применити модално
пригушење код ПЕДА модела.

Ипак, у овом конкретном случају једне биморфне греде, пошто нема утицаја других
греда преко слојева спрезања и пошто је отпор средине занемарен, пригушење система
биће пропорционално крутости, а како нема додатих маса на греди и једначине систе-
ма након Галеркинове апроксимације биће међусобно независне, а матрицеMeff , Ceff и
Keff дијагоналне. Другим речима, Галеркиново апроксимативно решење у овом случа-
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ју заправо се поклапа са тачним решењем, тако да је ипак могуће применити вредности
коефицијената модалног пригушења које су навели Ертурк и Инман. Дакле, елементи
матрице пригушења услед вискозности материјала конструкције ће у овом случају бити
директно задати као:

[Ceff ]i,j = 2ξiωiδij, i, j = 1, 2, . . . , n (4.1)

где је δij Кронекеров делта симбол, а ωi је i-та сопствена фреквенца еквивалентног ела-
стичног система. У складу са избором Ертурка и Инмана, пијезо-слојеви биморфне греде
су у електрично коло повезани редно, тако да се еквивалентна капацитивност и коефици-
јент директног електро-механичког спрезања одређују као:

Cp =
ε̄s33bL

hp

, ϑ = e31b hpc = e31b

(
hs

2
+

hp

2

)
. (4.2)

Електрична отпорност електричног кола је варирана како би се показао њен утицај на
одзив конструкције и укупну произведену количину електричне енергије. Разматрани су
случајеви R ∈ {0.1, 1, 10, 100, 1000, 10000}kΩ. Поређење резултата извршено је упоређи-
вањем дијаграма амплитудно-фреквентних функција за електрични напон и за релативно
померање слободног краја биморфне греде (Слике 3.5 и 3.15 у књизи [1]).

Слика 4.1 Поређење резултата за остварени електрични напон
ПЕДА модела са резултатима експеримената Ертурка и Инма-
на [1] за случај једне биморфне греде без додатих маса, са ра-
зличитим вредностима електричне отпорности кола R

Добијени резултати приказани су на Сликама 4.1 и 4.2. Као што се може видети, по-
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Слика 4.2 Поређење резултата за релативна померања слобод-
ног краја греде ПЕДА модела са резултатима експеримената
Ертурка и Инмана [1] за случај једне биморфне греде без дода-
тих маса, са различитим вредностима електричне отпорности
кола R

клапање резултата ПЕДА модела и резултата експеримената Ертурка и Инмана је потпуно
у случају једне биморфне греде без додатих маса, пошто се при овим условима Галерки-
ново приближно решење поклапа са тачним, аналитичким решењем.

4.1.2 Поређење за случај једне биморфне греде са додатом масом на
слободном крају

Валидација ПЕДА модела за овај посебан случај биће извршена поређењем резултата
са резултатима из рада "Експериментално потврђен модел биморфне конзолне греде за
пијезоелектрично сакупљање енергије вибрација од вибрација услед померања ослонца"
А. Ертурка и Д. Инмана [2]. У наведеном раду, аутори су најпре дали теоријске осно-
ве везане за математичко описивање пијезоелектричних својстава материјала, затим су
приказали поступно извођење једначина којима се описује понашање биморфне конзол-
не греде услед померања ослонаца са једном концентрисаном масом додатом греди на
њеном слободном крају, и на крају су изложили и потврду свог модела експериментима.
Како би провера ПЕДА модела била што ригорознија, поређење резултата биће извршено
са резултатима експеримента приказаним у наведеном раду. Геометријске и материјалне
карактерисике биморфне греде које су коришћене у овој анализи приказане су у Табели
4.2.
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У наведеном раду, аутори истичу да је чест проблем са моделима пијезоелектричних
биморфних греда који се срећу у литератури њихова немогућност да опишу важан фено-
мен утицаја електричне отпорности R електричног кола на вредност основне сопствене
фреквенце биморфне греде. Наиме, аутори наведеног рада наглашавају да са повећањем
електричне отпорности електричног кола долази до повећања вредности њене основне
сопствене фреквенце, односно "помрања резонанце" (енг. "resonance shift"). Аутори су у
наведеном раду приказали дијаграм промене амплитудно-фреквентног одзива греде у за-
висности од промене електричне отпорности и тај дијаграм потврдили експериментима.
Будући да само модели који су механички (и математички) ваљано засновани могу да обу-
хвате и опишу ово повећање крутости услед промене електричне отпорности, поређење
резултата ПЕДА модела са резултатима експеримента биће извршено управо на овом ди-
јаграму. На Слици 4.3 је приказан поменути дијаграм промене амплитудно-фреквентног
одзива греде за различите вредности електричне отпорности R. Као што се може видети,
поклапање резултата ПЕДА модела и резултата експеримената из наведене литературе је
изврсно. Пошто је и ПЕДА модел успешно и веома прецизно предвидео повећање круто-
сти система са повећањем електричне отпорности, може се закључити да је ПЕДА модел
заснован на исправним (електро)механичким принципима и да је математички ваљано из-
веден за случај једне биморфне греде. Имајући то у виду, наредни корак у потврђивању
предложеног модела је његова провера за случај када се систем за сакупљање енергије
састоји од више међусобно повезаних биморфних греда.

Табела 4.2: Усвојене вредности параметара за случај једне греде са масом

Параметар Ознака Мерна јединица Пијезокерамика Носећи слој
Дужина L mm 50.8 50.8
Ширина b mm 31.8 31.8
Дебљина hp, hs mm 0.26 0.14
Материјал - - PZT-5A Месинг
Модуо еластичности Yp, Ys GPa 66 105
Специфична маса ρp, ρs kg/m3 7800 9000
Пијезоелектрична константа ē31 C/m -10.4 -
Пермитивност ε̄S33 F/m 1500ε0 -
Пермитивност празног простора ε0 pF/m 8.854 -
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Слика 4.3 Поређење резултата за остварени електрични напон
ПЕДА модела са резултатима експеримената Ертурка и Инма-
на [2] за случај једне биморфне греде са додатом масом на сло-
бодном крају, за различите вредности електричне отпорности
кола R
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4.2 Поређење резултата за случај система биморфнихкон-
зола еластично повезаних на слобоним крајевима

Након поређења резултата за случај једне биморфне греде, предложени модел биће
проверен и за случај система повезаних биморфних греда. Међутим, у доступној лите-
ратури постоји врло мало радова у којима је разматран овај случај, и сви се односе на
конзолне греде повезане на својим слободним крајевима, било у равни осциловања [3],
било ван ње [129]. С обзиром на то да је у предложеном моделу ПЕДА веза између греда
остварена у равни осциловања, то ће валидација модела бити урађена за тај случај, који је
обрађен у раду Меруанеа и Пикаре "A Broadband Vibration-Based Energy Harvester Using
an Array of Piezoelectric Beams Connected by Springs" [3].

Потребно је поново напоменути да су у поменутом раду греде биморфне и да је веза
између греда остварена само на слободним крајевима конзола и то еластичним опруга-
ма. Ово представља један од посебних случајева предложеног модела ПЕДА, уколико се
искључи пригушење, узевши да је за носећи слој биморфних греда ред фракционих изво-
да у моделу једнак α = 1.0 и користећи коефицијент класичног вискозног пригушења cs
уместо времена ретардације τα1 , док се слој спрезања између греда узима као еластичан.
Такође, пошто су у раду Меруанеа и Пикаре греде повезане само на својим крајевима, а
у предложеном моделу ПЕДА је веза остварена слојем спрезања читавом дужином греда,
потребно је донекле изменити једначине ПЕДА модела како би он одговарао моделу из
цитираног рада. Еквивалентност се може постићи увођењем Диракове делта функције у
члановима везаним за утицај слоја спрезања. Имајући наведено у виду, диференцијалне
једначине кретања греда система у ПЕДА моделу (3.47) за овај посебан случај постају:ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

 ẅrel(k) + csẇ
′′′′
rel(k) + Y Ikw

′′′′
rel(k)−

−
(
κk−1(wrel(k) − wrel(k−1))− κk(wrel(k+1) − wrel(k))

)
δ(x− L)−

− ϑv(δ′(x− 0)− δ′(x− L)) = F(k) , k = 1, 2, . . . , Nb ,

(4.3)

где је као и раније коришћена ознака:

F(k) = F(k)(x, t) = ρkAkg −

ρkAk +

Nm(k)∑
a=1

maδ(x− xa)

 ẅb , (4.4)

док једначина за електрично коло (3.50) остаје непромењена:

NbCpv̇ +
1

2R
v +

Nb∑
k=1

ϑ

∫ L

0

ẇ′′
rel(k) dx = 0 . (4.5)

Поред тога, у раду Меруанеа и Пикаре све биморфне греде имају додату само једну кон-
центрисану масу на свом слободном крају, тако да је у ПЕДА моделу потребно узети да
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је Na ≡ 1. У наведеном раду, аутори су најпре развили механички и математички мо-
дел за описани систем, а потом приказали и потврду модела поређењем са резултатима
експеримента за случај са 3 повезане биморфне греде (Слика 14 у поменутом раду). За
валидацију ПЕДА модела биће коришћени управо ови подаци, будући да су потврђени
експериментом. У Табели 4.3 су приказане геометријске и материјалне карактеристи-
ке греда система за разматрани случај, заједно са усвојеним вредностима одговарајућих
параметара у ПЕДА моделу. На слободним крајевима конзолних греда додате су масе
m(1))1 = 6.5mbL, m(2))1 = 3.5mbL, m(3))1 = 1.9mbL, повезане еластичним опругама кру-
тости k ≡ 2.92Y I/L3.

Табела 4.3: Усвојене вредности параметара из рада Меруанеа и Пикаре

Параметар Ознака Мерна јединица Пијезокерамика Носећи слој
Дужина L mm 48.2 48.2
Ширина b mm 10 10
Дебљина hp, hs mm 0.24 0.19
Материјал - - PZT-5A Месинг
Модуо еластичности Yp, Ys GPa 55.0 40.4
Специфична маса ρp, ρs kg/m3 8140 1519
Пијезоелектрична константа ē31 C/m -10.4 -
Пермитивност ε̄S33 nF/m 13.28 -
Коефицијент пригушења csIs kgm4/s - 1.16× 10−6

На Слици 4.4 су приказани амплитудно-фреквентни дијаграми генерисане електрич-
не снаге описаног система греда дати од стране Меруанеа и Пикаре добијени аналитички
и експериментално, као и резултати добијени применом ПЕДА модела. Пуном линијом
су приказани резултати добијени за случај повезаних, а испрекиданим линијама резлтати
за случај засебних (неповезаних) биморфних греда. Са слике се може уочити да се ди-
јаграми слажу по облику, као и да су сопствене фреквенце модела одређене тачно, док у
вредностима амплитуда у близини резонантног стања постоје извесне разлике у резулта-
тима ПЕДА модела у односу на резултате дате у наведеном раду. Наиме, ово одступање је
највероватније последица различитог приступа у моделирању пригушења модела, буду-
ћи да су аутори наведеног рада користили модалне коефицијенте вискозног пригушења,
који су одређени експериментално, док је у ПЕДА моделу коришћен глобални коефици-
јент, који није могуће у потпуности прилагодити моделу са модалним пригушењем за све
тонове осциловања истовремено, што у коначном доводи до одређене разлике у резулта-
тима. Међутим, с обзиром на то да су карактер дијаграма и фреквентне карактеристике
система практично идентични, а одступања у вредостима амплитуда не прелазе 10%, мо-
же се сматрати да је ПЕДА модел потврђен и за разматрани случај система биморфних
греда са једном концентрисаном масом, еластично повезаних на слободним крајевима.

96



Слика 4.4 Поређење резултата за остварени електричну снагу
ПЕДА модела са резултатима експериментата Меруанеа и Пи-
каре [3] за случај система биморфних греда са по једном до-
датом масом и еластично повезаних на слободним крајевима.
Испрекидана линија - повезане греде, пуна линија - неповезане
греде
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4.3 Поређење за случај једне фракционо вискоеластичне
греде са додатомконцентрисаноммасомна слободном
крају

Као што је напоменуто, у доступној литератури није пронађен пример комбиновања
биморфних греда са пригушењем моделираним уз примену извода нецелог реда. Стога
ће валидација ПЕДА модела бити настављена поређењем резултата за случај једне обич-
не греде (без пијезоелектричних слојева и ефекта) са фракционим вискоеластичним при-
гушењем и једном додатом концентрисаном масом на слободном крају. За фракциони
Келвин-Војтов модел пригушења, какав је коришћен у овој дисертацији, у литератури по-
стоји рад Фројндлиха [4], у којем је аутор приказао тачно аналитичко решење за описани
случај.

Као и до сада, потребно је ПЕДА модел на одређени начин прилагодити за овај по-
себан случај. Најпре, у моделу треба усвојити да је број греда једнак јединици, односно
Nb = 1, чиме се истовремено искључује и деловање слоја спрезања. Такође, како би
се искључило електро-механичко спрезање носећег и пијезоелектричних слојева у ПЕДА
моделу, потребно је узети да је електрична отпорност електричног кола, у које су повезане
електроде биморфне греде, једнака нули, односно R → 0 ⇒ v(t) → 0. Остале геометриј-
ске и материјалне карактеристике модела усвојене су као у цитираном раду Фројндлиха.
Преглед усвојених параметара модела дат је у Табели 4.4.

Табела 4.4: Усвојене редности параметара из рада Фројндлиха

Параметар Ознака Мерна јединица Пијезокерамика Носећи слој
Дужина L mm 800 800
Ширина b mm 25 25
Дебљина hp, hs mm 0.24 0.00
Материјал - - PZT-5A Легура
Модуо еластичности Yp, Ys GPa 0 3.2
Специфична маса ρp, ρs kg/m3 0 1190
Пијезоелектрична константа ē31 C/m -10.4 -
Пермитивност ε̄S33 nF/m 13.28 -

Поред овога, узето је да је на слободном крају додата концентрисана маса m(1)1 =

0.2mbL, и да носећи слој биморфне греде има време ретардације τα1 = 0.002sα, и ред
фракционог извода α = 0.8. Такође, у Фројндлиховом решењу је искључена ротацио-
на инерција додате масе, како би модел био упоредив са ПЕДА моделом. На Слици 4.5
су приказана померања слободног краја конзоле добијена тачним аналитичким решењем
Фројндлиха (пуна линија) и ПЕДА моделом (испрекидана линија).

Као што се може видети, слагање је одлично, на основу чега се може закључити да
је валидација предложеног модела ПЕДА остварена и за случај једне биморфне греде са
фракционим вискозним пригушењем. На основу свих приказаних валидација, са довољ-

98



0 2 4 6 8 10

-0.00002

-0.00001

0.00000

0.00001

0.00002

Слика 4.5 Померање слободног краја конзоле са једном дода-
том масом на слободном крају. Плава линија - тачно анали-
тичко решење из литературе [4], жута линија - решење добије-
но применом ПЕДА модела за случај биморфне греде са елек-
тричним колом у кратком споју

ном поузданошћу се може тврдити да је потврђена ваљаност предложеног модела ПЕДА,
као и да ће он давати поуздане резултате чак и за најопштији случај повезаних система
биморфних греда са фракционим пригушењем. Овиме је валидација ПЕДА модела извр-
шена и у наредном поглављу ће бити приказана примена ових динамичких апсорбера за
контролу вибрација мостовских конструкција.
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Глава 5

Примена предложеног типа динамичког
апсорбера за контролу вибрација
мостовских конструкција

У Поглављима 3 и 4 је изложен предлог нове конструкције динамичких апсорбера са
пијезоелектричним елементима и развијен је и потврђен математички и механички модел
ових апсорбера. Као што је напоменуто, утицај ових апсорбера на динамичка својства и
вибрације основне конструкције, односно, у овде разматраном случају, мостовске греде,
остварује се тежином кућишта сваког од апсорбера, које је на одговарајућ начин повезано
са гредом. Имајући у виду полазне претпоставке под којима је развијен модел у оквиру
ове дисертације (Поглавље 2.2), овакав концепт омогућава да се сложен проблем међу-
дејства ПЕДА и основне конструкције разложи на два проблема који се могу решавати
одвојено. Наиме, у првој фази се посматра основна конструкција заједно са свим додатим
динамичким апсорберима и пројектованим оптерећењем. Када се тај динамички проблем
у потпуности реши у временском домену, познате су функције померања кућишта сваког
од апсорбера. Потом се у другој фази за сваки од апсорбера понаособ примени решење
описано у Поглављу 3, узимајући за функцију померања ослонца одговарајућу функци-
ју померања кућишта тог апсорбера одређену у првој фази анализе. На овом моделу се
онда одреди добијена количина електричне енергије у сваком од ПЕДА током посматра-
ног временског интервала, чиме се у коначном добија кумулативна количина електричне
енергије која се може ускладиштити у одговарајући акумулатор, односно батерију. Опи-
сани поступак представља потпуно решење постављеног проблема и управо ће он бити
примењен и детаљније разрађен у остатку наредном тексту.

Како је у Поглављу 3 већ изложен модел и поступак којим се друга фаза анализе може
у потпуности решити, сада ће бити развијен модел и поступак за решавање прве фазе
анализе, односно решавање динамичког проблема вибрација мостовске конструкције са
додатим динамичким апсорберима и одговарајућим оптерећењем.

100



5.1 Математички модел греде са динамичким апсорбери-
ма

У Поглављу 2.2.3 је описан поступак извођења диференцијалних једначина сложеног,
хибридног система сачињеног од мостовске греде, која се моделира као континуални еле-
мент са бесконачно много степени слободе кретања, и Na динамичких апсорбера, који се
моделирају као систем концентрисаних маса од којих свака има по један степен слободе
кретања. За описивање апсолутних померања маса апсорбера уведене су нове координате
za, a = 1, 2, . . . , Na. Као што је наведено у Поглављу 2.2.3, зависно од материјала еле-
мента којим је сваки од апсорбера повезан са основном конструкцијом, разликоваће се и
реолошки модел везе масе сваког од апсорбера са мостовском гредом у датом механичком
моделу. У поменутом поглављу изведена је једначина кретања греде и концентрисаних
маса за најопштији случај разматран у оквиру ове дисертације, тј. случај када су и греда
и сви везни елементи сачињени од фракционо вискоеластичног материјала, при чему се
реолошке карактеристике везног елемента за сваки од апсорбера могу међусобно разли-
ковати. Ове једначине су дате изразима (2.52) и (2.54), који ће овде бити поновљени ради
прегледности:

Y I(1 + τα1 D
α)w′′′′ +mẅ +

Na∑
a=1

ka(1 + τβa
a Dβa) (w(xa, t)− za(t))− caẇ = f ,

maz̈a − ka(1 + τβa
a Dβa) (w(xa, t)− za(t)) = mag , a = 1, 2, . . . , Na .

(5.1)

За решавање овог система једначина биће коришћена Галеркинова аналитичка апрок-
симациона метода као и у претходним разматрањима. Међутим, ако се на ове једначине
примени поступак апроксимације фракционих извода околним изводима целобројног ре-
да као што је детаљно описано у Поглављу 3.4 на примеру једног ПЕДА, једначине ће
добити исти облик као да је у систему присутно само класично вискозно пригушење са
изводима целобројног реда. Дакле, узимајући у обзир да се најопштији овде разматрани
случај са фракционо вискоеластичним материјалима описаним поступком може свести
на случај са класичним вискозним пригушењем, у наставку ће ради једноставности, а
без губитка општости, бити разматран случај када су и мостовска греда и везни елемен-
ти апсорбера сачињени од вискоеластичног материјала класичног Келвин-Војтовог типа,
односно материјала чије се пригушење моделира уз примену целобројних извода. У том
случају, једначине 5.1 постају:

mbẅb + csIbẇ
′′′′ + YbIbw

′′′′ −
Na∑
a=1

(
ka + ca

d

dt

)
(wb(xa, t)− za(t)) = f −mbg ,

maz̈a +

(
ka + ca

d

dt

)
(wb(xa, t)− za(t)) = mag , a = 1, 2, . . . , Na ,

(5.2)

где је mb маса мостовске греде по јединици дужине, wb(x, t) апсолутно, вертикално по-
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мерање неутралне осе греде, Yb и cs модуо еластичности и коефицијент вискозног при-
гушења материјала греде, респективно, Ib аксијални момент инерције попречног пресека
греде у односу на осу управну на раван одређену гредом и апсорберима, ka и ca модуо
еластичности и коефицијент пригушења материјала везног елемента a-тог апсорбера, ре-
спективно, za(t) апсолутно, вертикално померање a-тог апсорбера, ma маса a-тог апсор-
бера, a f(x, t) функција оптерећења које делује на мостовску греду. У једначинама (5.2)
је узето у обзир дејство сопствене тежине конструкције, при чему је убрзање Земљине
теже обележено са g. Отпор средине је занемарен у овој анализи због релативно малог
утицаја на одзив конструкције у поређењу са осталим елементима. Једначинама (5.2), уз
одговарајуће граничне и почетне услове, проблем је у потпуности одређен. У наставку ће
бити описан поступак решавања овог система једначина применом Галеркинове методе.

5.2 Решење добијеног система једначина

Уколико се уведе Галеркинова дискретизација просторног домена, померања мостов-
ске греде могу се приказати као:

wb(x, t) ≈
n∑

i=1

ϕbi(x)qbi(t) , (5.3)

са пробним функцијама ϕbi(x), i = 1, 2, . . . , n, за које су усвојени облици осцилова-
ња греде без апсорбера и оптерећења, и непознатим временским функцијама qbi(t), i =

1, 2, . . . , n. Kао што је већ описано у Поглављу 3.3.4, применa методе отежаног остат-
ка подразумева да се прва једначина у систему (5.2) редом помножи сваком од пробних
функција ϕbj(x), j = 1, 2, . . . , n, и да се свака тако добијена једначина интеграли у гра-
ницама разматраног просторног домена, чиме се обезбеђује да је укупна грешка апрок-
симације посматрано на домену као целини једнака нули. Овим поступком се добија си-
стем од n обичних диференцијалних једначина по непознатим временским функцијама
qbi(t), i = 1, 2, . . . , n, тако да систем (5.2) постаје:

n∑
i=1

(∫ L

0

mbϕbiϕbj dx

)
q̈bi +

n∑
i=1

(∫ L

0

csIbϕ
′′′′
bi
ϕbj dx+

Na∑
a=1

caϕbj(xa)ϕbj(xa)

)
q̇bi+

+
n∑

i=1

(∫ L

0

YbIbϕ
′′′′
bi
ϕbj dx+

Na∑
a=1

kaϕbj(xa)ϕbj(xa)

)
qbi −

Na∑
a=1

(
caϕbj(xa)

)
ża−

−
Na∑
a=1

(
kaϕbj(xa)

)
za =

∫ L

0

ϕbj(x)f(x, t) dx−
∫ L

0

mb g ϕbj(x) dx , j = 1, 2, . . . ,

maz̈a+caża + kaza −
n∑

i=1

(caϕbi(xa)) q̇bi −
n∑

i=1

(kaϕbi(xa)) qbi = −ma g , a = 1, 2, . . . , Na .

(5.4)
Уколико се непознате временске функције qbi(t), i = 1, 2, . . . , n и непознате функције

померања апсорбера za(t), a = 1, 2, . . . , Na сложе у један вектор u, претходни систем
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једначина се може записати у матричном облику као:[
Mbb 0
0T Maa

] ¨{qb
z

}
+

[
Cbb Cba

Cab Caa

] ˙{
qb
z

}
+

[
Kbb Kba

Kab Kaa

]{
qb
z

}
=

{
fb
fa

}
, (5.5)

односно:
Mü+ Cu̇+Ku = f , (5.6)

где су:

[Cbb]ij = ξω2
i δij +

Na∑
a=1

caϕi(xa)ϕj(xa) , [Kbb]ij = ω2
i δij +

Na∑
a=1

kaϕi(xa)ϕj(xa) ,

[Cba]ja = −caϕj(xa) , [Kba]ja = −kaϕj(xa) ,

[Cab]ai = −caϕi(xa) , [Kab]ai = −kaϕi(xa) ,

[Caa] = diag(ca) , [Kaa] = diag(ka) ,

fb = fF + fg , [Mbb]ij = δij ,

fFj
=

∫ L

0

f ϕbj dx , [Maa] = diag(ma)

fgj = −mb g

∫ L

0

ϕj dx , qb = [qb1 qb2 . . . qbn ]
T ,

faa = −ma g , z = [z1 z2 . . . zn]
T ,

f = [fb fa]T u = [q z]T ,

M =

[
Mbb 0
0T Maa

]
,C =

[
Cbb Cba

Cab Caa

]
, K =

[
Kbb Kba

Kab Kaa

]
.

(5.7)
и где је 0 нула-матрица реда n × Na, ωi је i-та сопствена фреквенца мостовске греде, а
ξ = csIb/YbIb је коефицијент глобалног пригушења материјала од којег је сачињена греда.

5.2.1 Решење у фреквентном домену

За решење у фреквентном домену, посматра се квази-стационаран режим вибраци-
ја система, где систем услед дејства хармонијског оптерећења осцилује око свог равно-
тежног положаја, односно положаја који би систем заузео услед дејства силе Земљине
теже, када на њега не би деловало дато хармонијско оптерећење. Овакви услови осцило-
вања могу се описати једначином која се изводи из једначине (5.6), уколико се узме да је
f(x, t) = f0(x)e

ιΩF t, fgj = faa = 0, j = 1, 2, . . . , n, a = 1, 2, . . . , Na, при чему су f0(x) и
ΩF амплитуда и кружна фреквенца осциловања датог хармонијског оптерећења.У квази-
стационарном режиму конструкција осцилује синхроно и синфазно са хармонијском по-
будом, тако да се може писати да је uss(x,ΩF , t) = u0(x,ΩF )e

ιΩF t, и тада се једначина
(5.6) своди на: (

−Ω2
FM+ (ιΩF )C+K

)
u0 = f0 , (5.8)
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односно:
u0 = A−1(ΩF )f0 , (5.9)

где су A(ΩF ) = −Ω2
FM + (ιΩF )C + K, и f0 = [fF0 0⃗ ]

T , односно fF0j
=
∫ L

0
f0 ϕbj dx, а 0⃗ је

нула-вектор реда Na.
Када су једначином (5.9) одређене амплитуде временских функција q0(ΩF ) и функција

померања апсорбера za(ΩF ), амплитуде вибрација греде могу се одредити из једначине
(5.3) као:

wbss(x,ΩF , t) ≈
n∑

i=1

ϕbi(x)q0i(ΩF )e
ιΩF t . (5.10)

Амплитудно-фреквентна функција померања греде изражена једначином (5.10) предста-
вља решење проблема у квазистационарном режиму осциловања.

5.2.2 Решење у временском домену

Како би био узет у обзир и најопштији разматрани случај када се у математичком моде-
лу јављају и изводи нецелог реда, за решавање једначине (5.6) у временском домену биће
примењена Њумаркова апроксимативна методa нумеричке интеграције, како је описано у
Поглављу 3.4 - 3.6. Узимајући у обзир дискретизацију временског домена, једначина (5.6)
исписана за тренутак t⟨i+1⟩ постаје:

M̄ ü⟨i+1⟩ + C̄ u̇⟨i+1⟩ + K̄ u⟨i+1⟩ = f̄⟨i+1⟩ . (5.11)

Када су познате вредности временских функција и вредности померања ослонаца у почет-
ном тренутку t0, као и вредностињихових првих и других извода по времену у том тренут-
ку, за сваки наредни тренутак ti+1 се ове вредности могу одредити итеративно применом
једначина (3.99), које ће овде бити поновљене ради прегледности:

u⟨i+1⟩ = A−1
N b⟨i⟩ ,

u̇⟨i+1⟩ =
γN

βN∆t

(
u⟨i+1⟩ − u⟨i⟩

)
+

(
1− γN

βN

)
u̇⟨i⟩ +∆t

(
1− γN

2βN

)
ü⟨i⟩ ,

ü⟨i+1⟩ =
1

βN(∆t)2
(
u⟨i+1⟩ − u⟨i⟩

)
− 1

βN∆t
u̇⟨i⟩ −

(
1

2βN

− 1

)
ü⟨i⟩ ,

(5.12)

уз подсећање да су:

AN =
1

βN(∆t)2
M̄+

γN
βN∆t

C̄+ K̄ ,

b⟨i+1⟩ = f̄⟨i+1⟩ + M̄
(

1

βN(∆t)2
u⟨i⟩ +

1

βN∆t
u̇⟨i⟩ +

(
1

2βN

− 1

)
ü⟨i⟩
)
+

+ C̄
(

γN
βN∆t

u⟨i⟩ −
(
1− γN

βN

)
u̇⟨i⟩ −∆t

(
1− γN

2βN

)
ü⟨i⟩
)

.

(5.13)

Када су познате вредности вектора u у сваком тренутку дискретизованог временског
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домена, тиме су директно одређена и апсолутна померања динамичких апсорбера, док се
померања мостовске греде могу одредити као:

wb(x, t⟨i⟩) ≈
n∑

r=1

ϕbr(x)qbr(t⟨i⟩) =
n∑

r=1

ϕbr(x)ubr ⟨i⟩ . (5.14)

Да би описани поступак могао бити спроведен, неопходно је одредити вредности вре-
менских функција qbr(0) и положаја апсорбера za(0) у тренутку t0, односно дефинисати
почетне услове кретања.

Одређивање почетних услова

У даљем тексту ће бити изведени изрази за одређивање почетних услова за мостовску
греду статичког система просте греде са Na додатих динамичких апсорбера. У оквиру
ове дисертације биће разматран само овај случај, али се напомиње да се овде изложени
поступак може применити и за мостовске греде другачијег статичког система.

Проста греда са додатихNa апсорбера приказана је на Слици 5.1(a). Систем се налази
у пољу Земљине теже и претпоставља се да се на почетку осциловања налази у стању
мировања. Стога се почетни услови одређују према равнотежном положају који систем
заузима услед (статичког) дејства сопствене тежине његових елемената. Мостовска греда
оптерећена је сопственом тежином мостовске конструкције и саме греде, као и тежинама
додатих апсорбера. У овде разматраном примеру, претпоставља се да је мостовска гре-
да константног попречног пресека дуж целе своје дужине, тако да се сопствена тежина
мостовске конструкције и греде моделирана једнакоподељеним оптерећењем интензите-
та mg. Динамички апсорбери су у овом, глобалном механичком моделу моделирани као
концентрисане масе, повезане са гредом вискоеластичним елементима на местима xa, та-
ко да су њихове тежине моделиране као концентрисане силе интензитетаmag које делују
на одговарајућим местима на греди. Мостовска греда са оптерећењем које на њу делује
приказана је на Слици 5.1(a),(b). Почетни услови ће бити одређени на основу деформи-
саног облика носача, односно статичких угиба греде услед дејства наведених тежина. На
основу претпоставки наведених у Поглављу 2, може се применити принцип суперпози-
ције, те ће укупан статички угиб греде бити одређен као:

w0(x) = wmg
0 (x) +

Na∑
a=1

wFa
0 (x) , (5.15)

где је w0(x) = wb(x, 0) једначина еластичне линије мостовске греде, wmg
0 угиб греде услед

сопствене тежине, а wFa
0 угиб греде услед дејства тежине a-тог апсорбера.

Из Теорије еластичности је познато да једначина еластичне линије просте греде услед
једнакоподељеног оптерећења има облик:

wm
0 g(x) = −mg

Y I

(
1

24
x4 − L

12
x3 +

L3

24
x

)
. (5.16)

105



Једначина еластичне линије греде услед дејства тежине a-тог апсорбера биће одређена ко-
ришћењем везе између момента савијањаM(x), угла нагиба тангенте на еластичну линију
φ(x) и угиба греде w(x), уз претпоставку да је мостовска греда сачињена од еластичног
материјала. Под описаним условима биће:

φ(x) =
d

dx
w(x) ≡ w′(x) , (Y I)−1 M(x) =

d

dx
φ(x) ≡ φ′(x) = w′′(x) . (5.17)

Једначина момента савијања за греду оптерећену концентрисаном силом Fa на растојању
xa од њеног левог краја гласи:

M(x) =

L−xa

L
mag x , x ∈ [0, xa] ,

L−xa

L
mag x−mag (x− xa) =

(
L−xa

L
− 1
)
x+mag xa , x ∈ [xa, L] .

(5.18)

На основу веза (5.17), изрази за угао нагиба тангенте на еластичну линију и угиб носача
се могу одредити интеграцијом израза (5.18), чиме се добија:

φ(x) =

L−xa

L
mag

1
2
x2 + c1 = φ1(x) , x ∈ [0, xa] ,(

−xa

L

)
1
2
x2 +magxa x+ c2 = φ2(x) , x ∈ [xa, L] ,

(5.19)

w(x) =

L−xa

L
mag

1
6
x3 + c1 x+ c3 = w1(x) , x ∈ [0, xa] ,(

−xa

L

)
1
6
x3 +magxa

1
2
x2 + c2 x+ c4 = w2(x) , x ∈ [xa, L] .

(5.20)

Непознате константе интеграције одређују се из граничних услова:

w1(0) = 0 , w2(L) = 0 , w1(xa) = w2(xa) , φ1(xa) = φ2(xa) , (5.21)

чиме се добија:
c1 = −mag

6L
x3
a +

mag

2
x2
a −

mag

3
Lxa ,

c2 = −mag

6L
x3
a −

mag

3
Lxa ,

c3 = 0 ,

c4 =
mag

6
x3
a .

(5.22)

У коначном, након сређивања, добија се израз за једначину еластичне линије носача
услед дејства тежине a-тог апсорбера у облику:

wFa
0 (x) =

 1
Y I

[(
L−xa

L
mag
6

)
x3 +

(
−mag

6L
x3
a +

mag
2

x2
a −

mag
3
Lxa

)
x
]
x ∈ [0, xa] ,

1
Y I

[
−mag

6L
x3
a +

(
mag
2

xa

)
x2 +

(
−mag

6L
x3
a −

mag
3
Lxa

)
x+ mag

6
x3
a

]
x ∈ [0, xa]

,

a = 1, 2, . . . , Na .
(5.23)

Описани поступак схематски је приказан на Слици 5.1(c).
Када су познати угиби греде услед сваке од разматраних тежина засебно, они се могу
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суперпонирати и дати укупан статички угиб мостовске греде како је приказано изразом
(5.15). Потом се почетни услови неопходни за решавање система једначина (5.12) могу
одредити увођењем Галеркинове апроксимације у израз (5.15), односно:

wb(x, 0) = w0(x) ⇒
n∑

i=1

ϕi(x)qi(0) = w0(x) . (5.24)

Ако се једначина (5.24) помножи са масом по јединици дужине мостовске конструкције
m и потом редом са сваком од n пробних функција ϕj(x) у Галеркиновој апроксимацији,
па се затим тако добијени изрази интеграле у границама [0, L], пошто су пробне функције
ϕj(x), j = 1, 2, . . . , n међусобно ортонормиране у односу на масу греде, директно се до-
бијају изрази за вредности непознатих временских функција Галеркинове апроксимације
у почетном тренутку qj(0) као:

qj(0) = m

∫ L

0

ϕj(x)w0(x) dx . (5.25)

Почетни положај a-тог апсорбера у односу на линију недеформисаног носача може се
одредити као:

za(0) = w(xa, 0)−
mag

ka
, (5.26)

као што се може видети на Слици 5.1(d), а при чему је ka модуо еластичности материја-
ла елемента којим је маса апсорбера повезана са мостовском гредом. Када су одређене
временске функције у Галеркиновој апроксимацији једначином (5.25) и положаји маса
апсорбера za(0) једначином (5.26) у почетном посматраном тренутку, тиме је потпуно
одређен вектор u који фигурише у систему једначина (5.12). Ако се претпостави да се
конструкција у почетном тренутку налази у стању мировања, то значи да су и брзине и
убрзања система у том тренутку једнака нули, па се, у коначном, почетни услови за реша-
вање система једначина (5.12) могу изразити као:

u⟨0⟩ =

{
qb(0)
z(0)

}
,

u̇⟨0⟩ ≡ 0 ,

ü⟨0⟩ ≡ 0 .

(5.27)

Овиме је постављени проблем у потпуности одређен тако да се вредности непознатих
функција могу итеративно одредити у сваком наредном тренутку t⟨i+1⟩ , i = 0, 1, 2, . . . ,

применом израза (5.12), што уједно представља и коначно решење постављеног проблема.
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Слика 5.1 Одређивање почетних услова, (а) Проста греда оп-
терећена сопственом тежином и тежином додатих динамичких
апсорбера, (b) Принцип суперпозиције - функције момента са-
вијања греде услед задатог оптерећења, (c) Принцип суперпо-
зиције - укупан угиб греде једнак је збиру угиба услед сопстве-
не тежине и угиба услед сваке одNa тежина додатих апсорбера,
(d) Одређивање статичког угиба a-тог апсорбера

5.3 Валидација предложеног модела међудејства мостов-
ске конструкције и динамичких апсорбера

Применљивост предложеног приступа за моделирањемеђудејства мостовске конструк-
ције и динамичких апсорбера биће проверена поређењем резултата са резултатима до-
ступним у литератури, који су такође потврђени и експериментално. Поређење ће бити
извршено са резултатима које су приказали Самани и Пеликано у свом раду "Ублажавање
вибрација греда услед покретног оптерећења применом линеарних и нелинеарних дина-
мичких апсорбера" из 2009. године [5], за посебан случај вискоеластичне греде са једним
додатим вискоеластичним динамичким апсорбером.

У поменутом раду разматране су вибрације просте греде дужине L, површине попреч-
ног пресека и момента инерције I , услед покретне трансверзалне силе интензитетаF0 која
се креће брзином V у позитивном смеру подужне координате греде x, уз присуство ди-
намичког апсорбера масе m0 који се налази на растојању d од левог краја греде. Греда
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је сачињена од вискоеластичног материјала густине ρ, модула еластичности Y и коефи-
цијента модалног пригушења у p-том тону осциловања ξp. У цитираном раду аутори су
показали да је први тон осциловања далеко најутицајнији у овом случају, па су се одлу-
чили за апроксимативно решење које узима у обзир само осцилације у првом тону. Маса
апсорбера је са гредом повезана еластичном опругом крутости k и вискозном пригушни-
цом коефицијента пригушења λ. Сви наведени параметри модела Саманија и Пеликана
имају одговарајуће парњаке и у моделу који се предлаже у овој дисертацији, тако да се
вредности могу усвојити директно. Једина разлика је што је код цитираних аутора уве-
дено модално пригушење, док се у овој дисертацији користи глобални коефицијент при-
гушења који је изведен из примењених конститутивних релација за сваки од материјала.
Међутим, пошто су се аутори наведеног рада одлучили за једно-тоналну апроксимацију
проблема, коефицијент модалног пригушења за први тон осциловања који су они кори-
стили могао је бити усвојен као коефицијент глобалног пригушења у овде предложеном
моделу, а како је у наведеним околностима, као што је напоменуто, први тон осциловања
далеко најутицајнији, то је и грешка оваквог упрошћавања била прихватљиво мала.

У Табели 5.1 су приказане вредности параметара модела Саманија и Пеликана за слу-
чај који ће бити коришћен за проверу овде предложеног модела мостовске конструкције
са апсорберима, уз истовремено приказивање и одговарајућих парњака ових параметара
у овде предложеном моделу.

Табела 5.1: Усвојене вредности параметара за случај једне греде са масом

Параметар Ознака у [5] Усвојена ознака Мерна јединица Вредност
Дужина L L m 4.0
Ширина b b m 0.03
Висина h h m 0.03
Модуо еластичности E Y GPa 206.80
Специфична маса ρ ρ kg/m3 7820.00
Маса динамичког апсорбера m0 ma kg 1.406
Коефицијент крутости опруге апсорбера k ka N/m′ 877.67
Коефицијент пригушења пригушнице апсорбера ξp ca Ns/m′ 12.980
Амплитуда покретnе концентрисане силе F0 F0 N 9.8
Брзина кретања покретног оптерећења V V m/s 21.5
Релативни положај апсорбера на греди d xa - 0.5

У цитираном истраживању је усвојено да је брзина кретања концентрисане силе кон-
стантна, а интензитет брзине је мењан и праћене су највеће забележене вредности ам-
плитуда осцилација греде, у циљу одређивања критичне брзине покретног оптерећења,
односно брзине при којој су амплитуде осциловања греде највеће. Функција покретног
оптерећења дата је изразом:

F (t) = F0ϕp(V · t)H(L
V

− t) , (5.28)

где је ϕp(x) функција облика осциловања греде у p-том тону осциловања, а Хевисајдова
функција обезбеђује да сила делује на греду од почетка посматраног временског интервала
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до тренутка када пређе целу греду, након чега систем наставља да осцилује слободно. Да
би се у овде предложеноммоделу добило оптерећење таквог облика, узима се да је полазна
функција оптерећења греде која фигурише у једначини (5.1) дата изразом:

f(x, t) = F0δ(x− V · t)H(L
V

− t) (5.29)

чиме се након увођења Галеркинове просторне дискретизације домена добија израз иден-
тичан изразу (5.28). Потребно је напоменути још и то да Самани иПеликано нису узимали
у обзир утицај сопствене тежине система, што се у овде предложеном моделу може по-
стићи уколико се узме да је убрзање Земљине теже g = 0.

На Слици 5.2 су приказани резултати који показују како се максимална амплитуда ви-
брација мења у зависности од брзине кретања покретног оптерећења. Пошто су Самани
и Пеликано у цитираном раду дали аналитичко апроксимативно решење те је могла бити
изведена функција зависности амплитуда од брзине кретања оптерећења, њихови резул-
тати су приказани непрекидном линијом. Са друге стране, с обзиром да је у оквиру ове
дисертације примењена нумеричка интеграција једначина, решење је добијено у обли-
ку дискретних вредности за више различитих вредности брзина покретног оптерећења.
За брзине оптерећења узете су вредности од 0m

s
до 80m

s
, са кораком од 5m

s
, и прорачун

је спроведен засебно за сваку од њих. Резултати добијени применом овде предложеног
модела приказани су тачкама на Слици 5.2.

Самани и Пеликано (2���)

ПЕДА модел

0 �0 40 60 80

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

V [m/s]

w
0
(L
/2
)
[
m
m

]

Слика 5.2 Поређење резултата Саманија и Пеликана [5] са ре-
зултатима овде предложеног модела за максималне амплитуде
вибрација зависно од брзине покретног оптерећења

Као што се може видети на слици, слагање резултата је одлично, што указује на поу-
зданост и применљивост овде предложеног модела.
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У коначном, овиме је потврђена основаност и математичка ваљаност предложеног на-
чина моделирања мостовске греде са додатим динамичким апсорберима који поседују
и пијезоелектрична својства, као и поступка за одређивање динамичких карактеристика
оваквог система и понашања конструкције услед дејства произвољног трансверзалног оп-
терећења. У наредном поглављу ће овде развијени модел бити примењен за нумеричку
анализу утицаја појединих параметара модела на његова динамичка својства, као и на ко-
личину произведене електричне енергије, у циљу оптимизације вредности параметара и
спровођења техно-економске анлизе исплативости примене предложеног решења у реал-
ним условима коришћења мостовске конструкције.
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Глава 6

Анализа утицаја параметара
предложеног модела на динамичка
својства система

У претходним поглављима је развијен механички и математички модел којим се опи-
сује понашање носеће греде мостовске конструкције услед дејства покретног оптереће-
ња, уз присуство динамичких апсорбера са пијезоелектричним својствима, као и електро-
механичко понашање ових апсорбера при вибрацијама основне конструкције. У овом по-
глављу биће испитани поједини параметри предложеног модела и њихов утицај на дина-
мичка својства система.

Као што је раније поменуто, модел је осмишљен тако да се прорачун спроводи у две
фазе, где се најпре одреди понашање основне конструкције и померања апсорбера услед
дејства покретног оптерећења, а потом се померања апсорбера у овом, глобалном моделу
користе као функције померања ослонаца за детаљан модел сваког ПЕДА понаособ, чиме
се на крају добија и податак о укупно произведеној количини електричне енергије. Стога
ће и анализа утицаја параметара модела бити подељана у два дела - прво ће бити испита-
ни параметри глобалног модела и утицај ПЕДА на динамичка својства система и њихова
ефикасност у смањењу амплитуда вибрација основне конструкције, а затим и утицај поје-
диних параметара самих ПЕДА на ефикасност претварања механичке енергије вибрација
у електричну енергију. На крају ће бити приказан и пример примене решења предложеног
у овој дисертацији на контролу вибрација мостовске греде конкретног моста, а биће изло-
жене и препоруке и поступци за одређивање оптималних вредности параметара модела
зависно од карактеристика одређене основне конструкције.

6.1 Анализа утицаја ПЕДА на динамику моста

Како би се одредило дејство апсорбера на динамичка својства система, најпре ће бити
одређене динамичке карактеристике саме основне конструкције, односно мостовске греде
без додатих апсорбера. Сви прорачуни биће спроведени на примеру типске носеће греде
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бетонске мостовске конструкције сандучастог "те" (Т) попречног пресека приказаног на
Слици 6.1.

6.1.1 Димамичка анализа греде без апсорбера

За потребе нумеричке анализе биће разматране вибрације бетонске мостовске греде
константног попречног пресека који је приказан на Слици 6.1a. Претпоставља се да је
греда слободно ослоњена на својим крајевима и да је њен распон једнак L = 30m. Биће
узето да је греда израђена од бетона класе C35/40, односно да је специфична маса бетона
ρb = 2100kg/m3 и модуо еластичности Yb = 35GPa. Такође, за бетон ће бити усвојен
класичан Келвин-Војтов вискоеластичан матерјални модел са глобалним коефицијентом
пригушења ξb = 0.0001. За греду са описаним геометријским и материјалним карактери-
стикама урађена је контрола статичких угиба према граничном стању употребљивости у
скалду са тренутно важећим прописима [195]. Гранично стање употребљивости је задо-
вољено, са односом wR/wd = 10.00cm/6.93cm, а добијени статички угиби су, у складу са
једначинама (2.47), искоришћени за одређивање почетних услова у динамичкој анализи
конструкције.

(a)

2816 16

50 60 50

160

2
0

1
2
0

2
0 LF

VF

F(t)F(t)

(b)

Слика 6.1 a) Попречни пресек мостовске греде, b) Схематски
приказ усвојеног модела покретног оптерећења

За потребе овде изложених нумеричких анализа биће посматран утицај једног типског
моторног возила са две осовине, какав је на пример путнички аутомобил. Оптерећење од
возила се може моделирати на различите начине [196]. У контексту механичког модела
моста коришћеног у претходним поглављима, покретно оптерећење биће моделирано као
низ од две покретне концентрисане силе хармонијски променљивог али међусобно увек
једнаког интензитета, односно две силе које се налазе међусобно на увек истом одстојању
LF и крећу истом брзином VF у истом смеру, као што је приказано на Слици 6.1b. Сходно
томе, функција оптерећења биће дата изразом:

F (t) = F0ϕp(VF · t)H(LF

VF

− t) . (6.1)
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Укупан интензитет оптерећења једнак је тежини типског возила F0 = mFg, а хармониј-
ски део оптерећења је уведен да би симулирао дејство амортизера при преласку возила
преко моста. Претпостављено је да се осцилације интензитета обе покретне силе деша-
вају синхроно и синфазно, око три четвртине тежине возила као равнотежне вредности,
а са амплитудом промене једнакој једној четвртини тежине возила, чиме је обухваћен и
утицај инерције возила. Овакав начин моделирања оптерећења дозвољава могућност ди-
намичког увећања амплитуда вибрација мостовске конструкције услед уласка у резонацу,
уколико се кружна фреквенца осциловања интензитета покретних сила поклопи са неком
од сопствених фреквенци мостовске конструкције. Међутим, прелиминарна анализа је
показала да је овај утицај наглашен само за фреквенце оптерећења врло блиске основној
сопственој фреквенци греде и за релативно ниске брзине кретања возила, што се може
видети и на Слици 6.2a односно 6.2b.

(a) Максималне амплитуде вибрација средине греде у зависности од брзине и кружне
фреквенце покретног оптерећења
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(b) Динамички фактор увећања угиба средине греде у односу на статички угиб у зави-
сности од кружне фреквенце покретног оптерећења

Слика 6.2 Анализа утицаја фреквенце и брзине покретног оп-
терећења на динамички одзив моста
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Са дијаграма на Слици 6.2b се може закључити да је динамичко увећање угиба мо-
стовске греде у односу на њен статички угиб, чак и у случају резонантног стања ΩF = ω1,
мање од 5% при брзинама већим од 50km/h, а да је максимално динамичко увећање уги-
ба остварено при најнижим брзинама покретног оптерећења, тако да за брзину возила од
10km/h увећање износи нешто више од 20%. Овако ненаглашен утицај резонанце се мо-
же објаснити чињеницом да се возило на мосту налази релативно кратко време тако да
повећане амплитуде вибрација не стигну да се развију.

На Слици 6.3a су приказани дијаграми померања средине мостовске греде за случај
константне фреквенце покретног оптерећења ΩF = 10rad/s, при различитим брзинама
кретања овог оптерећења. Јасно су уочљиве три фазе вибрација. Прве две секунде греда
мирује, јер возило још није на њој. Затим следи фаза принудних вибрација која траје од
тренутка када возило ступи на греду до тренутка када је напусти, након чега почиње трећа
фаза кретања - слободне осцилације. Што је брзина кретања возила већа, то фаза принуд-
них осцилација краће траје. Са слике је очигледно да брзина покретног оптерећења утиче
на амплитуде вибрација, како на оне у фази принудних, тако и на оне у фази слободних
осцилација греде. Примећује се директна сразмера између брзине возила и величине ам-
плитуда. Међутим, с обзиром на то да чак ни у случајевима релативно великих брзина
кретања увећање амплитуда није веће од 5%, а притом имајући у виду и претпоставку да
ће се овде разматрани систем за динамичку апсорпцију и добијање електричне енергије
користити на дугачким мостовима, углавном удаљених од насељених места, на којима се
може очекивати да ће се брзине кретања возила преко моста најчешће налазити у грани-
цама између 50 и 130km/h, у даљим разматрањима ће бити усвојено да се типско возило
креће брзином од 80km/h, уколико није другачије напоменуто.

Са друге стране, Слика 6.3b приказује дијаграме померања средине греде услед по-
кретног оптерећења различите фреквенце осциловања, али увек исте брзине кретања дуж
моста vF = 50km/h. Овај дијаграм јасно показује да фреквенца покретног оптереће-
ња утиче на фреквенцу вибрација греде само у фази принудних осцилација, а да након
што возило напусти мост греда наставља слободно да осцилује према својим сопственим
динамичким карактеристикама. Другим речима, фреквенца осциловања греде у фази сло-
бодних осцилација потпуно је независна од оптерећења које је побудило греду, и зависи
искључиво од механичких својстава греде. Ова чињеница се може искористити у циљу
пројектовања динамичких апсорбера оптималних карактеристика како би се максимизи-
рало стварање електричне енергије, упркос стохастичкој природи саобраћајног оптереће-
ња.

Према свему наведеном, може се закључити да брзина и фреквенца покретног оптере-
ћења имају одређени утицај на амплитуде вибрација мостовске греде. Међутим, с обзиром
на то да фаза принудних осцилација траје релативно кратко и да фреквенца оптерећења,
осим у резонантном режиму, не утиче битно на величину амплитуда вибрација греде, а да
се чак и у најнеповољнијем случају резонанце у основном тону осциловања јавља макси-
мално динамичко увећање амплитуда од 20% и то само при релативно ниским брзинама
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(a) Померања средине греде услед покретног оптерећења различитих брзина кретања, а увек
једнаке фреквенце Ω = 10rad/s

ΩF = 5. rad/s

ΩF = 14. rad/s

ΩF = 25. rad/s

ΩF = 35. rad/s

ΩF = 45. rad/s

0 2 4 6 8 10 12 14
-65

-64

-63

-62

-61

t [s]

w
(0
.5
L
,t
)
[m
m
]

(b) Померања средине греде услед покретног оптерећења различитих фреквенци, а увек јед-
наке безине кретања vF = 50.0km/h

Слика 6.3 Одзив конструкције у временском домену услед пре-
ласка једног типског возила

кретања возила, због великог броја параметара и ограниченог простора, у даљим нуме-
ричким анализама биће усвојено да је фреквенца покретних сила једнака ΩF = 20rad/s

и да се оне крећу дуж греде брзином 80km/h, ако није другачије напоменуто, а при при
чему се истиче да се описани поступак прорачуна који је приказан у овим нумеричким
истраживањима потпуно применљив и у случају других вредности ових параметара.

Овиме се закључује динамичка анализа мостовске греде без додатих апсорбера услед
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дејства покретног оптерећења. У наставку ће бити приказана анализа утицаја различи-
тих параметара динамичких апсорбера на вибрације мостовске коснструкције за случај
преласка једног типског возила. Вредности параметара за моделирање мостовске греде и
покретног оптерећења дати у овом одељку важиће и у свим наредним поглављима, уко-
лико није другачије наглашено.

6.1.2 Утицај масе и крутости апсорбера

Контрола вибрација греде може се извршити додавањем динамичких апсорбера, а
ефикасност апсорбера умногоме зависи од његове масе и начина повезивања са основ-
ном конструкцијом, те је најпре испитан утицај управо тих параметара. Како би у резул-
татима било што израженије дејство масе и крутости (и пригушења) везе апсорбера са
гредом, анализа је најпре ограничена на случај када се греди дода само један динамички
апсорбер, који се налази на средини греде. При таквим условима, анализирано је понаша-
ње греде услед дејства покретног оптерећења моделираног на начин описан у Поглављу
6.1.1 и поређено је са понашањем греде без додатих апсорбера. При томе су вариране
маса динамичког апсорбера и крутост везе апсорбера са мостовском гредом.

На Слици 6.4 су приказана померања средине мостовске греде wb(
L
2
, t) нормирана у

односу на статички угиб средине греде w0(L/2) током првих 30 секунди осциловања, уз
присуство једног динамичког апсорбера постављеног такође на средину греде (xa = L/2).
Веза апсорбера и греде моделирана је вискоеластичним елементом чија крутост са круто-
шћу греде стоји у односу λa = 0.0008, а коефицијент пригушења је сразмеран крутости
са коефицијентом пропорционалнсоти ξa = 0.0001. Маса апсорбера је варирана и на сли-
ци су приказани резултати за различите вредности односа масе апсорбера према укупној
маси греде µa.

На слици се јасно уочавају трифазе осциловања као и у случају празне мостовске греде
- фаза без оптерећења, фаза принудних осцилација (односно преласка покретног оптере-
ћења преко моста) и фаза слободних осцилација (након што оптерећење напусти мост).
Може се приметити да је дејство динамичког апсорбера у фази принудних осцилација
релативно мало, а да то дејство постаје нешто израженије у фази слободних осцилаци-
ја греде. Такође, резултати показују да је дејство апсорбера занемарљиво мало све док
његова маса не постане релативно врло велика. Наиме, утицај апсорбера постаје уочљив
тек за однос масе апсорбера према маси греде од µa = 5%, што у разматраном случају
подразумева масу апсорбера од преко 10 тона. Јасно је да овакав апсорбер, иако технич-
ки изводљив, не представља нарочито рационално решење, а свакако не спада ни у гру-
пу "расподељених" динамичких апсорбера описаних у Поглављу 1.1, који представљају
предмет истраживања у оквиру ове дисертације.

У циљу постизања веће делотворности апсорбера у контроли вибрација мостовске гре-
де потребно је подесити параметре апсорбера тако да одговарају конкретној основној кон-
струкцији на којој се апсорбер примењује. Овакви, подешени динамички апсорбери и
пригушивачи вибрација (енг. Tuned Mass Dampers) имају подешен однос своје масе и
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Слика 6.4 Померања средине греде нормирана у односу на ста-
тички угиб средине греде w0(L/2), уз присуство једног дина-
мичког апсорбера са различитим односоммасе апросрбера пре-
ма укупној маси греде µa

крутости тако да се сопствена фреквенца апсорбера поклапа са неком од сопствених фре-
квенци основне конструкције, најчешће основном. У том случају учинак апсорбера се
знатно увећава, као што је приказано на Слици 6.5. На слици су приказани резултати за
случај празне греде (плава линија) и случај присуства једног подешеног динамичког ап-
сорбера масеног односа µa = 0.001 и односа крутости λa = 3.608 · 10−6, и µa = 0.005 и
односа крутости λa = 18.039 · 10−6.

Као што се на слици може уочити, дејство апсорбера у фази принудних осцилација и
даље није изражено, али је повећање ефикасности контроле вибрација у фази слободних
осцилација очигледно, чак и за релативно мале масе апсорбера. Потребно је напоменути и
то да се ово повећање ефикасности апсорбера при описаним условима оптерећења оства-
рује само за подешавање апсорбера према основнојфреквенци греде, док је за подешавање
према вишим тоновима повећање учинковитости незнатно. Стога ће у наредним разма-
трањима бити подразумевано да се користе апсорбери који су подешени према основном
тону основне конструкције, уколико није другачије напоменуто.

Описани резултати односе се на случај када се на греди налази један динамички апсор-
бер, али делотворност ове класе "расподељених" апсорбера заправо се постиже применом
већег броја ових уређаја на основној конструкцији. У наредном одељку биће приказана
анализа утицаја броја и положаја апсорбера на динамику разматране мостовске греде.
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Слика 6.5 Померања средине греде нормирана у односу на ста-
тички угиб средине греде w0(L/2), уз присуство једног по-
дешеног динамичког апсорбера са различитим односом масе
апросрбера према укупној маси греде µa и одговарајућом кру-
тошћу тако да се погађа основна сопствена фреквенца греде

6.1.3 Утицај броја и положаја апсорбера

Претходно је показано да додавање једног динамичког апсорбера конструкцији битно
мења њен одзив чак и за релативно мале масе апсорбера. Сада ће бити испитан утицај нај-
пре броја додатих апсорбера, а затим и њиховог положаја на греди. Резултати ове анализе
приказани су на Слици 6.6.

На Слици 6.6 приказана су нормирана померања средине греде услед раније описаног
покретног оптерећења, уз присуство различитог броја подешених динамичких апсорбе-
ра. Узето је да су сви апсорбери међусобно исте масе, а да је укупна маса свих апсор-
бера додатих греди једнака 0.5% масе греде, односно mtot

a =
∑Na

a=1 ma = 0.005mb. Кру-
тост сваког апсорбера одређена је тако да се сопствена фреквенца апсорбера изједначи са
основном фреквенцом греде. Такође, за почетну анализу усвојено је да су апсорбери на
греди распоређени равномерно, тј. на једнакој међусобној удаљености, што чини да је
xa =

aL
Na+1

, a = 1, 2, . . . , Na. Слика 6.6a приказује одзив конструкције током разматраних
30 секунди кретања, где су поново јасно уочљиве три фазе вибрација - мировање, при-
нудне осцилације и слободне осцилације конструкције. На Слици 6.6b је приказан детаљ
првих 10 секунди фазе слободних осцилација греде како би се утицај броја апсорбера мо-
гао боље уочити. Као што се може видети на овој слици, најбоље пригушење вибрација
добија се у случају примене 2 апсорбера. Вредности амплитуда вибрације при приме-
ни 3 односно 5 апсорбера опадају нешто спорије, чак спорије и од случаја када се греди
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придода само један апсорбер, што се и могло очекивати с обзиром на то да је, при опи-
саним условима испитивања, маса сваког појединачног апсорбера све мања што је више
апсорбера додато греди. У случају више додатих апсорбера разлика у односу на греду
без апсорбера је и даље врло изражена. Такође, делотворност већег броја мањих апсор-
бера може се додатно повећати уколико се они групишу ближе положају трбуха облика
основног сопственог тона осциловања основне конструкције. Слика 6.6c приказује случај
када је различит број апсорбера еквидистантно распоређен унутар средње трећине распо-
на просто ослоњене мостовске греде. Као што се може видети на слици, у случају оваквог
груписања додатих апсорбера, брзина гашења вибрација греде релативно се мало мења
са повећањем броја апсорбера, што показује да је груписањем апсорбера унутар средње
трећине распона њихова ефикасност у контроли вибрација повећана.

Из представљене анализе се може закључити да се применом и одговарајућим распо-
редом већег броја апсорбера мање масе успешно може постићи жељени ефекат контроле
вибрација мостовске конструкције, а овакав начин контроле вибрација има предност у
погледу техничког извођења и манипулације самих апсорбера с обзиром на њихову мању
масу. При томе, имајући у виду да су разматраним апсорберима додата и пијезоелектрич-
на својства, у случају коришћења већег броја ПЕДА се може произвести вишеструко већа
количина електричне енергије, уз незнатно слабији учинак у погледу контроле вибрација
основне конструкције.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Према свему наведеном, може се закључити да проналажење оптималног броја, поло-
жаја и механичких својстава апсорбера представља сложен проблем вишекритеријумске
вишепараметарске оптимизације који се мора спроводити за сваки конкретан случај пона-
особ, узимајући у обзир карактеристике и услове ослањања основне конструкције. Међу-
тим, обзиром на постављене циљеве, таква анализа превазилази обим ове дисертације, али
свакако представља један од могућих, чак пожељних и потребних праваца даљег истра-
живања. Притом треба напоменути да концепт, поступак и параметри предложени у овој
тези могу служити као полазна основа за даља истраживања, али се такође могу и директ-
но применити на ма који конкретан случај у пракси. На описани начин се могу одредити
механичка својства и динамичко понашање система услед произвољног оптерећења, чиме
је закључена основна анализа утицаја ПЕДА на основну конструкцију. Такође, како се на
описани начин могу одредити и померања сваког од апсорбера, обезбеђени су услови за
одређивање количине електричне енергије која се у сваком конкретном разматраном слу-
чају ствара у примењеним ПЕДА, за сваки од њих понаособ користећи поступак описан
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Слика 6.6 Нормирана померања средине греде уз присуство ра-
зличитог броја апсорбера (Na), при чему је укупна маса апсор-
бера увек једнака 0.5% масе греде

121



у Поглављy 5. У наставку ће бити анализиран утицај појединих параметара самих ПЕДА
на количину генерисане електричне енергије у циљу постизања оптималних вредности
и уобличавању препорука према којима се у сваком конкретном случају може пројекто-
вати систем динамичких апсорбера који ће имати највеће могуће дејство при контроли
вибрација моста притом стварајући највећу могућу количину електричне енергије.

6.2 Оптимизација параметара појединачних ПЕДА

У наредном тексту биће размотрен утицај појединих параметара динамичког апсорбе-
ра са придодатим пијезоелектричним својствима предложеног у оквиру ове дисертације
на механичка и електрична својства ПЕДА. Најпре ће бити испитан утицај броја повеза-
них биморфних греда, затим утицај карактеристика слоја спрезања и потом утицај броја,
положаја и величине додатих концентрисаних маса.

6.2.1 Утицај броја греда

Додавањем биморфних греда динамичким апсорберима анализираним у Поглављу 6.1
део механичке енергије њихових вибрација може се превести у електричну енергију. По-
већањем броја биморфних греда повећава се и учинак тако добијених ПЕДА, а повезива-
њем суседних греда слојем спрезања могу се релативно једноставно пројектовати жељена
диманичка својства таквих ПЕДА. Слика 6.7 приказује укупну генерисану количину елек-
тричног напона (а) и електричне снаге (б) за илустративни пример хармонијског помера-
ња динамичког апсорбера по функцијиwb(t) = W0 sin(2t) у трајању од 10s, за систем сачи-
њен од различитог броја повезаних биморфних греда. Такође, како би динамичка својства
система дошла до изражаја, узето је да различите греде имају различит број додатих кон-
центрисаних маса, који је једнак редном броју греде у низу. При томе је узето да је укупна
додата маса једнака за сваку од греда. Са слике је очигледно да је повећање броја греда у
систему, будући да су све греде биморфне, директно сразмерно повећању количине гене-
рисане електричне енергије. Такође, може се приметити и да, при описаним условима и
начину формирања система греда, укупна количина произведене електричне енергије се
повећањем броја греда система асимптотски приближава одређеној коначној вредности.
Међутим, достизање ове вредности ограничено је и физичким условима практичног изво-
ђења апсорбера, пошто би, за описане геометријске и материјалне карактеристике греда,
било веома сложено направити систем са толико великим бројем повезаних греда. Стога
ова анализа указује на постојање теоријског максимума ефикасности описаног система,
али је стварна ефикасност ПЕДА условљена техничким ограничењима извођења самих
апсорбера. За потребе даљих анализа, из практичних разлога и рационалног коришћења
доступних рачунарских капацитета, биће разматрани системи од највише 20 повезаних
биморфних греда.
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Слика 6.7 Утицај броја повезаних греда на укупну генерисану
количину електричног напона (а) и електричне снаге (б) при
хармонијском померању ослонаца греда wb(t) = W0 sin(2t) у
трајању од 10s

6.2.2 Утицај слоја спрезања

С обзиром на непредвидљивост и неуједначеност саобраћајног оптерећења моста, па
тиме и непредвидљивост одговарајућег кретања динамичких апсорбера, односно функци-
ја померања ослонаца додатих биморфних греда, није могуће пројектовати ПЕДА таквих
динамичких својстава да увек раде у резонантном режиму вибрација. Међутим, како ве-
ћим амплитудама вибрација одговарају и веће количине произведене електричне енергије,
пожељно је да се систем пројектује тако да се у резонантном стању или стању блиском
резонантном стању налази што чешће и за што је могуће шири опсег фреквенци побуде.
Због тога је погодно динамичке карактеристике система пројектовати према амплитудно-
фреквентном фијаграму укупно произведеног електричног напона или електричне снаге.

Уколико би се апсорберу придодао низ међусобно засебних биморфних греда, такав
систем би улазио у резонантно стање само за релативно врло уске опсеге фреквенци по-
буде, при чему би само поједине греде система биле побуђене. Увођењем слоја спрезања
којим се повезују суседне биморфне греде, утицаји вибрација се преносе са греде на греду
чиме се мењају динамичке карактеристике система и више греда бива побуђено на осци-
ловање. Одговарајућим одабиром материјалних карактеристика слоја спрезања могу се
пројектовати жељена динамичка својства система и знатно проширити радни опсег ПЕ-
ДА.

На Слици 6.8 приказан је амплитудно-фреквентни дијаграм укупног генерисаног елек-
тричног напона за систем састављен од Nb = 5 биморфних греда са различитим бројем и
распоредом додатих концентрисаних маса, како је описано у Табели 6.1.

Суседне греде су повезане слојем спрезања чије је пригушење моделирано фракцио-
но вискоеластичнимКелвин-Војтовим моделом са временом ретардације τβ2 = 0.200N/m.
Ред фракционог извода β је вариран како би се показао утицај на динамичке карактери-
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Табела 6.1: Број, величина и распоред додатих концентрисаних маса

Р. бр. греде Број додатих маса Релативна величина додатих маса Релативан положај додатих маса
k Nm(k)

m(k)p/mbL z(k)p/L

1 2 0.5; 0.5 0.5; 1.0
2 3 0.5; 0.5; 0.5 0.6; 0.8; 1.0
3 1 1.3 1.0
4 1 2.0 1.0
5 3 0.2; 0.2; 0.3 0.333; 0.667; 1.0

стике система. Као што се може видети на Слици 6.8, када су греде међусобно одвојене
систем улази у резонантно стање само за релативно уске опсеге фреквенци побуде. Међу-
тим, што је ред фракционог извода у моделу слоја спрезања већи, то је веза између греда
јача те се низ греда све више понаша као целина, да би се у граничном случају класич-
ног вискоеластичног пригушења, за вредност извода β = 1.0, систем понашао као целина
и улазио у резонантно стање за знатно шири опсег фреквенци принуде, иако са унеко-
лико смањеним амплитудама вибрација. Овај пример показује како се применом слоја
спрезања одговарајућих карактеристика може пројектовати жељени одговор и динамичка
својства ПЕДА, у циљу максимизирања његове учинковитости у претварању механичке
енергије вибрација у електричну.

Одвојене греде
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Слика 6.8 Утицај материјалних карактеристика слоја спрезања
на динамичка својства ПЕДА
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6.2.3 Утицај броја, величине и положаја додатих маса

Жељена динамичка својства система могу се обезбедити и одговарајућим избором бро-
ја и величина концентрисаних маса додатих биморфним гредама система, као и њиховим
одговарајућим распоредом на гредама. Овакав начин постизања одговарајућих динамич-
ких карактеристика је веома ефикасан и једноставан за примену, будући да се не уводе
нови конструкцијски елементи и да геометрија свих биморфних греда остаје иста што
појефтињује процес производње.

Пример коришћења додатих концентрисаних маса за постизање жељених динамич-
ких карактеристика система приказан је на Слици 6.9. За овај пример је коришћен систем
од три повезане биморфне греде са различитим бројем, величином и положајем додатих
маса, као што је наведено у Табели 6.2. Слој спрезања је моделиран са фракционо ви-
скоеластичним пригушењем времена ретардације τβ2 = 0.002 и реда фракционог извода
β = 0.3. У циљу приказа поступка прилагођавања динамичких карактеристика система,
број, величина и положај свих маса су одржавани истим, изузев прве масе на другој гре-
ди, чији је положај вариран. Како би утицај промене положаја ове масе у систему био
очигледан, на Слици 6.9 је приказан амплитудно-фреквентни дијаграм функције укупно
генерисаног електричног напона зависно од фреквенце побуде у квазистационарном ре-
жиму вибрација услед хармонијског померања ослонаца. Пошто је систем састављен од
три греде међусобно сличних карактеристика, као што је и очекивано, прве три основ-
не фреквенце система повезаних греда међусобно су блиске, као што се види на слици.
Такође, са слике је јасно да се једноставним померањем једне масе на другој греди може
утицати на вредност друге основне фреквенце система. Описаним поступаком се врло
ефикасно и лако могу пројектовати или по потреби кориговати динамички апсорбери у
циљу постизања жељених динамичких карактеристика. Из свега наведеног може се за-
кључити да предложена нова конструкција ПЕДА пружа могућност прецизног пројекто-
вања апсорбера одговарајућих својстава како би били оптимално прилагођени примени
на конкретној мостовској конструкцији у циљу постизања највећег могућег умањења ам-
плитуда вибрација моста уз истовремено стварање највеће могуће количине електричне
енергије.

Табела 6.2: Број величина и распоред додатих концентрисаних маса

Р. бр. греде Број додатих маса Релативна величина додатих маса Релативан положај додатих маса
k Nm(k)

m(k)p/mbL z(k)p/L

1 1 1.3 1.0
2 2 0.5; 0.5 x(2)1 1.0
3 3 0.2; 0.2; 0.3 0.333; 0.667; 1.0
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Слика 6.9 Утицај положаја додатих концентрисаних маса на
динамичка својства система

6.3 Пример и опис поступка могуће примене предложе-
ног типа апсорбера за контролу вибрација мостовске
конструкције

Као целовит пример поступка примене динамичких апсорбера предложених у овој ди-
сертацији биће размотрена могућност примене описаних ПЕДА на конкретну мостовску
конструкцију. За потребе овог илустративног примера биће искоришћен један од најста-
ријих и најпрометнијих мостова у Нишу - Тврђавски мост преко Нишаве. Овај мост је
током времена више пута реконструисан и обнављан и у свом садашњем облику предста-
вља мост са челичном носећом конструкцијом која у једном распону премошћује реку у
дужини од 46m. Носачи моста су слободно ослоњени на обалама, док на крају моста на
левој обали реке постоји скривени препуст носача и контра-тег који умањује угибе и ам-
плитуде вибрација моста. Мост је годинама коришћен за комбиновани пешачки и друмски
саобраћај. Међутим, услед пропадања система са контра-тегом и повећања саобраћајног
оптерећења током година, амплитуде вибрација су постале релативно велике што је убрза-
ло замор материјала и потенцијално могло угрозити поузданост мостовске конструкције.
Стога је пре осам година мост затворен за друмски саобраћај и изврешена је још једна
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реконструкција моста како би се он прилагодио искључиво пешачком саобраћају и данас
се као такав и користи. Ипак, једно могуће алтернативно решење за проблем повећаних
амплитуда представљала би и примена динамичких апсорбера за контролу вибрација мо-
стовске конструције, те је због тога изабран управо овај мост за илустративан пример
примене ПЕДА предложених у овој дисертацији. Детаљан опис поступка примене ПЕДА
дат је у наставку текста.

Биће разматран један челични носач мостовске конструкције, попречног пресека при-
казаног на Слици 6.10. Оптерећење од сопствене тежине носача, бетонске коловозне кон-
струкције, инсталација и корисно оптерећење сведено је на припадајућу ширину разма-
траног носача од beff = 2m. Покретно оптерећење моделирано је како је описано у Погла-
вљу 6.1.1. У односу на стварну конструкцију, ради лакшег прорачуна, а притом остајући
на страни сигурности, биће уведена следећа упрошћења: (1) Носач ће у статичком сми-
слу бити разматран као проста греда распона L = 46m, чиме је потпуно занемарен утицај
скривеног препуста и контра-тега; (2) Биће узето да је попречни пресек носача констан-
тан по дужини греде, иако стварни носачи у крајња 2 метра уз ослонце имају линеарно
повећање висине од 20% због смичућих напона; (3) Неће бити разматрано бочно торзионо
извијање и бочна укрућења носача.
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Слика 6.10 Попречни пресек челичног носача мостовске кон-
струкције разматране у овом примеру

За описану конструкцију и под наведеним условима, биће примењено Na = 5 ди-
намичких апсорбера са пијезоелектричним својствима. ПЕДА су распоређени еквиди-
стантно, а геометријске и материјалне карактеристике сваког од њих дате су у Табели 6.3.
Такође, сви апрсорбери су међусобно исте конструкције и карактеристика, а унутар сва-
ког апсорбера биморфне греде имају разлит број додатих концентрисаних маса. Међутим,
укупна додата маса код сваке биморфне греде је за 30% већа од масе саме биморфне греде.
Додате концентрисане масе су на свакој од биморфних греда распоређене еквидистантно,
при чему се на слободном крају сваке греде налази прва маса.

На Слици 6.11а) је приказан дијаграми померања средине мостовског носача услед
преласка једног моторног возила преко моста. Овакво оптерећење изазива померања до-
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Табела 6.3: Геометријске и материјалне карактеристике система ПЕДА примењеног за
контролу вибрација мностовске конструкције

Карактеристика Ознака Мерна јединица Вредност
Број апсорбера Na - 5
Релативна маса апсорбера µa % 0.5
Релативна крутост везног елемента ka % 0.08
Коефицијент пригушења везног елемента ξa % 0.01
Број биморфних греда у апсорберу Nb - 5
Дужина биморфних греда у апсорберу L mm 80.00
Ширина биморфних греда у апсорберу b mm 31.80
Дебљина носећег слоја сваке од биморфних греда ds mm 0.14
Дебљина пијезо-слоја сваке од биморфних греда dp mm 0.26
Модуо еластичности носећег слоја Ys GPa 105.00
Модуо еластичности пијезослоја Yp GPa 66.00
Време ретардације за биморфне греде τα1 sα 0.002
Ред фракционог извода за биморфне греде α - 0.01
Специфична маса носећег слоја ρs kg/m3 9000
Специфична маса пијезо-слоја ρp kg/m3 7800
Пијезоелектрична константа dp pm/V -190
Пермитивност ϵ nF/m3 13.3
Електрична отпорност електричног кола R kΩ 33
Продужени модуо стишљивости спрежућих слојева κ N/m 1000
Време ретардације спрежућих слојева τβ2 sβ 0.002
Ред фракционог извода код спрежућих слојева β - 0.9
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датих динамичких апсорбера, и на Слици 6.11b) је приказан дијаграм померања трећег
апсорбера у току времена. Услед померања апсорбера, унутар сваког од њих долази до
деформације повезаних биморфних греда и производње одређене количине електриче-
не енергије путем директног пијезоелектричног ефекта. На Слици 6.11c) је приказана
електрична снага генерисана у сваком од ПЕДА понаособ, услед проласка једног возила
преко моста. Како се генерисана електрична енергија из свих ПЕДА складишти у истом
акумулатору, кумулативна електрична снага која се добија под описаним условима услед
преласка једног типског моторног возила преко моста износи Ptot = 1.004 · 10−5Wh. Као
што се може приметити, то је релативно врло мала количина генерисане снаге. Међутим,
ова количина електричне енергије се може вишеструко увећати на више начина.

Пре свега, треба имати у виду да се добијена вредност односи на пролазак само јед-
ног типског возила преко моста. Узимајући у обзир податак да је просечно саобраћајно
оптерећење на том мосту износило око 36000 возила у току дана, то се укупна дневна
производња електричне снаге повећава на око 0.362Wh дневно.

Такође, оптимизација се може постићи применом ПЕДА са више повезаних биморф-
них греда, чиме се директно повећава количина генерисане електричне енергије. У овом
примеру су, због ограничених рачунарских капацитета, коришћени ПЕДА са по 5 повеза-
них биморфних греда, али се једнако могу применити и апсорбери са додатим системом од
више десетина повезаних греда. Овакви апсорбери би повећали производну цену ПЕДА,
али би директно пропорционално утицали на вишеструко увећање генерисане електричне
енергије. Тако се, на пример, коришћењем ПЕДА са по 60 повезаних греда може доби-
ти приближно 4.34Wh дневно, уз напомену да се ова вредност може додатно повећати
уколико се изврши оптимизација распореда и масе динамичких апсорбера за конкретне
мостовске носаче.

Поред тога, у овом примеру су апсорбери били додати већ постојећој мостовској кон-
струкцији у циљу њене санације. Међутим, уколико би се примена ПЕДА предвидела већ
у фази пројектовања, конструкција би могла бити флексибилнија, а да и даље задовољава
гранично стање носивости (ГСН) и гранично стање употребљивости (ГСУ). На пример,
за мост који је овде описан, према важећим стандардима за пројектовање челичних кон-
струкција [197], без примене апсорбера мост задовољава и ГСН и ГСУ, при чему је ис-
коришћење носивости материјала при статичком оптерећењу око 40.2%, а угиби остају у
границама од око 77.4% вредности максималних дозвољених угиба. Са друге стране, да је
у фази пројектовања било предвиђено коришћење апсорбера, димензије носача су могле
бити нешто мање, чиме би се повећали угиби моста, али би услед присуства апсорбера чак
и при саобраћајном оптерећењу они могли бити контролисани и задржани у дозвољеним
границама, а притом би већа померања апсорбера директно условила и повећање коли-
чине генерисане електричне енергије. У овом конкретном случају, уколико би се висина
ребра гредног носача мостовске конструкције смањила са пројектованих 150cm на 130cm,
статички угиби би били готово на граници дозвољених, односно чинили 97.1% дозвољене
вредности угиба, док би искоришћење носивости материјала износило око 56.4%. При-
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том би се укупна генерисана електрична снага услед проласка једног типског возила преко
моста повећала на 24.92Wh, што представља увећање од око 574% у односу на претход-
но описану ситуацију. Такође, предвиђањем коришћења ПЕДА још у фази пројектовања
могла би се остварити знатна уштеда материјала, будући да би флексибилнија носећа кон-
струкција моста била мања. У наведеном примеру, описаним смањивањем висине ребра
греде би се утрошило око 2055kg челика мање, што представља и знатну финансијску
уштеду и може оправдати додатни издатак у виду израде и постављања самих ПЕДА.

На крају, треба имати у виду још и то да на укупну произведену количину електричне
енергије утиче како тип мостовске конструкције, тако и интензитет саобраћајног опте-
рећења, односно разред пута на којем се одређени мост налази. Тако се код мостовских
конструкција система просте греде, будући да се распони ових мостова углавном крећу у
границама од 5−50m и ови мостови се углавном пројектују као релативно круте конструк-
ције, не могу очекивати знатна померања окнструкције при уобичајеном саобраћајном оп-
терећењу, па се тиме смањује и генерисана количина електричне енергије. Код мостова са
конструкцијом континуалног или Герберовог носача на више поља максимални распони
које овакви мостови могу да премосте се повећавају и у просеку износе око 50 − 300m,
што подразумева и већа померања конструкције, па тиме и већу количину добијене елек-
тричне енергије уколико би се ПЕДА применили код овог типа мостова. Свакако, највећа
померања имају висећи мостови као релативно флексибилне конструције, па је примена
ПЕДА код оваквих мостова најисплативија. Такође, просечно саобраћајно оптерећење
у току дана, месеца или године зависи од места, односно разреда пута на којем се мост
налази. Свакако би највеће оптерећење било на аутопуту, вероватно нешто мање на ма-
гистралном путу, односно путу првог реда, и још мање на регионалном, односно путу
другог реда. Количина произведене струје у примењеним апсорберима директно је сра-
змерна интензитету саобраћајног оптерећења моста, па је исплативије користити ПЕДА
на путевима вишег реда. Међутим, детаљна анализа утицаја ових фактора превазилази
обим ове дисертације, али свакако представља један од могућих и пожељних праваца да-
љег истраживања.
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Слика 6.11 a) Дијаграм померања средине носача мостовске
греде w(0.5L, t), b) Дијаграм померања трећег апсорбера, који
се налази на средини распона мостовске греде, c) дијаграм ге-
нерисане електричне снаге у једном апсорберу. Сви дијаграми
приказују утицај преласка једног типског возила преко моста.
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Глава 7

Закључна разматрања

У овој дисертацији предложена је нова конструкција и математички модел дина-
мичког апсорбера за контролу вибрација мостовских конструкција. Мотивација за
развој новог модела апсорбера била је вишеструка.

С једне стране, уочена је потреба за применом динамичких апсорбера како при сана-
цији, пренамени или реконструкцији постојећих, тако и при пројектовању нових, савре-
мених мостовских конструкција, било за друмски, пешачки или мешовити саобраћај. У
овом истраживању, били су разматрани линеарни динамички апсорбери са подеше-
ном масом, односно апсорбери чија је маса, заједно са крутошћу еластичних елемена-
та којима је апсорбер повезан са основном конструкцијом, подешена тако да се сопстве-
на фреквенца апсорбера поклапа са основном сопственом фреквенцом конструкције, или
најчешћом очекиваном фреквенцом принудног оптерећења. Такво подешавање апсорбе-
ра за последицу има да апсорбер често ради у стању блиском резонантном стању, па су
му амплитуде осциловања веће, чиме дисипира већи део енергије вибрација мостовске
конструкције и ефикасније контролише њена померања.

Са друге стране, једако важна мотивација била је и тежња достизања одрживог развоја
и производње електричне енергије из обновљивих извора. У овој дисертацији разматра-
на јемогућност додавања пијезоелектричних елемената динамичким апсорберима за
контролу вибрација мостовских конструкција, што омогућава да се део механичке енерги-
је вибрација мостовске конструкције претвори у електричну енергију путем директног пи-
језоелектричног ефекта. У предложеном моделу као пијезоелектрични претварачи енер-
гије коришћене су биморфне конзолне греде, као најчешће коришћени ишироко доступни
пијезоелектрични елементи. Искорак предложеног модела у односу на претходна ис-
траживања из ове области представља могућност да се за носећи слој биморфних греда
користе материјали чије се пригушење најбоље моделира применом извода нецелог
реда. Такође, пошто је предвиђено да сви елементи конструкције раде у линеарном ре-
жиму деформација, у циљу повећања продуктивности у генерисању електричне енергије,
више биморфних греда међусобно сличних, али довољно различитих динамичких свој-
става, повезано је у јединствен систем, чиме се радни опсег фреквенци оптерећења при
којима систем ПЕДА улази у резонантно стање знатно проширује, што представља још
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један допринос у односу на досадашња достигнућа у овој области. Такође, модел разви-
јен у оквиру ове дисертације предвиђа да су биморфне греде система међусобно повезане
целом својом дужином, а дозвољава и да слојеви спрезања између греда буду израђе-
ни од материјала чије се пригушење најбоље описује фракционим вискоеластичним
моделом, што такође представља знатан искорак и побољшање у односу на моделе тре-
нутно доступне у литератури.

На основу предложене конструкције и механичког модела, развијен је математички
модел и изведене су једначине кретања греда ПЕДА, као и једначина за електрично
коло. Овај систем спрегнутих фракционих диференцијалних једначина решен је комби-
новањем нумеричких и аналитичких апроксимативних метода. Наиме, најпре је изврше-
на просторна дискретизација проблема применом Галеркинове методе отежаног остатка,
а потом је систем решен у фреквентном домену уз претпоставку квази-стационарног ре-
жима вибрација, а у временском домену применом Њумаркове методе нумеричке инте-
грације. Притом је за апроксимацију извода нецелог реда у моделу околним целобројним
изводима коришћен поступак предложен од стране Евангелатоса и Спаноса [182], како
је детаљно описано у Поглављу 3.4. Због постизања потребног нивоа нумеричке ефи-
касности коришћена је двострука дискретизација временског домена - груба подела је
употребљена за Њумарков итеративни поступак нумеричке интеграције, док је фина по-
дела коришћена за апроксимацију фракционих извода. Притом су коришћени фракциони
изводи у Гринвалд-Летњиковљевој дефиницији.

Након што је развијен предложени нови модел динамичког апсорбера са пијезоелек-
тричним својствима, детаљно је изложен поступак примене ПЕДА за контролу вибра-
ција мостовских конструкција и развијен модел међудејства ПЕДА и моста. Посебна
пажња је посвећена провери математичке и физичке ваљаности предложеног модела, и
резултати добијени употребом овде предложеног модела поређени су са резултатима из
доступне литературе за више карактеристичних посебних случајева. Показано је да су
слагања резултата одлична, чиме је извршена валидација предложеног модела ПЕДА
и његове интеракције са мостовском конструкцијом. Такође, решења изложена у овој ди-
сертацији искоришћена су за нумеричку анализу и развијање поступка оптимизације
појединих параметара система, што такође представља један од доприноса ове тезе.

Наиме, у оквиру приказаног истраживања извршена је и анализа утицаја поједи-
них параметара модела на динамичка својства система и притом су утврђене препо-
руке и смернице које могу бити од помоћи при пројектовању ПЕДА и њиховој приме-
ни за контролу вибрација мостова. Поменутом анализом је показано да би динамичка
својства ПЕДА требало пројектовати према динамичким својствима саме мостов-
ске конструкције, без обзира на врсту саобраћајног оптерећења, будући да је утицај
апсорбера на одзив конструкције релативно мали у фази принудних осцилација, односно
док се возило налази на мосту, а постаје значајан у фази слободних осцилација, односно
након што возило пређе преко моста. Како је саобраћајно оптерећење на мосту изрази-
то непредвидљивог карактера, ово запажање је врло важно јер омогућава пројектовање
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оптималних ПЕДА независно од типа и карактеристика оптерећења. Такође, нумеричка
анализа је показала да се применом одговарајућег броја и распореда ПЕДА на мосту
могу знатно унапредити електро-механичке особине сложеног система и његове пер-
формансе у погледу смањених амплитуда вибрација и производње веће количине елек-
тричне енергије, како је детаљније образложено у Поглављу 6.1.3. Поред тога, показано
је да се повећањем броја повезаних биморфних греда унутар ПЕДА повећава и коли-
чина произведене електричне енергије. Истраживањем се дошло до закључка да због
преноса и дисипације енергије унутар самог система повезаних греда постоји теоретски
максимум ка којем асимптотски тежи овај допринос и да након извесног броја греда у
систему даље повећавање њиховог броја не утиче на повећање произведене електричне
енергије, па се поменута гранична вредност броја греда може сматрати оптималном за
учинак ПЕДА. Међутим, због техничких услова и могућности практичног извођења ПЕ-
ДА и манипулације са њима, ова теретска оптимална вредност најчешће не може бити
достигнута, што чини да се реални оптимум броја греда налази испод теоретског оптиму-
ма. Још један важан резултат спроведене нумеричке анализе утицаја параметара модела
јесте и поступак за пројектовање жељених динамичких својстава ПЕДА коришће-
њем одговарајућег броја, величине и распореда додатих концентрисаних маса уну-
тар система повезаних биморфних греда. Наиме, као што је показано у Поглављу 6.2.3,
променом ових параметара се на врло једноставан, брз и поуздан начин динамичке карак-
теристике ПЕДА могу мењати и прилагођавати тренутним потребама. С обзиром на то
да се геометрија и начин повезивања самих биморфних греда не мења, описани поступак
је јефтин и ефикасан начин пројектовања тражених карактеристика ПЕДА.

На крају, приказан је и целовит пример примене предложеног типа апсорбера на
конкретну мостовску конструкцију, како би се показао поступак њихове примене и из-
вршила анализа ефикасности овог типа ПЕДА за производњу електричне енергије. Како
се показало, количина електричне енергије која се добија применом предложеног типа
ПЕДА мања је од очекиване, и умногоме зависи од типа мостовске конструкције на којој
се ПЕДА примењују и од разреда саобраћајнице на којој се мост налази, тј. од саобраћај-
ног оптерећења. Међутим, као што је истакнуто у Поглављу 6.3, количина произведене
електричне енергије се може вишеструко увећати правилним пројектовањем броја, ка-
рактеристика и распореда ПЕДА зависно од конструкције на којој се примењују. Такође,
иако је количина генерисане електричне енергије мања од претходно очекиване, она ипак
може допринети напајању сигнализације на мосту и сензорима за мониторинг конструк-
ције. Зависно од разреда пута и типа мостовске конструкције, могуће је да би применом
оваквог типа ПЕДА могло бити остварено око 10-60% количине електричне енер-
гије потребне за напајање ових уређаја, што свакако представља корак у правцу оства-
ривања моста као интегралне, самосталне конструкције, независне од спољног напа-
јања електричном енергијом путем електродистрибутивних мрежа, а такође и корак ка
достизању одрживог развоја што представља један од основних циљева и мотива овог
истраживања. Међутим, анализа и формирање поступка за одабир и поступка оптими-
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зације и пројектовања предложеног типа ПЕДА према различитим типовима мостовске
конструкције - крутим, полукрутим или флексибилним, према статичком систему моста
и разреду пута на коме се налази, захтева детаљно истраживање и као таква превазилази
обим ове дисертације, али представља један од могућих праваца даљег истраживања.

Ипак, на основу спроведене нумеричке анализе, може се закључити и то да се приме-
ном ПЕДА за контролу вибрација мостовске конструкције може остварити и знатна
уштеда у материјалу, уколико се примена ПЕДА предвиди у фази пројектовања моста.
Наиме, показано је да се применом ПЕДА смањују амплитуде вибрација односно дина-
мички угиби мостовских греда, те је могуће пројектовати конструкцију мање крутости,
односно греде са слабијим попречним пресеком, што директно утиче на смањење потреб-
не количине материјала за извођење основне конструкције. Овај закључак такође пред-
ставља важан резултат истраживања који нарочито треба имати у виду приликом спрово-
ђења техно-економске анализе исплативости и оправданости примене ПЕДА за контролу
вибрација мостовских конструкција.

7.1 Рекапитулација резултата истраживања

У сажетом облику, резултати истраживања спроведеног и приказаног у овој дисерта-
цији су:

(i) Развијена је нова конструкција и одговарајући математички модел динамичких ап-
сорбера са додатим пијезоелектричним својствима. Физичка и математичка ваља-
ност предложеног модела потврђене су поређењем резултата добијених применом
модела са резултатима експеримената доступним у литератури.

(ii) Нови модел пијезоелектричних динамичких апсорберa (ПЕДА) дозвољава могућ-
ност примене материјала чије се понашање моделира уз примену извода нецелог
реда. Ови материјали могу се користити било у носећим слојевима биморфних гре-
да, било за повезивање биморфних греда у јединствен систем.

(iii) Радни фреквентни оспег развијених ПЕДА знатно је проширен повезивањем више
биморфних пијезоелектричних греда у јединствен систем.

(iv) Развијен је поступак за решавање система фракционих парцијалних диференцијал-
них једначина комбинацијом аналитичких апроксимативних и нумеричких метода,
чиме је омогућена примена добијеног математичког модела за практичне прорачу-
не.

(v) Развијен је модел интеракције ПЕДА и мостовске конструкције.

(vi) Испитан је утицај појединих параметара модела пијезоелектричних динамичких ап-
сорбера на његова динамичка својства и развијен је поступак одређивања оптимал-
ног броја и распореда ПЕДА на мосту уциљу постизања највећег смањења ампли-
туда вибрација моста уз производњу највеће количине електричне енергије. Као
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важнији резултати спроведене анализе утицаја параметара модела могу се издвоји-
ти следећи закључци:

• Будући да фреквенца осциловања мостовске греде у фази слободних осцилаци-
ја, која наступа након преласка возила преко моста, не зависи од карактеристи-
ка оптерећења већ само од динамичких својстава саме конструкције, постоји
могућност пројектовања ПЕДА оптималних карактеристика за дати мост.

• Применом одговарајућег броја и распореда ПЕДА на мосту могу се знатно уна-
предити механичке особине и перформансе сложеног система мост-ПЕДА.

• Повећањем броја биморфних греда у апсорберу повећава се и количина про-
изведене електричне енергије. Теоретски се овај допринос асимптотски при-
ближава одређеној граничној вредности, али техничке могућности за извођење
и монтажу биморфних греда постављају ограничења на број греда у систему,
па се теоретски максималан учинак, најчешће, практично не може остварити.

• Прилагођавањем броја, величине и распореда додатих концентрисаних маса
на биморфним гредама унутар ПЕДА, динамичка својства ПЕДА се могу на
врло једноставан и приступачан начин мењати према конкретним потребама у
датим условима.

(vii) Приказан је пример примене развијеног моделаПЕДАна контролу вибрација посто-
јеће мостовске конструкције, уз истовремено претварање дела механичке енергије
вибрација у електричну енергију.

(viii) На конкретном примеру је показано да се оптимизацијом параметара модела и прим-
ном одговарајућег броја и распореда ПЕДА на мосту, количина произведене елек-
тричне енергије може вишеструко увећати. У приказаном примеру остварено је
повећање од око 5 пута, уз напомену да би оно у општем случају могло бити и веће
зависно од услова коришћења и механичких карактеристика мостовске конструкци-
је.

(ix) Показано је да се применом предложеног типа ПЕДА код мостовских конструкци-
ја, зависно од механичких карактеристика моста и саобраћајног оптерећења, може
добити знатан део електричне енергије потребан за напајање електронских уређаја
за мониторинг конструкције и сигнализацију, па чак и расвету на самом мосту.

(x) Показано је да се применом предложеног типаПЕДАможе остварити знатна уштеда
у материјалу при изградњи мостовских конструкција, уколико се њихова примена
предвиди у фази пројектовања конструкције.

Имајући у виду све наведене резултате истраживања, може се закључити да су све
полазне хипотезе истраживања, изложене у Поглављу 1.2, потврђене.
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Наиме, основне полазне претпоставке истраживања биле су тврдње да се применом
савремених материјала, који се моделирају уз помоћ извода нецелог реда, могу добити
ПЕДА ефикаснији од конвенционалних. Предложеним иновативним конструктивним ре-
шењем ПЕДА и успешним решавањем проблема везаних за механичко и математичко
моделирање изложеног типа ПЕДА, као и спроведеном нумеричком анализом, потврђе-
но је да се применом предложеног типа ПЕДА могу остварити знатна унапређења ди-
намичких својстава мостовске конструкције и побољшање перформанси ПЕДА, како у
погледу динамичке апсорпције, тако и у погледу прозводње електричне енергије. Поред
тога, истраживања су показала да се знатан део механичке енергије вибрација мостовске
конструкције путем директног пијезоелектричног ефекта може претворити у електричну
енергију применом предложеног типа ПЕДА, као и да се оптимизацијом броја и положаја
ПЕДА на мосту могу додатно побољшати карактеристике система. Узимајући у обзир да
је успешно развијен модел за описивање међудејства између ПЕДА и основне конструк-
ције, који је потом искоришћен у нумеричкој анализи и развоју поступка оптимизације
појединих параметара модела, може се закључити да су и преостале полазне хипотезе
истраживања у потпуности потврђене.

Такође, с обзиром на наведене и описане резултате истраживања, будући да је у оквиру
ове дисертације успешно развијен механички и математички модел предложеног новог
типа динамичког апсорбера са пијезоелектричним својствима, те да су развијени моде-
ли, поступци и методологије за описивање понашања самог ПЕДА, његовог садејства са
основном конструкцијом и за одређивање оптималних вредности параметара модела у
циљу максималног ублажавања вибрација моста уз производњу највеће могуће количи-
не електричне енергије, може се закључити да су и постављени циљеви истраживања,
истакнути у Поглављу 1.2, остварени.

7.2 Могући правци даљег истраживања

Модел ПЕДА предложен у овој дисертацији представља почетну фазу развоја оваквих
апсорбера и, иако је целина за себе, оставља простора за даљу надоградњу, усавршавање
и развој. Даља истраживања би могла бити усмерена ка укључивању магнетних сакупља-
ча енергије, увођењем бистабилних елемената, повезивањем више различитих подсисте-
ма пијезоелектричних биморфних греда у циљу повећања продуктивности у генерисању
електричне енергије.

Поред тога, пожељно је развити детаљан алгоритам за пројектовање оваквог типа ди-
намичких апсорбера за дати тип и карактеристике мостовске конструкције, као и разви-
ти упрошћени модел који би могао да нађе ширу примену у свакодневној инжењерској
пракси. У том циљу, било би пожељно развити и нумерички модел и прилагодити овде
предложени модел ПЕДА за решавање методом коначних елемената и примену у посто-
јећим софтверским пакетима за МКЕ анализу конструкција. Као надоградња изложеног,
корисно би било извести и одређене препоруке по питању вредности појединих параме-
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тара модела, што подразумева опсежна испитивања и експерименте, како нумеричке тако
и физичке.

На крају, као што је већ напоменуто, све претходно изложено односи се на линеаран
режим понашања конструкције и њених елемената. Будући да се код нелинеарног одзива
могу јавити и знатно већа померања динамичких апсорбера, један могућ правац даљег
истраживања требало би да буде усмерен ка проширењу предложеног модела за рад у
нелинеарном режиму вибрација, узимајући у обзир геометријску и материјалну нелине-
арност елемената конструкције. Спровођење даљих истраживања у наведеним правцима
знатно би унапредило ефикасност и исплативост оваквог типа динамичких апсорбера и
приближило их широј практичној примени у инжењерским објектима.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

У коначном, може се напоменути да би унапређење модела предложеног у овој ди-
сертацији допринело изради поузданих, одрживих и енергетски ефикасних мостовских,
а могуће и других грађевинских конструкција, што је један од императива за даљи ра-
звој друштва данашњице. Достизање одрживог развоја је важан задатак пред којим стоји
тренутна људска цивилизација и да би се он остварио неопходно је да свако, у границама
својих могућности и са аспекта своје струке, да свој допринос томе, а нада је и вера аутора
ове дисертације да и она представља корак у том смеру.
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