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HoBa KOHCTpYKITHja © MAaTEMAaTHYIKH MOJIEI THje30CICKTPUIHOT THHAMHYKOT
abcopbepa 3a KOHTPOITy BUOpaIija MOCTOBCKHAX KOHCTPYKITHja

VY mucepranmju je U3JI0)KeHa NHOBATHBHA KOHCTPYKINja THHAMUYIKOT
aricopOepa 3a KOHTPOITy BHOpalija MOCTOBCKHX KOHCTPYKIIM]a, IPH YEMY Cy
aricopbepumMa 10aTH MH1je30eeKTPHYHM eJIEMEHTH Y BHIY CHUCTeMa
roBe3aHnx OuMopdHUX rpeaa. JJonaBamem nuje3o-eaeMeHara ce 10
MeXaHHUKe eHepruje BUOpalija MocTa IpeTBapa y eNeKTpUYHy eHeprujy,
KOja ce TIOTOM MOJKEe KOPUCTHTH 3a Hanajame ypehaja 3a MOHUTOPHHT
KOHCTPYKIIHje, CATHAIIM3ALNjy 1 pacBeTy. Pa3BujeH je neTajbaH MaTeMaTHUKU
MOJIeT 32 ONICUBAE €IEKTPO-MEXaHNYKOT MTOHAMIAkA MPEICTAB/LEHOT HOBOT
THUTIA TIHje30eNIeKTpUIHOT quHamudkor ancopoepa ([IEJIA), u BasbaHOCT
MojieNa HCIUTaHa je nmopehemeM pesynrara ca pe3ynraruma eKcliepuMeHara
JOCTYIIHUM y JuTeparypu. Momeln 103BoJbaBa u yHanpeheme nephopMancu
MEJA ynorpeboM mMarepujana Koju ce MOAETHpajy y3 NPUMEHY H3BOJa
HEIIeJIoT pesia. JenHadnHe KpeTama Cy H3BeIeHe IPUMEHOM XaMHITOHOBOT
BapHjaI[MOHOT IIPHUHIINIIA, a penreHe [ aJepknHOBOM METOIOM 3a
JOUCKpeTU3alujy npoodiaeMa y IpoCTOPHOM IOMEHY, U ToToM thymapkoBum
MOCTYIIKOM Y BPEMEHCKOM JIOMEHY, JIOK Cy pelierka y GPeKBEHTHOM IOMEHY
nobujena JlannacoBoM TpeHcHOpMAaIMjoM, Y3 IPETIOCTaBKY
KBa3MCTAMOHAPHOT peXrMa BHOpalyja. Y JUCepTaluju je OMUCaH U MOCTYIAK
ONITUMH3AIIH]je TEOMETPH]jCKUX U MaTepujarHux napamerapa [1EJIA, kao n
ontuMm3aimje Opoja u pacropena arcopdoepa Ha MOCTY y IIMJbY HajBeher
yOnakaBama BUOpalyja MOCTa U IPOU3BOAKE HajBehe KONMMYMHE SIICKTPUYHE
e"epruje. [Ipukasan je u npuMep IpUMeHe HOBOT TuIla arncopOepa 3a
KOHTpOJIy BHOpaIija nocrojehe MoCTOBCKe KOHCTPYKIIH]je, Kao U Moryhu
HaunHU 1a ce epukacHocT [IEJIA nomatHo moseha. Pesynraru ykasyjy ma ce
npumenoM [1EJIA nuHamMu4ke KapaKTepUCTHKE MOCTOBCKE KOHCTPYKIIH]j€ MOTY
3HATHO YHAIIPEIHTH, Y3 UCTOBPEMEHO CTBApambhEe CICKTPHYHE CHEPTHje, 3a
IMIUPOK oricer ¢ppexBeHuu nodyae, mto ynnu 1a [IEJIA umajy notennujan aa
JONPHUHECY ¥ OCTBApUBAKY OAPXKUBOT Pa3Boja.
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transformed into electrical energy, turning the piezoelecric dynamic
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3aXBaJJHOCT

Jp Mapunu MujankoBuh, peroBHoM npodecopy [pal)eBUHCKO-apXUTEKTOHCKOT (paKkyaTeTa
VYHuBep3utera y Hunry, u3paxaBaMm BeJIUKY 3aXBaJIHOCT Ha CBECP/IHO]j ToMOohH, ycMepaBawby U
BOl)CTBY TOKOM HCTpakhBamba M U3pajie OBE TOKTOPCKeE Te3e. tbeHa cTaiHa moapIika, moBepermhe
U TIOICTPEK YMHOTOME Cy MU OWJIM O] IpecyHe TOMONH Ja UCTPajeM Y OBOM UCTPAXKHUBEHY H
yoOInuuM sucepTanujy y ¢gopmMy kojy cama mma. Takohe, mpema npodecopkr MwujaakoBuh
oceham myOOKy 3aXBallHOCT M 300T AYTOTOAMIIHE Capabe U CTPIUBUBOT MOIyYaBamka, Kako
y 00JIacTH TeopHje KOHCTPYKIMja, TAKO U y BEHITHHHU MPEHOIICHA 3HAkha M Pa3BOjy JbYICKUX
KBaJIUTETa U BPJIMHA YMjU 3HAY4] j€ U IIMPH OJ] OKBUPA caMe JAMCepTalije U IpeicTaBsba 0pas3
MEHTOPCTBA y IIPABOM CMUCITY TE€ PEUH.

Hp Hdymany 3opunu, penoBHoM rpodecopy IlpuponHo-maremarunuakor (akynrera YHUBEp-
sureta y HoBom Cany, ce moceOHO 3axBajbyjeM Ha OTBOPEHOCTU U OIPOMHOj romohu y pasy-
MeBamby U CaBllalaBamby TEOPHjCKUX OCHOBA HEOIXOAHHUX 3a CIPOBOhEHE OBOI HCTPAKHBamba,
Kao M 3a pUTOPO3HY U CTPYUHY IPOBEPY HajBaXKHUJUX JI€JI0BA JAUCEpTaLMje, U OpPOJHUM KOp-
CHHMM CyrecTHjama Koje cy 3HaTHO JIOTIPHHEJNE Ja OBa AUCEpTaIfja UMa CBOj TPEHYTHHU OOJIHK U
Ca/Ip>KUHY.

Hp bumanu Mnanenosuh, nomnenty ['paleBUHCKO-apXUTEKTOHCKOT (paKyaTeTa YHUBEP3HU-
tera y Humry, u3paxaBaM BEJIHKY 3aXBaJIHOCT Ha MOIPIINHM, pa3yMeBamy U CBUM CaBETUMa
BE3aHUM 32 TUCePTalljy KOJU Cy YMHOTOME IIOMOIIM oBehamwy NperieIHOCTH U OpraHu3anuje
TEKCTa Te3e€.

Hp Hparany 3natkoBy, BaHpeaHoMm mpodecopy [paheBUHCKO-apXUTEKTOHCKOT (haKkynTeTa
YHuBep3utera y Hurty, ce 3axBajbyjeM Ha N3y3€THOM JIONPUHOCY Y MOTIIEAY aHAJIN3E IPaKTHY-
HOCTU U IPUMEHJBUBOCTH HJIEJHUX pellleha NPEACTaB/beHUX Y OBOM UCTPaXKHUBamby, Ka0 M Ha
OpOjHUM pa3roBOpHMa U MPEAI03MMa IIpeMa KojuMa je HarpaBJbeHa CTIIoHa u3Melh)y Teopujckux
pa3MaTparma 1 IpUMEeHEe Tako 100MjeHHUX pellieha Y MHKECHEPCKO] MPAKCH.

Ip Munany Ilajuhy, Butiem HaydHom capaaHuky Ha Maremarnukom uactutyty CAHY, on
CpIia ce 3aXBajbyjeM Ha yCMepaBamwy, HEOpOjeHUM IUCKYyCHjaMa U CTPYYHO] M HAyYHO] TOMOhH
BE3aHO] 3a YCBajambe OCHOBA Teopuje (PaKIMOHOT padyHa M NMPHUMEHE M3BOJa HELENOr pena
y MOJIeNUpamy MaTepujaia, Kao U CaBlia/laBambe M3a30Ba BE3aHUX 3a pellaBame (paKkLUOHUX
napuujasHuxX JugepeHlrjaTHuX jeIHaunHa KOje CE MPU TOM MOCTYIIKY jaBJbajy.

Hp Hanuny Kapnuuuhy, Bumem HayqHoM capaiHuKy Ha Maremarnukom uHctutyTy CAHY,
JYTYjeM BEJMKY 3aXBaJHOCT 3a OpojHE caBeTe M NMpEernopyKe Be3aHe 3a pa3B0Oj MaTEeMaTHYKOT

MoJIeNIa MPUKA3aHOT Y OBOj IMCEPTaLlMj1, @ HAPOUUTO Ha MOJbY MPUMEHE U pa3pajie HyMEepHUUKHX



METOJIa 3a PEIIaBamke jeIHaYNHA KOjUMa CE OBJIC Pa3BHUjSHU MOJICII OIHCY]e.

Hp Karunu (CreBanosuh) Xeapux, peaoBHom mpodecopy MammHckor gakynrera YHUBEp-
3urera y Hunry y nensuju, 3axBajbyjeM Ha IOBEpEY, MOACTPEKY U MOAPIILHU KOje j€ U MEHH,
Kao ¥ MHOTUM MJIAJIIM HCTPAKUBAYMMA U HAyYHUIIMMA, yKa3alia Ha TIOYeTKY MOje HayyHe KapH-
jepe, 3aTHUM Ha IJIOAHOM TIIy 32 Hay4YHH paJl Koje je CTBOPHMIIA U OJ[p>KaBalia, ajli U Ha IIPECYIHOM
YTHULIA]y Y KJbYYHUM TPEHYIIMMa U IPWIHIIHM Ja UCTPaKKMBamka BPIIUM Y 32 TO BEOMa MOTOIHUM
yclioBuMa, 0e3 Kojux O m3paza oBe JuUcepTalije HECyMIHBO OMJIa CACBUM Jpyraduje UCKy-
CTBO.

Hajpehy 3axBasiHOCT IyTyjeM CBOjOj IOPOIUIIU, MPHjaTe/biMa K KyMOBHMa, KOJU Cy MU CBO-
jOM Jby0aBIJby M HEHCLPITHUM Pa3yMEBameM, CTPIJBCHEM U T0OpoHaMepHoIIhy mpyskKaju To-
JPIIKY ¥ OCJIOHAIl Ha CBAaKOM KOpPaKy OBOT IyTa, rnpogecopy Jbydomupy Kutuhy mro mu je
MOMOTa0 J1a OIPKUM ycpeacpe)eHOCT Ha MOCTaBJbEeHE IIMJBEBE U HE 3aTyTaM, Kao M CBUM OCTa-

JMM Y4E€CHULIMMA KOjH CY, HEMOCPEIHO WM MOCPEIHO, JOTIPUHENN HACTaHKY OBE AUCEpTalHje.

Crena IlaynoBuh,

Macmep unoicervep epahesunapcmea

Y Humry, 12.11.2023.
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MOBPIINHA MOMPEYHOT MpeceKa
[IMPHHA TIOMPEYHOT Tpeceka

BHUCHHA (1e0Jb1HA)

MOMEHT MHEpIIMje ONPEYHOT Npeceka ¢ 003MpoM Ha 0Cy
OKO KOj€ C€ BPIII CaBHjarmbe

JTy)KUHA

cneurpuyHa Maca (TycTuHa Mace)

Maca Mo jeIUHUIU Ty>KUHE

MOJIyO €JaCTHYHOCTHU / IPOAYKEHU MOYO pelaKcallnje
MOAY>KHO ITOMEPAHe

monpeyHo (TpaHchep3aliHO) MoMEpakhe

MOAY>KHA KOOpJIHATA

BpeMe

TpaHcdep3anHa KoopauHaTa

MOTy’KHA JTUJIaTaImja

HOPMAJIHH HAIOH

KWHETHYKa eHepruja

MOTEHIIMjaJTHa CHEepruja

pall CIoJbalIbIX CHIIA

CHOJhAIIIHE PACIIOIeJbEHO onTepehemne

KOC(UIMJEeHT BUCKO3HOT MPUTYIIEHa OKOJIHE CpeluHe
(Menujyma)

Koe(DUIIHjeHT BICKO3HOT NPUTYIIEHka CaMOoT Marepujajia
KOHCTPYKIIH]€e

KO€(UIIM]jeHT BUCKO3HOT MPUTYIIEHa CaMOl MaTepHjaa
KOHCTPYKIIHje

BpeMe peTapianuje

pen ¢GpakIMOHOT U3BOAA

BapHjallMOHU OIepaTop

MOMEHT CaBHjama Ha CJI000IHOM Kpajy KOH30JIe
TpaHCBep3aJiHa CHJIa Ha cI000JHOM Kpajy KOH30J1e

yrao Haruba TaHTe€HTE Ha €JTAaCTUYHY JTUHU]Y HOca4ya

MOMEHT CaBHjamba y MOMPEYHOM MIPECEeKy Hocaua

10
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Opoj 1onaThX KOHIEHTPUCAHUX Maca

HupaxoBa nenta QyHKIHja

0poj A0AaTHX TMHAMUYKHUX aricopoepa

ariCOIYTHO BEPTUKAIHO MOMEpame TUHAMHUYKOT arcop-
Oepa

KOHIICHTPHCAHA CHJIa

BEKTOp TOTAJIHOT HAlOHA 3a MPEeCceuHy paBaH ca HOpMa-
JIOM 1

BEKTOP HOpMaJie Ha TPAaHUYHY TTOBPII

CKaJIapHU TOTEHLIMjal eJIEKTPUYHOT M10Jba
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I'nmasal

YBOIHA pasMaTpama

1.1 IlocraBka nmpo0JieMa M TeMa UCTPAKUBAHA

Bubparije MOCTOBCKMX KOHCTPYKIIMja MPEACTaBIbajy MPOoOIeM KOjU C€ aKTHBHO HCTPaXKy-
je [6--10,10--12]. Pasnuunra KoprcHa onTepehema U yCIOBH TOKOM €KCILTIOATaIHje MOTY J0Be-
CTH KOHCTPYKIIH]Y y CTambe OJIMCKO PE30HAHTHOM CTamy W M3a3BaTH JedopMaliije U ImoMepama
KOja MOTY OMTH HEYyTOJ[HA 32 KOPUCHUKE WJIM YaK YTPO3UTH B CTAOMITHOCT camor o0jekra [13,14].
ITopen Tora, BUCOKOLMKIMYHA onTepehera J0BOJIE U 110 3aMOpa MaTepHjaia, a Buopauuje Mo-
CTa MOTY y3pOKOBaTH IPEKOpayee HOCUBOCTU M ollTehewme Hocehux ereMeHara 4ak U Ipu
penaTuBHO MaJIUM aMIUIUTyAama ocimianuja [15, 16]. Ctora je BaXXHO MPOjeKTOBATH MOCTOBE
TaKo J1a pa3nuka u3mel)y concrBeHnx (GppexBeHIrja KOHCTPYKIINjE U OUEKUBAaHUX (PPEKBEHIINja
no0yie TOKOM €KCIUIoaTallMoHOT Beka MocTa Oyze mTo Beha, kao U mpeay3eTH oArosapajyhe
Mepe Jla ce aMIUIATY/Ie BUOpaIija MOCTa yMarkhe YaK U ako c€ KOHCTPYKIHja TPUOIIKH pe3o-

HAHTHOM CTamy. JeaH o HauMHa J]a ce TO MOCTUTHE jeCTe MPUMEHA TMHAMUYKHUX arcopoepa.

1.1.1 lunamu4ku ancopoepu

KonnenT nunamuuke arncoprmiuje Beh ce 1yro Kopuctu y rpal)eBUHapCTBY U lbUME CE yCIie-
IITHO TIOCTHKE KOHTPOJIa BUOpallija OCHOBHE KOHCTPYKIIH]j€, IIITO KOHCTPYKIU]Y YMHU MOY3/a-
HUJOM U eKOHOMUYHHU]JOM [17--19]. V HajommTHjeM, TMHAMUYKH aricopOepH c€ MOTY pa3BpCTa-
TH Ha aKTHBHE ¥ MTACHBHE.

Koz akTHBHUX JMHAMUYKHX aricopOepa KOHTpOa BUOpaIja ce 0CTBapyje y3 aKTUBHO JI0-
Boheme JoaTHE KOJIMUMHE EHEPTHje y CHCTeM MyTeM akTyaropa. Hajuenrthe cy To ancopbepu
KOJHU KOpHCTE MarepHjalie ca elIeKTpPO-MEXaHUYKUM WM MarHeTHUM cBojcTBuMa [20], 360r pe-
JaTUBHO jeJHOCTABHOT HAYMHA KOHTPOJIE aKTyaropa. AKTyaTOPH KOJ aKTUBHUX JWHAMHYKUX
aricopOepa ce Mory KOPHUCTUTH Ha JIBa HAYMHA. JelaH HauMH MO/Ipa3yMeBa N3a3MBabE JKEJbEHE
nedopmanuje ancopoepa na TAME U YHOC MPOjEKTOBAHE CUJIE Y CUCTEM KOjOM CE CMamby]jy TIoMe-
pama OCHOBHE KOHCTpYKIHje. Jpyru HaunH mojpazyMeBa MPOMEHY BUCKOESIIACTHYHHX CBOjCTa-
Ba Marepujana ancopdepa [21] u npunarohaBame BHEroBUX TMHAMUYKUX KapaKTEpPUCTHKA Tpe-

HYTHHM YyCJIOBUMa BHOpalldja OCHOBHE KOHCTPYKIIH]je Kako Ou ce mocturiio Behe yOnakaBame
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HEHUX BUOpAIMja, YMMe Ce OCTBapyje ypaBJbame MOHAIamkeM OCHOBHE KOHCTPYKIIHjE Y peal-
HOM BpeMeHy. AKTHBHHU IMHAMUYKH aricopOepH yIIIaBHOM ce€ KopHUcTe Ko poboTa [22], MoTopa
1 MamuHa [23] 3a KoHTpouly BHOpalyja n3a3BaHUuX MHEpPLMjaTHUM CHUJIaMa, I KOJ aBUOHA, 3a
KOHTPOJy BUOpallija Koje ce jaBbajy ycien "edekra moBerapma”, omHOCHO "drarep-edexra"
(enr. flutter effect) [24,25]. AXTUBHM JUHAMHUYKH aricopOepu ce Koj rpal)eBUHCKUX KOHCTPYK-
11ja KopucTe Hajuemihe 3a KOHTPOITy CTaTUYKUX U TUHAMUYKUX KapaKTepUCTUKA KOHCTPYKIH]je
MyTEM EJIEKTPOPEOJIONIKUX U MAarHETOPEOJIONIKUX MaTepHjaia [26], Kao 1 32 aKTUBHY KOHTPOITY
u yOnakaBame BUOpalyja NpUIMKOM 3eMJboTpeca [27], Kako je AeTajbHO OMHMCAaHO Y Mperie-
HuM pagoBuMa Kopkmasa [28] u Caena u octanux [29] u 'y TaMo HaBeieHO] iuteparypu. Unak,
MpUMEHa OBUX arcopOepa je Janexko OpojHHja KOJ MAIIMHCKUX U MEXaTPOHUYKHUX CUCTEMa, Te
he y nasbeM TekcTy nmaxkma OuTH nocBeheHa UCKIJbYYHBO TACUBHUM JMHAMUYKHUM aricopOepuma,
yyja je ynorpebda y rpal)eBUHCKMM KOHCTPYKIIHjaMa 3HaTHO 3aCTYIJbCHH]a.

[TacuBHU AMHAMUYKY aricopOepu MpeICTaBIbajy eIEeMEHTE KOjU Cy Ha ofipel)eHr HauMH Mo-
BE3aHU Ca OCHOBHOM KOHCTPYKIIH]OM Y IIJbY TPEy3uMama U AUCUTIAlIF]e Iea MEXaHUUKe eHep-
ruje ;eHux Budpanuja. Konrpona Bubpanuja ce npuMEHOM ITAaCUBHUX aricopdepa ocTBapyje 6e3
JI0/1IaTHOT yBOlea eHEPIuje y CUCTEM, aJIi CE MEXaHMUKE KapaKTepUCTHKE caMuX aricopoepa He
MOTY MEHATH y PEaTHOM BPEMEHY U MPHUJIArOAUTH TPEHYTHUM YCIOBHUMA BHOpaIlija OCHOBHE
KOHCTpYKIHje, Beh 0 ONTHUMaIHOM YYMHKY aricopOepa Tpeba BOAUTH pauyHa y a3y BUXOBOT
IIPOjeKTOBama. Y 3aBUCHOCTH O] IPUHIIMIIA pajia, IOCTOje PA3INUnUTe KOHCTPYKIIMje TMHAMUY-
Kux ancopbepa. Hajuemrhe ce kopucte MexaHWYKHU MMACUBHU arcopOepu, OTHOCHO arcopoepu
KOJI KOJUX j€ TeJIO 3HaTHE Mace MEXaHWYKH MTOBE3aHO Ca OCHOBHOM KOHCTPYKIIH]OM ITyTEM eJla-
ctuyHuX [30--32] wim BUCKOETACTHYHUX €JIEMEHATa KOjU JI03BOJhABAj]y PEIIATUBHO IMOMEPAHE
arcopOepa y 0JJHOCY Ha OCHOBHY KOHCTPYKIIH]y. Takole, mOCTOje M KOHCTPYKIIM]CKa peliemha
KOja KOpUCTE MHEPIH]jy KIJIATHA, MMOJYre WM IPYyruX MEXaHWYKUX eJIeMEeHaTa U CUCTeMa KakKo
Ou M3a3Bau JMHAMHUYKY arlCoOpIIUjy BUOpalrja oCHOBHE KOHCTpyKuuje [33--40], a pa3BujeHn
Cy | arcopOepH KoJ KOjUX C€ KOPUCTH WHEPITHja BOJIE WIIH BUCKO3HOCT oapehenux yipa [41--43]
Kako Ou ce eHepruja BuOpalvja OCHOBHE KOHCTpyKuHje nucunupana. [lopen tora, y nurepa-
TypH ce Mory HahM M pellema I1e ce KOHTpoia BUOpalrja OCHOBHE KOHCTPYKIIMj€ OCTBapyje
KopucTehu nHepIHjy ancopoepa 1 BUCKOeIacTHUHe AedopMalyje Be3Hux eneMmeHnara [44]. Osa-
KBH ypehaju ce mpeTekHO KOPUCTE 32 KOHTPOITY BUOpaIlfja BUIIECIIPATHUX o0jeKara y cirydajy
3emspoTpeca [45--47].

3a KOHTpOITy BUOpaiuja rpal)eBUHCKHX KOHCTPYKITMja Hajuenihe ce KOPUCTE MEXaHUYKH I1a-
CUBHH JIMHAMUYKH arcopOepu ca mojeneHoM MacoM (eHr. tuned mass dynamic absorbers unm
tuned mass dampers), 300T CBOj€ MMOY3/1aHOCTH, jeTHOCTAaBHOCTH, JYTOTPAjHOCTH U PEITATUBHO
Jakor op>kaBama. Koz oBakBuX arcopbepa, Maca arncopbepa ce MpojeKTyje Tako Jia ce, y KOM-
OWHAIMjM ca MEXaHWYKUM U MaTepHjaTHUM KapaKTepHCTUKaMa BE3HUX €JIEMEHaTa, IIOCTUTHY
JMHAMHYKA CBOjCTBa arcopOepa koja he 006e30emuT HajBehe Moryhe yOmakaBame BUOpaimja
OCHOBHE KOHCTpyKuuje. To Hajuenrhe mojpazyMeBa Ja ce OCHOBHA COIICTBEHA (hpEeKBEHIIA all-
copOepa MOKJIONH ca HEKOM 0] COTICTBEHUX (PPEKBEHIIM OCHOBHE KOHCTPYKILH]j€e, ¥ TO Hajyenrhe

ca ’BeHOM OCHOBHOM COIICTBEHOM (ppexBeHLIoM. [Tpu oBakBUM yclioBHMa Cy OMepama arncop-
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Oepa, 1a TUME 1 ’bUXOB yUMHAK y KOHTPOJIH BHOpanyja, Hajseha kaja ce 0CHOBHA KOHCTPYKIIH]ja
Haja3u y CTamy OJUCKOM CBOM PE30HAHTHOM CTamy, Kaja je JUHAMHUYKA arlcopiiiyja Hajmuo-
TpeOHuja. [locToje OpojHa HCTpakMBama y CMEpY ONTUMHU3ALIN]€ MEXaHUYKUX U MaTeprjaTHUX
napamerapa arcopOepa ca noxemeHoM (yckinahenom) macom [48--54] u oBuU anicopbepu HAILTH
Cy BpJIO IIUPOKY MPUMEHY Y KOHTPOJIM BUOpanuja rpal)eBUHCKUX KOHCTpYyKIHja [55--61], a Ha-
pouunTo MocToBa [6,7,9--12,18,19,62--65]. Crora he uctpaxxupama y OKBUPY OBE JHCEPTaIIN]E
OWTH OrpaHMYEHA HA OBaj TUN AMHAMUYKUX arcopOepa. Y cKjiaay ca TUM, Y HACTaBKy TEKCTa
he ce mojam "quHAMUYKH arnicopoepu” OJJHOCUTH Ha MEXaHUYKE TAaCUBHE TMHAMUYKE aricopoepe
ca MOJICIIEHOM MacoM, YKOJIMKO HHje Jpyradynje HarmameHo.

JlmHamuukn aricopoep (ca TOICIIEHOM MacoM) C€ MOTY YCIIOBHO IOJCITUTH y JIBE Kiace
- MACHMBHHU W pacmofie/beHH ancopoepu. MacuBHM TWHAMHUYKH aricopOepu MPEACTaBibajy pe-
JAaTUBHO BENUKE MpeIMeTe, YIIIAaBHOM TEUIKE YEIUYHE WM OJIOBHE KyIVie, ca 3HATHOM MacoM
KOja je caMepJbrBa ca MacoM o0jekTa ymje ce BuOparuje arncopOyjy. OBe KyTiie cy Ha oAroBapa-
jyh HauMH MoBe3aHe ca OCHOBHOM KOHCTPYKIIMjOM, Hajuenthe Ipeko KIM3HHX JICKHIITA, JaKuX
OIIpyra WM 4eTUYHUX KalOloBa, IpU YeMy je J03BOJbEHO pPellaTHBHO NoMepame arcopdepa u
OCHOBHE KOHCTpyKiuje. OBakaB TUI JUHAMHUYKHX aricopbepa yIIIaBHOM ce KOpUCTH 3a yOna-
YKUBambE YTHIIaja 3eMJbOTPECA WM JaKMX BETPOBa Ha BUCOKe 3rpaze. [Ipumepu 3a To cy 6pojHu,
a HeKH o7l BbUX npukazanu cy Ha Cinuim 1.1a [66], Mehy kojuma cy u Bumecnpatuna Tajmex
101 y rpany Tajnexy, Penyonuka Kuna, [letponac kyne onusnakume y Kyamna Jlymmypy, u apy-
re. Y JaHalllkbe BpeMe, NMPOJEeKTOBAkE BUILIECIIPATHUX 3Tpaja U objexara BucuHe npexo 100
MeTapa MPaKTUYHO je He3aMHUCIUBO 0e3 yrnoTrpede oBux arncopbepa. pyry Kinacy AMHAMHYKHAX
aricopOepa YMHEe eJIeMEHTH MHOTOCTPYKO Mame Mace O]l OCHOBHE KOHCTPYKIIHj€, a MPUTYIIICHE
BUOpalja OCHOBHE KOHCTPYKILIM]€ Ce TaJa MOCTHXe MprMeHoM Beher Opoja oBakBUX arcopoe-
pa Ha KOHCTpYKIMju. W 0BM mMHAMHUYKHU ancopOepu HAIIU Cy BeoMa LIMPOKY NPHMEHY, a y
rpal)eBUHAPCTBY CE YIIIABHOM KOPUCTE KOJl MOCTOBCKUX KOHCTPYKIIMja W APYTUX AYTAYKUX U
BHUTKHUX KOHCTPYKIIHja TIOMYT BUCOKHUX AUMIbaka [67]. Kao mpumepu mpumMeHe OBaKBHX aricop-
Oepa ko MocToBa Mory ce HaBecTu Mocm Munenujym, Jlongon, YK [68], Ilemauku moct Jan
Bunyen eujaoyxm, Xar, Xonanauja [69], Kpamwescku mehyonumuncku mocm Anexcanopa, Ota-
Ba, Kanana [70], u apyru. Y okBupy oBe aucepranuje 6uhe pazmarpaHa camo MOTOA rpymna

TUHAMUYKHX aricopoepa.
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(a) [Ipumepn BUCOKHMX 3Tpaja ca JMHAMHYKHM aricopoepruma [66]

(b) [Ipumep MocTa ca fuHamMuuKkuM arcopoepuma: Mocm Munenujym, Jlounon, YK [68]

Cnuka 1.1 IIpumepu u3BeneHux objekara ca TMHAMUYKUM arcop-
Ooepuma

1.1.2 IIuje30eieKTPUYHHU CAKYIUHAYM €HEPIHje

[Tpumena nuHAMUYKUX anicopOepa ca MOIEHIEHOM MacoM T0Ka3aia ce Kao BpJIO epHuKacaH
HAuWH KOHTpOJIe BUOpallja MOCTOBCKUX KOHCTpYKIHja. MelyTum, cBa MeXxaHWYKa €HEpruja
BHOpaIja Kojy arcopoepu mnpey3my oJl OCHOBHE KOHCTPYKIIH]€ C€ JUCHITHPA KPO3 KPETarhEe arl-
copOepa u yHyTpalImhe Tpemhe y Be3HUM eneMeHTrMa. Ca apyre cTpaHe, y MOCIeIbUX HEKOJIUKO
JIETIeHH]ja, CBE j€ U3paKEeHHU]a TeKIba 32 OCTBAPUBAKHEM OJJPIKUBOT Pa3Boja, IMITO MOApa3syMeBa u
nobujame mTo je Moryhe Beher yaena einexkTpudHe eHepruje u3 oOHOBJbUBHUX M3BOpa. Ca Tor
CTaHOBHIITA, OMJIO OU MTOXKEJHHO JIa Ce JICO0 MeXaHUYKe CHEpPIHje BUOpaIlfja Kojy arrcopoep npe-

y3Me 0] 0OCHOBHE KOHCTPYKIIUj€, YMECTO IITO C€ KPO3 TPEHHE pachIia y BUYy TOILIOTHE EHEpTrHje,
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NIPETBOPH Y eNeKTpuuHy eHeprujy. To ce moxke moctuhu Ha Buime HaunHa. Kao mro je ommre
MO03HATO, MEXaHWYKA €HEePTHja C€ MOXKE IPETBOPUTH Y EIEKTPUYHY IPUMEHOM PA3IUIUTHUX Bp-
cTa reHeparopa. Ha nmpumep, 3a reHepucame eICKTPUIHE CTPYje MOXKE C€ KOPUCTHTH CHEpPruja
KpeTama TeKyhux Boaa, BeTpa, MOPCKUX Tanaca, racoBa uta. OBa eHepruja ce yriiaBHOM KOpH-
CTH 3a IOKPETamke POTOpa Y TeHepaTopuMa pellaTUBHO BeIMKHUX auMmensuja. [lopen Tora, y no-
CTYITHOJ IUTEPATypH TIOCTOJU BEJIMKHU OPOj pelieha KaKko ce eICKTPHUYHA CHEPTHja MOXKE TOOUTH
13 MexaHnuyke kopuctehu paznuuurte npupogHe edekre [71]. Ha nmpumep, Moxe ce KOpUCTUTH
¢doroenekTpuuHu edekart, rae ce eHepruja (poroHa cCyHueBe CBETIIOCTH AMPEKTHO MPETBapa y
EIeKTPUYHY CTPY]y Y doToHanoHCKUM henmrjama. OBHM MOCTYIKOM ce€ A00Hja JaJIEKO Mamba
KOJIMYMHA eJIEKTPUYHE CTPYje Y OJHOCY Ha MPETXOAHO MOMEHYTe HauMHe, alii 0e3 003upa Ha
TO, COJIApHA €HEprHja MpeJCTaBiba jeJaH o] OOHOBJLMBUX HM3BOpa eNeKTpu4He eHepruje. Ta-
kohe, moctoje ypehaju Koju KopucTe eIeKTpOMarHeTHu [72--74], TepMoenekTpuanu [75] uwiun
TpuOOENeKTpUYHU edekart [76], anu HajIIupH paHu OCTIET U CTENEH HCKOpHIThema nMajy ype-
haju koju kopucTe nuje3oenekTpuyHu edekar [1,77--83] u oBu ypehaju he Outu pazmarpanu y
JlaJbeM TEKCTY.

Kon nujezoenexkTpuyHux Marepujaina aedopmaiiyja Mmarepurjajia JJI0BOIU 10 SICKTPUYHE T0-
Japu3alyje MaTepujajia u u3a3uBa CTBapame eeKTpUYHOr HanoHa [ 1,84]. Ykonuko ce muje3o-
SJISKTPUYHH MaTepHjal U3JI0KH Je(OPMAIIUjH U ITOBEXKE y NEKTPUYHO KOJIO, KPO3 €IEKTPHUUHO
kom0 he Tehu cTpyja, Te ce U OBaKBU MaTepHjaid MOTY KOPUCTUTH Ka0 OOHOBJbUB U3BOP €JEK-
Tpu4yHE eHepruje. HacympoT omucaHom, TUPEKTHOM ITHje30€TeKTHYHOM e(EeKTY, KO OBAaKBUX
Marepujaja ce jaBjba U OOPHYTH MHjE30eIeKTpUYHH eeKart, Koju moapazyMena ja ce JoBohe-
HEM ENIEKTPUYHOT HaroHa u3a3uBa Aedopmainuja y marepujany. OOpHYTH MHUje30€TeKTUYHU
edexaT MOXKe ce KOPUCTUTH 3a MPOU3BOY aKTyaTropa, Koju cy, u3Mmely ocrasor, HaluiM IIu-
POKY NPUMEHY y CTBapamy yITPa3ByYHHUX Tayaca.

JlupekTaH Muje30eNeKTpUIHH edeKaT ce MOXKe KOPUCTUTH 32 MPOU3BOAKY ypehaja kojuma
ce JIeo MEXaHWYKe eHepruje BuOpaiyja mpeBoau y eNeKTpuyHy eHeprujy. Tu ypehaju ce Ha
EHIJICCKOM je3UKy Ha3uBajy "energy harvesters". 3a caga jorn He MOCTOjU 3BaHWYaH, OIIITE-
npuxBaheHu mpeBoJ OBOT M3pas3a Ha cpIicku je3uk. "XKersa" (eHI. harvest) eHepruje ce cacto-
Ju Y npemeaparpy Nieja MEXaHUYKe CHEepruje BUOpaiyja OCHOBHE KOHCTPYKIIH]E Y €ICKTPUIHY
€HEepTHUjy MOCPEICTBOM IHje30eNIEKTPUIHNX eneMeHara. MelyTum, yKOIHMKo ce, y CKIIaay ca
OCHOBHOM HJI€JOM M TEMOM OBE JTUCEepTallje, OBH €JIEMEHTH KOPUCTE Y CIIPE3H ca AMHAMUYKUM
aricopbeprmMa, OCHOBHA yJIOTa Tako JOOMjeHHUX, CIOKEHUX CHCTEMa jeCTe MpeTBapame Mexa-
HUYKE eHepruje BuOpaiyja y eIeKTpUIHy €HEpTHjy, ali Takohe U HBEHO Cakyn/bare y IUIbY
Hamajama ypehaja 3a pacBeTy WIM MOHUTOPHHI KOHCTpYKIHMja min apyre HameHe. Crora he y
OKBHUPY OBE JucCepTalrje TakBU ypehaju OuTr Ha3uBaHM "TIHje30€IeKTPUYHU CaKyTJbayH €HEp-
ruje".

[Tuje30eneKTpuYHN CaKyIlJbauyll €HEpruje MMajy BpJIO IIUPOKO TOJbE MPUMEHE U MOCTOjU
MHOT'O pa3IMYUTUX THUIIOBA M KOHCTpPYyKIHMja oBakBuX ypehaja. Tako ce 3a nobujame ernek-
TPUYHE EHEPTHje MOTY KOPUCTHUTH MH]j€30EICKTPUYHHU eJIeMeHTH Tuta rpeae [1,2,85--89], mio-

ye [90--92] wiu nyka [77,93], a mpumemyjy ce u 3akpuBJbeHe rpese [94], rpeie npoMeHIbUBOT
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MOTIPEYHOT Tpeceka [95--97] wim ypehaju cnoxennjux obmuka [98--104]. YV nuje3zoenekrpud-
HUM CaKyIlJbaulMa CHEPrHje ce MOT'Y KOPUCTHTHU aKCHjaaHe AeQOopMaIlije MUje30eIeKTPUIHNX
enemenara [105, 106], anu ce MHoro yemrhe eJeKTpUYHa €HEpPruja 100Mja Ha pauyH TOP3U-
je [71,107] unu nedopmanuje caBujama [86]. Hajuenthe cy y ymorpedu 6mMopdHEe KOH30JIHE
rpene, OHOCHO Ipeie Koje ce cacToje oJ] JeIHOT METAIHOr Hoceher ciioja U JiBa IHje30eseK-
TPUYHA CJI0ja KOja Cy 3ajernsbeHa Ha Taj Hocehu cioj [1,2]. Ca cTpaHa cBakor 1MHje30eIeKTPHY-
HOT CJI0ja Haja3e ce eJIEKTPOo/ie Koje Cy Ha ofpeheHrn HaunuH NoBe3aHe y €JIEKTPUIHO KOJI0, KPO3
Koje mpuIMKoM aedopMmucama 6uMopdHe rpeae npoTuye enekTpudna crpyja. Onrosapajyhum
U300pOM €JICKTPUYHE IIEME EICKTPHUYHOT KoJia MOKe ce moBehaTtu epuKacHOCT MPOU3BOIE

€JICKTPUYHE EHEePTHje 3a CBAaKU KOHKpeTaH ciy4aj [108--111].

1.1.3 KomOuHOBame nuje30eJJeKTPHYHUX CAKYIJbA4a eHepruje ca JuHAa-

MHUYKHM ancopoepuma

Wneja na ce muje30eneKTpUYHN CaKyTJhauyl EHEPrHje MPUMEHE 3a HCKOpUIInemke BHOpaIyja
MOCTOBCKHMX KOHCTPYKIIMja pa3BHja c€ CBE BUIIE MPOTEKIIUX Map ACLUEHHja U Y JOCTYITHO] JIU-
TepaTypH Beh moctoje uctpaxuBama y ToM cMmepy. llpemiarana cy periema Kajga ce KOpHCTe
BUOpalrje OCHOBHE KOHCTpyKuMje MocTa [19, 112--118], kabnosa kon Bucehux mocrona [7],
anM ¥ came KoloBo3He KoHcTpyknuje [119, 120]. YV HaBeneHUM mpuMeprMa, 1e0 MEXaHUYIKe
eHepruje BuOpaija MoCcTa jecTe UCKOpHUINEH 3a CTBApH-E eIEKTPUYHE SHepruje, alu je Maca
MHj€30€JICKTPUYHUX ypehaja mpeMana jga Ou mMasna OWIIO KakaB YTHIIA] Ha KPETamhe MOCTOB-
CKe KOHCTPYKIIH]€, TaKo /1a HeMa HUKaKBe quHaMuyke ancopruuje. Ca apyre cTpaHe, mocroje
U UCTPAKMBamha Koja KOMOMHY]Y MHje30€JIeKTPUYHE CaKyIlJbaue eHepruje ca JMHAMUYKUM all-
copbepuma [121--124], Tako aa yCIenrtHo OCTBapyjy W KOHTPOJIY BHOpalrja u 100Hjamke eIeK-
TpuuHe eHepruje. MelyTum, epukacHOCT OBAaKBUX AMHAMUYKUX arcopOepa ca MpuaofaTuM
T1je30€TIeKTPUYHUM €JIEMEHTUMA y CTBapamy €JIEKTPUYHE eHepruje peiaTuBHo je Mana [125],
HITO MIPEACTaBJba MPOoOJieM U IPETpeKy 3a BUXOBY IUPY NpuMeHy. HaumMe, HaBeneHN mpuMepu
Mo/Ipa3yMeBajy 10/aBambe MOjeIMHAYHIX TH]E30€JEKTPUIHIX ypehaja y3 CBaku Of] MPUMEHe-
HUX JAMHAMHUYKHX ancopOepa, a MPUTOM CBH CaKyIlJbaud OCTajy y TpaHUIIaMa Malux jaedopma-
1IMja I7Ie BayKe MPeTIoCcTaBKe InHeapHe Teopuje rpena. bynyhu na cy caobpahajuo onrepeheme
u ontepehe BeTpoM Hajuenthu y3pok BuOpalyja MOCTOBCKE KOHCTPYKIHje, a o0a ontepehema
Cy TI0 CBOjOj MPUPOAU HETIPEABHUINBA (CIy4yajHa, CTOXACTUYKA), TTH]E30CIEKTPUIHN CAKyTLIha-
Y eHepruje KOju OCTajy Y JTMHEeapHOM PEeXUMY paja Hajuemrhe ce Haja3e y He-pe30HAaHTHOM
CTamy Ma cy UM jaedopmaiyje, a TAME U KOJTUYHMHA MPOU3BE/ICHE €NEKTPUUHE EHepruje pena-
TUBHO MaJsid. [Ipo6iieM yCcKoT pagHOT OTicera MOXKe C€ PEIINTH OMII0 yBOh)eheM HeIMHEapHOCTH
y cucteM [12,126,127], 6uno noBe3UBamkEM BUINIE TTHjE30€ICKTPUIHHUX CAKYyIJbaya EHEPTHjE Y
JEIMHCTBEH cucTeM Ha oarosapajyh HaunH. Kao mpuMepu motomer HauMHa MPOLIUpPEHha pal-
HOT OIICeTa CaKyIbaua eHEPIrje MOTY MOCITYXHUTH Pellekha Ie ce BUIle ONMOPPHUX KOH30JI-
HUX Tpena MoBe3yje eIacTUYHUM OIpyrama Ha CBOjJUM KpajeBHMa, OWJIO Yy PaBHU OCLMIJIOBA-
wa [3,128], 6uno BaH paBHU ocimioBama [ 129]. Teopujcka u ekciepuMeHTalIHA HCTPaKUBamba

Cy IIOKa3aja aa C€ HaB€JCHUM METOAaMa e(bI/IKaCHOCT CaKyIjbada eHeerje MOJKE€ 3HATHO ITIOBEC-

22



haru, anu qoOMjeHa KONMMYMHA eIEKTPUYHE SHEPTHje 0CTaje peaTuBHO MaJa fa OM onpasaaja
LIIMPOKY MPUMEHY OBaKBHUX ypehaja.

Jlpyru HauuH 3a yHanpelheme M1uje30eIeKTPUYHUX CaKyIljbaya eHepruje je MpuMeHa HOBUX
Marepujana, moceOHO MPOjeKTOBAHUX U U3BEACHUX 3a MPUMEHY y OAroBapajyhum muje30erek-
TpUYHUM ypehajuma. Y ckopHje BpeMme MocToje OpojHa UCTpakKMBamba Ha M0JbY HayKe O Mare-
pHjaTuMa ¥ U3BECHU MaTepHjajiy MOoKasyjy MOTEHIHMjall 3a IPUMEHY y ONMCAaHOM CMHCIY, Ha-
pouunto onpehene Bpcte ryma, cumkona u renosa [130]. Tlokazano ce ga je 3a MareMaTuyko
MOJITTUPAE OBAKBUX MaTepHjalia MOrOIHO, a y MOjeIMHIM CIy4ajeBUMa U HEOIXOIHO, KOPH-

CTUTH pavyH Ca U3BOAHMaA HCUCJIOT pCaa.

1.1.4 HamnpeaHo Moaeaupame MaTepujaja y3 NPUMEHY W3BOAAa HeleJor
pena

VY MexaHMLM YBPCTOT Teja MOCTOje ABE rpyIe 3aKoHa MpeMa KojuMa ce pa3BHujajy CBU MO-
nenmu Marepujana. [IpBy rpymny unHe QyHIaMEHTATHHA 3aKOHH MEXaHHUKe, TIOMYT MPBOT H JIPY-
TOT 3aKOHA TEPMOJMHAMHUKE, 3aKOHA O OJIp)Kamby Mace, 3aKOHA O MPOMEHHU KOJIMYMHE KpeTamba
Y 3aKOHA O IMPOMEHU MOMEHTA KOJIMYMHE KpeTama. OBHU 3aKOHHU Cy OIIITH jep Cy Mocieauna
(dyHIaMEHTATHUX 3aKOHA U MOJAa3HHUX MPETIOCTABKH TEOpUjcKe (PU3HKE U JBYICKOT TIOMMamba
crBapHocTH [131, 132], 1 oHM Bake 3a CBaKO YBPCTO TEJIO KOj€ C€ MOJENUpPA Kao HENpPeKUuIHA
cpenuHa, 6e3 003upa Ha MaTepujal of Kojer je oHO caunmeHo. Ca apyre cTpaHe, U3 MEXaHU-
K€ HEeTPEKUIHUX cpennHa je mo3Haro [133] na je 3a moTmyHo periaBame mobdjaemMa y MeXaHUIn
YBPCTOT TeJla HEOMXOHO yCTaHOBUTH ofapeheHy Be3y mamely Hamona u nedopmaruja, OgHO-
CHO yBECTH Yy cucteM ozipehere nndopmarmje o mpupoau 1 moHamamy camor Marepujana. OBo
ce Hajuenrhe MOCTHXKe yBOhEHEM KOHCTUTYTHBHMX pellaliija, U OHE YMHE APYTy I'pyIly 3aKOHa
KOJU C€ KOpUCTE MpHU Mojenupamy marepujasia. Mehytum, oBu 3akoHM HUCY (yHIaMEHTaJ-
HU, Beh peHomeHomnomku. Jpyrum pednMa, OHM HUCY M3BEICHH M3 OCHOBHHX IPETIIOCTABKH
TeopHjcke (usnke, Beh cy neuHUCaHN eMIMPHU)CKH, Ha OCHOBY €KCIIepUMeHaTa U ocMarpa-
Ba. 3arnpaBo, KOHCTUTYTHBHE pejanyje MpeACTaBbajy caMo KOpPHUCHE alpOKCUMAIHje U TpeT-
MOCTaBKe O MOHAIIaky MaTepHjaja U 3aTo je M BUXOBa 00J7acT BaKeHha PEIAaTUBHO yCKa - HE
MOCTOjH je/iHa, OMIITa KOHCTUTYTHUBHA pefialrja Koja Ou onucaa MoHalame jeJHOT MaTepuja-
Ja 'y CBUM HeroBuM Moryhum cramuma, Beh ce yBoje nmocedHe penamuje 3a eaacTuyHy o0nacr,
IUTACTHYHY 00J1acT, MaTrepujaje ca omTeheheM Wil AUCKOHTHHYUTETUMA, TPaHyJIapHe, XOMOTe-
HE, XeTeporeHe Marepujaie, BUCKo3He Guyunse, Gpiayue Ipu JaMHHAPHOM Teuewy, (uyuie npu
TypOyJIEHTHOM Teuewy UTA. JeaH UCTH MaTepujasl ce MOXKE OMUCHBATH PA3IMYUTUM KOHCTH-
TYTUBHHM peJanyjama y 3aBUCHOCTH O]l CBOT TPEHYTHOT CTama HaIllOHA U CTama JieopManyja.
Crora oBM 3aKOHM U3 JpyTe rpyIe 3ampaBo yHoce oapeheHn HUBO Heonpel)eHOCTH U Tpelke y
arnpoKCUMAalMjU NIPU MOAEIHMpamYy, jep 3alpaBo MPeACTaBibajy 0pa3 Halllel TPEHYTHOI Hero-
3HaBama CYIMITHHCKAX MEXaHN3aMa 1 3aKOHa 10 KOjUMa Ce MaTepHjaj oHaIma. Y HOBHje BpeMe
Cce jaBJba CBE BHILE HCTPAXHMBamba HAa TEMY NPEBa3MWIaXema OBUX OorpaHuuema. Pa3Bujajy ce
CaBpEMEHH PEOJIOLIKU MOJIENIH KOjU MPEeLH3HU]e U M0y3/1aHu]je ONUCY]y MOHALIakhe MaTepujana

pu oipeheHuM crenupuIHUM yCIOBUMA eKCIuIoaTalirje, Kao 1 HOBUX MaTepHjania noceoHux
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CBOjCTaBa U HAMEHA.

Tako je mpumeheHo ga ce moHamame U3BECHUX MarepHjalia Haj0oJbe MOXKE OMHMCATH MPH-
MEHOM KOHCTUTYTHBHHUX peJialfja y KOjuMa c€ yMeCTO IeJI00pOjHIX, KOPUCTE U3BOAH HEIIEIIOT
pena. OBo ce y MpBOM pely OAHOCH Ha MaTrepHjajie KoA KOjUX Ce jaBJba ITy)KEHhe MU pellak-
canuja HaroHa [134] u, yonmreno, Ha Marepujaie "ca mamhemem" [135]. Takohe, kao mTo je
mo3Haro u3 peosioruje [136], yHyTpamima AUcHIalija eHepruje ce y MaKpOCKOICKUM, (heHoMe-
HOJIOIIKMM MOJIeJTMMa MaTepujasia Hajuenrhe Moeaupa yBohemheM BUCKO3HOT TIPUTYIICHaA.

JIBa cranaapaHa Mojesia MaTepujana Koju ce Hajuemrhe KOpucTe 3a TO ¢y MakcBeloB U
Kensun-BojToB Mozen, koju cy meMarcku npuka3zanud Ha Cnunm 1.2 a) u 6). Emactuuna cBoj-
CTBa MaTepHjajia Cy IpeACTaB/beHa eIAaCTUIHOM ONPYTOM, @ BUCKO3HA CBOjCTBA BUCKO3HOM TIPH-
rymHuoM. O6a oBa cTaHIapIHa MOJIeNa YBOE IO JBa MapaMeTpa Y KOHCTUTYTHUBHY pemaliujy
- MOJIyO €IACTUYHOCTH OMpyTe U Koe(UIIMjeHT BUCKO3HOT MpUTyIIeHka npurymHuie. Kao mro
j€ HaroMeHYyTO, Ka0 M CBU PEOJIONIKH MOJIENH, U OBa JIBa MOJENa UMajy PEellaTUBHO OTPaHU-
YyeHy o0JjacT Bakema. lako ce MakcBenoB Mojen Hajuemhe KOPHCTH 32 ONMUCHBAKE BUCKO-
3HHUX (UIyHaa MpH JJaMUHApHOM Teuewy, a KenBuH-BojToB Mofen 3a onucuBame YUBPCTHX Tella
npu MayiuM niepopmarjama. Melytum, 3a npyradvje MaTepujajie Wik JIpyradyrja HalmOHCKO-
nedopmaijcka crama, OBU MOJIETH HE OJIrOBapajy CTBapHOM MOHalIamy marepujana. Crora
CY YBEJICHU HOBU MOJIENIH Ca CIIOKCHHHUM KOHCTUTYTHBHHM B€3aMa, KOje IMoipa3yMeBajy mpHu-
MEHY TpH, YeTUpH, NIa U BUllle napamerapa. O 0BUX, HAIPEAHUJUX MOJesla MaTepHjaia 4ecTo
ce KopHucTe 3eHEpOB, aHTH-3E€HEPOB U byprepcoB mMojen MaTepujaiia, KOju Cy IMIEMaTCKH MPH-
kazaau Ha Ciunm 1.2, ¢, d, e. Kao mTo ce Moxxe BUaeTH, mMpBa JiBa Mojielia YBOIE 1O 3, 0K
NoCIeAlbH YBOIU 4 MapaMeTpa 3a ONKUCUBAE MarepHjaia. Y OIMIITeM CIy4ajy, MOXKE Ce KOpH-
CTUTH TIPOU3BOJbAH (aJIM KOHA4YaH) Opoj eleMeHaTa y MoJIely MaTepHjajia OBe3aHuX Ha ojpe-
heHn HauWH, OMHOCHO KOHCTHTYTHBHA Be3a Ca MPOUBOJFHO MHOTO IMapamerapa, y IUuJby IITO
OoJsber ycknahuBama mpeasuhama Mojiena ca CTBApHUM MOHAIIAkeM MaTepyjaja OMaXeHUM y
ekcriepuMeHTuMa. MelyTum, To 3HaTHO yCIIOXKE-aBa Mpoliec pelaBama J00HjeHUX jeTHaYrHA,
a'y U3BECHUM CJTy4yajeBHMa YakK U Huje Moryhe 100uTH 3a/10B0JbaBajyhe MoKIaname ca MEPEHUM
pesynratuma. Crora cy omucaHu, KIACUYHU BHUCKOEITACTUYHH MOJIENN MaTepHjasia MpOIIupe-
HU Ha "(pakuoHe BUCKOEIaCTUYHE Mojele", OQHOCHO MOJIENe KOjU KOPUCTE KOHCTUTYTHUBHE
Be3€ IJIE CE jaBJba]y U3BOAM HAMOHA W/WiH AedopMalirja KOju Cy HEeIeslor peaa. Tako ce jaBiba-
Jy dpaxmronn MakcBenoB Mozen Marepujana, Gppakiuonu Kensun-BojroB Mozen, hpakiuoHu
3enepoB monen uta. [IpuTom, mokasaHo je 1a Cy U OBH MOJIEIH TEPMOAWHAMUYKHU 3aCHOBA-
uu [137]. OBu Moau(UKOBAHU MOJIENIH YECTO CY y CTaly J1a ca 3HATHO MambuM OpojeM mapame-
Tapa oJl KIIJACHYHUX MoJIesia BeoMa J0OpO OMHIIY OMa)KeHO MOHAIIakhe MaTepHjaia, HapOYUTO

MIPH [10jeIMHUM CHIEIU(PUIHUM YCIOBUMA.
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(1) (b) (d)

ik

Cnuka 1.2 Peonomku Mozienu Matepujaia, (a) MakcBenoB Mozed,
(b) Kensun-BojToB Monen, (c) 3eHepoB Mozen, ABE BapHjaHTE -
omnpyra Be3zaHa peaHo ca Kensun-BojToBuMm Monenom u ompyra
B€3aHa mapajesiHo ca MakcBenoBuM MozesoM, (d) aHTu-3eHepoB
MoOJieJl, IB€ BapHjaHTE - NMPUTyIIHHUIA Be3aHa peaHo ca KenBuh-
BojToBuM MozenoM 1 MpUrynIHULA Be3aHa rapajenHo ca MakcBe-
noBuM MojenoM (e€) byprepcoB mozen, 1Be BapujaHTe - MOJEN 32
penakcaiujy (JIeBO) U MykKeme (IeCHO) MaTepujaa

£
(e

Ha npumep, Merutep u Honenmaxep cy jomr 2003. roaune nokasanu [138] na cy ¢pak-
LIMOHU 3€HEpOB MOAET U MOAU(UKOBAHN (PPAaKLMOHU 3€HEPOB MOJIE 3HATHO MPHUKIATHHU]H 3a
OINHCHBakE TOHAlIakha Yyraykux MOoJIUMepa, rejioBa U MPUPOJIHE TyMe, Kao U 3a Marepujaje
KOJI KOJUX je TMPHCYTHO CIOPO MyXEHe, a TIOKa3aHo je U Jia cy npeasuhama moysnaHa u Beo-
Ma Mpelu3Ha 4ak u 3a nepuoj ox yak 14 nenenuja. Takobe, bentemmo u capaguunu [139]
Cy MOKa3aJy Jla ce MOAEIH ca (PPaKIMOHUM IPUTYIIECHEM YCIIEIIHO IPUMEY]y U 3a ONUCH-
Bame OeToHa, y3umajyhu y 003up nedopmarimje myxema, 3a nepuop on 30 roguna. Ca apyre
ctpane, Cymernka je npemioxkuo [140] HoBHU GpaKIIMOHN BHCKOTUIACTUYHU MOJIE MaTrepHjaia,
a Jleun, JInjanr u Illjao cy pa3pwim (ppakiiMOHO BHUCKOEIACTO-TIIACTUYHHN Moxen [141, 142] 3a
OINHCHBalke aMOP(PHUX CTPYKTypa U TEPMOIUIACTUYHUX MaTepujaia. Marepujanu yuje ce mMe-
XaHUYKe KapaKTEPHCTUKE MEHajy ca BPEMEHOM, @ HApOYUTO MaTepHjalid KO KOjUX j€ IPUCYTHO
oMeKuIame (exe. strain softening) Mory ce Beoma Npenu3HO onucaru GpakMOHUM BHCKOEa-
CTUYHUM MojennMa [143], a mokazaHo je J1a ce OBaKBU MOJEIU MOTY NMPUMEHHUTH U 3a OIHU-
cuBame MyKTHIHUX Metana [143], ryma u mekux 3emspuinra [144]. Tlopen tora, ¢ppakuuoHu
MOJIEJIH Cy Ce MOKa3aJIi Kao MOTOIHU]H 33 ONIMCHUBAKE U CIOKEHUX IMHAMUYKUX MpoliiemMa Koj
Matepujaia Tae ce jaBbajy peHoMmenu penakcanuje [145--147], a ycrenrHo ¢y NpuMeHeHHA U

KOJl HeJTMHeapHuX auHaMuukux npodnema [148]. Pocukun u llutukoBa cy mamu [149, 150]
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JieTajbaH IMpervie]] MpUMeHe Mojiena ca (PaKIUOHUM TPUTYIICHEeM y polieMuMa JUHAMUKE
YBPCTHUX TeJIa M KOHCTpYyKLHKja. Takohe, Moaenu ca ppakiiMOHUM MPUTYIIEHEM 1]y 3HATHO 00-
Jbe pe3ynTaTe of] KIIACHYHUX MOJIENIa Ca BUCKO3HUM TMPHUTYIICHEM U KOJl aHAJIN3€ MEMOPH]CKUX
neHa u Matepujana ca mamhemeM [141, 151, 152]. OBakBu marepujaiu Ou ce MOTIIM KOPHCTH-
TH 3a U3pay IHje30€JIeKTPUUHUX CaKyIlJbaya €Hepruje WM BUXOBO MOBE3UBAKE Y CIOKEHE
cCUCTeMe, IITO OM OTBOPMIIO HOBE MoryhHocTH 3a moBehame e(pUKacCHOCTH ITHje30€IeKTPUIHUX
nuHaMU4KuX arcopoepa. [lopen Tora, mocroje nCTpakuBama Ko KOjuX cy GpakIimOHN MOIETH
Marepujaja IpUMenhEeHH 3a ONHCHUBabe NHje3oenekTpuunux ypehaja [153]. Kymap u [Ipacyn cy
nokazanu [154] na ce ko nuje30eNeKTPUUHUX MaTepyjaja jaBba (EHOMEH MHUje30€TIeKTPUIHE
penakcanmje, OJHOCHO CMambeHha BPEIHOCTH HjE30€NIEKTPUIHE KOHCTAHTE MaTepHjajia TOKOM
BpEMEHA U yClieJl BUCOKOMKIMYHOT onTepehema, U TO M0 3aKOHY KOjH Ce OIUCYje W3BOIMMA
HELEJNOoT pea. BUHOrpaaoB U capaHUIM Cy eKCTIEpUMEHTAIHO J0Ka3zanu [155] na mexaHnuka
Y eJIEKTPUYHA CBOjCTBA THjE€30€JICKTPHYHUX MOJTUMepa 3aBUce 07 (PEKBEHIIE U J]a CE MCHajy
TOKOM BpPEMEHA y YCJIOBMMAa BUCOKOIMKIMYHOT onTepehema M Harmacuin aa ce 100ujeHn pe-
3yJATaTH 3HaTHO 00Jb€ MOTY ONHUCATH MOJIENIOM ca ()PaKLIMOHUM H3BOJMMA, Y OHOCY Ha MOJie-
Jie ca CTaHJApIHUM EKCIIOHEHIMjaJTHUM (YHKIMjaMa, OJJHOCHO M3BOJMMA IIEI00pOjHOT pera.
lamymmo u apyru [156] cy TEOpHjCKU U €KCIIEPUMEHTAIHO UCIUTAIN MPUMEHY OMMOp(HHUX
[I1j€30€JeKTPUYHUX Tpe/la TOKOM JIyTOr' BPEMEHCKOT MepHo/ia U 3aKJbyUMIIN JIa Cy MOJEIH ca
(hpakIMOHUM MPUTYIICHEM MOA00HU]H 3a yHOoTpeOy Ko TOT THma npoodisema. Katun u np. cy
uctpaxw [157] npumeny (ppakimoHnX Mojena Koj MHje30eIeKTPUIHIX MaTepHjana u3jio-
KEHUX HUCKO-(hpekBeHTHUM onrtepehemuma, ok cy Jymaps u octanu [158] ycnemHo npu-
MEHWIN MojieTie ca (PpaKkIMOHUM IPUTYIIEHEM 33 OMMCUBALE MTPOMEHA XUCTEPE3UCHUX CBOj-
cTaBa nuje3okepamuka TokoMm BpemeHa. Crora [lao, [loy, Uuman u Jan uctuuy [159] na je 3a
JUHAMHYKO MOJICTHPAhE TTHjE30SICKTPUIHIX MaTepHjasia KOju ce MPUMEY]jy KOJ CHCTeMa 32
MOHHUTOPUHT KOHCTpYKLHUje, Oyayhu na ce oBu ypehaju mpojeKTyjy Ha paJHH BEK O]l BUIIIE Je-
[IEHH]ja, YaK HEOMXOAHO KOPUCTUTH Mojiesie ca (paKIMOHUM MPUTYIIECHEM Kako Ou ce 1o0mn
TOy3/IaHu Pe3yITaTh U MpeaBulame moHamama oBux ypehaja.

MehyTtum, 10 caja y JOCTYIIHO] JIUTEPATypy HUje OWUII0 UCTPAKUBAKA Y IIMJbY ITOBE3UBAA
T1j€30eIeKTPUYHHX eJIeMeHaTa, MOJSIUPaHHX y3 IPUMEHY U3BOJIa HEIIeJIoT peia, ca TMHAMHUY-
KHMM aricopOepumMa 1 IpojeKToBamy ypehaja 3a npon3Bo/iby e1eKTpUYHE EHEPrije U3 MeXaH!4-
Ke eHepruje BuOpanuja. OBa qucepraumja uMa 3a Wb Ja IPEMOCTH Taj HEAOCTATaK, TE je
IEHA TeMa yIpaBo pa3B0j HHOBATHMBHE KOHCTPYKIIMjE U MOJIENIa M1je30€IeKTPUYHOT THHAMHUY-
xor arnicopOepa (ITEJIA), koju ykipydyje kopuntheme Mozena ca GppakiinoOHUM U3BOANMA, U Kao
TaKaB [OCE/yje IIMPH PaJHH OIceT U 00yxBaTa MOryhHOCT IpUMEHE HOBUX MaTepHjaiia y uby

noBehamwa nponyktuBHocTu [IEJ[A y reHepucamy elekTpuyHe eHepruje.
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1.2 Xwumores3e u MU/bEBU UCTPAKNBAKHA

[Ipema cBeMy H3JI0KEHOM, HCTPAKUBAE MPEICTABIbEHO Y OBOj aucepraiyje onpeheHo je

CJ'ICI[ehI/IM XHIIOTE3aMa:

 JluHamMHuuKH anicopOepH ca M1je30eIeKTPHYHUM CBOjCTBUMA, OJIrOBapajyhe KOHCTPYKIIH]je
W Marepujaja, KOju ce MOJCIHpajy y3 IPUMEHY HU3BOJA HEIEIOor peaa, MoTry OuTH edu-
KaCHHUJU U TIPOAYKTUBHU]JU OJ] KOHBCHIIMOHAHUX aricopOepa U KOHBCHIIMOHAIHHUX CaKy-

1Jbaua eHepruje.

+ 3HaraH /Ie0 MEXaHUUYKEe €Hepruje BuOpalyja MIaBHUX HOCauya MOCTOBA MOXKE CE IpeBe-
CTH y eNIEKTPUYHY €HeprHjy IpUMEHOM ojiroBapajyher 6poja u THUMA IHje30€IeKTPUUHUX
JTUHAMHAYKHX arcopbepa, YuMe ce OCHOBHO] KOHCTPYKIIM]H TPUA0AA]y U CBOjCTBA T€HE-

paropa eJIeKTpU4HE EHEprHje.

* Ontumu3anyjomM Opoja U TMOJIOXKaja MUjE30SICKTPUYHUX JUHAMUYKUX arcopoepa Mory
ce Mo0O0JBIIATH JUHAMUYKE KaPAKTEPHCTUKE MOCTOBCKE KOHCTPYKIIHjE, Y3 UCTOBPEMEHO
nosehame e(PUKaCHOCTH U MPOIYKTUBHOCTH Pa3MaTPaHOT CJIOKEHOT CHCTEMA KOJU YMHE

MOCT U ancopoepi.

* Moryhe je pa3BUTH MaTeMaTHYKH MOJIEN U MOCTYIAaK 3a aHaIu3y MelynejcTBa MocTa H
aricopOepa ca I1je30eJIeKTPUYHUM CBOjCTBUMA, TTOCTYIIAK 32 TIPOJEKTOBAaE OBAKBOT CJIO-
JKEHOT' CUCTeMa U METOA0JIOTH]Y 3a IpeBul)albe MEXaHUUKOT U €JIEKTPUYHOT IIOHAIIamba

TOT' CHCTEeMa 3aBUCHO OJ1 33J[aTUX yCJ0Ba Kopulhema.
[{nsbeBU pHUKa3aHOT HAYYHOT UCTPAXKUBAMKA CY:

* M3710XUTH IPEAIor HOBE KOHCTPYKIIH]E ITHjE30€JIEKTPUYHOT JUHAMHYKOT aricopoepa Ko-
ju je eduKacaH, HAYMBLEH O] IIUPOKO AOCTYIHHUX Marepujana, KOMIAKTaH, U3APKIbUB U

jeaHocTaBaH 3a U3paay u kopuirheme.

* Pa3BuTH MaTeMaTH4IKu MOZCII 3a OIIMCHUBAKLE IOHAIIIAkAa HI/IjGBOCHCKTpI/I‘{HI/IX JUHaMHN4-
KHX ancop6epa HOBC KOHCTPYKHHjC, Ca BUCKOCIIACTUYHUM CJICMCHTUMA IIPCACTABJbEHUM

KOHCTUTYTUBHOM BE€30M Ca U3BOAOM HCUECJIOI pCaa.

* Pa3BuTH MareMaTHYKH MOJIENI U METOJIOJIOTHjY 3a aHann3y MelyaejcTBa nuje30eneKTprud-
HUX JUHAMUYKHX arcopedpa W IIaBHUX TPEJHHX Hocada (PIeKCHOMITHMX MOCTOBA, Y3
npeasuhame KOJTMYUHE MMPOU3BEACHE CIIEKTPUYHE €HEPruje y MHUje30eNeKTPUYHUM -

HaMHWYKUM ancop6epHMa 3aBHCHO O 3a1aTOI"' KOPHUCHOT onTepeheH,a MOCTaA.

* Pa3BuTH METONI0JIOTH]Y 3a ONITUMH3ALIN]y Opoja 1 MOJI0XKaja HOBOT THIIA aricopoepa y 1u-
Jby e(rKacHe KOHTPOJIe BHOpaIija MOCTa M MPOU3BOIHE MTO Behe KOMUNHE EIeKTPHY-

HE €Hepryje mpeMa 3a1aTuM ycaoBUMa Kopulllhewma MocTa.
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1.3 Kopumrthena MeTog0/10r1ja HCTPAKUBAKHA

C 003upom Ha IpeMeT TucepTalrje, MoJIa3He XUMOoTe3e U LIUJBEBE, Y HCTPAKUBABY j€ KO-
pumtheHo BuUIlle METOAA HAy4YHOT cazHama. [Ipu mpernexy mocrojehe nuteparype, Kao u mpu
M3paJy U IPUMEHH Pa3BHjEHOT MoJiesia KopultheHe Cy aHajIn3a U CHHTE3a 3a PacTaBJbarbe CII0-
KEHOT cucTeMa Ha (YHKIMOHAIHE jeTUHHIIE, FbUXOBOT IPOyYaBamba U KOHAYHO CUHTE3€E Pe3yJ-
TaTta npu ofpehuBamy MMOOATHOT MOHAIIama HEeNor cuctema. Takole, mpuMemeHa je MeToia
MOJIEJIOBamka MpH pa3BUjalby MaTeMaTHUYKOr MOJIENIa 3a ONMCHUBAIE MOHAIllakha JUHAMHUYKHX
ancopOepa 1 BUXOBOT MelyejcTBa ca MOCTOBCKOM KOHCTPYKITHjoM. 300T TE€OpHjCKe MPUPOIE
CaMor UCTPaKUBamba, UMIUIMIUTHO Cy IPUMEH-EHE U METO/Ie JIeyKIIMje U HHAYKLH]e, jep je Ma-
TEMaTHUYKH MOJICI pa3BHjeH KopulthemeM Beh mocrojehnx KOHCTUTYTHUBHUX jeHAYMHA, YUME
ce UMILTUIIMPA 2 je TIOHAIIAKke MPUMEHCHOT MaTepHjalia UCTO Kao U MOHAIIAKkEe CBAKOT APYTOT
Marepujaja Tor THma (IITo MoJgpasyMeBa ACAYKLHU]Y), a Ha Kpajy U3BEJCHU 3aKJbYULId U METO-
JI0JI0THja MPUMEHJBUBY Cy Ha CBE TUIIOBE CUCTEMa pa3MaTpaHe Yy OBOM pajy (IITO MpencTaBba
UHAYKIM]Y). Banunanuja npeaiokeHor MaTeMaTudKor MoJiesia U3BpIIEeHA je IPUMEHOM KOM-
napaTuBHE aHanu3e, Oynyhu na je Momen onemeH mopehemeM pesynrara ca pesyaTaruma U3
nocrojehe nmuteparype. Ilopen Tora, y uCTpaKuBamy je CIpOBeACH U Behu Opoj HyMEpHUUKUX

eKCIIepHMEeHaTa y Wby ONTHUMM3AlM]e 0jeIMHIX MTapamMmeTapa MpeasIokKeHOr MOIea.

1.4 Kparak npemien CTpyKType aucepramnuje

VY [Nornarspy 1 onucaHa je MOTHBAIH]ja 3a MPEICTABILCHO UCTPAXKUBAE M U3JIOKEH j€ TIPO-
05eM Koju ce y 0BOj mucepranuju obpahyje. Jlar je mpemien turepaType U UCTaKHYTH Cy Tpe-
HYTHH OKBUPH U JOCTUTHYhA y CBETY y 00JacTHMa 3HaYajHUM 32 TIPEAMET UCTPAKHBAKHA Y OBO]
TE3H, Ka0 U HEJOCTAIM MOCTOjehnx pelema y J0CTymHOj autepatypu. [Ipema cBemy u3noxe-
HOM, onpeheHu cy Tema Aucepraiyje, mojla3He XUIOTe3e U IIMJbEBH HCTPAXHBAmKba, y3 KpaTrak
OCBPT Ha CTPYKTYPY JAUCEpPTAIH]E.

VY IlornaBsby 2 U3NI0KEHE CY TEOPUjCKE OCHOBE MOTPEOHE 3a ofpehBambe MaTEMATUIKOT U
MEXaHWYKOT MOJIeNIa TMHAMUYKOT arcopOepa ca Muje30eIeKTPHYHIM CBOjCTBHMA, CAauUE-CHOT
07 MaTepujaja ca MPUTYHICHEM MPEICTaBJEHUM y3 MPUMEHY U3BoJa Herelnor pena. Hajmpe
Cy Jare MaTeMaTHU4YKe OCHOBE padyyHa ca U3BOJMMA HEIEJIOT pea. 3aTUM je MPHUKa3aH U3BOJ U3
TeopHje BUOpallMja YBPCTUX TEJIa M OMKCAH MOCTYyNaK W3Bohema AudepeHINjaTHIX jeTHaYnHA
KpeTama 3a rpelie MocMaTpaHe Kao HeMpPeKHIHa Tella, Kako 0e3 TMHAMHYKUX arcopoepa, Tako u
y3 BBUXOBO NpHCYcTBO. Ha Kpajy mornasiba Cy U3JI0KEHE OCHOBE TEOPH]E MHjE30eIeTPUIHOCTH
u (dopMyiHcaH je MOJAEN MOHaIlamka MHje30eIeKTPUYHUX MarepHjana u OUMMOphHUX MHje30-
EJeKTPUYHUX Tpefia Koje ce Hajuenrhe KopucTe Koja ypehaja 3a mpeTBapame Jena MeXaHuIKe
eHepruje BUOpalrja OCHOBHE KOHCTPYKIIH]jE Y CIIEKTPUYHY CHEPTH]Y.

VY [lornaesby 3 je MOCTYMHO pa3BUjeH MEXaHUYKHA U MAaTEeMaTHYKHU MOZEI 32 HOBY KOHCTPYK-
11y JUHAMHYKOT aricopbepa ca muje30eNeKTpUYHUM CBOjcTBUMA. Hajmpe je mpukaszaH mocry-
nak u3Bohema nudepeHlrjaTHuX JeJHaYMHA KOjUMa C€ OIHCYje OCTaB/beHH MpoliieM BUOpa-

II1ja HOBOT CUCTEMa 3a JMHAMUYKY aTlCOPIIIH]Y U CaKyIUbambe EIEKTPUYHE CHEPTH]je, a TIOTOM je
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JIeTaJbHO OIMCAH U MOCTYIAaK pellaBama N3BEICHUX jeTHAYNHA, YUME j€ TOCTABJHEHH MPOOIeM
y MOTIYHOCTH ofipel)eH u pereH.

VY IlormaBspy 4 je U3BpIICHA MPOBEpa BaJbaHOCTU MOJIE]a Pa3BUJEHOT Y MPETXOTHOM TO-
maBsby. bynyhu na vHoBu mozpen ITEJIA mpencraBiba ONIITHjE PENICHE Yy OJHOCY Ha pellcHka
JIOCTYIIHA y JIUTEPATYpHU, IIPOBEPA j€ U3BPILICHA 3a PA3INUUTE TOCEOHE CiIydajeBe KOjU ce O/ro-
Bapajyhum n36opom BpeaHocT napameTapa mMory nooutu u3 HoBor mojena [TEJIA, a 3a koje
y JIUTEpaTypHu MOCTOj€ PE3YyNTaTH TEOPHJCKUX M €KCIEpUMEHTAIIHUX UCTpaxuBama. [Ipoe-
pa je u3BplIeHA nopehemeM pesyiarara 3a ciydaj jejHe OuMopQHe rpeae ca KOHIEHTPUCAHOM
MacoM Ha CJI00O0IHOM Kpajy, 3a cilyyaj cucreMa OMMOp(HUX rpela eIacTUYHO MOBE3aHUX Ha
C1000THUM KpajeBHMa U 3a CTy4aj jeHe PpaKInoHO MPUTYIIIEHE KOH30IHE rpene (6e3 muje3o-
EJICKTPUYHHUX CBOjCTaBa).

VY Ilornassby 5 je HoBH Mozen [IEJIA ynmoTpebsbeH 3a KOHTPOITY BUOpaIja MOCTOBCKE KOH-
cTpykuuje. Hajmpe je u3BeneH MareMaTuyKy MOJIEN U jeTHAYMHE KOJMa Ce OMKCY]je MOHAIAkE
CJIOKEHOT KOHTHHYaJTHO-IUCKPETHOT CHCTEMa KOjU YHHE MOCTOBCKa KoHCcTpykuuja u [IEJIA, a
3aTUM je M3JIOKEH U MOCTYIaK pelllaBama J00MjeHNX jenHaunHa. Ha kpajy, onmrcanu mocTymnak
je mpoBepeH nopehemeM pe3ynrara 3a mocedaH cirydaj jeHe KJIaCHYHO MPUTYIIEHE BUCKOEIa-
CTHYHE T'peJie Ca jeTHUM KIACHIHO MPUTYIICHIM BHCKOSIACTUYHUM JUHAMUYKHM aricopOoepoMm.

VY Ilornassby 6 je U3/I0KEHA JIeTajbHA aHAJKM3a YTUIIaja Pa3IMuUTHX TapaMeTapa Mojiela Ha
HErOBY YUYMHKOBUTOCT, a OMKCAH j€ ¥ MOCTYMAaK 3a ONTUMHU3AIIN]y [0jeIMHUX IapaMeTapa y 1u-
Jby mobosbama neppopmancu cucrema [IEJIA-ocHoBHa koHCTpYyKIIMja. Ha kpajy nmornassba je
Jat U cBeoOyxBaTaH MpUMep NMPUMEHE HOBOT TMHAMHMYKOT arcopbepa ca MHje30eIeKTPHIYHIM
CBOjCTBHMA KOjH C€ Y OKBUPY OBE JUCEPTAIH]je Mpeiiaxe, Ha KOHKPETHO] MOCTOBCKOj KOHCTPYK-
uuju Tephasckor mocra y Humy, ca ananuzom yuunka npumene [1EJIA no nutamy cMamema
aMIUTATY/Ia BUOpAIlja MOCTa, Ka0 M KOJMYHHE IPOU3BEICHE CICKTPHYHE CHEPTH]C.

VY Ilornasspy 7 cy Aare 3akJby4HE HAIIOMEHE U pa3MaTpama U U3BPILEHA je peKauTyaaluja
MOCTaBKU U pe3yiTara CIpOBEIEeHOT UCTpakBama. Takohe, HaBeJACHU Cy U YOUEHU HEJO0CTa-
L1 MOJIENIa Y ’beTOBOM TPEHYTHOM OOJIMKY, OJJHOCHO MPEUIOKEHHU Cy HAYMHHU 32 HErOBO J1aJbe
yHanpeheme, a U3JI0KeH! Cy U HeKH MOTyhu NpaBIy 1ajber UCTPaKUBamba y 001acTH TEME OBE

JUcepTaryje.
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I'1aBa 2

Teopujcke ocHoBe

Y oBoM ofiesbKy Onhe H310KeHe TeOpHjCKE OCHOBE KOpHUIlTheHe Ipy pa3BHjamky MaTeMaTH4-
KOT MOZIeJIa y IMCEepTalMjH, ITOo 00yXBaTa OCHOBE padyHa ca M3BOAMMA HEIENOT pefa, AuHa-
MUKy Tpe/ia Kao CUCTeMa ca 0ECKOHAYHO MHOTO CTETeHHU CI000/e KpeTama U OCHOBE MHje30e-
JIEKTPUYHOCTH, Ka0 U EJIEKTPOMEXaHUIKOT CIpe3ama. Y U3BOY TEOPHje Be3aHe 3a BUOpaIyje
rpena Ouhe u3BeneHe nudepeHrjanHe jeTHAYNHE KpeTama Tpeae ycliea JejCTBA MOKPETHOT
onrepehema, Kao U ycien AMHAMUYKOT MTOMepama OCJoHala, a Ouhe pa3marpaHe u rpeie ca

A0JaTUM KOHIOCHTPUCAHHUM MdCaMa U I'p€ac Ca 10JaTUM JUHAMUYKUM ancop6epHMa.

2.1 OcHoBe PpaKkIUOHOT PaYyHA

JlepuHuiyje, HOTalKja U U3pa3u HABEJCHU Y OBOM OJIJbKY IIPEy3eTH Cy U3 Kibure Mropa
[TonnmyOHuja "YBon y dpakuuone qudepeniyjanae jeqnadnne” [160].

Hajnpe Tpeba HanoMeHyTH J1a ce 11eI00pOJHU U3BOAM U UHTErPaId MOTY IPEICTaBUTH 00-
jenumeHo, jenHuM u3pasoM. Haume, nonazehu on tbytn-JlajOHuioBe nedunumje u3noaa, mo-

3HATo je Ja BaXXU:

d — f(t—h
f’<t>5d—J;=,££Ig]f<t> {L(t ).
() = d%" _— f'(t) —]J:(t—h) _ géf(t) —2f(t —hf;)+f(t—2h>7 @1
3 —3f(t—h —2h) — f(t —3h
f,,,(t>57§:mf(t) 3f(t )+31{?>(t 2h) — f(t = 3h)

M1 aHAaJOIHO 3a BUIIC ueno6pojHe H3BOIC N & N, MTO C€ MOKC YOIIIITUTH Ca:

n

L S et (p) Ft—rh), 22)

p(p—1)(p—2)--(p—r+1)

r! ’

rae cy p, n € Nurneje uckopunrhena gpopmysna 3a OMHOMHU KOS(UITH]SHT (’; ) =

y3 HallOMEHY J1a je (f) = 0,7 > p u na Opoj 4IaHOBa y HABEJACHO] CYMHU HE MOpa OUTH jeTHaK
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peny u3Boaa pynkuje. OBa UNHEHUIIA HUjE HEOIXOIHA 32 Ae(PUHICAKE N3BO/Ia TOMTO he cBH
YJIAHOBU CyMe HAKOH ( ) OWTH jeIHAKHU HYJIU, AJIH jeCTe HEOXOHA J1a OU ce 00jeIMHIIIa O3HAKA
W3BOJIa M MHTETpaja, kako he Ot mokazaHo y HacCTaBKy Tekcta. Hanme, ako ce mpumMeTu 1a je:

(—p> _ pep=D(=p=2)---(=p—r+1)

T T

(—1

)rp(p+ Dp+2)---(p+r—1) _ 1y H | (2.3)

r

u3pas (2.3) ce Moxe ajbe YOIIITUTH U 32 HETaTUBHE LIEJI00pOjHE BPEIHOCTH U3I0XKHOLA, Tj:

FR) = Tim —— S (1) ( f’) f(t = rh) = lim hi > H f(¢ = rh) = lim f;7(t).

(2.4)
AKo ce uHTEpBaI [a, t] mojenu Ha 6eCKOHAYHO MHOTO CerMeHara, Tj. t —a = nh, n — oo, h —
0, MOXe ce yBEeCTH 03HaKa 3a yIpaBo JeuHHUCaHy orepanujy Haa GpyHKuujom [, (1), ca TepMu-

HaiuMa a U t:

_ de n) . 1 & b
D7 f(t) < }g{} fo )= lim -— [ ] f(t—rh). (2.5)
nh= nh=t—a r=0 r

AKko ce, mpuMepa paau, mocMarpa ciaydaj 3a p = 1:

D7 f(t) = lim Z [ ] (t—rh) lim th t—nh) o f(t—x)dx = /t f(r)dr
hHO h~>0 0 a

nh=t— r=0 nh=t—a =0
(2.6)
BH/IM C€ 1A je 3ampaBo y nuTamy ofpelhenn unrerpan pyukuuje f(t) Ha uHTEpBaNy [a, t].
Mosxe ce nmoka3atu [160] ga y ommreM ciydajy BaxH:
1 t
D0 = [ =y @)

Kao  JIa je TO 3ampaBo p-TOCTPYKH HHTErpan GpyHkiuje f(t), OmHOCHO:

Dt_pf(t):/adt D;Pf(t) /dt/ dt D P2 f /dt /dtf (2.8)

p— fold
t///
JDPf(t) = /dt DyPf(t /dt/ dt" Dy P f(t") = /dt / de
p— fold

(2.9)
[Ipema ToMe, y KOHAUHOM, Omeparija JepuHUCaAHA U3PA30M:
P — 3 —p - _1\n p _

DPf(t) = Tm APy (1) (r)f(t rh), peL (2.10)

nh=t—a r=0
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npenacraBiba p-T u3Boa (yHkimje f(¢) ykomuko je p > 0, OAHOCHO P-TOCTPYKH WHTETPal T€
¢byHkuyje ako je p < 0, ynMe je o0jeumbeHa 03HaKa U3BO/la M UHTErpaja.

VYrpaBo neduHuCaHa omepainrja ce MOXKE YOIIITHTH ca IeJIO0pOjHUX penoBa p € Z, Ha
M3BOJIE M MHTETPaJIe HELEJIOT pefa, Tj. 3a cirydajeBe p € R, ma yak 1 KOMIUIEKCHOT pesa, anu he'y
OKBHpY OBE AMCepTalije OUTH pa3MaTpaHH caMo pPeajHU peloBH U3BoAa U uHTerpana. Ilocroju
Ha JIECeTUHE Pa3INuUTUX AeQUHMIIMja U3BOJA U MHTErpajia Helelor peaa, T3B. (ppakiuoHuX
M3BOJIa U MHTErpalia, a y HacTaBKy he OUTHU HaBeneHe Tpu JAeduHHIM]E Koje Cy Hajuenihe y

ynotpebu u koje he 6utn xopumrhere y OKBHpY OBE IHCEpTallje.

2.1.1 /[dedpununuja u3Boaa u MHTErpajia HeueJor peaa

3a HeratuBHE BPEIHOCTU M3JIOXKHOIA ce mpuMeHoM JleTwmukoBibeBe Teopeme (Letnikoff)

[160] Mmoke ogpeauTy rpaHuYHa BpeIHOCT U3pasa (2.10) kao:

_ . — |p I _
D;Pf(t)= lim AP t—rh:—/ t—7)P L (r)dr, 2.11
I = ;Hﬂ )= 5 [ GG (2.11)
e je [(p) = [, e~ 'tP~!dt Tama pyuxunja.

Axo je (byHKuI/IJa f(t) mudepentmjabunna (m + 1) myra Ha uHTEpBaiy [a,t| U ako cy TH

W3BOJM HEMPEKUIHH, MPETXOIHU 00pa3al] MOXKe Ce 3aIUCaTH U Y OOJIHKY:

S (- ) Y
D, f(t)—;; k<l +F(p+m+1)/a<t_7—)+ fer(nydr,  (2.12)

KOjI/I je IIoroJgaH 3a OIIpChI/IBaI-Le ACUMIITOTA HAa NOYCTKY MHTCPBAJId, OMHOCHO HAa TCpPMUHAILY a.

TaKolje, 3a IO3UTUBHE BPEAHOCTHU U3JIOKHUOIA CE MOXKE IHUCaTu:

210 =0 S0y (V) =) =

r

r=0 (2.13)

- t—CL p+kf(k() 1 ! —p+m £(m+1)
;_0 I'( p+k+) +F(—p+m+1)/a(t_7) T

[Ipema Tome, u3pas (2.13) mokasyje 1a ce ¥ 3a UHTErpajie U U3BOJIE HEIENIOT pella MOXKe
YBECTH 00jeAMbEHA 03HaKa y 00IMKY CIIMYHOM jenHaunHu (2.13), mro npeacrasiba I'punaBan-
JlerwukoBibeBy nepunnuujy (Anton Karl Griinwald, Aleksey Vasilievich Letnikov) ppakiu-
OHOT M3BOJIa U MHTErpaja, y3 HanoMeHy fajep € Rum <p <m+ 1.

Omnuruju o6nuk ose penanyje naje Puman-/bysusnosa nepunnumja ( Bernhard Riemann,
Joseph Liouville) ¢ppakumonor u3Boza, Koja ce MOXe 3aIicaTH y OOIHKY:
ﬁj_;/:@_T)k—p—lf(T)dT _ ka (RLD (k— p)f(t)>  k—1<p<k.

(2.14)

KOja je MOTOJHM]ja 3a MaHUMYJAIU]y MOIITO HEMa CyMHpama 4JaHoBa, a IOMEHyTe JiBe ae(u-

DY) =
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HuIje ¢y Mel)ycoOHO eKBHBAJIGHTHE YKOIHMKO TudepeHnupane GyHKIMje UMajy HEMPEeKUIHEe
(uemoOpojHe) U3BOJE 10 MOTPEOHOT pefa Ha TOCMATPAHOM JIOMEHY.

Mehytum, u Puman-JbyBunosa, kao u I'punBann-JlerwukoBibeBa neuHUIN]a, 3aXTEBAjY
neuHNCabe MOYETHUX YCIIOBa Yy KOjuMa (PUTYPHIY M3BOJM HEIEJOr pefa, KOju, Kao TaKBH,
HEeMajy AUPEeKTHY (pU3NUYKY HHTEepIpeTanHjy, ra je TuMe ynorpebda oBux aepuHULUja GpaKiu-
OHHUX M3BOJa OTEXaHa KOJ NPAaKTUYHUX, MHKEHEPCKUX MpobieMa U npopauyHa. Haume, xon
Puman-JbyBunose aedununuje, 3a Gppakiuonn u3Boa peaa o, n — 1 < a < n, HEOMXOJHO je

3aJaTu N TIOYETHUX YCIIOBA y OOJIHKY:
PmGRLDg*’ff(t) =by, by =const, k=1,2,...,n, (2.15)
—a

LITO c€ MOXKE BHJICTH aKo ce moTpaxku Jlammacosa Tpancdopmanuja Puman-Jbysunosor ¢pak-

uoHor u3Boaa. Haume, Jlamnacosa Tpancdopmaiyja je nedunrucana u3pasom:

LU = F6) = [ 216
a MpUMemkEHa Ha 1eI00pOjHH U3BO PYyHKIIM]E Aaje:
n—1
LL ()} (s) = s"f(s) =" F(0) =" 2 f10) =+ = [ = 5" f(s) = Y 8" F(0)
k=0

(2.17)
[Ipumemena na Puman-JbyBuinoB u3Bon Henesor pena, Jlammacosa tpancdopmaruja 6uhe:

/ e REDf(t)dt = s“f(s) — ) s" (DY) [ima, m—1<a<n,neN,
0
(2.18)
OBgaj npoOeM Moxke ce nmpeBazuhu ykoiuko ce npuMenu Kanyrosa negununuja (Michele
Caputo) hpakroHOT U3BOJIA, KOja C€ MOXKE M3PA3UTH Y OOJIHKY:

CDef(t) = L ) /t(t — )Tl ((Ndr . n—1<a<n, (2.19)

MNa—n
IITO Takole mpencTaBiba HHTEPHOIALM]Y n3Mel)y OKOJHHX 1en00pojHuX u3Boaa. Jlammacosa

tpanchopmanuja KamyroBor (pakiuonor u3Bona naje:

n—1

/ e DY () dt = s f(s) — Zsa_k_lf(k)(t)|t:a , n—1<a<n,neN, (2.20)
0 k=0

OZIaKJIe Ce BHUJIM /1A j€ 3a MOYETHE YCIIOBE MOTPEOHO neuHICATH IeT00pojHE N3BOIE (DYHKITHU-
je Ha TepMHHAIy @, CBE JI0 peAa HajOnrmker TpaxxeHoM (PpaKkIMOHOM H3BOAY Ca JI0HhE CTPaHe.
Kako neno06pojan uzBoau ¢pyHkuuja y Mexanuiu nmajy Gusnuky uatepnperanujy, Kamyrosa
neduHUIM]a GPaKIIMOHOT U3BO/IA je TIOTOAHA 33 HHKEHEpCKy nmpuMeny. [lopen tora, jour jeaHa

KapakTepucTika KamyToBor ¢ppakiinoHOT U3BOJA j€ J1a je N3BOJ] KOHCTAHTE jeTHaK HYJIH, 0K je
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ko Puman-JbyBuioBe neduHHIIM]e U3BOA KOHCTAHTE jeTHAK:

ct™@

RL N«
Dic=———
a tc F(l_a)a

c = const, (2.21)
Ia je 3a HEXOMOTI'eHE MOYETHE YCJIOBE MOTPEOHO MOCMaTpaTd LEJIOKYIHY HCTOPH]Yy cHCTeMa,
OJTHOCHO MTOMEPUTH JIEBH TepMUHAN Y OECKOHAYHOCT, Tj. @ — —O00, IITO oMoryhaBa aHaJIu3y
CTallMOHAPHUX peXMMa BUOpalyja, aju aHalIu3y TPaH3UJEHTHUX IpobieMa MIPUMEHOM ITOTOHE
neduHUMje GppakroHOT U3BOJAA YNHU HeMoryhowm [160].

Moske ce ycrocTaBUTH U Be3a u3Melhy nojennuux nedununmja GpakimoHuX U3BO/A, Y H3BE-
CHUM clTyuyajeBuma u y3 ogarosapajyhe ycinose. Tako cy Kamytos u Puman-JbyBunoB ¢ppakimonu
n3BoJ Mel)ycoOOHO eKBHBAJIEHTHH YKOJIMKO ce y 00a U3BOJa 3a JIEBH TEPMHUHAI y3ME ¢ — — 00,

OAHOCHO:
Dy f(t) = _SDyf(t), (2.22)

nok cy Puman-JbyBunos u I'punBana-JlermukoBsbeB (ppakunonu nu3Bon MelhycoOHO eKBHBa-
JIHTHH 32 QYHKIHje ca HeMPEKUIHNM H3BOIMMA Ha pa3MarpanoM JoMeHy ¢ € [a, T, y ciy4dajy

0<m—-1<a<m<n,m,n €N, Kaga ce MOXKE IIUCATH:

BEDYf(t) = oD f(2). (2.23)

2.2 BuOpaumje rpeaa Kao cucremMa ca 0eCKOHAYHO MHOIO CTe-

IEeHH ¢J1000/1e

I'pene ce ca n0BOJBHOM TauHOIIhy MOTY MOJENUPATH KAa0 JMHHJCKH CUCTEMHU YKOJIHKO je
jemHa oa AMMeH3Mja u3pasuTo Beha oj ocrane 1Be AMMEH3Mje, ITOo je Hajuemrhe ciydaj y rpalhe-
BHUHApPCTBY. Y OKBHPY OBE JHCEPTAlHje, CBE IPEIe MOCTOBCKHX KOHCTPYKIIHja, KA0 U CBE Ipelie
y caMHM JUHAMHYKUM ancopbepuma Ouhe MonenupaHe Kao JHHUjCKH cucTteMu. [Iputom he
CBe Tpejie OMTH aHAJIM3UpaHe Kao CUCTEMH ca OECKOHAYHO MHOTO CTETICHH CI000/Ie KpeTama,

TJ. Ka0 KOHTUHYaJIHA, HETIPEKHU/IHA Tea, a Y3 yBoheme cienehux mpeTnocTaBku U yrpomhema:
* bepuynujeBa mpeTnocTaBka 0 paBHUM Mpecennma;
* MPETHOCTaBKa 0 MaJIuM jaedopMalrjama;
* MPETIOCTaBKa O MaJMM IMOMEPAbUMa;
* MHEpIIMjaliHe CUJIE yCilen oOpTama mpeceka ce 3aHemMapyjy;
* Marepujai oJl KOjer je rpeaa CauumbeHa je XOMOTe€H M U30TPOIIaH.

Hpyrum peunma, 6uhe kopumthena Ojnep-bepHynujeBa Teopuja rpene, Ipu 4eMy ce 0CTaje y
JIOMEHY JIMHeapHe aHaJIN3€ KOHCTPYKIIH]a.
Wwmajyhu HaBeneHO y BUY, y HacTaBKy he OUTH U3BeIeHa jeIHaUNHA KpeTama Ipejie 3aBUCHO

O]l TPAaHMYHUX YCJIOBa, onTepehema U CBOjcTaBa MaTepHjaia Of KOjer je rpela caudieHa, a
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noroM he u3BeneHe jeqHaunHe OUTH MPOLIMPEHE U 3a CIIy4yaj KajJa ce Ha Tpellu Hallasze Jo/1aTe
KOHILIEHTPUCAHE Mace U TUHAMUYKH arcopOepu.

Taxkole, Tpeba HarOMEHYTH U J1a ce n3Bohema nudepeHInjaHuX jeTHaYNHA KpeTama rpeia
Kao crcremMa ca OECKOHaYHO MHOTO CTEIEeHH clI000/ie KpeTama 3a cliydaj Kaja je Tpela cadu-
HBEHA O] eTAaCTUYHOT WJIM BUCKOEJIACTHYHOI MaTepHjana Mory Hahu y OpojHHM ynOeHHIuMa
Y HayYHUM pPaJIOBUMa M3 00JIaCTH MEXaHUKE U JTMHAMHKeE, Ha npuMep [161--163], ma ce moxe
CMaTpaTH Ja Cy OBE jeJJHaYMHE OIIITE TTo3HaTe. Mel)yTuM, y OKBUpY OBOT IIOIVIaBIJba, OBA U3BO-
hemwa he OuTH cakeTo MpuKazaHa y IUJby yBolhera KOH3UCTEHTHE HOTAIMje U JIaBamba JOTUUKe
OCHOBe 3a Ipaheme Jajber ToKa 3Bohema jelHauMHa Y IPe0CTaIoM A€y JucepTaluje, 3a KOH-
KpeTaH CiIy4aj MoJeNia JUHAMUYKOT aricopbepa ca M1je30eIeKTPUYHUM CBOjCTBUMA KOJH CE Y
OBOM paJy Impeiaxe.

OcuM enacTUUHUX U KIACHYHHUX BHCKOEJIACTUYHUX MaTepujaa, Ouhe pasmarpaHu U MaTe-
pHjanu KoJ KOjUX je MPUTYLIeHhe MOACTUPAHO MPUMEHOM (PaKIMOHUX U3BOJIA, IITO MIPEBA3H-
7a3u OKBUpe HajBeher Opoja MOMEHYTHX YIIOCHHKa, TPeM/ia Ce M TakBa u3Bolema Mory Hahu y
aurepatypu [160,164--166]. U jennaunne gppakuuonor tuna he Takohe OUTH caxxeTo npukasza-
HE Y OKBHUPY OBOT IIOIVIaBJbA.

Tpebano Ou HarmoMeHyTH joll U To Ja he, 300r npupoje npodiaema Koju ce pa3mMarpa y OKBH-
py OBe Aucepralyje, MOAEIN MaTepujaia ca PpakMOHUM MPUTYIICHEeM OMTH KopuIIheHH 3a
OIMCHUBAKE CABPEMEHUX MOJIMMEpPa, F'yMa, CHIIMKOHA U MaTepHjajia ca CBOjCTBUMA CIIMYHUM HH-
xoBuM. U3 peonoruje marepujaia je nosxaro [167,168] na ce oBakBu MaTepujair MOT'Y MOJEIH-
paru Kensun-BojroBum (Lord Kelvin, Woldemar Voigt) BuCkoenacTHUHUM MOJEIOM Marepu-
jana, Te he y OKBUpY OBe AMCepTalije y CBUM M3BolembruMa Be3aHUM 3a (PpaKIMOHO NMPUTyILIECHE
Matepujaie outu kopuirheH ynpaso Kensun-BojtoB Monen marepujana. OcHoBe GpakIHOHOT
Kensun-BojroBor mozena takohe cy oopahene y nocrymnoj nureparypu [ 134,169,170], omakie
he y oBoM nornasiby OUTH IpuKa3aH caxkeT U3Bo. IIpema Tome, n3Bohema npukasaHa y OKBUpY
OBOT IOIVIaBJba, KAO LITO j€ CIIy4aj ¥ ca OHMMA Y IPETXOAHOM IOTIIOIIABIbY, HE IIPEACTaBIbajy
OpHUrMHAJIaH JOTIPUHOC ayTopa Aucepranuje, Beh camo cucreMaTnyan npukas pesysarara u3 Ha-
BEJICHE JIUTEpaType, PEJIeBaHTHHUX 3a MPOOIeM KOjU ce y OKBUPY OBe qucepTanuje oopabyje, a
OpPraHU30BaHUX O] CTPAaHE ayTopa TaKo Ja ajy MperieHy CIUMKY MOCTYyIKa n3Bohema norpeo-

HUX jJeJTHa4YMHA KOJl OBAKBOI' THUIIA IIpobiema.

2.2.1 JeanauuHa KpeTama rpeue

Ha Caunu 2.1 je npuka3saH eo rpefie y HO4eTHOM TPEHYTKY U KpajleM MOCMaTpaHOM Tpe-
HYTKy KpeTama. 3a morpede oBe aucepranuje Ouhe pa3marpaHe camo rpeie mpaBOyraoHOT
MIOTIPEYHOT TPeceKa, ajly ce MPUKa3aHa aHallM3a JJaKo MOKE YOIIIITHTH U 32 CIy4ajeBe rpea ca
JpyTadyujuM MOMPEYHUM IIpecekoM. BucHHa mompedHor mpeceka o3Ha4eHa je ca h, MUpHHa ca
b, moBpmIMHA ca A, a akCHjaJITHI MOMEHT WHEPIIH]je Y OTHOCY Ha OCY OKO KOj€ CE BPIIIH CaBHjamhe
ca I, nox je my>xuHa rpene o3HadeHa ca L, a 3arpemuHa 1ene rpeae ca V. Y3ero je na ce rpena
y TIOYETHOM TPEHYTKY Hajla3u y XOPU30HTAIHOM TOJ0Xa]y U YCBOjEH je mpaBoyru JlekapToB

KOOPJIMHATHU CHUCTEM TaKo Jia je oca x y MpaBlly Ay>KUHE Ipefie, 10K je 0ca z yCMepeHa HaBU-
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me. TTomepama Tauaka oce rpejie y mpasily 2 oce obenexeHa ¢y ca w = w(z, t), re t 03Ha4aBa
Bpeme. Kao miro je Beh HarmoMeHyTo, y31uMa ce J1a je MaTepHjall Ipe/ie XOMOTI'€H U U30TPOIaH, ca
CHEeIU(PUUYHOM MAacCOM p U MOJIYJIOM €JIECTUYHOCTH Y, TOK je Maca Ipejie Mo JeAUHUIM Ty>KUHE

O3HadeHa ca m = pA.

u(x,z,t)

Crnuxka 2.1 [Tomepama Tagaka rpeze TokoM aedopmariije

Ca 003upoM Ha To 11a ce kopuctu Ojnep-bepHynujeBa Teopuja rpesie u 1a Cy rpejie onrepe-
hene camo y cB0jOj paBHH, TIOMEpamka Tadaka MpeceKa ynpaBHO Ha paBaH rpene Ouhe jeqHaka
HYJIH, BEpTUKATHA TIOMEpamkha Tadaka UCTOT TOMPEYHOT Mpeceka Ouhe ncra u jeiHaka BepTHKAI-
HOM MOMepaby MpoIopa oce rpejie Kpo3 Taj mpecek w(r, t), 0K ce moMepama Tayaka mpeceka

y IPaBILy 0Ce Ipejie MOTY M3PasUTH Kao:
u(x, z,t) = —zw'(x,t), (2.24)

e = 9w
e je w' = 3

~ (Bugetn Ciuky 2.1 u [161]). Y HacTaBKy OBOT IOIVIaBJba, YKOJIMKO HUjE Ipyra-
4ypje Ha3Ha4YeHo, Ouhe mogpasymeBaHo aa je w = w(zx,t). U yonmreHo, y OKBUpPY OBE JHCepTa-
Hje, 3a MPOCTOPHE M3BOJIC MO MOAYKHO] KoopauHatu Ouhe kopuinheHa o3Haka (o)’ = %(0),
JI0K he BpeMEeHCKH U3BOJ IPOMEHJbUBE OUTH O3HaYaBaH ca (o) = %(o). Nmajyhu HaBeneHo
y BUIY, TWJIaTannja y TPaBIy OCe TPpelie £, C€ MOXKE U3PA3UTH MPEKO BEPTHKATHOT TIOMEparmba

Ta4aka oce rpene kao [161]:
ex(w,2,t) = u' (2, 2,t) = —zw"(z,1). (2.25)

Judepenuujanna jeqHaunHa KpeTama rpejie ouhe n3BeaeHa npuMeHoM XaMHUITOHOBOT Ba-

pHjallioOHOT MPUHIUIA, a 33 TO je Hajupe MOTPeOHO OAPETUTH KMHETUUKY eHeprujy rpene 1,
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MOTEHIUjaTHy eHeprujy nedopmarmje rpeae (nepopmannonu pan) II u pax cnospammux cu-
na W. Wmajyhu y BuIy mona3He MPETIOCTaBKe, OBE BEJIMUMHE Ce, Y3 3aHEMAapUBAKE yTHIIAja

TpaHCBEP3aJIHUX M HOPMATHHUX CHJiIa Ha feopmaliijy rpene, Mory cpadyHatu kao [161]:

T = ;/pw dV = = / m*dx,
I = 2/55dV~ / /azax dAdx , (2.26)
W = / fwd:c—ir/ cow dz

0

i€ je (2, 2,1) = [04, 0y Ous Tays Tye, Tez; | BEKTOD HATIOHA 3a TPECEUHE PABHH yIPAaBHE HA
IpaBLE KOOPAUHATHUX 0€a, £(, 2,1) = [€4, €y €2, Vay» Vyz» Vazs ]T BEKTOp JeopMarinja rpeje,
MIPU YeMy je ¥ CBaKa OJl KOMIIOHEHTHHUX JieopMaliija 1 KOMIIOHEHTHHX HaroHa Takohe (yHK-
[1ja MPOCTOPHUX KOOP/IMHATA & U 2 Kao U BpeMeHa t, f(x,t) je GyHkuuja cmospHOT onrepehierba
T0 jeIMHUIIM AY>KUHE TPEAe, a C, KOe(UIMjeHT BUCKO3HOT MIPUTYLIeHa CpenHe (Y OKBUPY OBE
JTUCepTallyje, ako HUje ApyTradyuje HarlameHo, Ba3ayxa).

3aBHCHO OJ HAYMHA MOJIEIMPaka MaTepHujalia, MOTY C€ MPUMEHUTH Pa3INUUTe KOHCTHTY-
THUBHE pejanyje. 3a XOMOTeH, U30TPOIIaH U MJCATHO eIACTHYaH MaTepuja ca MOIYIIOM efla-

CTHYHOCTH Y, uMajyhu y Buny jennauune (2.24) u (2.25), Baxu penanyja:
=Ye, =-Yzu". (2.27)

CnnyHo, 3a XOMOTeH, U30TpOIaH, BUcKoenacTuuaH Marepujan Kensun-Bojrosor (Kelvin-
Voigt) Tumna Baxu:
visc

0V = Ve, + oy = =Yz — gz, (2.28)

T

IJIe je ca ¢; O3Ha4€H KOC(PUIM]EHT YHYTPALIBETr BUCKO3HOT MPUTYLIeHha MaTepurjaja rpee.
VKOIHKO ce Marepujasl MOJeIupa MPUMEHOM H3BOZa HELEJOr pela, U ako ce y3me 1a Y,
YMECTO MOJyJia €ITacTHYHOCTH, NPEACTaBba MPOLYKEHH MOAYO pellakcaluje, 3a (ppakHoOHH

Kensun-BojToB Mmonen marepujana ouhe [4, 149]:
0" =Ye, + raY D%, = —Yzuw" — z7aY D*w" (2.29)

TJIE je T BpeMe perakcalyje, a o pesl GpakiuoHOT U3BOIA.
XaMUITOHOB MPUHIIMIT C€ MOXKE M3Pa3HTH IIPEKO eKcTpemMu3alyje JlarpamkoBor (yHKIIHO-
Haja eHepruje cucTeMa y oCMaTpaHoM BPEMEHCKOM MHTEpBaly - 01l TPEHYTKa 1 10 TPEHYTKa

t9, OTHOCHO:

to [2)
5/ (T—T+W)dt=0 = / (6T — 6T1+ W) dt = 0. (2.30)
t

1

Kopumrhemwem napiujanie nHTerpanyje u umajyhu y Buay 1a je Bapujaiuja He3aBucHe Mpo-

MEHJbHBE Ha TPaHUIIaMa JOMEHA HHTETPaLije 110 BpeMEHY jeIHaKa HyJId, BapHjalirja KHHETUYKe
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€Hepryje 1 Bapujalfja pasia CroJballbiX CHIIa C€ MOTY O/IPEIUTH Kao:

/ o1 dt = / / (5w dtda:——/ / mw dw dx dt
t1
/5Wdt / / fxtéwda:dt—F/ /cawéwdxdt,
t

1ok he BapujaiMja noteHIMjaaHe eHepruje nedopmalije 3aBUCUTH Ol TPUMEHEHE KOHCTHUTY-

(2.31)

TUBHE penanuje. Tako he 3a egacTudan MaTepujan MOTEHIMjajdHa eHepruja aedopmainuje OuTu

II,; = 2/ OgedV =~ = / /O’ e, dAdx (2.32)

3a KJ1IaCH4aH BHCKOCJIaCTHYaH MaTepI/I_] aJl U3pa3om:

1 , 1 (L .
Myise = = / GUEdV ~ = / / oV, dAdz (2.33)
2 Jy 2Jo Ja

a 3a pPaKIMOHO BUCKOEIACTUYHU MaTepHjall U3pa3oM:

1 1 [t
Mppe = = [ &MV ~ = ofre, dAdx . (2.34)
d 2 4 2 0 A ‘

3a enacTHuaH MaTepHjall, y3 yBaxaBame jeqHaunHa (2.25) u (2.27) u npuMeHy napuujaiHe

Jara u3pa3om:

WHTEerpanwuje, Baxu [161]:

to to
(5Heldt I, = / (5/ / Yey)e, dAdxdt = / / /Ysmésm dAdx dt =
t1
0

to L
/ / Y Iw" (w)" dx dt = / (/ Y Iw"" swdz + Y Tw” (§w)’
t1 0
(2.35)

—YIw" (5w)
CnuyHo, 3a KJTacMYaH BHCKOGIACTUYaH MaTepyjall MOACIHPAaH KOHCTUTYTHBHOM peJlaliijoM

L
dt .

0

(2.28), umajyhu y By 11a je Bapvjanuja MpOMEHbMBE HAa TpaHUIlaMa JOMEHA HHTETpaIlje 1o

BpEeMEHY jeHaKa Hynu, Baxu [162]:

to

/ O01L,is. dt / / / (Ye, + cser)e, dAdx dt =
t1

:—/ 5/ /Yai dAdxdt+—/ 5/ /cse}gegg dA dx dt =

2 t1 0 A 2 t1 0 A
1 to L .
:Iel—i——/ / /cs 569651—1—5'3,(5696) dAdx dt = (2.36)
t1

to
=Ig+ = / / ced 5w + u'/’(&w)”) dz dt =
L
dt,
0

L
=1+ / (/ csTw"" dwdx + ¢ [w" (dw)’
t1 0

— ¢ I (dw)
rae je ca [; o3HaueH MHTEerpas Bapujaryje MoTeHIMjalHe eHEepryje 3a elaCTHYaH MaTepujal y

0

38



MOCMaTpaHOM BPEMEHCKOM MHTEpBaly Of t1 110 to, AaT u3pazom (2.35).

AHAJIOTHO MPETXOTHOM, MOXKE C€ U3BECTH M M3pa3 3a MaTepHjasl MOJCIUPAH KOHCTUTYTHB-
HOM peJIallijoM y K0jOj ce MPUMERYje MIPUTYIICHE Ca U3BOJOM HEIIENIOT Peia, 1aTOM jeTHAUN-
HOM (2.29), omHOCHO:

to

1 to L
5Hfrac dt = / (S/ / (YEx + TfYDa51)6$ dAdzx dt =
2Jy Jo Ja

1 to L 1 to L
= / 5/ /Yeg dAdxdt+/ 5/ /Tfyp%xsx dAdx dt =
2 t1 0 A 2 t1 0 A

1 to L
=1y + / / / Y (D%eze, + D%, 0e,) dAdxdt =
2 t1 0 A

t1

1 to L
=TIa+ 2/ /0 Y1 (w"D*(6w)” + D" (sw)" ) dx dt =
L

L
— Y IDw"” (§w)
0

L

t1
to
=1, +/ (/ Y IDw"" Swdx + 7Y IDw” (§w)’ dt .
t1 0

0
(2.37)

Kana cy onpelene kuHeTHUKa eHepruja, pajl CHoJballbuX CHUila, TOTEHIIMjaliHa €HEepruja CH-
CTeMa 3aBHCHO OJ] IPUMEHEHOT MOZIeIa MaTepujajia U HHTErpaal BbUXOBUX Bapujaluja y oape-
henom BpemeHCcKkoM uHTepBany (jennauune (2.31)-(2.36) ), Mmoxe ce MPUMEHUTH XaMUJITOHOB
BapHjallMOHU NMPUHIHUI AaT jeqHadrHoM (2.30), ynmMe ce 1o0ujajy nudepeHnrjaita jeAHaunHa
KpeTama 1 0JiroBapajyhu rpaHUuHH yCIIOBH.

Taxo, 3a emacTyaH MaTepuja BaXKu:

to
/ (0T — 6Tl + 6W) dt =0 =
t1
L

—YIw" (w)
0

to L

L
= (/ (mi + YIw" — f — cqb) dwdz + YIuw" (§w)’
t1 0

dt =0,

0
(2.38)

OJIaKJIe Ce, Kao YCIIOB eKCTpeMu3anuje GyHKIMoHana, 7o01ja AudepeHIfjaita jeHaunHa Kpe-

Tama 3a €IaCTHYHY TPELY:
mw+YIw" — f—cav=0, z€][0,L], (2.39)

Kao W oAroBapajyhu rpaHu4HU YCIIOBU:

L

YIw'(dw)| =0,

’ (2.40)
YIw"(dw)| =0.

0

I'panngnm ycnosu (2.40) Mory OUTH 3370BOJEEHH OMJIO Ja Cy 3ajiaTa MoMepama WIH Haru-
ou rpene Ha kpajesuma (w(0,t), w'(0,t), w(L,t), w'(L,t)), unme ce 100Hjajy TeOMETPH]CKU
IPaHUYHH yCIOBH, OWITO 1a Cy 3a1are PYHKIIHje MOMCHTA CaBHjarba UITH TPAHCBEP3aIHe CHJIe Ha
kpajesuma rpeze (Y Iw”(0,t), Y Iw"(L,t),Y Iw"(0,t), Y Iw"(L,t)) , unme ce nobujajy mpu-

POIHY TPaHUYHM YCTIOBHU. 3a pelraBame nudepeHiujante jeaadne (2.39) noBosbHa je Ma Koja
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KOMOMHAIIMja YeTUPH TpaHWYHA ycioBa. Ha mpumep, 3a KOH30JIHY rpey he Ha yKIbEIITeHOM
Kpajy OutH 3aara n8a reomerpujcka yenosa: w(0,t) = wy(t), w'(0,t) = po(t), mok he Ha cio-
OomHOM Kpajy OutH 3anara a8a npupoaHa yciosa: Y [w” (L, t) = M (t), Y Iw" (L,t) = Vi(t),
I7ie Cy yHaInpes no3Hare QyHKIHja moMepama wy(t) u 00prama g (t) yKIbEITeHOT Kpaja, Kao 1
BPEIHOCT MOMEHTa caBujama M (1) u TpaHcBep3anHe cuie Vi (f) Ha ci1o00IHOM Kpajy rpee.
CrnngHo, 3a TpOCTy Ipeay Ou Ha 00a Kpaja OMo 3a1aT 10 jeIaH TEOMETPHUJCKH U TI0 jeTaH PUPO/I-
HH rpanndnu yeaoB: w(0,t) = wo(t), Y Iw"(0,t) = My(t), w(L,t) = wr(t), YIw"(L,t) =
Mi(t), .

3a Irpeay Ca4umbCHY O BUCKOCIACTUIHO MaTeijana BaXXH:

to
/ (0T — 6llyse + 6W) dt =0 =
t

to L
= / (/ (m + cIw" +YIw" — f — co) dw dr+ (2.41)
tnJo
1 L L
+ (YIw" + csIu”) (dw)'| — (YIw" + ¢ Iw"™) (dw)| )dt =0,
0 0

OZIHOCHO, Mu(epeHIIjaHa jeJHaYNHA KpeTama 32 BUCKOSIIACTUYHY TPpey IVacu:
mw + c I +YIw" — f —coav =0, x€]|0,L], (2.42)

y3 TPaHUYHE yCIIOBE:

L
(YIw" + c,Iw") (dw)'| =0,

’ (2.43)
(YIw" + ¢, Iw™) (dw)| =0.

0

AHaJOrHO, 3a Tpely ca MaTepHjaJioM 4Hje je IPUTYIICHE MOIESIHPaHO (PPAKIIMOHO BIUCKOE-

nactuyHuM KenBuH-BojToBUM Mozenom Marepujana 6uhe:
to
/)wT—Mhm+6Wﬁ#:O N
t

to L
= / (/ (mw + Y ID W + YIw™ — f — co) dw dx+ (2.44)
t1 0

L L
+ (YIw" + 7YIDW") (dw)'| — (YIw" + Y ID*W") (dw)| )dt,
0 0
mTO Jaje AudepeHnnjanny jeAHaunHy KpeTama 3a (PpakIMoOHO BUCKOSIACTUYHY Ipey Y 00Iu-

KY:
m + Y ID*W" + YIw™ — f —cap =0, 2 €[0,L], (2.45)
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y3 TPaHUYHE YCIIOBE:

L
(YIw" + Y IDW") (dw)'| =0,

o (2.46)
(YIw"” + Y ID*w") (6w)| =0.

0

be3 0063upa Ha xopumrhenn THI Marepujajia, oaroapajyhoj nudepeHIujaaHoj jeTHadnHNA
KpeTama rpezie ¥ pOCTOPHUM I'paHUYHHUM YCJIOBUMA 1001j€HUM AUPEKTHO IPUMEHOM XaMMJI-

TOHOBOT MPUHIIUTIA Tpeda MPUAPYKHUTH U JBa ITOYETHA YCIIOBa Y OOJIHKY:

w(z,0) = wp(x),

2.47
w(z,0) = wvo(x), 247)

YHMMe je NOCTaBJbEHH TUHAMUYKH MPOoOJIeM Y MOTIYHOCTH oJpeleH U KOju ce MOTOM MOXKe pe-
IaBaTH pa3IMYUTUM MeTojaMa. Y OKBUpPY OBe aucepranuje Ouhe xopunihena ["amepkunoBa
aHAJINTUYKA allpOKCUMAaTHBHA METOZA OTeXKaHoT ocTaTka. Onucanu nocrynak ouhe kopumthexn
y [lornassby 3 npunukom popmMHpama MaTeMaTHUKOT MOJIENIA MT1je30€IeKTPUIHOT IUHAMHYKOT

ancopOepa 3a KOHTPOJTy BHOpaliija MOCTOBCKHX KOHCTPYKIIH]a.

2.2.2 BuOpaumje rpemue ca 101aTUM KOHIIEHTPHUCAHMM Macama

YKONUKO ce Ha Tpein Hanasu [N, KOHIEHTPHCAHUX Maca 1, IOBE3aHHUX ca IPEIoM Ha I03H-
mjama z,, p = 1,2, ..., Np,, kao Ha Caunu 2.2, BUX0Ba HHepIlKja he yTUIaTh Ha KpeTame Ipe-
ne na he ce u qudepeHujanna jeJHaYMHA KPeTamba Ipeie MPOMEHUTH. AKO ce 300T peslaTHBHO
MaJIix 00pTama NOMPEYHUX NPeceKa 3aHeMapy POTallMOHa HHEPIHja T0AaTUX KOHIEHTPUCAHUX
Maca, yTHIIaj OBHX Maca MOXKE Ce Y3eTH Y 003Hp Yy jelHaUMHU KpeTama yBojaehu uHepiujamHe

cuiie oaroBapajyhux uHTeH3UTETa HA OJIrOBapajyhuM Mectuma Ha rpe/id, To Ce MOXKe MOCTUh

xopumrheweM /[upakoBe nenrta GyHKIHje, Kako je, Ha mpumep, ypaheno y [171--174].

T T 1)

w,(t)

XNm V
4

Cnuka 2.2 I'pena ca N, 1ogaTiux KOHIICHTPUCAHUX Maca

HaI/IMe, dKO CC 3a IpUMEP y3MC€ KOH30JIHA I'p€lia CaYulbCHA O/ MaTeijaJIa Ca IIPUTYIICHEM

MoJIeIMpaHuM (paKMOHUM M3BOJMMA, Ka0 LITO j€ TIOKAa3aHO Yy MPETXOAHOM TEKCTY, KPETame
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rpezae 6e3 momaTux Maca ce omnwucyje jeaHaanHoM (2.45). MehyTtuM, yKOJIHMKO ce TOj KOH30JTHO)]
rpenu npuaona /N, KOHICHTPUCAHUX Maca, TO he yTHUIaTh Ha YKyIHY KHHETHYKY CHEPTHujy

MPUIMKOM KpeTama, Tako Aa AudepeHnnjanta jeHadlHa KpeTamwa Irpeie Taaa Iacu:

Nm
m+ Y myd(r — ) | i+ Y ID W + YIw" — f —cqiv =0, x€[0,L], (248)

p=1

e je 0(x) dupaxoBa aenta GpyHKIHja.
[TorpeGHO je ucTahm 1a JoaBambe KOHIIEHTPHCAHUX Maca MareMaTHYKd MOJIECIMPaHUX Ha
NOMEHYT HAYMH HE YTUYE HA FPAHUYHE YCIIOBE AU(EPEHIMjATHE jeIHAYNHE KPETarba, TAKo J1a

Cy OHU 32 HaBeJIEHU IPUMEP Takohe natu jenHaunaoMm (2.46).

2.2.3 BuOpaumje rpeae ca 104aTUM IMHAMHMYKHM ancopoéepuma

VYKoJIMKO ce Ha rpeau Hana3u N, TMHAMUYKUX arcopOepa, Be3aHuX 3a rpelly Ha Mo3uljama
z, € [0,L],a=1,2,...,N,, kao Ha Cauum 2.3(a), Tazma ce aaTa KOHCTPYKIIMja MOZIEITHPa K0
CJIOKeHU, XUOPHUIIHU CUCTEM KOju 00yXBaTa rpely Kao KOHTHHYaJlaH €JIEMEHT ca OECKOHAuHO
MHOTO CTEINICHH CJI000JIe KpeTama U arcopOepe MoIeupane Kao cucreM oa N, AUCKPETHUX
Maca my, a = 1,2,...,N,, moBe3aHUX ca rpeaoM Ha oapeheHn HaumH. VY 3aBUCHOCTH OJ
KapaKTepUCTUKa arcopOepa, HIXOBa Be3a Ca OCHOBHOM KOHCTPYKIIMjOM MOXE OUTH MOJIEIH-
paHa Ha pa3MYUTE HAuMHE. 3a arcopOepe KO KOjHX je Maca WJICalHO eJacCTUYHO BE3aHa 3a
Tpeiy, Be3a ce MOXKE MOJICITUPATH UICATHO eJTACTHYHUM €JIEMEHTOM, OOMYHO MPEICTaBIbEHUM
ompyrom, Cruka 2.3(a). Axo marepujan arcopOepa HHje UACaTHO elacTU4aH Beh mokasyje u
BHCKO3HA CBOjCTBA, IPUMEYjE CE KJIACUYaH BUCKOEIACTUYAH MOJIC]I MaTepHjajia u y MOJICITY
ce KopucTe BHCKO3He mpurymHuie, Ciuka 2.3(c), a YKOJIUKO je Marepujaj arcopoepa TakaB
Jla TIPY MOJICITMPAkhy 3aXTeBa MPUMEHY (PpaKIIMOHUX U3BOJIA, Y MOJICTTY C€ KOpHCTe (PaKIIMOHU
BHCKOEIACTUYHM elleMeHTH, Ciuka 2.3(d).

AKo ce 3a Macy CBaKor o1 ancopdepa yBe/ie 1Mo je[Ha I0aTHa KOOPANHATA z, = 2,(t), a =
1,2,..., N,, koja nepuHMIIIEC AaTICOTYTHO BEPTUKAITHO TIOMEPAHE TE MAace y BEPTUKAIIHOM IPaB-
1y, cuna F, kojom arcop6ep aenyje Ha rpeny, Ciuka 2.3(b), omHoCcHO rpena Ha aricopOep, Crinka
2.3(e), buhe cpasmepHa peraTUBHOM IOMeparmy KOHIICHTPHCAHE Mace arcopOepa y oHOCYy Ha
Tpemy, Tj. pasivIF alCOoJyTHOT MOMEpama Ipeie Ha MECTY Ha KOjeM je 3a Yy BE3aH arcopoep
w(z,, t) 1 aNCOMYTHOT TIOMEpama Mace Tor arcopoepa 2, (t), a pakTop mpomOPIHOHATHOCTH 3a-
Bucuhe 0/ KapakTeprCcTHKa MaTepHjajia arcopoepa. 3a ciiyyaj uaeaiHo eJacTUYHOT arcopoepa
OBa CHJIa UMa OOJIHK:

FAost = ko (w(2a,t) — 24) (2.49)

rae je k, KpyToCT omnpyre, OJTHOCHO MOAYO €JIaCTUYHOCTH MaTepujajia a—Tor arncopdepa, Kao
mTo je npukazano Ha Crumm 2.3(a). YKoIuKo je mMarepujai arncopOepa BUCKORIACTHYAH U MO-

nenvpad kinacuyauM KenBuH-BojToBUM Mozenom Matepujaia, cuia melynejctsa ancopbepa u
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X1
Xz L X2 L
Xq 7 L Xq 1 L
XNa 1 ’k XNa 1 *
L L L L
7 7
(a) I'pena ca enmacTUIHO MMOBE3aHUM TUHAMUY- (b) I'pena ca peakiujama TUHAMHYKHX aricop-
KHM arcopoeprma oepa
e Ee=me

YiN A
A ? ? ? ? A ? % 6o
(d) I'pena ca ¢paxmroHO BHCKOENa-
(c) I'pena ca BUCKOENACTHYHO TOBE33-  ¢ryyyo nope3aHnM IMHAMMYKMM an-  (€) Maca a-tor
HHMM JMHaMHYKUM arcopbepuma copbeprma JMHAMUYKOT
aricopbepa

inerc
meg' ' F,

Cnuka 2.3 I'pena ca N, togatux JUHaAMUYKHX aricopoepa rmosesa-
HUX Ha pa3/In4uTe HAauUnHE

OCHOBHE KOHCTPYKIIHj€ UMa U OAroBapajahy BUCKO3HU 4JIaH:
A 0
Fye = (ko + o) (W(Ta,t) = 2a(t) @ =1,2,.., Ny, (2.50)

a YKOJIMKO je MaTepujai arcopoepa monenupan Kensun-BojToBum Mozenom GpakiroHOT THTIA,
cuna mehynejctea usmely arncopdbepa 1 OCHOBHE KOHCTPYKITHj€ UMa ofiroBapajahut ppakiimoHu
YqJ1aH:

Fa],craczkla<].+7—f{Da> (w(Ia7t) _Za(t)) 4= 1727"‘7Na' (251)

[Tomrto ce cucteM cactoju o rpeae u N, ancopbepa, 3a MOTIIYHO OMUCUBAKE KPETarmha CBUX
enemeHara cucrema ouhe nmorpedHo N, + 1 nudepeHmjaaTHux jefHaYNHA KPeTamba, U TO: jeI-
Ha Koja he ommcuBaTé KpeTame rpefe Kao cucremMa ca OECKOHaYHO MHOTO CTETeHHU clio0oze
KpeTama, U 10 jeJHa jeJHaYMHA 3a CBaKy ol Maca /N, nojarux amcopbepa. udepeniujanna
jeIHaYMHA KpeTama rpele MOXKe € M3BECTH MPUMEHOM XaMHJITOHOBOT BapHjallMOHOT MPHUH-
IIUIa 32 CBAKHM OJI pa3MaTpaHUX MOJENIa MaTrepHjajia Tpelie UCTOM IPOIEIypOM OIHCAHOM Yy
MIPETXOIHOM TEKCTY, Y3 Ty Pa3jIMKy IITO Cajia Ha TPey O CIOJbALIbUX CUIIA, TIOPE 3a4aTor
TpancBep3anHor ontepehema f(z,t) u ornopa cpeaune c,w(x, t), Aenyjy U AMHAMHAYKH aricop-
Oepu KOHIIeHTpHUCcaHuM cunama F,, a = 1,2, ..., N,, Koje BpIle paJa Ha TOMepamruMa rpee y
CBOjMIM HaIaJHUM Ta4Kama. 3aBUCHO O]l MaTepujaia amncopoepa, cuiie MehyaejcTa arcopoepa
1 KOHCTPYKIIHj€ OIUCY]Y c€ jeHOM oJ1 jeqHaunHa (2.49)-(2.51).

Haxne, nudepeHpjaita jelHaunHa KpeTamwa rpejie o1 Marepujana ca ppakiiuoOHUM MPUTy-

HICHEM ca TMHAMHYKUM arcopdeprmMa of MaTepHjasia ca GpakiuOHUM MPUTYIICHEM CE MOXKE
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3aMucaT y o0uKy:

Na
YI(L+ D)™ +mii + Y k(14 702D (w(ze,t) — 24(t)) — catd = f,  (2.52)
a=1
rae cy 7, ¥ [, BpeMe peTtapaaiyje u pen (ppakiroHor u3Boaa a—Tor arcopdepa, pecreKTHB-
HO. OBakaB MaTeMaTHYK{ MOJEJI OMKCYje HAJOIIITH]U pa3MaTpaHu Cly4aj, jep J03BOJbaBa Jia
(pakuroHa CBOjCTBa MaTepujaa rpese U CBakor arncopbepa nonaocod oyny mehycodno pasznu-
guta. MehyTum, yKonuko je, penumo, rpeaa MoJelupaHa Kao UAealHO eIACTUYHO TeNl0 U aKo
Cy CBH arcopOepu n3pal)eHu o UCTOT MaTepujalia, MPETXOHA jeAHAYNHA CE TI0jeTHOCTABIbY]E
U TI0CTaje:
Nq
YIw"” +mio + Y k(14 75 D7) (w(za,t) — 2a(t) = f | (2.53)
a=1
IIPH YeMY j€ 3aHEeMapeH OTIIOp CPEIMHE, a ca T U 3 Cy 00eIe)KEeH! BpeMe peTap/Ialije U CTeIeH
(pakuroOHOT U3BOJA MaTepHjajia arcopOepa, peCeKTUBHO.
Taxohe, Tpeba HarIacCUTH U a2 MPUCYCTBO AUHAMUYKHUX aricopOepa He yTh4ye Ha TPAaHUYHE
YCJIOBE TaKO J1a OHU OCTajy UCTH Kao U Koj oAroBapajyhe rpexe 6e3 momatux amncopbepa.
Kao urro je HanmomenyTo, mopes oBe jeHauYnHe MOTPeOHO je (GOPMHUPATH U IO jJeAHY JeTHAUN-
HY KpeTama 3a Macy cakor o N, aricopOepa, ILITO ce MOXe ypaauTu mpuMeHom JlanmamOGepoBor

npuniuna, Ciouka 2.3(e), ynme ce godwuja:
MaZq — ko(1 4+ 77 D%) (w(4,t) — 24(t)) = Mag, a=1,2,...,N,, (2.54)

e je g yop3ame 3eMIbHHE TEKe.

Jennaunna (2.52), omnocHo (2.53), 3ajenno ca jeqnaunnama (2.54), unau cucrem ogq N, + 1
CHUMYATAHUX (CIPErHyTHX) AU EpeHIIHjaTHIX jeTHAYNHA T10 UCTO TOJIMKO HETO3HATUX (DYHKIIHU-
jaw(x,t), z1(t), 22(t), ..., zn, (t), 4uMe je mocTaBIbeHHU TIPOOIIEM, Y3 ofroBapajyhe rpannuse u
MoYeTHE ycioBe, notiyHo onapehen. Onaj mpuctyn 6uhe xkopuithen npu dopmupamy mare-
MaTHYKOT MOJIeNIa y HapeTHUM OfIeJbIIMA, MIPpH Je(UHHUCAY U IIPUMEHHU THje30€TIeKTPUIHNX
JMHAMHUYKHX ancopOepa 3a KOHTPOJy BUOpalrja MOCTOBCKMX KOHCTPYKIIMja, Tpu uemMy he oBa-
KBU CUCTEMH jeTHaYMHa OUTH peIIaBaHu IPUMEHOM [ aJepKHHOBE alpOKCHMATHBHE aHAIUTHY-

K€ METOJIe OTE€KAHOT OCTaTKa 3a CBaKU OJ] TI0jeIMHAYHKX CITy4yajeBa Koju Oymay pa3MaTpaHH.

2.3 OcHoBe Mje30eJJeKTPUIHOCTH

[Tuje3oenekTHaHn MaTepHjalid Cy OHHU KOJI KOJUX ycIien aedopMaliije A071a3u A0 ICKTPHY-
HE ToJIapu3aIyje YHyTap KpUCTATHE CTPYKTYpe Marepujaia u 00paTHoO, TOBOhEHE MHje30eIIeK-
TPUYHUX MaTepHjalia y eJIeKTPUYHO MOJbE M3a31Ba UXOBY AedopMaiiijy. Y OBy TpyIly Mare-
pHjana cnaaajy yriiaBHOM ofpeleHe BpcTe KepaMuKa U BEIITa4KH JIOOMjEHUX MaTepujaa.

VY 0BOM 071€JbKy Cy U3JIOKEHE OCHOBHE jeJHAaUMHE KOjUMa C€ OIHCY]je EIEKTPO-MEXaHHIKO

MOHAIIake OBAKBUX MaTepHjajia ¥ oBe jeqHaunHe he Outu kopuutheHe 3a qeuHuUCcambe CBOjCTa-
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Ba ITHj€30€JEKTPUIHOT TUHAMUYKOT arcopOepa. JenHaunHe MpUKa3zaHe Yy OBOM OJeJbKY IMpe-
cTaBJbajy ypehenu uzBon us oarosapajyhe nureparype [1,84,175]. M3Bohema koja ciene yrias-
HOM TIpare MOoCTyMakK AaT y Kiu3u "[uje3oenekTpuvHo cakymibame enepruje” Anmepa Eprypka
u Jlanujena Mumana [1], a momymeHa cy onpeheHrM mojanimemuMa u3 0CcTaje HaBeJCHE JTUTe-
parype.

3aKoH ofp)Kama CHEepruje y IMUje30eJeKTPUYHO] CPeIMHU MOXe ce MCKa3aTh Ha cienehu
HauuH: "bpsuna npomene yKynue enepeuje (Kunemuuke u NOMeHYujaine) jeOHaka je op3uHu
gpuierba pada 00 cmpane NOBPUIUHCKUX CUNLA Koje 0enyjy Ha meno 3anpemute V ca epaHuyom
S, ymarwenoj 3a ¢hnyxc omuyarea enekmpuune enepeuje kposz my epanuyy S." [1].

AKO ce yCBOjH CTaHAap/Ha TEH30pCKa HOTAaIlMja 32 KOBApHjaHTHE TEH30PE Y TPOAUMEH3HU-
OHAJIHOM IIpaBOYTraoHOM JleKkapTOBOM KOOpAMHATHOM cucteMy [175], ynpaBo HaBEeEeHU 3aKOH

OoApiKamba eHeprI/Ije CC MAaTCMATUUYKHU MOKC U3PA3UTHU KAO:

0 1 © )2 o . .

IZie je p Maca Mo jeIUHHIM 3alpEMHUHE Tena, u; BEKTOp moMepama Tadaka tena, [ = Il =
5[, dagdV ~ 4 fOL [, 0&e, dA dx norenumjansa enepruja gedopmanmje Tena, t; BEKTOp TO-
TAJIHOT HAIlOHA 3a IIPECEYHY PaBaH ca HOPMAJIOM 7, 1; BEKTOpP HOpMaje Ha TPaHUYHY MOBPII
S, ¢ cKanapHU MOTEHLU]jall eJeKTPUYHOT 10Jba U [); BEKTOP €IeKTPUYHOT TOMepaja.

N3 Teopuje enecTUUHOCTH U €NIEKTPOCTAaTHKE MO3HATO je [84, 175] ma 3a u30Tpoman XoMo-
T'€H MaTepHjasl 0e3 TUCTIepP3Hje U HYITH BEKTOPCKH MOTEHIIHM]jaJl €JIEKTPHYHOT M10Jba, Y OJICYCTBY

3aIlIPpCMHUHCKHX CUJIa BAXKE U cneﬂehe penaunje:

Tijj = piy ,
ty =mn; Tij,
Di,i = 07
2.56
Ek - _Sp,ka ( )

1
S =3 (uij +uji)

D; =¢coE; +p; = o ke I

rze je 1;; TeH30p HaINoHa, .S;; TeH30p Aedopmalyje, [; BEKTOp jaduHe elNEeKTPUYHOT 10Jba, P;

BCKTOD nonapmaunje HI/IjC30€JIGKTpI/IqHOF MaTCpI/IjaJ'Ia, Ke OUCIICKTPUYHA KOHCTAHTa MaTCpu-

107 [Farrad S

jarna, a €9 KOHCTaHTa Koja U3HOCH €9 = 5|~

|, Tme je ¢ Gp3uHa CBETIIOCTH y BaKyyMy
M3pakKeHa y METPHUMa 0 CEKYH/IH.

Kana ce oBe penanuje yBpere y jeaHaunny (2.55), y3 npumeny [prHHOBE AMBEpPreHIIMOHE
Teopeme 100uja ce:

piiji; + 11 = (Tj0;) — (9Dy). (2.57)

OIHOCHO:
11 = (T} — piiy) i; + Tijiv; — Dy — D, (2.58)
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IITO Y KOHAYHOM J1aj€ TIPBYU 3aKOH TEPMOANHAMHKE (HOPMYIIHCaH 3a HjE€30eIeKTPUYHY CPEANHY:
Il = T;;S;; + E:D; . (2.59)

3a nuje3oeNeKTpUYaH MaTepHjall ce eHTanmnuja (ocnobdahame yHyTpallbe eHepruje) Moxe
neuHUCATH Kao:
H=I1-ED,. (2.60)

AKO c€ TOTpaku MPBH W3BOJ| MPETXOIHOT M3pasza MO BPEMEHY, Y3 yBaXkaBame pesaluje
(2.59), nobwmja ce:

Nmajyhu y Buay na ce eHTalnuja MoXKe U3pa3uTu Kao (QyHKIHja TeH30pa Aedopmainje u
enexrpuuHor noska H = H(S;;, E;), 1BeH IPBU U3BOJ [0 BPEMEHY CE TPaXKU K0 U3BOJ CIIOKEHE
dbyHK1IH]E:

. 0H . 0H .
H=_—-S,+—F;.
25,1 " aE,

VYnopehuBameM jennaunHa (2.61) u (2.62) MOxe ce YOUUTH Ja BaXKu:

(2.62)

OH OH
Di=——. 2.
s N D (2.63)

T, =
OE;

Axo se MNPCTIIOCTABH CUMETPHUYHA KBAJI[paTHa (bopMa eHTaJIHI/Ije HCKa3aHa Kao:

1 1
H= écijklsijskl — ek EiSjr — égijEiEj ) (2.64)
IZie Cy Cijii €1aCTHYHE KOHCTAHTE MarepHjana, €;;, NUje30eJeKTPUUYHE KOHCTaHTE MaTrepHjana
U £;; TUEJIEKTPUYHE KOHCTaHTE Marepujia, 100Hja ce Be3a u3Mehy HamoHa u nomepama Hae-
JEKTpHUCama y MUje30€TIeKTPUIHOM Marepujaity ca aehopMalujoM U €JICKTPUYHUM TOJBEM Y

00MHKY:
T = CijkiSw — erij B (2.69)
D; = €Sy + B, -
MebhyTum, 3a eKCiepuMEHTAIHO ofipehuBame Muje30eNeKTPUIHUX U JUEICKTPUUHUX KOH-
CTaHTH Marepujajia MOTOAHM]E je KOPUCTUTU MHBEp3aH OONMK OBUX penaluja, Tj. H3pa3uTh
nedopMmaIyjy U nmomMepame HaeleKTprucama y (DyHKIMjU HANIOHA U eJIEKTPUYHOT T10Jha, Ta Ce

MPETXOHE jeIHAYMHE MOTY (POPMYITUCATH U Y OOJIHKY:

Sij = St Tr + diij By,

(2.66)
D; = dipg Ty + e, By

rae cy sfjkl ozaroBapajyhe enacTuYHe KOHCTaHTE Marepujaja MEpeHe NPU KOHCTAHTHOM eJIeK-
TPUYHOM TOJBY, €1, oiroBapajyhe iuenekTpiuHe KOHCTAHTE MaTepujaia MEPEHE TP KOHCTAHT-

HOM HaIoHY, a d;; ogrosapajyhe nuje3oenekTpruuHe KOHCTAaHTE MaTeprjaia.
> J
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Axo ce npumenu Bojrosa (Voigt) HoTamuja 3a caxxuMarme HHAEKCa:

S1 St €z Ty T Oz
Sy Sag £y T, T gy
S = 53 = 533 — | = , T = 15 = Tss = |7 , (2.67)
S 2555 29,5 T, 2Ty 27,
Ss 2513 2%z, T 2713 27y,
_56_ _2512_ | 22y | | T | 2T | 2Tay

IMpETXO0JHa penaunja CC MOJKC 3alluCaTu U MaTpUIHO Kao:

51] = Ff drerenes 7: , (2.68)
D d eT E
OJTHOCHO, 32 M30TPONaH Marepujal, y pa3BujeHoj popmu ouhe:
(5] [sE sE sf 0 0 0 0 dy | [Th]
S sE sk 32E3 0 0 0 0 ds T
S sk sk s§ 0 0 0 0 ds T;
Sy 0 0 0 sy 0 0 0 dyu O T
Ss5=10 0 0 0 s5 0 di5 0 0 Ts | - (2.69)
Se 0 0 0 0 0 s O 0 O T
D, 0 0 0 0 diz 0 & 0 0 E,
D, 0 0 0 dg O 0 0 & 0 Es
| Ds | d3y dz dsz 0 0 0 0 0 ef | |Es]

VY cnyuajy tanke, Ojnep-bepHynujeBe rpene, ako Cy €JleKTpoe MOCTaBbeHE YNPaBHO HA
0Cy 3 TaKo J1a je eIeKTPUYHO T0JbE OPUJEHTUCAHO YIIPABO Y MpPaBIly T€ 0CE, IPETXOHU CUCTEM

jeIHauYMHA ce pelyKyje Ha CBera JIBe jelHaYhHe, U TO:

Sl _ SlEl dgl
Ds d3y 553

Jennaumna (2.70) ycrBapu u3paxkasa Besy (2.66) 3a ciyuaj Ojnep-bepHynujeBe rpene ox

T

5 (2.70)

M30TPOITHOT eIACTUYHOT MHje30esIeKTpuyHor Matepujana. Kopucrehu jennaunne (2.70) moxe

_E —
|t —éxn
5 =S

€31 €33

IITO 3aIpaBo MPEACTaBIba jeAHAYNHY (2.65) u3paxeny 3a moMeHyTH ciryuaj Ojnep-bepuynujese

CC M3BCCTHU U B€3a:
T

Ds

S1

: 2.71
E, (2.71)

Ipeac oa U30TPOITHOI CJIaCTUYHOI HHje3OCHCKTpI/I‘IHOF MaTeijaJIa, y3 HAIIOMCHY [Jia BaxKe CJIC-
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nehe Bese n3mel)y kopuimheHnx KOHCTAaHTH MaTepujana:

B 1
ClEl = S—E,
11
d
B3 = — (2.72)
S11
_S T d31

€33 =C33~ —F -
S11

Y koHaYHOM, JOOHjCHE jeTHAUNHE:

_E _
Op = Cr1€x F e31 b3 )

2.73)
Dy = +é35 + &L E3,

MOTYy ce IPUMEHHTH 32 ojipeluBame TudepeHIjaaHe jeHaYnHe KpeTamba rpesie IpUMeHoM Xa-
MHIJITOHOBOT BapHjallMOHOT IPUHIIUIIA, aHAJIOTHO MOCTYIKY OIHCAHOM Y HPETXOJHOM OJIEJbKY,
y3 HAIIOMEHY J1a 3HaK ITH1]€30€JIeKTPUYHE KOHCTAHTE €31 3aBUCH O] OpPHjeHTAIH]je ToIapu3alje
Marepujaia, IITO je HarIalleHo 3HaKoM £, OIHOCHO T y MPeTXo/He JiBe jeqHaunte. Mehytum,
ycJel MPUCYCTBa €JIEKTPUYHE CHEPrHje Y MaTepHjaly, U MaTeMaTUuKu u3pa3 XaMHITOHOBOT
MpHUHIIMIIA Mopa OUTH Ha onroBapajyh HaunH npuiarolen, Tako na he Jlarpanxujan 3a nujes3o-

€JIEKTPUYHH MaTepHjaj UMaTu OOJHUK:
L= /V (T — H(Sw, Ey))dV = /V (%p(uj)2 — I+ EiDZ-) dv, (2.74)
a M3pa3 3a paj CIoJbAlIbUX CUIIA TIOCTAje:
oW = /S(t_kduk — Gudp) dS, (2.75)

7€ je tx BEKTOp MOBPUIMHCKUX CUIIA, Tj. YHampen 3a1ato onrtepehere Ha rpaHuiy Tena S,
a (. KOJMYMHA HaelleKTpHcama Ha MOBPLIMHY Teja, Tj. YHANpesa 3a/laTo HaelleKTpUCame 110

JEIVHHIIN OBPITMHE HA TpaHuIy Tena. Cana ce XaMUITOHOB MPUHIIAIT MOXKE CKAa3aTH Kao:

to to
5 / Ldt + / SWdt =0 (2.76)
t t

1 1

a MOCTYTAaK JaJber U3Bohema qudepeHnnjaIne jeIHaynHe KpeTama rpeie aHaJIoraH je MOCTyI-

Ky OMHMCaHOM Yy ofieJbKy 2.2.1, y3 momroBame Be3a (2.74) u (2.75).

Xk ok ok ok ok ok
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OBuMe cy MOCTaBJbEHE TEOPHU)jCKE OCHOBE 33 Pa3BHjahe MATEMAaTUYKOT MOZeNia HOBE KOH-
CTpYKIIMje TUHAMUYKOT arcopOepa ca MHUje30€JIeKTPUYHUM CBOjCTBUMA KOjU CE TIpeIyIaKke y
OKBHUPY OBE Te3e. Y HACTaBKy JAucepTanuje Ouhe omrcana npeaiokeHa KOHCTPYKITHja arncopoe-
pa, a motom he, kopucTehu moCTyNKe U jeAHaYMHE U3JT0KEHE Y OBOM IOIVIaBJbY, OUTH U3BEICHE

" PCUICHC je):[Ha‘II/IHC KOjPIMa cC OHI/ICYje CIICKTPO-MCXaHHUYKO ITIOHAIIAkC TAKBOT' CUCTCMA.
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I'masa 3

HoBM THII MUje30€JIeKTPUYHOT

AMHAMHYKOI ancopoepa

VY oBoMm momasiby he 6MTH omKcaHa HOBA KOHCTPYKIIM]ja MHj€30€IEKTPUIHOT TUHAMUYIKOT

arnicopbepa (ITEJIA) u pa3BujeH MaTeMaTHYKH MOJIEN 32 HETOBY aHAJIH3Y.

3.1 JlomaBame nuje30eJJIeKTPUYHUX CBOjCTABA JMHAMUYKOM

ancopoepy

JIMHaMUYKH anicopOepH Cy ca OCHOBHOM KOHCTPYKIIH]OM IO TPABIITy ITOBE3aHH BUCKOETA-
CTMYHO, TaKO Ja c€ TOKOM BHOpaluje y CUCTeMY jaBJba TpaHC(ep eHepruje ca OCHOBHE KOH-
CTpYyKIIMje Ha arcopoep, IpH ueMy ce eHepruja ycie NpUryiemha NoCTyTHO AUCUIIUPA U TIpe-
Jla34 y TOIUIOTHY eHeprujy. MelyTum, ykoauko O ce TMHAMHUYKOM aricopoepy J07a0 | Tuje-
30€JIEKTPUYHH TIPETBapad €Hepruje, €0 eHEpruje Mpey3eTe 0 OCHOBHE KOHCTPYKIIH]jE MOTA0
Ou ce PEeTBOPUTH y €IEKTPUYHY €HEPTHjy U 3aTHUM HCKOPUCTUTH 3a Hamajame ypehaja 3a Mo-
HUTOPUHT KOHCTPYKIIH]j€, PACBETY HAa KOHCTPYKIIMJH WU Ipyre HaMeHe. Y JajbeM TeKcTy Oouhe
HajIpe ONMcaHM Hajyelrhe KOpUITheHU MUje30€NEeKTPUYHN MaTepujaal U MHUje30€IeKTPUYHI
IIpeTBapayy eHepruje, a MOTOM U ONMCaH MPUHIIHUI BHUXOBOT CaJIejCTBA Ca AMHAMHYKUM arcop-
oepom.

[TujezoenexTpuynu edekar je npBu NyT youeH ko1 kBapua 1880. ronuHe u Koj jour HEKUX
NPUPOAHUX KpHCTAla y TIOTOBHUM JCLeHHjaMa, a y APYroj MojJoBUHU XX BeKa Cy OTKpHUBEHA
U BEIITAYKa jeIMbCHha KOja TIOCeNy]y MHje30eIeKTPHYHA CBOjCTBA [1], KOI KOjuX je eJIeKTpo-
MEXaHUYKO CIIpe3ame 3HaTHO M3pakeHHje, T€ je U CTEIeH IpeTBapama eHepruje 3HaTHO Behu
HETo KOJ MPUPOIHHUX MHje30€JIeKTPUIHUX Kpuctana. Jlo cajna, Hajiupy NMPUMEHY Y TEXHH-
IId HAIAo je 0MIOBO-IUPKOHUT-THTaHat, Pb(ZrTi)30,, jenumerme Koje ce y nuTeparypu oomd-
HO o3Ha4yaBa kao PZT. HaBenaeHnu marepujan je u3y3eTHO MOTOAAH 3a yHoTpeOy, pelaTuBHO je
JEeIHOCTaBaH 3a M3paay U HajeUKACHHjH j€ JT0ocaa MO3HATH IHje30CICKTPUIHNA MaTepHjall y
Horiely KOJMYMHEe MEXaHHUKe eHepruje Kojy MpeTBapa y elNeKTpUuHy eHeprujy (mocenyje pe-

JIATUBHO BEJIMKY BPEIHOCT AMEIICKTpUYHE KoHCTaHTe) [176]. MehyTum, y mocienme aBe nene-
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HUje UHTEH3UBHO CE UCTPaXXyjy U alNTepHATUBHH, CKOJIOLIKU MPUXBATIFUBU U OMOpPA3TpaiBH
nuje3oenekTpudHu Marepujanu [176--180], koju He caapke OJI0OBO U JIpyTe CYICTAHIIE Yuja je
ymnoTpeda orpaHHYEHa CaBpeMEHUM IponucuMa. Jlocaa je OTKpUBEHO Ha JECETHHE OBAaKBUX
Marepujaja, ajJu BUX0Ba €(PUKaCHOCT U TPAjHOCT, 3a caja, HUCY Ha JOBOJHHO BHCOKOM HHBOY,
LITO OrpaHUyaBa MIMPY NMPUMEHY OoBUX Marepujana. Crora he y okBHpY OBe JucepTainuje na-
Kma Outu ycmepena Ha PZT, y3 HarnomeHy /a ce OBIe ONMMCAHU MPUHIUIKN U PElIeHha MOTY
MIPUMEHUTH U Ha JApyTe MHUje30€eKTpUYHE MaTepHjaje, y3 oaroBapajyhe Momenmupame BHUX0-
BUX MaTe€pHjaHUX CBOjCTaBA.

Ko nmuje3oenekTpuyHUX MpeTBapavya eHepruje Koju KopucTe nedopmaiujy caBujama 3a re-
HepHcame eNeKTpuuHe enepruje, PZT ce yrimaBHOM KOPUCTH Y BUAY MHj€30KEPaMUUKUX 104U~
11a KOoje ce oaroBapajyhuM aaxe3uBHUM CPEIICTBOM 3ajienie Ha Hocehy KOHCTpyKIHjy, Hajuemnthe
TaHKY JIMMEHY IUIOYHILY O] A IlyMUHHjyMa WA HEKOT APYTOT MeTalla, YhjH j€ jeJJaH Kpaj YKIbe-
mTeH a apyru cnobomad [1]. Tako nqoOujeHa KOH307a ce Ha3uBa YHUMOPDHA epedd. YKOIHUKO
ce ca o0e cTpaHe Hocehe KOHCTpYKIIMje 3aJene M1je30KepaMiuKe IJI0unIle, JoOHjeHa rpeaa ce
Ha3uBa 6umopghHa epeoa.

OcHOBHa 3aMHCao0 P MPUMEHHN OBAKBUX CaKyIlJbaua EHEPTHje j€ a Ce OHU IIPOJEKTY]y TAKO
Jla C€ TOKOM EKCIIIoaTaluje wmo yewhe nHaniase y pe3oHanmHom Cmamy, jep ¢y TaJia aMIuTuTye
BUOpainuja npersapada Hajeehe, na je Tume Hajseha u nedopmariyja MHMje30eIeKTPUYHUX TUI0-
YHIla, a CAMUM THM M KOJIMYUHA TPOU3BECHE eNeKTpuuHe eHepruje. Ha mpumep, ykoiuko ce
MTHje30€TIeKTPUYHN CaKyIJbaul KOPUCTE KOJI MAaIllMHA ca PEJAaTUBHO YCTaJbeHOM pagHOM (pe-
KBEHIIOM, IOKEJBHO j€ JIa Ce CaKyIlJbad eHEePTHje MPOjeKTyje TaKo J1a yIpaBo MPHU TOj PPEKBEHIIH
yhe y pe30oHaHTHO cTame, YUMe Ce MaKCUMHU3Hpa HeroBa e(hUKacHOCT.

Tpeba HarmoMeHyTH U J1a ce noHeka] kopucte u PZT mounue uyuja je ITy>KMHA Mama Of
nyxune Hoceher cnoja GumopdHe unn yauMmopdue rpene. Tana nuje3okepaMuKa MOKpHUBa ca-
MO ofpeheHr Jeo rpefe U MEXaHW4YKe BUOpalldje TOT Aelia Tpee e MPEBOAC Y EICKTPUUHY
eHeprujy. Y TOM cilydajy, U MO3UIMOHUpPamE MM1je30KepaMUUKUX JIeJ0Ba Ha Ipeu yTUYE Ha
e(pUKaCHOCT CaKyIlJbaka CHEPrHje U MOTPeOHO je Hahy onTHMasaH MoJokaj 1je30-/1eJ0Ba Ha
rpenu [181]. ITopen Tora, TpeGa UMaTH y BUAY Ja c€ P BUIIMM TOHOBHUMA OCIHIIOBAHA KO
KOH30JIHHX I'pe/ia Ha pa3IMunuTUM JeI0OBIUMa rpeJie jaBibajy Aeopmalinje CynpoTHOT 3Haka. Jla-
KJI€, YKOJIMKO OU ce KOPUCTUJIM MUje30€JIEeKTPUYHHU CJI0jeBU UCTE Ty>KMHE Kao U Hocehu cioj,
KOjU Cy TIOBE3aHU Ca UM LIEJIOM JIy’KUHOM, IPU BUIIUM (pEeKBEHIIaMa OCLUIOBAba JOTA3HIO0
O 10 IOHHUIITaBamba MPOU3BEACHOT EIEKTPUYHOT HATIOHA U IPACTUYHOT 1MaJ1a e(hUKaCHOCTH OU-
MopdHe rpene kao nenuHe [1]. OBaj mpobiaem Ou ce Morao nmpeBa3uhu moeIOM ITH]j€30-CJI0jeBa
Ha BUIIIE JIEII0BA KOju OU Ce HE3aBUCHO jeIaH O IPYTOT IMoBe3uBaiu ca Hocehum ciojem [1] u ta-
KO CBaKHU MOHA0CO0 MPOU3BOAMO EIEKTPUYHY €HEPIHjy Koja Ou ce popMupameM oaropapajyher
EJIEKTPUYHOT KOJIa MOTJIa YCMEPHUTH Yy HICTOM CMEpY, YMMe O Ce MOTa0 OCTBAPUTH KyMYJIaTHBHU
edekar. MelhyTum, To OM 3HATHO YCIIOKHUIIO U TIOCKYTIENO TIporiec nmpou3Boame PZT rpenua.
Takole, 0oBU cakymjbauu eHepruje ce Hajuelrhe MpojeKTyjy Tako Ja MPETEeKHO paJie Y OKOJIMHU
CBOJj€ OCHOBHe concmeeHe hpexsenye OCIIUIOBAKA, MOILITO Cy TaJa aMILTUTYEe BUOpaluja, na

THME U KOJIMYMHA TIPOU3BEICHE eJIeKTpUuHe eHepruje Hajpehe. Kako cy npu nmpBom TOHY OCIU-
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JOBama TpaHCBEp3aliHa IOMEparba CBUX Tayaka Ipejie YBEK HCTOT CMEpa, TO Y OBOM CIIy4ajy He
71071234 10 IOTHUpama MPOU3BEACHOT eJIeKTPUYHOT HarmoHa. 30or Tora he y okBUpY OBe qucep-
Tanuje OUTH pa3mMarpaHe caMmo OMMOpQHE rpesie KOl KOjuX Cy MHje30€IeKTPUYHH CJIOjeBH UCTE
Ty’KMHE Kao 1 Hocehu cJ10j, ¥ MoBe3aHu Cy ca UM LIEIOM TYKHHOM Tpejie.

[TotpebHo je uctahu u Aa ce KOH30JIHU MTHj€30€IeKTPUIHH ITPETBApaYd CHEPTHj€ YIIIABHOM
KOPHCTE Y KOMOMHAIIM]U ca OJIaTUM KOHIICHTpHCAaHUM Macama. Hajuemnrhe je y nuramy jenHa
KOHIIEHTpHCaHa Maca Ha CJI000IHOM Kpajy Tpefie, ajlk MOCTOje U CIy4YajeBH Kaja ce KOpUCTe
JBE, TpU Ta U BUllle nomatux maca [129]. JlomaBameM KOHIIGHTPHCAHHX Maca ce rmoBehapa-
Jy ammuatyae BuOpaija rpesie, na TuMe u aedopmariyje 1muje30-ciiojeBa, OTHOCHO KOJIMYKMHA
MIpOU3BEJICHE EJeKTpUYHE eHepruje. Takohe, TUMe ce U CHHMXaBa OCHOBHa (ppeKBeHLa rpene
1a ce W MPOjeKTOBAaHHM PAJHU OICEr MpeTBapadya eHepruje moMepa Ka HWKUM (hpeKBeHLama,
IITO OJIaKIIaBa MPUMEHY OBUX ypehaja y rpal)eBuHCKUM KOHCTpyKIHjama. Jlakie, JonaBambeM
paznmuuuTor Opoja U BeTHMYMHE KOHIICHTPHCAHUX Maca MOTY ce MOCTHhH KeJbeHa TUHAMUYKA
CBOjCTBA IMTH]€30eICKTPUIHOT MPETBapada eHepruje.

[Ipema ToMe, YKOTHKO C€ Ha JMHAMHUYKHU aricopbep noaa u jeana oumopdHa rpeaa ca qoaa-
TUM KOHIIGHTPHCAaHUM Macama, J00MjeHH CHCTEM 3alpaBo MpecTaBiba JUHAMUYKU aricopoep

ca MUje30€IeKTPUYHUM CBOJCTBUMA U MOKE C€ MIeMaTCKu Ipuka3atu kao Ha Courm 3.1.

VAN A
=0 |

Cnuxa 3.1 Hlemarcku npuka3 AMHaAMUYKOT aricopdepa ca 101aTUM
[I1j€30€JIEKTPUYHUM IIPETBApayeM €HEpruje - OCHOBHM KOHIIETIT
IMEJA

MehyTtum, nojeannayHa 6uMopdHa rpesa uma Bpio ycke ppeKkBeHTHE 00JIacTH IPU KOjUMa
yJ1a3u Yy PE30HAHTHO CTame, U TO Y OKOJIMHHU CBOJUX COINCTBEHUX (PPEKBEHIIM, LITO YUHU 1A je
oumop(dHa rpena epukacHa camMo y BPJIO YCKOM PaTHOM OICEry. YKOJIMKO OU ce€ OHAa y OBOM
00JIMKY KOPHCTHJIa HA MOCTOBCKUM KOHCTPYKIMjaMma, YCJel HempeIBUIIBUBOT onTepehema u
noOyze ca IpoMeHJbUBOM (DPEKBEHIIOM, OHA OW Hajuyenrhe paawuia y HE-pe30HAHTHOM CTamby
Te OM U e(PUKACHOCT TaKBOI CaKyIJbama eHepruje Omia Bpio mana. Mmak, mocroje HaYMHU
Jla ce mpeBa3ule 0BO OrpaHUUCH-E U YIPABO j€ TO TeMa OBOT MCTPAXKHBama. Y HACTAaBKYy TEK-
cra 6uhe Hajupe JaT omMC M MaTeMaTHYKH MOJIEN TMOHalamka OMMOp(HUX Tpeaa, a moToM he
OUTH M3JI0KEH U MPEIJIor HOBE KOHCTPYKIIMj€ TMHAMHUUKOT arcopdepa ca Muje30eaeKTpPUIHIM

CBOjCTBUMA.

3.1.1 MaremMaTu4ko MoaeJIMpamke MOHAIIAKa OuMMOpPHUX rpeaa

Bynyhu na cy y cuctemMy NpuUCYTHHU U MHjE€30€IEKTPUUHN MaTepujaiu y BUAY MHje30Kepa-
MHUYKHX IJIOYMLA Y OKBHPY CBake OMMopdHe rpeae, moTpeGHO je U BUXOBO MMOHAIIAKE OIUca-

TH OJroBapajyhuM MaTeMaTH4YKUM MOAEIOM. AKO C€ TH IHj€30-CII0jeBH MOBEXKY 3a eIEKTPHY-
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HU OTHOPHHUK, KpO3 JOOUjEHO eJIEKTPUYHO Koo he mpuinkom aedopmarliyje rpeaa npoTHIATH
€JIeKTPUYHA CTPYyja, OJHOCHO jaBuhe ce ofpelheHH eNeKTpUYHH HAmoH. Y HacTaBKy he OuUTH
U3BEJIeHE jeTHAYMHE KOjUMa Ce€ OMHUCYje jauynHa eJIeKTPUYHE CTPYje OAHOCHO BEIMYMHA eJeK-
TPUYHOT HANOHA y TakBOM Koiy. MelyTum, oBe BennunHe 3aBucuhe o1 HaYMHA TTOBE3MBAHA
Mje30-ciiojeBa OuMophHUX rpeaa y enekTpudHo kono. Crora he Hajmpe OUTH HU3BEICHE jel-
Ha4YMHE 3a jeJlaH M1je30-CJI0j, He3aBUCHO O]l OCTaTKa CUCTEMa, Tj. 3a CJIydaj jeaHe YHUMopdHe
rpene, a motoM he OUTH HU3BEACHE jeHaYMHE 32 OUMOP(HY Tpedy ca peaHOM, OAHOCHO mapa-

JISITHOM BE30M TIHj€30-CJI0jeBa.

3.1.1.1 JeaHaumHa eJIEKTPUYHOT KO0JI1A 32 jellaH NMHje30eJeKTPUYAH CJI0]

Ha Cnunu 3.2 je meMarcku npuka3zana yHuMopgHa rpea, OIHOCHO Tpejia ca jeJHIM HOCe-
huM crnojem u jenHUM nuje30eeKTpUdHUM ciiojeM. CiojeBu cy ucte TykuHe L u mupune b, a
1je30-ci10j je nedsbune h,. Enekrpoae cy NocTaB/beHE Ca TOPHE U JOKBE CTPaHe H]je30-ClI0ja
U NIOBE3aHE CY y CTPYJHO KOJIO ca OTIIOPHUKOM eJleKTpHuHe oTropHOCcTH 1. CriojbHE HOopMalie
Ha paBaHU eJIeKTpoa Cy y mpasily oce z. [lpunmukoMm nedopmanuje rpezae, y nujezo-ciojy he ce
ycJe JUPEKTHOT IHje30€JIEKTPUYHOT e(eKTa jaBUTH MOMepamhe HAeIeKTpUcama, MPUKa3aHO
BEKTOPOM E€JIEKTPUYHOT IToMepaja D. MehyTtum, oo cy 06e eIeKTpoe MmapajeiiHe ca paBHU
xy, caMo he KOMITIOHEHTa BEKTOpa JIEKTPHUYHOT TOMEepaja y mpaBily HOpMaJje Ha eJIeKTPOE, Tj.

Yy rpaBy 0C€ 2 OAHOCHO ITTaBHC HCHTPAJIHE OCC 3 — 3, outH pasjinunTa o4 HYJIC U n3Hocuhe:

D3 = e3161 + E33 13, (3.1

1ITO je mpuKazaHo u jenHaunHama (2.70) u (2.71). Taxohe, nmpema jeqnaunnu (2.25), 3a Ojnep-
BepnynujeBy rpexy Ouhe:
gx = —2w", (3.2)

a jaunHa eJIeKTPUYHOT noJba F5(t) mmel)y enexrpona he, ¢ 063upom Ha reomeTpujy npodiema,

OWTH jeHaKa:

(3.3)

L L b
\ 7 7‘ 7‘
Cnuka 3.2 YHUMOp(Ha KOH30JIHA I'pejia ca 101aTOM KOHIIEHTpHca-
HOM MacOM Ha CJI000HOM Kpajy U H-EH MONPEYHH MTPEeceK
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raYCOB 3aKOH 3a IMMPUKa3aHO CJICKTPUIHO KOJIO MOKE CC U3PA3UTH KaAO:

/5~ﬁdA_Q, (3.4)

A

rae je () Konu4yuHa HaejekTpucama. Jludepennupamem ['aycoBor 3akoHa (3.4) u umajyhu y
Buay OMOB 3aKOH Koju Jaje Be3y u3Mel)y jaumne enexrpuuHe cTpyje ig(t) Ha eNEeKTPUUHOM

OTIIOPHHUKY OTIIOPHOCTH R ¥ €JIEKTPUYIHOT HAIIOHA Ha KpajeBHMa TOT enemenTa v(t):

. Vg(t
int) = 0. (3.5)
MOJK€E C€ IIUCATH: J 0
- A
— | D -ndA=—=. .
i / nd 7 (3.6)
A

V3umajyhu y 063up jennauune (3.1) u (3.6), 32 z = hy, = % + h—;, Tj. Y HEBOY TEXHIITA

nuje3o-cioja 6uhe:

415 ﬁdA—i/D dA—ib/L(e 1 + &5, F3) =
dt Tar ) TP T ar ), VU R
A A
d L d v E5.bL L
- _Eeglbhpc/o w”dx—%bath—p =— 3}3% v — e31bhpe i W' dx .
(3.7)
Cana jeqnauunna (3.6) mocraje:
SN L
5Lv+—v+e31bhpc/ W' dr=0. (3.8)
hy R 0

Amnanusupajyhu jeqaaunny (3.8), MoXke ce BUJIETH /1a CBaKU O] cabupaka MmpescTaBiba U3-
pa3 3a jaunHy eNeKTpUYHE CcTpyje y onroapajyhem enementy ctpyjHor kona. [Ipema OmoBom
3aKkony (3.5), npyru cabupax rnpejicTaBba jauyuHy CTpyje Koja MPOTUYE KPO3 eIEKTPUUHHU OTIIOP-
HuK igr(t). Ca apyre crpaHe, umajyhu y BUIy [1a je HAIIOH HA [UI0YaMa KOHJ/ICH3aTopa jeHaK
ve(t) = %t)), rae je Q(t) xonmuuuHa HaeleKTpucama, a C), KanaluTUBHOCT KOHICH3aTopa, jauu-
Ha CTpYje Koja MpoTHYe Kpo3 KOHICH3aTOp i¢(t) jelHaKa je MPOMEHN KOIMINHE HACIeKTPUCatha
y BpEMEHY, OJJHOCHO:

ic=Q=C,v. (3.9)

Opnapne ce MOXe 3aKJbYYUTH Ja MPBU cabupak y jeqHadnnu (3.8) mpeacraBiba jaunHy CTpYje

KOja IpOTHUYC KPO3 KOHACH3ATOP KAIlAIIUTHBHOCTH:

_ &bl

Cp Y

, (3.10)

P

AmHanorso, kako 1 Tpehu cabupax y jenHaunnu (3.8) Mopa npeAcTaBibaTh JaunHy eJIeKTPUYHE

CTpyje, a y jeMy He (QUTYpHIIEe eJICKTPUIHN HAIOH, TO CE MOXE 3aKJbYUUTH J1a OBaj cabupak
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3ampaBo MPEJICTaBIba jJaYUHy €JIEKTPUYHE CTPYje eIeKTPHUYHOT TeHeparopa, Tj. U3BOpa, LITO je
Y OYEKHBAHO C 003UPOM Ha TO JIa c€ y OBOM CaOMPKY jaBJba yTHIIA] TTH]€30€IEKTPUIHOT e(heKTa
MIPEKO TTHJE30€JIEKTPUYHE KOHCTAHTE €31 W YTHUI] AedhopMalinje Mmuje30-ciioja y BUIAY IpoMe-
HE 3aKpuBJbeHOCTH rpene w”. Jlakie, 1eo Muje30-ciioj ce MOHaIIa U Ka0 M3BOp HAN3MECHUYHE

CTpyje jaunHe:
L
ip = —eglbhpc/ w" dx . (3.11)
0

[Tpema n3m0XKEHO] aHAIN3HU, MOXKE CE 3aKJbYUHTH JIa CE SIEKTPUYHA CBOjCTBA CUCTEMA TTPH-
kazaHor Ha Cruiu 3.2 MOTY MOJENIHMpATH MPEeKo 3aMemyjyher (eBUBaJIeHTHOT) CTPYjHOT KoJa
KOje Ce CacToju OJf U3BOpa EICKTPUYHE CTPYje jaduHe i, (t), nare uspasom (3.11), konaensaropa
kanauutuBHOCTH C), nare uzpazoM (3.10) u eneKTpU4HOT OTIIOPHUKA OTIIOPHOCTH R, a enex-

TpHUYHA IIIeMa OBAKBOT KOJIa MpuKa3aHa je Ha Ciurm 3.3.

ip iR

Y
l

Crnuxka 3.3 3amemyjyhe enexTprudHo KoJ10 32 YHUMOPGHY rpeny

[Tocmarpajyhu 3amemyjyhe cTpyjHO koo Ha Crunu 3.3, ako ce mpuMenu Apyro Kupxodoso

MPaBUJIO HA JIECHY TPaHy €JIEKTPUYHOT Kojia, Ouhe:
VR—ve=0 = vp=ve=v(t). (3.12)
A ako ce mpumenu npBo Kupxodoro npasuio Ha yBop A o3HaveH Ha Cimim 3.3 mobuhe ce:
ip —ic —ip=0. (3.13)
Vepctusmm jennadunne (3.9), (3.5) u (3.12) y jennaunny (3.13), nobuja ce jeqnaunHa:

1
Cp\'/#—ﬁv—z’p:(), (3.14)
LITO y IOTITYHOCTH OAArOBapa jeiHauuHH (3.8), nu3BeneHoj npuMmeHoM ['aycoBor 1 OMOBOT 3aKOHa

Ha cucTeM npukazad Ha Cinuiy 3.2, yKOJIMKO BaXH:
£550L
C = 33
p hp )

(3.15)

L
. N/
iy = —eglbhpc/ w" dr .
0
Jlaxie, jenHaurHa €JIEKTPUYHOT KOJia MOXKE C€ M3BECTH U mocMarpajyhu 3amemyjyhe cTpyjHO

KOJIO aKo ce ycrnoctare Bese (3.15). Jennauune (3.8) u (3.14) u3BeneHe cy 3a jenaH mmje30-ciioj,

aJIM TIOCTYIIaK C€ MOXKe MPUMEHUTHU U KaJa je BUIIIE MHj€30-CII0jeBa MOBE3aHO Y CTPYJHO KOJIO.
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OnHOCHO, jeHaYMHA €JIEKTPUYHOT KOJa MOXKE C€ M3BECTH M IocMarpajyhu HCKIbY4YHBO 3ame-
wbYyjyhe eneKTpruuHO KOJIO, YKOJIUKO C€ CBAaKU MHje30-CJI0j MPEACTaBH jeTHUM KOHACH3aTOPOM U
JETHUM U3BOPOM EJICKTPUYHE CTPYje KapaKTepUCTHKA JaThX jeaHadnHoM (3.15), mTo je Beoma
KOPHCHO KaJla Ce pajix O CII0KEHUM CHCTEMHMa Ca BUILIE ITH]€30-CJI0j€Ba MOBE3AHUX Y EJIEKTPHY-
HO KOJI0 Ha paznuunte HaunHe. Ctora he y HacTaBKy CBe jeTHAYMHE Pa3MaTPAHUX €ICKTPUIHUX
KoJIa OMTH M3BElICHE Ha OAroBapajyhum 3amemyjyhuM cTpyjHUM KoJuMa, Hajlpe Ha MPUMEPY
jenne 6umopdHe rpeae Yuju Cy M1je30-CI0jeBU y KOJIO MOBE3aHU PEAHO, OJTHOCHO MapaliesHo,

a TIOTOM M Ha CUCTEM CacTaBJbEH O] BUIIIe Mel)yCOOHO moBe3aHuX OMMOpGHUX rpea.

3.1.1.2 JeaHaumHa eJIEKTPHUYHOT K012 32 0MMOP(HY rpeay ca pelHOM Be30M IHje30-CJIojeBa

bumopdHna rpena ca peTHOM BE30M IHje30-CJI0jeBa U oAroBapajyhe 3amemyjyhe eneKkTpuaHo
koJ10 nprka3anu cy Ha Ciuiu 3.4. JIpyro KupxodoBo nmpaBuiio ucnucaHo 3a IecHy TpaHy Kojia
nahe:
1 1
VvR—Vvg—veg=0 = chésziv, (3.16)

1ok he IIpBo KupxodoBo nmpaBmiio ucnucaHo 3a YBOp O3HAYEH Ha CJIUIIN JATH:

iy —ic—ip=0. (3.17)

ip iR
Az —_— —>
! z .
llc

oD o=

=
5

i
\;
=}
<
&

VAW
=

7 7 ip Ci——

Cnuka 3.4 bumopdHa rpena ca peqHOM Be30M IHje30-C0jeBa U
oarosapajyhe 3amemyjyhe cTpyjHO K0JIO

Kom6unyjyhu jemnauune (3.9), (3.5), (3.16) u (3.17), nobuja ce TpaxkeHa eneKTpUYHA jeI-
HauMHA y 00JIHKY:

1 C, 1
z’c+iR—ip=Opvc+EvR—z'p:0;»7pv+ﬁv—z‘p=o, (3.18)

MIpU YeMy U Jajbe Baxke pemanuje (3.15).

3.1.1.3 EjaexkTtpuuHa jeqHa4unHa 3a OumMopdHy rpeay ca napajieJJHOM Be30M IHje30-cJIojeBa

bumopdHna rpena ca napanerHoM BE30M IMHje30-ClI0jeBa U oaropapajyhe samemyjyhe enek-

TPUYHO KOJIO mpuka3anu cy Ha Crmunum 3.5. Kama cy ci0jeBu MoBe3aHu MapajiesiHo, Ha CBUM
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eJIEKTpo/iaMa, OTHOCHO Ha TpaHMIlaMa IHje30-CJI0jeBa, Blaja UCTU HAIOH, JIOK he ce jauynHa

CTpYj€ pa3IuKOBaTH O]l CJIoja JI0 clioja.

Az
| Z
hy
X
hs
-1 - > 7
. P
L b
4” £ H

12 13
—>

=
|

1R
—>
iZDPH’e iC l dore l iC
p JR A 1
o= " o= Q R

Cnuxka 3.5 bumop¢Ha rpena ca napajaeiaHoM BE30M MH]j€30-CI0jeBa
u oarosapajyhe zamemyjyhe cTpyjHO KOO

JHpyro KupxodoBo mpaBHiIo HCITUCAHO 33 Kpajiby JeCHY IpaHy Koa aahe:
VvR—Vve=0 = vg=vp=V, (3.19)

1ok he Ilpso KupxodoBo npaBuiio NpuMEeHEHO Ha YBOPOBE y TOPH0j TPaHH KOJIa PEIOM JaTH
jaymHe cTpyje:
il == 'L'p 5
lo =11 — ic =1y, — i,
2 g (3.20)
i3 =11 +1p = 20y — ic,
ir =13 —ic =2(i, —ic) .
Buau ce na he nmpu mapanenHoj Be3u IMH1je30-CJ10jeBa CBaKH O] lbUX MPUI0IATH jauuHy CTPYje
ox (i, — ic), onHOCHO 1a he cBaka Gumop(Ha rpeia AaTi CTpyjy Ha u3nasy ox 2(i, — ic).
Owmos 3akoH (3.5) Ha oTOpHUKY, Majyhu y Buay jennauune (3.9), (3.19) u (3.20), naje:

in=2 = 2%, —ic) = L (3.21)

R R’
OJTHOCHO, Y KOHAUHOM Ce JI00Mja TpakeHa eJIeKTPUYHA jeIHaYNHA Y OOIHKY:

A%

1
7~ AC =) =0 = i v =iy =0, (3.22)

2R
rae Takohe Baxe penammje (3.15).

Tpeba HarmoMeHyTH U TO Aa he ce y ropmeM U JI0HBEM MHje30eIeKTPUIHOM CII0jy jeHe,
k—te, bumopdHe rpene cucteMa rpea (YKOIHKO Cy CJIOJeBH UCTHX TUMEH3Hja) jJaBUTH CTPYja

. . .gornje __ .donje __ . . .
HCTEC JaYUHE, TJ. ouhe Zp(k) = Zp(k) = 1p(k), OOLITO he u JeaHa 1 apyra nruje30CICKTpUIHa
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IJIOYHIIA JIOKUBETH UCTY A€(DOPMALIH]Y W (k).

* kK ok % (3.23)

JemHaunmHama M3NIOKEHUM y OBOM MOIVIaBJby MaTeMAaTUYKHU Cy MOJEIHpaHa eNeKTPHUYHA CBOj-
CTBa W TMOHAaIIamke OMMOpPPHUX Tpeaa. Y HAcTaBKy TekcTa he OMTH OnmucaH MOJes HOBOT JH-
HaMUYKOT aricopOepa ca MpUI0JaTHM TTHje30€IEKTPUIHUM CBOjCTBUMA KOjU CaJIPIKU CUCTEM O]T
BUIIIE MTOBE3aHUX OMMOPGHUX Tpefa, a MPUHIUIH U3II0KEHH Y OBOM 0J1eJbKy Ouhe kopunrheHu

TIPY OTIMCHBaBY eleKTpudHuX cBojctaBa [IEJIA.

3.2 Ilpensior HOBe KOHCTPYKIHje TMHAMHUYKOI anicopoepa ca

NMje30eJJeKTPUYHUM CBOjCTBUMA

VY Tlormaepy 3.1 je omucaHO Kako ce JofaBameM OMMOpQHE Tpee pacroie/beHUM TuHa-
MUYKHUM aricopoeprma 1001jeHOM CUCTeMY MPHI0/1a]y THje30eJIeKTPUYHA CBOjCTBA U OMOTyhy-
j€ TIpeTBapame Jeia MeXaHMIKe eHepruje BuOpaIyja y eleKTpuaHy eHeprujy. Takole je nucrak-
HYTO U J1a OM mpruMeHa oBakBoT, koHBeHIoHaHOT Trma [TEJ{A ko1 MOCTOBCKHX KOHCTPYKITHU-
ja 6una Beoma HeedukacHa nomro 6u I1IEJIA, 30or npomenssuBor caobpahajuor ontepehema,
Hajuemrhe pajno y HEPE30HAHTHOM PEXHUMY Te OM HEeroBa IoMepama, 1a TUMe U JeopMaliu-
ja bumopdHe rpene u MpoU3BeIeHa eeKTpUYHA eHepruja, Ounu penaruBHo Manu. Crora ce y
OKBHpY OBe aucepraiuje npepiaxe HoBu Tuil [IEJ]A 3a koju ce ouekyje 1a npeBasul)e HaBeeHe
HeJocTaTke 1 OyJie e(UKacCHUjU Hero NpeTxoHo onrcanu koHBeHnoHanHu [TEJIA. [llemarcku
npuka3 npeziora Hose koHcTpykiuje [IEJA nar je na Cunu 3.6.

OcHOBHa 3aMHCao0 je Jla ce JMHAMUYKOM arcopOepy y BUAY TEIIKOT apkada (KOHTEjHepa)
KOjH je MOBEe3aH ca MOCTOBCKOM KOHCTPYKLIMjOM Ha ofroBapajyh HauuH, 10[1a CUCTEM O]l guiue
MoBe3aHuX OMMOP(HUX MHJe30eIEKTPUYHUX Tpesia Koje OU MEXaHUUYKy €HEeprujy KpeTama Ju-
HAMHUYKOT aricopOepa MpeBoAniIe y eNeKTpuuHy eHeprujy. OBe OumopdHe rpeae Mory OuTu
UCTE BeJIMUMHE U 001MKa 1 u3pal)eHe o1 UCTOT Marepujaia, iy 01 Tpebaso 1a UMajy pazaIuuuT
Opoj ¥ BEIMYMHY J0JaTUX KOHIIEHTPUCAHUX Maca Ha ceOH, 1a TUME U Pa3InuuTa JUHAMUYKa
CBOjCTBa, OHOCHO COTICTBEHE (DpEeKBEHIE. Y OKBHUPY MPHUKA3aHE aHAJIN3E, Y3E€TO j& Jla Cy CBE
O6umop¢He rpeze jeaHake ny>kuHe L u mupuHe b, ¥ ja cBe Ha cebu uMajy I10 JiBa IHje30-Cloja
jennake nebpune hy,. Jlebbuna nHocehux ciojeBa GuMOphHUX rpena h ;) MOXKe OUTH pasiu-
YMTa KOJ PA3IMYMTUX IPEa, ITo oMoryhasa 1a ce pasiiiKyjy U ’bHXOB MOMEHT UHEpLuje [y,
U nospiurHa A ) monpednor npeceka. Takohe, y HajoImuTHjeM pasMaTpPaHOM CIIy4dajy, y3€TO
je ma je Hocehw clioj cBake ol OMMOp(HUX Tpela CaYubeH 01 PPAKIIMOHO BUCKOETIEACTUYHOT
MaTepujaia, ca BpeMEHOM peTapialje 7; U peroM (pakimoHOT U3BOAA (v KOJU Cy UCTU KOI

CBUX I'PE/a, a J1a ce NPOIYKEHH MOLYO penakcaumje Yy u crneuuduuna Maca ps g,y Hoceher
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w,(t)

w,(t)

SHELE

SRS

lER3a:0
o n i

Ko), ‘l'zﬁ = const.

Y1, A1l 1, p1, T = const.
Kw, T = const.

Yz, Azl 2, pz, T = const.

Ke), ¥ = const.

Ko, TS = const,
Yi, Al x, px, T, = const.

Ka, T = const.

Kn-1), TZI; = const.
Yy, AnI 5, py, T = const.

Km, Tf = const.

(a) Cucrem moBe3aHux rpena

X

K, TS = const.

Yy, Axl &, pi, T, = const. g R

Kaw, T/ = const.

X L
X(k)Nm(k) L
L 1
4

(b) k-ta rpena cucrema

CJI0ja MOTY Pa3JIMKOBATH O] TPEAe A0 Tpere.

Cnuka 3.6 Cuctem ox N, moBe3annx OuMophHUX rpena ca aoja-
THUM KOHIICHTPHUCAHHWM Macama; IHje30-CJI0jeBH Cy Be3aHH Iapa-
JIeNTHO, a IPUTYIIEHkE HOceher cioja rpeaa Kao u noesyjyhux cio-
jeBa n3Mel)y rpea MOIENUpaHu Ccy y3 MPUMEHY (QPaKIUOHUX W3-

bumopdue rpene cy pacropelhene y HU3 U cBaka rpenia je ca CyCeIHUM rpeama nose3and

onpeheHnM BUCKOETACTUYHUM CHIIMKOHCKUM WJIM TYMEHUM CJIOj€M, T1a CBE TPE/ie YUHE jeOuH-
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cmeen cucmem, KOju, IOCIEIUYHO, IMa BUIIIE COTICTBEHUX (PPEKBEHIIN y OKBUPY (PPEKBEHTHOT
OIicera y KojeM Cy ce Hajla3uiie OCHOBHE CONCTBeHe ()PEKBEHIIE [10jSIMHAYHUX TPe/ia Mpe MoBe-
3uBama. Jlpyrum peumma, Kajaa ce BHIe OMMOPGHUX Tpesia OBEXKE Y jeIHY IETHHY, YKOIUKO
nipu oapeheHoj ppekBeHn moodye jeHa o BbuX yhe y pe30HaHTHO CTame Ta ody/a ce mpeHo-
CH M Ha OcTaJe rpejie CUCTEMa, HaKo c€ OCHOBHA (DPEKBEHIIAa CBAaKe OJ] lbMX TIOHA0CO0 Pa3iuKyje
ox ppexBeHIie Te modyne. Ycie oBOT MPEeHOca CHEPThje KPo3 CHCTEM IMOBE3aHUX OMMOP(HHUX
rpena, pagHu OINCer CUCTeMa Ce 3HATHO MPOIINpYje U e(hUKACHOCT CaKyIlJbamkha EHEPTHje Ce Y
BEJIMKO] MepH MoBehaBa, yak ¥ 3a HecTajlHa U HelpeaBUA/bruBa onTepehema 1 modyzie KakBe ce
0YEKY]jy MPH EKCILIOATAIM]A MOCTOBCKUX KOHCTpYKIUja. Takohe, xeJbeHa JMHaAMUYKa CBOjCTBA
CUCTEMa IIOBE3aHUX I'pe/ia MOTY ce€ MOCTUhH JeAHOCTaBHUM MIOMEPAKHEM U Pa3IUUUTUM KOMOU-
HOBameM Opoja M BeIMYMHE J0/IaTHX KOHIIEHTPUCAHUX Maca, 0e3 HKaKBe IPOMEHE reOMeTpHje
WK MaTepujajia caMHX rpefa, IITo A0AaTHO M0jeTHOCTaBIbyje IPOjeKTOBAkE U U3BOleHhe OBa-
KBHX CHCTEMA.

Nneja o moBe3uBamy BuIlle OMMOP(HUX Tpena y jeIMHCTBEH CUCTEM paau moBehama edu-
KaCHOCTH y CaKyIUbaly €Hepruje Beh MocToju y J0CTyNHO]j uTeparypu. Pa3marpaHo je kako
MOBE3MBAaKE I'Pella y PaBHU y KOjOj ce Tpene Haiasze [3], Tako M NOBE3HMBamkEe BaH paBHH Ipe-
na [129] u pesynraru cy mokasajid 3HaTHO MOOOJBbIIAKE KapaKTEPUCTUKA CUCTEMA Y TIOTIEAY
MIPOM3BOIIbE €IEKTPUUHE eHepruje. MelyTuM, y HaBeeHUM pazoBuMa, rpeae cy mehycoo-
HO OWJie MOBe3aHe caMo Ha CIIO0OHUM KPajeBUMa, U TO HCKJbYYHBO €JTACTUYHUM €JIEMEHTUMA
(ompyrama).

[Torpe6HO je nctahu u 1a HaYMH MOBE3MBaka IPelja y CUCTEM, Ka0 M CBOjCTBAa CaMUX €Je-
MEHaTa 3a NOBE3MBakE¢ YMHOTOME YTHUY Ha Kpajihe TUHAMUYKE KapaKTEePUCTUKE CHCTEMa Kao
nenuHe. Jla 6u ce moOyna cucTteMa TO paBHOMEPHHU]E U MOTIYHH]E TIPEHENa ca rpejie Ha Tpe-
1y, TIOTpeOHO je na rpene Oyday moBe3aHe Ha onTHMaiaH HaunH. Crora ce y OKBHUpPY OBE JH-
cepraiuje npeangaxe MoAelN KOl KOjer Cy oumopgue epede nosezame yeiom c80jom OYHCUHOM
MpeKo ozipel)eHor cioja cripe3ama oJ TyMe WiIn cuiinkoHa. OBaj €j10j ce MOXKe MOJIeTTUPaTh Kao
eJlacTU4aH MaTepHjall, ajly OBJie MPEeAJIOKEHH MOJesl oMoryhasa aa ce yBeze u oaronapajyhe
BHCKO3HO IPUTYLICHE CII0ja, KITACUYHO WM (PpaKIMOHO, yuMe ce Beh moctojehu moxen u3 Ha-
BEJICHE JINTepaType YOIIITaBa U 3HATHO MPOIIUPYje, a IITO Ce MOTBPhyje U YNEHECHUIIOM J1a ce
MOJIEJT TIPEJICTaBJHEH Y OBOj AUCEPTAIIM]H MOXKE CBECTH Ha MOJIETIC TIPUKA3aHEe Y HABEJCHO] JIN-
teparypu [3] jennocraBHuM yBolheweM JlupakoBe aenra ¢pyHKUHMje, kKako he OUTH omHcaHO y
HapEIHOM TI0IVIaBJby. Y HAjOIIITHjEM pa3MaTpaHoOM CIIydajy, MOJEN J03BOJbaBa Jia pellakchpa-
HU KOe(HIHMjEeHT CTUIIBMBOCTH CJI0ja Cripe3arma Oyae pa3auduT u3Mely cBake o1 oumopdHIX
rpena, aju je y3eTo Jia Cy BpeMe peTapianuje 7o U pea GpakiuoHOT U3BOAA 3 UCTH Y LEIOM
cupexyhewm ciojy. ¥V onucanom cucrteMy, oaroapajyhum nz0opom napamerapa momyT reoMe-
Tpuje OMMOp(HUX Tpena, pacrlopeaa U BEIMIHHE J0IaTUX KOHIIEHTPUCAHUX Maca U MPUTyIIe-
Ba ¥ MOJYJIa eaCTUYHOCTH CJI0ja CIIpe3ara, MOTy ce MOCTHhM ONTHMaIHEe KapaKTePUCTHKE
1) €30€JIeKTPUYHOT TUHAMUYKOT aricopOepa 1 0CTBapUTH MaKCUMaJllaH yUuHaK IpeBolema Me-
XaHUYKE CHEepruje BUOpaIrja MOCTOBCKE KOHCTPYKIIH]E Y €ICKTPUYHY SHEPTH]Y.

VY HacTaBKy TekcTa Ouhe u3BeieHe jeTHaYnHE KOJUMa C€ OIHCY]je eIeKTPO-MEXaHUYKO ITOHa-
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mame opze onucane koHcTpykuuje ITEJIA, a 3atum he Outn nmprukasana 1 HyMepHUyKa aHajIu3a
U MOCTyIaK ONTUMU3ALIM]je TapaMeTapa MojieJia 32 KOHKPETHE CllydajeBe MPUMEHE KOl MOCTOB-

CKHX KOHCTPYKIMja Pa3TUYUTUX CTAaTUUYKUX CUCTEMA.

3.3 Maremarnuku mojaeJa npenaoxenor tuna IEJTA

3.3.1 MH3Boheme jenHaunHe KpeTama

JudepeHuujanna jeqHauMHa KpeTamba CUCTeMa, Kao IITo je onucano y [lormasspy 2, Mo-
e Ce M3BECTU MPUMEHOM XaMMJITOHOBOI BapHjallMOHOI NMPUHIIMIA, KOjU MOJpa3yMeBa Jia je
BapHjalMja JarpaHkMjaHa Ha HEKOM [I0CMaTpaHOM BPEMEHCKOM MHTEpPBAJly jeJIHaKa HYJIH.

3a cucrem npukazan Ha Ciunu 3.6, y3 yBol)ewe npernocTtaBku onucanux y Ilormasiby 2,
KMHeTHYKa eHepruja 1, nepopmannonu pan Il u pax cnosbammux cuna Wiy, 3a k-Ty rpeny

CHUCTEMA MOT'Y C€ ITPpHUKAa3aTHu Kao:

Nom
. (k) '
T = 5/0 prAy + Z Ma ) 0(T = Tag,)) iy dz
a=1
1 3.24
) ~ —/ Eay Ty AV o
2 Vi

L
Wiy = / (fomv) = fy — Py Ay 9) wiwde
0

I7ie ce MpUIUKOM ofpehuBama MOTEHIMjaHe eHepruje aedopMalidje KOpUCTH oarosapajyha
KOHCTHUTYTHMBHA peaiyja 3a CBaku oOf cliojeBa ommopdHe rpene, mpukazanux Ha Cruiu 3.5.
HaBenenu uspaszu he opne OMTH MOHOBJHEHH paiv MperieHOCTH. KOHCTUTYTUBHA penaiuja 3a
TI1j€30€JICKTPUYaH MaTepHjall i MaTepHjail MoJeupan ¢ppakunonnm Kensun-BojToBum Mose-

JIOM MOr'y C€ U3pa3nuTH Kao:

€20 ~F —
oP* = ¢)1e, F €313,

(3.25)
0l" =Ye, + raY D%, = —Yzuw" — zraY D*w" .
Besa usmely nedopmaruje u momepama rpeze norpebHa 3a najba u3Bohema je:
u(z, z,t) = —zw'(z,t) . (3.26)

Taxohe, oo cy rpeae MeljycoOHO moBe3aHe CI0jeM CIpe3ama, YTUIA] jeHe Tpee Ha Japy-
ry jaBuhe ce y BUIy pacroaesbeHe cuie ayk rpeae f(z), koja he Outu cpasmepHa pasiuiu
noMepama Irpesa Koje HHTeparyjy, a ¢ 003upoM Ha (hpakIOHO BUCKOEIACTUYHA CBOjCTBA CJI0ja
cripesama, pacrojesbeHa cuna kojom (k — 1)-Ba rpena aenyje Ha k-Ty Tpefie MOXe ce MmpeacTa-
BUTH Kao:

Foemny(@,t) = rea (14 75 DP) (wiey — we—n)) | (327)
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JIOK ce pacrnojesbeHa cuia kojoM (k + 1)-Ba rpena aenyje Ha k-Ty rpey MOXeE OIPEIUTH Kao:
Foo (. t) = k(1 4+ 75 D) (wies1) — wiry) - (3.28)

Wmajyhn y Buny jennauune (3.24)-(3.28), Bapujaija KHHETHUKE €HEPTH]je, 1e(hOpMaIiOHOT

paaa 1 pala ClioJballllbUX CHJIA 3a k‘-Ty rpeay ce, y3 IpuMCHY HapHI/IjaJ'IHe I/IHTCFpaI_II/IjC, MOKE
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OApPCaANTH Kao:

to to m(")
0T (jydt = / / PrAL + Z Mad(x — x4) | W)dw(yyde dt
t1 a=1
L N?n(k) to
= / PrAr + Z maé(x — l‘a) / u')(k)éu';(k)dt dzr
0 a=1 t1
nl(k)
/ / PEAk + Z med l‘ — .’L‘a u}(k)éw(k)dx dt,
. b an,
to . )
5H(k) / / / Ego*%dz + / .0l dz + ego*%dz | de dt =
t1 t1 _h _7 _% %

hs

/ / [ / w(iy2(cfiwliyz — ea By(H(x — 0) = H(z — L)))dz+

=
+ / Wiy 2Ys(1 + 1 D) w2 dz+

+ wz’k)z(cﬁwz’k)z +e31Es(H(x —0)— H(x — L)))dz ] dx dt =
he
2
to 1 L 7% hTS h75+hp
= / 65/0 lb ek 22dz + / Y,22dz + ek 22dz wE/k)2+
¢
1 chp— % =
he
+15b / Y,z%dz Tf‘w(k) (wz’k))(a)—i—
hs
7’17 hTS‘HLP
+ | —bes B3 / zdz +bes B3 / zdz | (H(x —0) — H(x — L))w, ] dr dt =
hs hs
—hp—T5 5

L L
:/ [/ YIkwE'k)(SwZ’k)dx—i—/ CsTH W (a)éw” ydz+
t 0

L
b [ R0 by Ba(H (@~ 0) — H{s — L)) dufyydelde =
0

t L
: a)€e31b
= /t [ /0 (Yfkw% + CST{"wE%’)( )%(hi + hshy)Es(H" (z — 0) — H' (x — L)))) dwry dz +

L
o 631b
+ (Yfkwg’k) +estiwfy ™ + 2 (h2 + hhy)Es(H(z — 0) — H(z — L))) Jwy,

o b
(Ylkw(k) + esrfruy @ + 631 2 (12 + hohy) Es(H' (x — 0) — H'(x — L))> Swx)

to
/6Wﬁ:
ty

2 L
= / 5/ (Fckq(l + 78 DP)(wiey — wig—1y) — #x(1+ 75 D) w1y — wiwy) — PkAkg) w,y dz dt =
0

ta
= / / (kal(l + 74 DP)(wiey — wig—1y) — kr(1+ 75 D) w1y — wiey) — PkAkg) dwy dx dt
t1 0
(3.29)
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rze je uckopumhena Hotauuja (o) = 2 (o) u (8)®) = D“(e). IloTpeOHO je HAOMEHYTH 1

Ja je MPUJIMKOM BapHjalivje MOTeHIIMjaHe eHeprije KO/l YiaHa KOjU MPEeICTaBIba eIeKTPOMeXa-
HHUYKO CIIPEe3arbe, OMHOCHO YTHIIA] TPUCYTHOT eJIeKTPHYHOT moJka F(t) Ha medopmanujy rpene,
YBEJICHO U IIPOCTOPHO ofpel)ere 00IacTu AejCcTBa eNEKTPUIHOT 110Jba, U TO TPUMEHOM X EBHUCaj-
noBux ¢yHkuuja H(x), mro je cranaapaHa npoieaypa y sureparypu [1]. Tume ce 06e36ehyje
Jla ¥ OBaj WJIaH OCTaHe PUCYTaH HAKOH MPOCTOpHE AU EepeHIHjalrje n3pa3a MPUINKOM HapIu-
janmHe uHTerpamnuje. Takole, HarmOMULE c€ /1A je MPBU U3BOJA XeBHCAj10BE (YHKIH]E 3aIPaBO

JupaxoBa fenrta QyHKIHja, OAHOCHO:
H'(z) =6(x). (3.30)

[open Tora, y jeqnaunHama (3.29) yBeneHe Cy U O3HaKe:

s b e n, ”
YI,=0b / ek 22dz + / Y,2%dz + ek 2dz | = 3

_hs he hy
2 2 2

>
e

cs=b Y,22dz = Y, I, ,

=
of \N‘

(3.31)
rae cy Y u [, penakcupaHu MOIYO €JIaCTUYHOCTH Marepujajia U MOMEHT WHEPIHje MOMPEYHOT
npeceka Hoceher nena 6umopdHe rpene, peCleKTUBHO.

XamuntonoB npunimn (2.30) ce kopumhemeM jennauuna (3.29) Mmoxe U3pa3uTu Kao:

a=1

N,
L ™ (k)
/0 < (pkAk + 2, madla - xa)) Wy + i (w(E)) @ + Y Igywih+

+rro1(1+ 75 DP)(wiy — wg—1)) — k(1 + 75 D) (wiag1) — wiey)—

1b
— peArg + —(hQ + hshy)E3(8' (x — 0) — &' (z — L))) dzw,)+
(3.32)
L

a e31b
+ (Yfkw(k) + esrirwfy @ + 2 =5 (hy 4 hahy) E(H (2 —0) = H(x — L))> wy,

0

]dt:o,

L
. (Yfsz/é) + oot E//)(a) 631b(h2 + hsh )E3((5(x —0)—d(x — L))) 5w(k)

0
k=1,2,...,Ny.

Opnagne ce TUpeKTHO 100uja cucteM nudepeHnnjamHuX jeanaunnaa kpetama [IEJIA y o6muky:

N,
"n(k)
PrAL + Z mad(m — xa) ( ) + csTy (wé’,g’))(o‘) + YI(k)wE/]g) + Hk,1(1 + TQBDﬂ)(w(k) — w(k_l))—
a=1

631b

— k(1 + 72 D% (w W) — W) — prARY + 5 (h2 + hshy) E3(8'(x — 0) — &'(x — L)) =0,
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y3 TPaHUYHE YCIIOBE:

(Yfkw + cm W), (a ) dwy

(3.34)
(YIkw( b+ CsTy wE’,f;)(a)> Swy

0

Jennaunnama (3.33) u (3.34) y3 oarosapajyhe nmouetHe ycnoBe oapeleHO je MEXaHHUIKO MO-
Hamame cucrema. MelyTum, ¢ 063MpoM Ha TO Aa Cy MHjE30eIeKTPHYHH ClI0jeBU OMMOpP(HUX
rpesa cucTeMa MOBe3aHHu y €JIEKTPUYHO KOJIO OTIIOPHOCTHU [, MOMEHYTHM jeJHaYMHaMa je Io-
TpeOHO NPUAPYKUTH U JeTHAYMHY €IEKTPUYHOT KoJIa Kako Ou mpo6siemM 010 y MOTITYHOCTH OJpe-
hen. Crora he y HacTaBKy TeKcTa OWTH WM3BEJCHA M jeJHAUYMHA €JIEKTPUYHOT KOJA 32 CHCTEM
NoBe3aHuX OuMopdHUX rpena, KopuithemeM 3amMmeryjyher CTpyjHOTr Kojla Kako je OIMUCaHO Ha
npumepy jeaHne oumopdue rpene y Ilormaspy 3.1.1.3. C 063upoM Ha TO J1a Cy Y KOHCTPYK-
unju [TEJIA koja ce oBme mpemyiaxe, MUje30-CI0jeBH OMMOP(GHUX Tpefa y eNeKTPUIHO KOJIO
MOBE3aHU MapajelHo, TO he U jeqHaYrHa eNeKTPUYHOT Kojla OMTH M3BEJieHa 3a OBaj ClIy4aj, y3
HaloMEHY J1a ce MPUKA3aHU [TOCTYMAaK MOXKE IPUMEHHUTH U Ha CIIy4aj peJiHe WM MEIIOBHUTE BE3e

T1]€30-CJI0jeBa, YKOJIUKO Ce 3aMemyjyhe cTpyjHO Koo popMupa Ha oAroBapajyh HaduH.

3.3.2 JenHauyuHA eJIEKTPUYHOI KOJIAa 32 cucTeM OMMop(dHuUX rpeaa ca ma-

paJieJIHOM Be30M IHje30-CJI0jeBa

Cucrem noBe3annx OMMOpPGHUX T'peia ca mapajeTHOM BE30M ITHj€30-CJI0jeBa U OAroBapa-
jyhe 3amemyjyhe enekrpudno koo npukazanu cy Ha Coumm 3.7. VY ckiagy ca HarmoMeHama
u3HetuM y [lornmasspy 3.1.1.3, cBaku muje3o-cioj ce y 3aMemyjyhem eneKTpudHOM KOy Mpe/-
CTaBJba y BUY KOHJIEH3aTOpa KanmauTuBHOCTH (), ¥ U3BOpA eJIEKTPUYHE CTPY]j€ jauuHe 7,, IPU
yeMy je moTpeOHO /1a BaXke penanyje:

£5340L

Cp:h,
P

. (3.35)
ip(k) = —eglbhpc/o wz/k) dr .

[TomTo cy cBM MHje30-CII0jeBU MOBE3aHM MapajeiiHO, HA CBUM €JICKTpoJaMa BiaJia UCTH
HAaIIOH Vv, IOK he ce jadrHa cTpyje pa3IMKoBaTH Of Tpefe 10 rpeae. Takohe, y muje3o-ciojeBuMa
jemne ucte OumopdHe rpeze he ce jaBuTH CTpyja MCTE jaunHe zg?,:)"]e = z'zﬁ,?)je = lpgy b =
1,2... Ny, nok he ce, y ommrem ciy4ajy, ycies padiudure aedopmaiimje mojeIMHUX rpena,
JjadrHa IPOU3BENICHE CTPY]j€ PA3IMKOBATH Y CJI0j€BUMA PA3TUIUTHX IPEJia, Tj. Y OMIITEM CITy4ajy
ouhe iy, # iy, #F ... F Ipiv,)- Ca npyre cTpaHe, ako Cy CBH ITHj€30-CJI0jEBU CAYMEHCHH O]
Marepujajga UCTUX CBOjCTaBa, €(EKTHBHA KaNallUTUBHOCT CBAKOI' cjoja 6uhe mcra, 0OJHOCHO
sz(of)nje C’dome = C«Sg’me C;l(o;]e = ... = Cd‘mj)e = C,. Nmajyhu T0 y BUIY, OUHIIIEAHO

je na he cBaka rpena, npema npsoM KupxodoBoM mpaBuily, yKyITHOM CTPYJHOM TOKY Y KOJIY

NIPUAOMATHA CTPYjy JaHHE i(r) = 2(ip,, — ic) = 2(ip,, — CpVv), Kao n na he yxkynna jaduna
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(a)

) n+ip

(6)

l(v+ [OE N  TY))

1”“&9 J_ in(t CH_J% %ap c% () cn_J% O ij—f " C"T Q%

R/J ﬁ//
Fpeaa 1 Ipeda 2 I'peda Np

Cnuka 3.7 bumopdna rpena ca nmapajieiHoM Be30M IHje30-CJI0jeBa

u oarosapajyhe 3amemyjyhe cTpyjHO KOO

CTpyje KOja Mpoia3u Kpo3 OTIIOPHUK OUTH jeHaKa:

N, N,
in = ity =2 (im) va>
k=1 k=1

(3.36)

Ako ce y3me y 003up aa he npyro KupxodoBo npaBusio ucnmucano 3a KOHTYpy | enekrpuaHor

kxoisa Ha Cimnum 3.7 maru:

VR —Vve=0 = vg=vgp=vV,

jacHo je na he OMOB 3aKOH UCITMCAH 32 OTHOPHUK IJIACUTHU:

Ny

VR \% . .
[RZE = EZQZ(/LP(M_CPV)’
k=1
yuMe ce 100Huja TpakeHa eJeKTPUYHA jeIHAYMHA Y OOJIHKY:
1
NyCy¥r + 5 v = > iy, =0,
k=1

e, Kao M JI0 caja, 3a CBaKy Off rpeaa u Jajbe Bake penanuje (3.15), omHOCHO:

£3.0L
C — =337~ ’
p hp

L
ip(k) = —631bhpc/0 wz'k) dx .

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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3.3.3 PemaBame 100MjeHOI CHCTEMA jeHAYUHA

3a mpeanokeHu MOeN TMHAMHUYKOT aricopoepa Ouhe kopuirheHa mapasieiiHa Be3a Muje30-
ciojeBa OumopdHUX rpena, Tako aa he cBe jemHaunHEe y HACTaBKY OBOT MOTVIaBJba OUTH U3Be-
JIeHe 3a Taj ciay4aj. [IpuTom ce HanoMuIbe J1a, YKOIMKO C€ KOPHCTH PEHA MM MEIIOBHUTA Be3a
I1j€30-CJI0jeBa, MOCTYIMAaK pelllaBama jeJHaYNHa 0CTaje MPUHLIMUIIN]EIHO UCTH, Ik CE MEeHbajy
M3pasy 3a jaurHy eNEeKTPUYHOT 10Jba U eIEKTPUYHH HAIlOH Ha eJIEKTpoama I0jeIMHUX 1Hje30-
ciojeBa, ma O, y TOM cily4ajy, Tpebajo NpuiIaroJuTy jenHaunHe. Jlakme, 3a mapanenny Be3y
TH]j€30-CJI0jeBa, y CJI0jeBUMA Pa3IMUYUTUX Tpeaa MpoTuiiahe elekTpudHa CTpyja pa3induTe ja-
YHHE iy (k) (1), anu he MpUTOM HAa CBUM €NEKTPOjiaMa BIIaJaTH MCTH eIEeKTPUUHH HaroH V(t), a

KaKo j€ yCBOJEHO Jla Cy CBH IH]€30-CJIOJ€BH HCTe AeOJbuHE hyy, TO e y CBaKOM C€10jy BaKUTH:
t
E(t) = ﬂ (3.41)

[Topehera paau, y ciiydajy penHe Bese /Ba I1je30-ciioja oBa jenHaunHa Ou riacuia £(t) =

v(t)
2hy

JIEKTPUYHH HAIIOH V (k) (1) Pa3IIMKOBaO O rpejie 110 Trpejie.

JIOK OM y CBaKkOM OJI CJI0jeBa MPOTHIIANA eJICKTPUYHA CTPYja UCTE jaunHe ip(t), amu Ou ce

3a oBJie pa3MaTpaHu Cllydaj apajieiiHe Be3e M1je30eIeKTPUIHIX CJI0jeBa, NudepeHinjanina
JjeaHaunHa KpeTama rpeja cucrema aara je jeqHadnaoM (3.33) koja, umajyhu y BUIy jeqHauMHy

(3.41) mocraje:

Ny
oAy + Z mad(x — q) | Wiy + CST{"(wE%’))("‘) + YI(k)wE',;’) +rp_1(1+ TéBDB)(w(k) — Wk—1))—
a=1
— k(14 75 D) (Wikt1) — wy) = prArg — v( (@ —0) = &' (@ = L)) =0, k=12, ,N,,
(3.42)
y3 IPaHUYHE YCIIOBE:
z=0: w(k)(oat) = wb(t) ) wgk)(oat) =0,
v =L YIuwly(Lt) + csrfwly (L) = 0, YL (L, 1) + csrfwlfy @) (L,t) = 0,
(3.43)
IJie je yBeJeHa O3HaKa:
Y= 631[) hpc y (344)

_ hs h . .
a hye = % + 3, Kaxo je panuje Beh HaroMeHyTo.
3a pa3marpaHnu ciiy4aj, eneKTpuyHa jennaunaa nmahe oonuk (3.39), kao mTo je u3BeeHO Y

IpETXOIHOM II0IIaBJbY, a OB/C he OuTH ITOHOBJHLEHA paau OperiaCaHOCTU:

o1 "
NyCp¥ + 5 5v + Z;ﬁ /0 Wy dz = 0. (3.45)

Kao mro je onucano y Ilormassby 2, rpannynu yciosu (3.43) ce MOTY XOMOT€HHU30BaTH

YKOIIHIKO C€ allCOTyTHA TIOMEpama w k) (, t) IpHKaXy Kao CyHNepIo3HInja KpeTama rpejie Kao
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KpYyTOT TC€JIa U pCIIaTUBHUX MOMEpamka Ta4aka rpeac y O4HOCY Ha YKIbCIITCHU Kpaj, OAHOCHO:
w(k)(x, t) = wb(t) + wTel(k) (l’, t) . (346)

Tana cucrem jennaunHa (3.42) npenasu y:

Nom iy

oA + Z M0 (T — 2a) | Wrer(ry + 71 (Wrey ))(a) + Y Tyw, g —
a=1

(3.47)
— K1 (1 + TQﬂDﬁ)(wrel(k) — Wrei(k—1)) + k(1 + TzﬂDﬁ)(wm(Hl) — Wrel(k))—
—Iv(§'(x—0) = (x— L)) = Fuy, k=1,2,..., Ny,
TJIC je yBeIeHa O3HaKa:
NT’L(k)
Fey = Fy (2, t) = ppArg — | prAr + Z mad(r — z4) | Wy, (3.48)
a=1
y3 IPaHUYHE YCIOBE:
=0 W (0,t) =0, w;el(k)(o,t) =0
r=1L: YIkw;'el(k)(L,t) + csTf“w;'el(k)(a)(L,t) =0, Ylkw:,'él(k) (L,t) + CSTf‘w;fél(k)(a))(L,t) =0,
(3.49)
U jeJIHa4YMHY €JIEKTPHYHOT KOJIa:
1 [r
NyCp¥ + 5 v + ; W /0 Wy o =0 (3.50)

3.3.4 TajepknHOB aPOKCMMATHBHU METO/

Ca TpeHyTHUM pauyHApCKUM KalallUTeTUMa, TAYHO Pelee 32 MpoOiIeM ca BUIIIE JJOAATHX
KOHILIEHTPUCAHUX Maca Ha rpejiama ca rmopactoM Opoja 1ofatux maca Op30 IocTaje MpeBulle
CJIO’KEHO 3a MPAaKTUYHY IPUMEHY U pellaBame jeJHaYMHa y peasHoM BpeMeHy. Crora he Outu
ynorpebbeHa [anepkiHOBa aHATMTHYKA aTPOKCUMATHBHA METO/1a OTE)XXKAaHOT OCTaTKa, ra he pe-
JaTUBHA MIOMEpamba Tauyaka peia y OTHOCY Ha YKJbEIITEHH Kpaj OMTH aipOKCUMUPaHa KOHAYHUM

penoBuMa:

Wrel(k)( Z Dwyi (@) qeryi(t) (3.51)

r1e ¢y ¢(x)i(«) nomohHe, mpobHe QyHKIHjE, a ¢(1); () HeTIO3HATE BpeMeHCKe (yHKIIH]je Koje Tpe-
6a ogpenutu. Kox lNanepkunoBe Metone, mpoOHe GyHKITH]jE ce MOTY OMpaTH IPOU3BOJHHO, Tl
u3 ckyma "kommnapatuBHUX" GyHKIH]jA (eng comparisson functions), OMHOCHO (pyHKIIH]ja KOje Ha
rpaHMIlaMa JIOMEHa CTPOTO 33/I0BOJbaBajy IMOCTAB/LCHE TPAHUYHE YCIIOBE U Koje cy Meh)ycoOHO
oproroHaiHe. [lomiTo je y aHamM3u Koja ce OBJE MPUKa3yje YTUIA] JONATUX KOHIICHTPHCAHUX
Maca Ha rpeziama yBeJieH npeko JlupakoBux aenta GpyHkimja, kao npooHe GyHkuuje 3a ['anepku-
HOBY arpokcumariijy ouhe kopumrherne GyHKIHje 00JMKa TOHOBA OCLUIOBAA NPASHUX 2peod,
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OJTHOCHO oxroBapajyhux rpena 6e3 oooamux konyenmpucanux maca [161]:

1 _ _ cos BiL + cosh BiL - I
<Z>(k)i(x) =4/ AL (cos Bix — cosh B;x + Sin L+ sinh B L (sm Bix — sinh Bm)) ,  (3.52)

U 4emy je:

24 o PrRAR
B = @iyr T (3.53)

i-TH OE3MMEH3H]CKH apameTap (PPEKBEHIIE, a W(;); J€ ¢-Ta COIICTBEHA (PPEKBEHNA k-Te Ipene
KaJ] OHa He OM MMaJia 1oJare KOHIIEHTpHCcaHe Mace. be3auMen3nonu GppekBeHTHH MapaMeTpH [3;
Cy 3aIpaBo KOpeHU (PpEeKBEHTHE jeJHAYNHE, KOja 3a Mpa3Hy KOH30JIHY rpeay [161] (6e3 nogarux

KOHIICHTPHCAHUX Maca) uMa OOJIHK:
14 cos B;Lcosh ;L = 0. (3.54)

Ogaxko nedunucane (yHKIMje 3a70BOJbaBajy rpaHuyHe ycioBe 3a x = O u x = L, u npu-

TOM cy Mel)ycoOHO OpTOHOpMHpAHE Y OHOCY Ha Macy Tpeie, ITo je 00e30eheH0 KOHCTaHTOM

\/ m’ OJIHOCHO BaYKU:

L
/ PkAk¢(k)i($)¢(k)j (z) = 04,
0 (3.55)

L

rze je 0;; Kponexepos nenra cum6oin. Tpeba jomr HanomeHyTu 1 To 1a he y okBupy mozena ITE-
JIA xoju ce pa3maTpa y 0BOj AWCepTanuju, Oyayhu ga cBe rpee cucreMa umMajy UCTe TpaHndHe
yCIIOBE, 3a CBaKy Off 'pe/ia cucTeMa OUTH KOpHUIIheH UCTH cKyn poOHuX ¢yHkuuja. Mehytum,
paay ovyBama OIMIITOCTH, Y HAPEIHOM TeKCTy he jeHaunHe OUTH M3BEICHE 3a CIIy4aj Jia ce 3a
pa3nuymTe Tpee KOPUCTE PA3IMIUTH CKYIIOBU MPOOHUX (YHKIUja, a Y HYMEPUYKHM aHAJIN3a-
Ma JJaTUM y HapeIHHUM IOTIaB/biMa Onhe H3pHIuTO HaBEACHO O KOJUM ce MTPOOHUM (YHKIIHjaMa
pajiv ¥ KaKo ce OBJIe MPUKa3aHU U3pa3u M0jeTHOCTABIbY]Y 32 CBAKH O] THX MOCEOHUX CITy4ajeBa.

VYBohemem onucaHe arpoKcuMalije, pa3MarpaHy MMoJIa3HU CUCTEM jeTHauYMHa Mpenas3u y:

n Nom

S orAe+ D7 mad(@ = 2a) | bt + D el + O Y kbt
=1 i=1

i=1 a=1

+ Z Kie—1(1+ TQBDB)(Qb(k)iQ(k)i — Ole—1)i(k—1)i)—
i1

- Z k(1 + TQBDB)(¢(k+1)iQ(k+1)z — Oyil(kyi) —
i—1

—v(0'(r —0) = (x = L)) = Fpy = R{y #0, k=1,2,..., N,
(3.56)
rae je ca ;) # 0 03HAu€H OCTaTaK, Tj. TPELIKa APOKCHMALH]E.

[TocTaBspajyhu ycnoB Aa yKynaH OT€XaHU OCTaTaK, Tj. OJACTYIAHE OJ] TAUHOT pellekha, Ha
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1IEJIOM JIOMEHY Tpejie Oy/ie jeHaK HyJIH, CBaka O]l jeAHaYnHa cuctema (3.56) ce TOMHOXU CYK-
IIECHBHO CBAKOM OJ1 7 NPOOHUX QYHKIMjA ¢ (r);(x), j = 1,2,...,n M MHTErpaM y rpaHHIIaMa

[0, L], unme ce 3a cBaky ox N, rpesia cucTemMa 1001ja CHCTeM Off 1 jeAHAYHHA, U TO:

Nom iy

n L
Z/O preAr + Z M0 (T — o) | Pk)i®r); AT Giyit
=1 a=1

L n L
/0 CsTy By D (k) dq:) qg,f))i + Z ( /0 Y Iy w)i d:c) q(kyi—
i—1
L
/ Kk—1P(k=1)iD(k)j dx) (1+ TzﬂD’B)Q(k—l)i""
0

L
/ (Kk—1 + k) Or)iPk); dx) (1+ TQBDB)q(k)i— (3.57)
0

KOjI/I CC MAaTpHU4YHO MOXKC IIPCACTABHUTH KaO:

P (qk_1\
0] [May,] (0] § G p+ [0 [Cago] 01 D79 ap p+
[ P L Dse+1 )
(Qk—1\
+{[Cowna] (o) [Cs000a]| PP @+ (3.58)
 Dro+1 )
Qi1
+[[K(k)k—1] [K(k)k} |:K(k)lc+1:|] qdx =fi,
i1
k=1,2,... Ny.

3a ycBojeHe npoOHe (yHKIHje, nare jenHadnHoM (3.52), eneMeHTH MaTpulia y jeJHaYHHH
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(3.58) ce mory oapenuTu Kao:

Nin(r)

L
My, = /0 PeAk + Z M(k)ad (T — Twya) | Ge)i()Dryj(x) d =

1+ Za * m(k)aﬁb%k)i(x(k)a) 3287 =)
N,, . )
22" m(k)a¢(k)i($(k)a)¢(k)j (ﬂf(k)a) 341 j

L a—2 . .
THWE,, 3a1=j
[Camyly; = / YL@ (2 dr = e L
0 321 F# j
L 2 Ek1) 327 = j
72 J
|:C5(k’)k71:| i / 7S K1) S 1yidiyy d = VoAV ;
N 0 0 3aiF#
L B (K(r)THE=1)) sai=j
[CM) } B / 73 (K + R bidgy de = © :
i Jo 0 3ai # j
r _TQBL 381 =
[Cﬁ(k)k-i-l} i _/ 73 KD 1wy d = PR P A ;
N 0 0 3ai #£ j (3.59)
L - Sl 3a1 =
[K(km_J = _/ R S e :
N 0 0 320 # j

L L
[K(k)kL-j :/0 Y Iy (2) by (2) da + (kx + sz—l)/o k)i k) dx

—9 (H(k)-i-/i( _ )) .
_ )t AT =g
0 321 F#
L " 3=
[K(k)kﬁ-l}i' T / KPPy dv = VPV :
! 0 0 321 #

{ }J /m)j z=0)=d@—L)dr =7 /OL(bdx/(/k)j(x)(k)dx’
{fk}j: k)j /f (@, t) Py (x )dx+/LF(k)(x,t)qb(k)j(x)dx,

{Qk i q(k)j(t) & q) = [Gk) 1> k) -5 () ) 5
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Tpeba HanomeHyTH 11a Cy y cBakoj ox [V, MaTpuuHux jeaHadnHa (3.58) cBe moamarpure
pena n X n | Ja je MOTIYH BEeKTOp BPEMEHCKHUX (PyHKIIMja Koje (GUTYpHIly Y OBUM HU3pazuMa
pena n X 1, a kKako Cy yKyIHe MaTpuile KoepuildjeHara peaa n X 3n, To je 3ampaBo CBakKa Oj
ropeHaBe/ICHNX MaTPUYHUX jeHAUYMHA 3a1paBo pena n X n. Menucyjyhu oBakBy jenHaunny 3a
cBaky on [V, rpena, CBE OHE Ce MOT'Y CIOKUTH Yy MaTpUYHY jeJHAUMHY 3a I1e0 CUCTEeM Koja he

outu pena N, n X Ny n ¥ Koja ce MOXKe 3alucaTy Kao:

Mi+Coq® +Csq% +Kq—yv=Hr. (3.60)

OJTHOCHO, Y Pa3BHUjCHOM OOJIHKY:

M, a
Me),] a2
[M(B)S} ) a3
da” qq n
dt?
[M(Nb_l)Nbfl] Un.Np—1
M(thvlj ] In-Ny
[Caq),] a
[Ca2),] a2
[CQ(S)A a3
Do a4 +
[Ca(Nb_l)Nbfl] n. Ny —1
{C"‘(Nb)Nb] | n-Ny,
sy, Py,
C I C a1
B(2), B(2)y B(2)3 a0
RO I TN [Cﬁ<3>4] , 22
. D +
CBny-Dny o] [Py, ] [Py Ny -1
b b b Q0. N
mn- b
[Cﬁ(N”)er] [Cﬂ(N”)Nb]
Ky, K1y, qa; i f
K2), K(2), K(2); a2 %2 fa
K@), K@), [Kes),] a3 s f5
a4 B %4 V= fa
{K<Nb71)Nb—2} [K(Nbfl)Nb—l] {K<Nb71)N] Un-Np—1 In-Np—1 fronp -1
{K(Nb)Nbe [K(Nwz\fb ] Un- Ny, Ln-Ny .y,

(3.61)

Jakie, mpuMeHoM ["aJepknHOBE METOZE OTEKAHOT OCTATKA j€ M3BPIICHA TUCKPETH3AIH]ja
MIPOCTOPHOT JOMEHA TOJIAa3HOT CHCTEeMa jeJHaYMHA KpeTama rpeia, YuMe je T00UjeH CUCTeM
on Ny n cuMynTaHux QpakIUOHUX TU(PEPEHIINjaTHUX jeJHAYMHA 110 HETTO3HATUM BPEMEHCKUM
yskumjama gy (1), 7=1,2,....,n, k=1,2,...,Nynv(t).

[Topen tora, moTpebHO je M y jenHadnHy enekrpudHor kona (3.50) yBectu ["anepkuHOBY
arnpoKCUMallMjy 3a pejaTUBHA OMepama Ipeia y OAHOCY Ha YKJBELITEHHU Kpaj rpefe, YuMe ce
nobwuja:

Nbcpv+%v+22( / S d:c) dory; = 0. (3.62)

k=1 j=1

Jennaunne (3.60) u (3.62) unHE MONTYH CUCTEM jeJHAYMHA KOjUMA CE€ OINHUCYje MOHAIIAbe
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pa3MarpaHor CUCTEMa MOBE3aHUX OMMOP(HUX MHje30€TeKTPUIHUX Tpera.

MehyTum, 300T IPUCYTHOT €IEKTPO-MEXaHUIKOT CIpe3ama, Kao U cripe3ama u3Mel)y moje-
JUHUX BpeMeHCKHUX (yHKIHja y ['anepkrHOBOj ampoKCUMAIIMjH IIOMepama I'pesia, OBaKo 1001-
jeH cucteM (paKIUOHUX TUPEPEHIN]jATHIX jeTHAYNHA HE MOXKE C€ Y OIIITEeM CIIy4ajy PEIIUTH
JMPEKTHO, OTHOCHO HUje Moryhe M3BpIINTH JUjaroHann3anyjy marpuua cucrema. Crora he
Hajrpe GpakIMOHU W3BOAU Koju purypumry y jenHadyuHu (3.60) OUTH anmpOKCUMHUPAHU TIPEKO
1e100pojHUX M3BO/IA, a OHAA he 3a pelaBame EeJOKYTHOT CUCTEMA jeIHaYHHA, YKIbYUyjyhu u
JeAHaunHY 3a eNEKTPUIHO KOJI0, OMTH MpuMemeHa tbymapkoBa HymMepuyuKa METO/1a, Kao IITO je

OIIMCAHO Y HACTAaBKYy TCKCTA.

3.4 Anpoxcumanuja ¢ppakuuoHOr U3BOAA

3a pemaBame cucteMa jenqHadnHa u3BeaeHor y [lormasspy 3.3.1 Ouhe kopumrhen nocrymnak
koju cy npemnoxkuian Epanrenaroc u Cnanoc (Evangelatos, Spanos) [182], a xoju ce 3acHuBa
Ha kopuithewy ['punBang-JletwrkoBibeBe qeduHUIM]E GPAKIIMOHOT U3BO/IA U HETOBE allPOK-
CHMallije OKOJTHUM H3BOJMMA LEI0OPOJHOT pea, YMMe C€ CHCTEM (PpaKLMOHUX, CBOJHM HA CH-
cTeM oOnyHUX audepeHrjanaux jennaurnaa. OBaj CUCTEM jeTHAYMHA CE TIOTOM MOXE PEITUTH
npuMeHoM bymapkoBe MeTo/ie 3a AUPEKTHY HyMEPHUYKY MHTErpaIfjy Y pa3MaTpaHoM BpeMeH-
CKOM JIOMEHY.

Panu npernennoctu, opne he 6utu noHoBsbeHa [ punBana-JlerwukoBsbeBa nedunuirja ppax-

HMOHOT u3BoJa fAara y Ilormasspy 2:

h—0 'S
nh=t—a r=0

DPf(t) = lim h? hz (—1)T<p)f(t—rh), (3.63)

y3pe Rum<p<m+1.
YKOJIMKO Ce 3a JIeBU TEPMUHAJ y3Me TIOYETHU TPEHYTAK, Tj. @ = (), a pa3MarpaHu BPeMEHCKH
JIOMEH ce MO/ Ha KOHaYaH Opoj cerMeHara Tpajama h, BpeIHOCT (paKIMOHOT U3BO/IA pena

« 32 BpeMeHCKyY QyHKUH]jy ¢(t) ce HyMeprdIKn MOXKE OPEIUTH Kao:

Ngr, NeaL

oD8q(t) = lim  A7® (—1)”(i>q(t—rh)zzhiaGqu(t—rh), (3.64)

h—0
Ngrh=t—0 r=0 r=0

rae je N¢z 6poj wiaHoBa y HaBelIeHO] CyMH KojoM ce oapelhyje Hymepuuka BpeaHocT [ pruHBan -
JleTHUKOBIBEBOT (PAKIIMOHOT U3BOJIA.

Nmajyhu y Buay na je popmyna 3a OMWHOMHH KOS(PHIIN]EHT:

(n):n(n—l)(n—Q)---(n—r—i-l)’ (3.65)
r 7!
jacHo je na ce I'punBana-JlerwmukoBsbeBu koepuuujentu GL,, r = 1,2,..., Ng Mory cpady-
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HaTH Kao:

GL,={ —a, r=1 . (3.66)
T_(:f—_lGLT_l, T:2,3,...,NGL

CymriHa MeTozia Koju cy npezioxenu EBanrenaroc u CriaHoc cactoju ce y IpUMEHH JBO-
CTpYKe JUCKpeTH3alllje BpeMEeHCKOTr ToMeHa. Hanme, 3a 10BOJbHO TauHy alipoKCUMAIHjy (hpak-
LIMOHOT U3BOJIa TOTPEOHO j€ y3€TH PeIaTUBHO BPJIO (PHHY MO/EITY BPEMEHCKOT JOMEHA, OJTHOCHO
peNaTUBHO Mally BpeJHOCT UHTepBasa h. MehyTum, y nuspy nodosbliiamba HyMepHuKe eduka-
CHOCTH MPOpauyHa, IOMEHYTH ayTOPH MPEIJIOKHIN Cy /1a C€ 32 HyMEPHUKY MHTErpaIujy Ko-
pucTH apyra, Tpy0Jba JUCKpeTH3alija BpEMEHCKOT JOMEHaA, Kao IITO je Mpuka3aHo Ha Cnunu
3.8.

jAt jAt
\( A
( h
/)
tiarop -+ tizgw e tigow.. Yegeop oo Y e bigopr - bizp oo gy e Ligp ity
_,|||||||||||,,,||||||||||||_,,||||||||||
I | I LI I | I LI I L I I LI I L
ti-2j-1> tii-2)) tizjiby i1 Eeinj> ey Li-2) ti-1p Ly
-
At

Cnuxa 3.8 [llemaTcku npuka3s 1BOCTpyKe JUCKPETU3ALIM]€ BPEMEH-
CKOT JIOMEHa, NpeJyioxkeHor of ctpane EBanrenaroca u Cnanoca

Y TpeHyTKy ;) CBaka 01 pa3MaTpaHuX BPEMEHCKHX (yHKIHMja ce pasBHje y Tejnopos pen
yHarpar, y3umajyhu y o03up rpy0sby JUCKpETH3alH]y BpeMeHa, Ha uHTepBary At. Benmnunna

OBOT TpyOJbET BPEMEHCKOT KOpaKa Ce yCBaja TaKo J1a BaXKH:

T
At < —, (3.67)

10
rac je T OCHOBHHA HCpI/IO,[[ OCHHUJIOBaAKa €KBHUBAJICHTHOI' €JIACTUYHOI' CUCTEMA 3a pa3ManaHI/I

cucteM. [Ipurom je moTpedHO 1a ogHOC rpyoor U GUHOT Kopaka Oyjie y TpaHuIiaMa;

%:p%5+20. (3.68)

Kana ce pynxuuja passuje y Tejnopos pen ynarpar y TpeHYTKY (;), y3UMa Ce 11a Taj pell 1aje
JIOBOJBHO JTIOOPY anmpoKCUMAIIH]y y TIPETXOMHUX j rpyoux kopaka At. HakoH Tora, y TepHYTKY
t(i—j)» TOTPeOHO je HOHOBO pa3BuTH GyHKUHM]y y Tejnopos pen yHarpar, npu 4eMy he Taj pex na-
TH JI0OBOJLHO I00PY allpOKCUMALM]y CBE JI0 TPEHYTKA £ (;_2;), KaJla je IOTPeOHO IOHOBO Pa3BUTH
(GYHKIMjY U TaKo JTaJhe, Ha CBAKUX j KOpaKa, CBE JIOK Ce He y3Me Y 003Up TOBOJFHO JIyra HCTOPH-
ja ontepehema 1a Ou ce ppakIMOHU U3BOI Y TPEHYTKY ;) allpOKCHMHUPAO €a 33710B0JbaBajyhom
TayHoIIhy.

Teopercku memano, no aedununmju Gpaximonor u3sonaa [160] tpedano 6u yzetn y 003up
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LEJIOKYITHY UCTOPHU]Y TIpolieca off TpeHyTka ¢ — —oo. [Ipema Tome, y HyMEpHUYKHM MIpOpady-
HUMa, IIITO CE Jy’a UCTOpPHja y3Me Y 003Hp, TO C€ allPOKCUMATHBHO PEIICHE BUIIIC TIPUOIIHIKA-
Ba TAQ4HOM pellemy. Tako Ha IpUMep, ako O ce y TPEHYTKY t(;y mocMarpajga caMo UCTOpHja
npoleca Ha NPeTXOAHOM MHTepBany jAt Ha kojeM pa3Boj y Tejiopos peny TpeHyTKy t ;) aje
JIOBOJBHO JTOOPY alpoKCUMAIH]y, (ppakIIMOHN U3BOJ Y TOM TPEHYTKY OMO OM apOKCHUMHUPAH ca
ceera Ng;, = jp I'puaBann-JleTlhuKoBIBEBUX KoeduijeHata y u3pasy (3.64), mro He naje 3a-
noBoJbaBajyhy taunoct anpokcumanuje [ 182]. Crora je noTpeOHO y3eTH y 003up BUIIIE TAKBUX
uHTepBasa jph = jAt, unMe ce yBOJIU HEOMXOIHA KOPEKIIHja Y alpOKCHUMAIIH]Y.

Hexa je 3a 10BOJbHO 100py anpokcuManujy GpakuuOHOT U3BOAA Yy TPEHYTKY t(; NOTPEOHO
y3eTn y 003up nperxogaux N, + 1 uaTepBana jAt, OMHOCHO MOCMAaTPaTH UCTOPH]Y Y YKYITHOM
tpajawy o (N.+1)jAt = (N.+1)jph. To 3Ha4u Aa je MOTPEOHO MOCMATPATH TIOYSTHH, HYJATH
WHTEpBAJI alipoKCUMaIyje, u jorr N, ToaaTHUX, KOPEKIIMOHUX nHTepBaia. [Ipema Tome, y uspa-
3y (3.64) he dpakimonn u3Box 6ut anpokcumupad ca ykymao Ngp = (N, + 1)jp I'punBani-
JleTHUKOBIBEBUX KOoe(UIIMjeHaTa, O/l KOjux he ce MpBHUX jp Koe(dulljeHaTa OTHOCUTH Ha Bpe-
MEHCKHM HHTepBa [ty —j AL, t(;], Apyrux jp Ha maTepBan [t ;) —2jAt, t(;y — jAt], n Tako penom,
CBE JI0 TTOCIIE/IIET YBEICHOT KOPEKIIMOHOT UHTepBana [ty — NyjAt, t; — (N, — 1)jAt]. Ilpu
peliaBamy MPaKTUYHUX MpoOieMa, YIIIaBHOM je A0BOJbHO y3etu N, = 3 + 10 [182].

AKO Ce NPHJIMKOM allpOKCHMAIIU]€ Y CBAKOM ITOCMAaTPaHOM TPEHYTKY ;) 3a JUCKPETH3AILH]y
BPEMEHCKOT JIOMEHA YCBOj€ YBEK UCTE BPEAHOCTH h 1 At, MOTY ce yHarpe. OPESIUTH BEKTOPH
anpokcumanuje koju he OUTH MCTHU y CBAaKOM OJI IOCMATPaHUX TPEHYyTaKa BpeMEeHa, YuMe Cce
MOCTYTIAaK MIPOpadyHa Aajbe M0jeHOCTaBIbYje U yOp3aBa.

Hamwme, y TpeHyTKY t;y BpeMeHCKa yHKumja ¢(t) ce Moxe pa3BuTH y TejnopoB pex yHaTpar

Kao:
2
q(ty —h) = q(t1y) = g1y = a) — hdg) + 5pde) + -
. 2h)~ .
qtey —2h) = q(tyi—2)) = qri-2y = q) — 2hdg) + ( 2!) @ -
: : : jp —1)°h*
q(te — (Gp — Dh) = q(tpi—(p-1)}) = Qi-Gp-1)} = 96 — (G0 — Dhdgy + (2!)(1@ o,

(3.69)

IJe je y MHICKCHMa KOpHIINEeHa 03HaKa (4} 3a 00eJIeKaBamke TPEHYTaKa YKOJIHUKO CE€ KOPHCTH

¢una nogena, a (o) 3a oOenekKaBarmbe TPEHYTaKa BPEMEHA YKOIIMKO CE KOPUCTH rpyba mozmena

BpEMEHCKOT JoMeHa. Tako ce, Ha mpumMep, BpenHocT GyHKuuje ¢(t) y jeAHOM HCTOM TPEHYTKY
Bpemena t(;y — 2At = ty;) — 2ph moxe o3HaduTH Kao q(t , — 2At) = q(t,, — 2ph) = qi—op) =
q(i—2), Cnka 3.8, ¥ TaKo peIoM, aHAIIOTHO, U 32 CBE OCTaJIe MOCMaTpaHe TpeHyTKe BpEMEHA.

Hagenena anpoxcumanuja BaXku CBe JI0 TPEHyTKa I(;_jy, Kafa ce QyHKIHMja IOHOBO MOpa

pa3ButH y TejnopoB pen yHaTpar, ajav OBOT IyTa KOpucTehu BpenHOCTH (QYHKIHjE U HECHUX
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13BO/Ia y TOM TPEHYTKY, OJHOCHO Ouhe:

q(tay —gph) = qlti—jpy) = a4t ;) = a4,
) ) h? .
q(tyy — (Gp+1Dh) = q(tii—jp-1)}) = Qimjp—1)} = Ui—j) — hdi—g) + Srdti-g t -

' _ ) (2n)?% .
q(tay — (Gp +2)h) = q(tri—jp—2)y) = Ai—jp—2)} = QGi—j) — 2hqi—j) + o1 dti-4) +.o,

(jp—1)°h* .
Ty Qi) T

2!
(3.70)
¥ OBa alpokcumalirja hie BaXUTH CBe 10 TPEHYTKA t(;y — 2jph Kama je IOHOBO ITOTPEOHO pa-
p i peny (i) Jp J p p

q(tuy — (25p — Dh) = q(tri—2jp-1)}) = Qi—@jp—1)} = Qi—j) — (P — Dhqi—jy +

3BUTH QYHKIH]Y y TejnopoB pen, caga kopuctehu BpeqHocTH QyHKIIMjE U BbeHUX W3BOJIA Y TOM
TPEHYTKY M Tako penom, /N, ImyTa, CBe JIOK Ce He allpOKCUMHUpa Iiela pa3MarpaHa MponuIocT 3a
TPEHYTAaK ;).

Jennauune (3.69) u (3.70) mory ce mpeacTaBUTH MaTPUYHO Kao:

q(tay) aiy 1 0 0
q(tw —h) q(i-1} 1 —h h2/2 a0
qtey —20) | = Gy |~ | 1 =2h (2R)%2] | g,
: : : : : Gy
| altey —Gp=Dh)| | @G| | 1 —Gp-1h M
(3.71)
q(tu — jph) q{i—jp} 1 0 0
q(tey — (jp +1h) Gimjp-1} 1 —h h?/2 Qi)
dtey —Gp+2)h) | = | qupn |~ | 1T =20 @R22| | dup]|
5 5 : : : i)
| altey —Zp=Dh)] | duepy] | 1 —Up=1Dh M
(3.72)

a CIIMYHU M3pa3M Ce aHAJIOTHO MOTY MCITUCATH U 33 CBE OCTaJIe TPEHYTKE pa3MaTpaHe HCTOPHje
y KOjuMa ce aHanm3upana QyHKIHja pa3suja y Tejmopos pex.

Morke ce 3akJby4nTH JJa MaTpulla WiaHOBa paszBoja y Tejmopos pen:

1 0 0
1 —h h2/2
H=| 1  —2n  (2n)%2], (3.73)

: (jp—1)%h?
1 —(jp—1h =—

naje Besy u3Mel)y ¢punHe u rpyde TUCKpeTH3alje BPEMEHCKOT JJOMaHa M JIa BaKi HA CBAKOM O]
(N, + 1) unrepBana jAt nocmarpate ucropuje mporeca. Takole, npumehyje ce u 1a oBa Ma-

TpULIA pefa jp X 3 0CTaje MCTa 3a CBaKM IMOCMATPAaHU TPEHYTAK BPEMEHA, YKOJIHMKO CE€ YCBOjH
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XOMOT€Ha JIUCKpETU3allija BPEMEHCKOT IOMEHA U 3a/Ip Ke TIpBa TpH wiaHa y TejimopoBuM peno-
BUMa, OJJHOCHO YKOJIMKO C€ YCBOjH KBaJ[paTHA alipOKCUMAIlHja BPEMEHCKUX (YHKIIHja.

Kao mrTo je Beh HarmoMeHyTo, YKOJIMKO ce TocMaTpa yKyITHa UCTOpHja TpoIieca y Tpajamy Ol
(N, + 1)jAt, oHa ce MOXe TIOJCIUTH HA MTOYCTHH, HYJITH HHTEPBAI AllPOKCUMAIIH]E, U Ha jOII
N, nonatHuX, KOPEKIIMOHUX UHTepBana. Tako ce u [ punBana-JIeTHUKOBHEBU KOe(DUIINjEHTH,
Kojux ykymHo uMma (N, + 1)jp, MOTYy pa3BpcTaTi y BEKTOpE Iy>KHHE jp, IpeMa HHTEPBaTy KOjeM

MIPUIIAJajy, OJHOCHO:

GLy = {GLY, GLY, ..., GL®

Jjp—1J>
GL, ={GLj,, GLS, ,, ..., GLy;, 1}, (3.74)

GLNC — {GLEXNC_I)JP, GL?NC—I)]IH-I’ s ey GL?VCJP—I} .

Nmajyhu cBe MpeTXOAHO HABEICHO Y BUIY, (GDPaKIHOHU M3BOA peaa « pyukumje ¢(t) ce'y

TPEHYTKY ¢ = t;y, NCKa3aH jeqHaYuHOM (3.64), MOKE IPUKA3ATH Kao:

(a) _ @ _ 7o =1
¢ Olimry = iy =0Df alt) % Y - GLig(t —rh) =
r=0
1 q()
Gy
1 4(i—3)
+ 2 [GLip GLjptr GLypra .. GLajpa]H | Gy |+ +
qi-j)
] 4(i—Nej)
tia |GL(N.~1)jp GL(N.~1)jpr1 GL(N.—1yjpy2 - - GLngp1 ] H | iy
G(i—Nej)
(3.75)

VY3umajyhu y 063up jeguaunne (3.73) u (3.74), Mory ce oapeauTH BEKTOpH alpOKCUMAIIH]E
3a MMOYETHH, HYJITH WHTEPBAJ alpoOKCHMAIIHje, U 32 CBAKU O[] JOMATHUX V. KOPEKIIHOHHUX HH-

TepBaia Ay)XKWHE Tpajama jAt, OMTHOCHO:

- 1 -«
Dy = ﬁGLoH = {Do1, Doz, Dos},
(3.76)

1 -«
GLCH = {Dcla DCQ, ch} R CcC = 1,2, ceey Nc.

D,=—
ha

YKOJIHMKO ce€ OBH U3pa3u 3a BEKTOPE allpOKCUMallje yBpCTe Yy jenHauuny (3.75), y KoHauHOM
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ce (paxurony u3BoA QyHKIM]jE Y TPEHYTKY ¢ = £(;) MOXKe alPOKCUMHPATH Kao:

Ne
q(a)(t<l)) = C](a) ~ D03Q<>+D02 Q(>+D01q +Z C3q2 cj) +D02 q<z cj) +Dcl q(i— cg)) .

=1
(3.77)

[Ipumehyje ce na je hpakMoOHN U3BOJ ATPOKCHMHPAH IMPEKO OKOJIHUX 11eJI00POjHUX H3BO/IA,
Kao ¥ Ja je Mmope] anpoKCUMallije Ha TOUYEeTHOM, HYJITOM HUHTEpBaly, Y K0joj purypuiry Bpea-
HOCTHU (PYHKIIHj€ ¥ FBeHUX (LeJ0OPOjHUX) U3BO/IA Y IIOCMATPAHOM TPEHYTKY, IOTPEOHO Y3eTH y
003up jour u N, KOpEeKIIMOHUX UHTEpBaJa, rae (purypuiry BpeJHOCTH QyHKIIH]€ U lbeHUX U3BOAIA

Ha KpajeBUMa TUX MHTepBaJa.

3.5 Ilpumena anpokcumanuje ppakuMOHOT U3BOAA HA MPeET-

XOHO JO0MjeHH CHUCTEM jeJHAYUHA

Cana je moTpeOHO ONMMCaHM MOCTYMAK alPOKCHMAIFje (PpaKIIMOHOT U3BOJa IPUMEHUTH Ha
MPETXOHO M3BelneHu cucteM jenHaunHa (3.60) u (3.62), koju he oBne OUTH UCIIMCAH TOHOBO
paziu mperiieTHOCTH:

M{+Coq® +Csq% +Kq—yv =T, (3.78)

NyCy¥ + %v + Z Z ( / B da:) Gy = 0. (3.79)

[Tomto ce y jennauwnnwm (3.78) jaBibajy aBa (ppakiroHa U3BOJA, pela o ¥ peia [3, MOCTyIaK
anpokcumanyje onucad y [lornmasspy 3.4 6uhe morpeOHO MPUMEHUTH J(Ba IyTa, OAHOCHO 32
CBaku o] ppakIMOHUX U3BO/Ia ToceOHO Ouhe MOTpeOHO OPEUTH BEKTOpE alpOKCHMAIIH]e.

[Toctymak mpopauyHa je cienehu. Hajmpe ce ycBoju oarosapajyha guckpeTru3saiuja Bpe-
MEHCKOT JIOMEHA. 3aThM ce oapese BpeaHocTH | puHBana-JIeTlUKOBIbEBUX KOeUIljeHaTa 3a

CBaKku o] PpaKkIMOHUX U3BOAA y jenqHaunn (3.78), u To:

GLS =1,
GLY = —a,
GL?‘:#GLTI, r=2,3,...,New,

(3.80)
GL; =1,
GLy =5,
Grf =" =P e o Na.
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3artuM ce OBU KOC(PUIIM]SHTH Pa3BPCTajy Y BEKTOPE JTYKUHE jp:
GLy = {GL§, GLS, ..., GLS,_},

GL, ={GL%,GL%,\, ..., GLS; .},

Jp’

GLNC == {GL((INC,DJP, GL Nc 1) ip+1s © GL%gj])*l}?

(3.81)
GLy = {GLE, GLY, ..., GLY |},
o B
GL, ={GL],GL} ... ...,GLy, .},
B B B
GLN - {GL N.—1)jp’ GL(NC—l)ijrl’ T GLchp—l}'

Kako je marpuna koedunmjenara pazpoja y Tejmopos pen H ucra 6e3 o63upa Ha pen dhpak-

IMUOHOT U3BOJA, TO CC BEKTOPU aHpOKCI/IMaHI/Ije oaMax MOory oaAp€auTHU Kao:

Dg:h_GL H= {DOD D827 D33

5C:h—GLH {D%, D%, D%}, ¢=1,2 ... N,,

(3.82)
55 h5 GL H= {Dou D&, Dgs
DP = hﬁGL H={D’, D’ D’} , ¢=1,2 ..., N..

Ha kpajy, umajyhu y Buay aa je y jeqnauunu (3.78) ca:

T T
" =law, qwyy -+ 90, 4@, 4@ - 42), 93); - AN,
(3.83)

o0eJie’keH BEKTOp HEeMO3HATHX BpeMeHCKHUX PyHKIMja y ['aJepkrnHOBOj anpoKCUMalll]j1, Ha CBa-

q= [‘1(1) di) - duv,)

Ky OJ1 OBUX BPEMEHCKHX (yHKIIHja Tpeda MPUMEHUTH allpOKCUMAITH]y (PpaKIIOHOT H3BOAA IaTy
jennauuHoM (3.77), 1 TO 3a CBaKM Of JBa pa3iMyuTa pena gppakuuoHor uzBoga « u . Taxko ce

nobwuja:

Nec
q(z) %Dg?)q(z}+D82q<)+D01q(>+Z<Dc3q('L Cj>+D62q<l C]>+Da1q<7, C_]>> )

c=1
Nc

q§'>) DOSq +D02q +DOlq Z(Dﬁng cj) +D62q1 cj) +D61qlcj>'
c=1
(3.84)

Kana ce oBu u3pasu yBpcte y jenHauunHy (3.78) mobuja ce HOBa MarpuyHa jeTHaYMHA CH-
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cTeMa y OOJHUKY:

(M + Dg, Ca+ D3 ) ity + (Di Ca + DL Cs) gyt

+ (K + Dg; Co + Dpy CB) Qg — xve = foy — 157

OJTHOCHO:
Mesrgy + Corpgy + Kepry —av = oy — 157

€ CYy YBCACHC O3HAKE!:

M, =M+ DS Co + Dy Cs,
Ceff - D(Of2 C.+ Dgz Cﬁ )
KEff =K+ Dgl Coc + Dgl CB )

N

(3.86)

(3.87)

fo = Z <(D?3 + Dcﬂs)‘i@—cﬁ +(Dgy + Dcﬂ2)q<i—cj> + (D2 + Dcﬂl)q<i_cj>> '

c=1

OBUM TOCTYIIKOM J00H]EH je CUCTEM OOMYHUX Tu(epEeHIjaTHUX jeHAYMHA 110 HEMO3Ha-

THM BpeMEHCKUM (yHKIHjama q(t) 1 eJTeKTPUIHOM HaMoHy v (1), OMHOCHO:

orr

MesrQy + CeprQpy + Kepray —xv =y — 57

n

Ny
) 1 .
NyCp¥r + 5 v — D> Xwidw; =0,

k=1 j=1

TJIC je YOUeHO Jia je:

L L
X(k)j = —19/ Py (0" (x —0) —0(x — L)) dx = —19/ Plry; dr = —ezb hpc/
0 0

(3.88)

L
Dy -
(3.89)

VKOJTHKO Ce CBE HEMO3HATe BEMUMHE CI0Ke Y jean Bektop u(t) = [q(t) v(t)]", y koHadrom

ce no0uja MaTpUyHa JeJHAYMHA 32 11€0 CUCTEM Y OOTHUKY:

M. O . Cr O :
<t Qi) | | i Qi) |,
0" 0 Vi) o G Ve
Kerr X Qe | _ | fo -G
+ AR —
i 0 3R 1L V(i> ] 0

OIHOCHO:

(3.90)
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e cy:

_ M 0
M| Mes 0O 7
0’ 0
[ ¢4 0
C_ I ’
_XT Cp
R P
K= o L], (3.91)
L 2R
_ q
uy =ulty) = @ ] :
V(i)

a 0 je myna BekTop pena nN,.
OBaj cucTeM jeqHaYMHA CaJa C€ MOXKE PENIMTH MPUMEHOM HhymapkoBOT UTEpaTHBHOT IMO-

CTyIKa 32 HyMEPHUUKY UHTETpanujy audepeHnjarHux jeJHadnHa.

3.6 PemaBame 100MjeHOr CHCTEMA je/JHAYNHA Y BPEMEHCKOM
JIOMEHY

3a npumeny HbymapkoBor nocTymka noTpedHo je y TPeHyTKy ¢ = ;1) IOCMaTpaHy Bpe-
MEHCKY (DYHKIH]Y ¥ F€H NPBU U3BOJ Pa3BUTHU y TejinopoB pex, unme ce goduja:
+ Ata +Aﬁ"+ﬁ(mf”
Ugir1) = U Uy T —5 Uy U (),
(i+1) (@) (@) 9 @) N (@) (3.92)
ﬂ<i+1> ~ a<i> + Atﬁ@ + ’VN(At)Q ﬂ.@ .

Mory ce u3a0pary pa3InuuTe BpeIHOCTU KoehuimjeHara Sy u 7y, alai KOHBEpreHuja pe-

niema je ocurypana [ 182] yKoJIMKo ce ycBOje BPEIHOCTH:

1 1
5N—Z ; W= (3.93)

Tako /1a he y CBUM JaJbUM HyMEpUYKUM aHajln3aMa OUTH yCBOj€HE YIIPaBO OBE BPEIHOCTH.
VYkonuko ce caia, kopucTtehu MeTOl KOHAYHMX pasiivka, Tpehu n3Boxa pazmarpane GyHKIH]e
y TPCHYTKY ¢ = t(;y IPEICTABU MPEKO JIPYTOr U3BOAA Y TOM, U Y HAPSTHOM TPCHYTKY ¢ = 1(;11),

OIHOCHO:

iy A W (3.94)
jennauune (3.92) nocrajy:

U1y & ugy + Aty + AL (% - BN) iy + B (At) g1y (3.95)
Uiy = Uy + At (1 — )ty + v At gy -
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Jennaumna (3.90) ucnmcana 3a TpeHyTak ¢ = t(;4.1) iacuhe:
Mgy + Cutgyry + Kugyay = iy - (3.96)

Axo ce cana jeqHauunHe (3.95) yBpere y jennaunny (3.96), HakoH cpeljuBama 100Hja ce:

M 1 ( ) 1 . La 1 )i "
—— 5 () —ugy) — g — )i
5NAt2 (i+1) (1) ﬁNAt (1) QBN (2)
. IN IN IN .. (3.97)
—i—C(—ui —uyy) + (1 —=—)u —|—At1——u-)—|—
ﬂNAt( i+1) — ) + ( BN) ( 2ﬁN) (i)
+ Ku(i+1> = i‘(i—kl) .

AKo ce yBelly O3HaKe:

1 — ’yN — _

Av=——M C+K
N B T aears T
b =fpy +M L +— L ugy + 1—1ﬁ» + 3.98
Gi+1) — Li+1) ﬁN(At) z) 6NAt (%) QﬁN (%) ( )

= YN IN N . YN .
el (R)ons (55 w)

y KOHAYHOM ce€ JI00Hjajy u3pa3u 3a UTEPaTUBHO o/ipehuBame BPEAHOCTH BPEMEHCKHUX (YHKITH]a

Y BbUXOBOT MPBOT U APYTOT U3BOJA Y OOJIHKY:
wiiy = Ay'byy

. ’Y . ..
1

1 1
iy = 5y (W — “<z‘>)—ﬁNAt“<z‘>—(27N—1> i)

Kana cy nosnare BpeanocTu Bektopa u’ = {qv} y cBakoM pa3MaTpaHOM TPEHYTKY Bpe-

MEHa, HAloOH je JUPEKTHO JIaT MOCIEAHBIM WIAHOM BEKTOpa U, JOK Ce BpeMeHCKe (pyHKIHje q
KOpHCTe J]a OM ce ofipeqiiiia peslaTiBHA [TOMEpama CBaKe Off Tpelia CUCTeMa MpeMa jeAHAunHH

(3.51), omHOCHO:

V(ta) = vy = {ue fang+1
Wrel (T, ) Z Sy, ()i, Z D), (@) Uiy s 1
Y3 HaIlOMEHY J1a Cy:
Wy (T, tay) = wy(tey) + Weam (T, tw), k=1,2,..., Ny, (3.101)

IOTO MpEACTAaBJba PCHICHC ITOCTABJBEHOT HpO6J'ICMa Y BPEMCHCKOM JOMCHY.
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3.7 PemaBame H00HjeHOr CHCTeMA jeqHAYMHA Y (ppeKBeHT-

HOM /IOMEHY

3a u3yuaBambe TUHAMHUYKHX KapaKTEPUCTHKA MEXaHHMYKOT CHCTEMa KOPHCHO je OIpEIuTH
amMIuTyaHo-(ppexBeHTHE PyHKIHje (ADD) 1 BUXOBE AMjarpame, OAHOCHO Hahu pememne npo-
OonmeMa y (ppekBeHTHOM JoMeHY. TuMe ce ycrocraBiba JUPEKTHaA Be3a u3Mely dpekBeHImje
MPUHY/IHE CHJIE ¥ aMIUTHTY/IE OJ[3UBa CHCTEMa, IITO he y HaCTaBKy TeKCTa OMTH yUYUEHCHO H 32
OBJIE pa3MaTpaHH CIIy4aj MPEUIOKEHOT TUHAMHYKOT arcopOepa ca Muje30eNeKTPUIHAM CBOj-
CTBUMA.

Haunwme, 3a onpehuBame aMmuTynHO-GpeKBEeHTHHX (YHKITH]ja IPETIIOCTaBJba CE XapMOHH]-
cka moOyza, OTHOCHO, Y OBOM KOHKPETHOM CJTy4ajy, XapMOHH]CKa (PYHKIIHja TPaHCBEP3aTHOT

IOMepama YKJbEIITEHNX KpajeBa rpeja CucTema:
wy(t) = wy e, (3.102)

I7e je ca wy O3HaueHa aMIUTUTYJa MOMepama OclIoHana, {2 je KpykHa (ppexBeHIa momepama
OCJIOHAIIa, a ca ( je 03HaYeHa MMaruHapHa jelnHULA.

[Ipu oBakBOM IOMepamy OCJIOHala, CUCTEM he HaKOH U3BECHOT BpeMeHa yhul y KBa3ucTalu-
OHapaH pexuM BUOpaiuja (eHr. steady state), a ce MPETIOCTaBIba Ja j€ U OATOBOP KOHCTPYK-

nyje Takohe xapmoHujcka GyHKIMja, CHHXpOHa B cuH(a3Ha ca (GyHKIHjOM MPUHYIE, OMHOCHO:
q(t) =qoe™ ,  v(t) =voe, (3.103)

IZe Cy (, ¥ Vo BEKTOp aMIUIUTy/a BpeMEHCKHUX (GyHKUHUja y [‘anepkuHOBOj anpoKCUMaIuju u
aAMIUTATY/IA eJICKTPUIHOT HAIIOHA, PECIICKTHBHO.

[Tonazehu on qudepenujaHe jeqHAYNHE KpeTama rpena cuctema (3.42), HakoH pasJiarama
arcoJlyTHUX MOMeparma rpejic Ha MoMeparma Ipejia Kao KPyTHX Tella M pellaTUBHA IOMepamba
CBaKe O] IpeJla Y OAHOCY Ha HEH YKJBEIITCH KPaj KaKo je MpruKa3aHo jeaHadnHoM (3.46), nobuja

ce jennauuHa (3.47), xoja he oBae OUTH MOHOBJbEHA PAJH MPETJTICTHOCTHU:

N,
M (k)
prAr + Z ma5(x - xa) Zbr‘el(k) + o) (w;,gl(k))(a) + Y]kw;,gl(k:)_

a=1

(3.104)
— kg1 (1 + TQBDﬂ)(wrel(k) — Wrey(k—1)) + wrp(1 + TéBDﬁ)(wrel(kH) — Wrei(k)) —
—v(§'(x—0) = (x— L)) =Fuy, kE=1,2,..., Ny,
TJIE j€ 3a MPUHYJIHY CUIIy k-Te rpeje Ouia yBelieHa O3HaKa:
Nom iy
Fay = Fig(2,£,Q) = | prdr+ > mad(z — x4) | (g — 1) . (3.105)
a=1

VYKOJIMKO ce cajla MPETIoCTaBU XapMOHH]CKO momepame ocioHara (3.102), y cramuonap-

&3



HOM PEXHUMY BUOpaInmja cucteM he OCIHIOBAaTH OKO MOJ0XKaja CTATUYKE PABHOTEXKE, OJJHOCHO
PaBHOTEHOT IMOJIOXKAja KOjU CHCTEM 3ay3uMa yCIIe/l COTICTBEHE TEXKUHE rpeia U JOJAaTHX KOH-
[EHTPUCAHUX Maca y TOCMaTpaHOM T'PaBHUTAIIMOHOM TI0JbY, a TIPUHYIHA CHIIa Taja oOyxBaTa
caMmo MHEpIIMjaTHe CHJIe CUCTEeMa KOj€ Ce jaBJhajy Kao MOCIIE/HIIa Ipesiacka ca arncoayTHHX I10-

MCpama rpeia Ha pejlaTuBHaA MIOMEpama, 1 MOKE CC OAPCAUTH Kao:

N
™ (k)
Fuy(x,t) = — | prdlr + Z mqd(z — x,) | wo et = For et (3.106)
a=1
IJIe je y3€eTo Ja je:
Nen 1
Fowy = — | prAr+ D mad(z —x4) | wo. (3.107)
a=1

Haxon npumene ["agepkiHOBE alipOKCHMAaTHBHE METO/IE 32 IPOCTOPHY JTUCKPETU3AIH]Y ITPO-
6nema, 100Mja ce cUCTeM jeJHaYMHa KOjU C€ MaTPUYHO MOXKE MPUKa3aTH y (HGopMu jeHaunHe

(3.60), xoja ce Takohe oBe TOHOBJbA PAH MPETIICTHOCTH:
M{+Coq® +Csq?® +Kq—yv=rF. (3.108)
V3 XapMOHH]CKO MTOMEpakE OCIOHAIA, BEKTOP MPUHYIHUX CHJIA TOCTaje:
f(t) = fo e, (3.109)
TAC €€ CJICMCHTU BCKTOPA aMINIUTY/la IPUHYAHUX CUJIA:
fo = lfory, foqry, --- foq), foy, foy, - o), fom)y - foavy), )" (3.110)

onpelyjy xao:

Nom

L L
fowy; = / Fogy by (x) do = — / (oxAxdiy;) de + Y mad;(xa) | wo
0 0 =1 (3.111)
j=12,....,n, k=1,2,...,N,.
HaxoHn yBohemwa anpokcumanuje 3a ¢ppakunone u3Boze (3.84) u cnarama CBUX HEIO3HATUX

BPEMEHCKHX (YHKIIHMja U eIEKTPUYHOT HAMOHa y jenaH Bektop pena (Nyn + 1), nobuja ce Ma-

TpUYHA jeHaYrHA 3a 11e0 cucteM (3.90), koja ce Takole OBe OHABIbA PAIU MPETIICTHOCTH:

Miig;) + Cugy + Kugy = fi; (3.112)
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7€ Cy BEKTOp HEMO3HATUX (PyHKIIMja ¥ BEKTOp MPUHYJHHUX CHUJIA, PECIIEKTUBHO, JaTH Kao:

(3.113)

a BEKTOP KOPEKIIMOHUX CUJIA je YBelIeH Y OOIHKY:

N
77 = 3 (D2 + D)y + (D2 + Do)y + (D2 + Dl)ag_y ) - (3.114)
c=1
rae je j Opoj mperxoaHux Kopaka At y kojuMa pas3Boj ¢pyHkuje y TejimopoB pen yHarpar o
TPeHyTKa t(;) Jaje 3a10B0JbaBajyhy TauHOCT anpokcuManuje, Kaxo je onucano y Ilormaspy 3.4.
Nmajyhu y Buny jeanaunne (3.103), BeKTOp KOPEKIIMOHUX CHUJIA TTOCTaje:

NC
o = Z ((D§3 + D) (19)%qq €= + (D25 + D) (1Q)qy e 0= + (D2, + DY, )qq ebﬂt“*c”) =

o
Il
—

= > (D2 + DL + (D + D)) + (D + DLL) ) gy e
(3.115)
Ca opyre cTpaHe, Kako je:

e M i—ci)

ticepy =ty — i AL = = M e I AL (3.116)

MIPETXO/IHA jeIHaYNHA TIOCTaje:

Nc
corr — [Z ((Dg3 + D) (1) + (D + DP,)(19) + (D2, + Dfl)) et At ] qo ¢ =

c=1

= D(Q) 4o eLQt@) )
(3.117)
T7Ie je YBeJeHa O3HaKa:
Ne
D(Q) = Y (D2 + D)) + (D + D)) + (D2 + D2) ) e @94 (3.118)
c=1

OBa KOHCTaHTa 3aBUCH 01 (PPEKBEHIIE TOMEpama OCJIOHAIIA, KA0 M YCBOj€HE TUCKPETU3AIIH]e
BPEMEHCKOT JJOMEHA W TapameTapa alnpOoKCHMAIlMje MPUCYTHUX (PaKIMOHUX M3BOJA, aJld HE
3aBHCH O] BDEMEHA, TaKo /1 je IOBOJFHO CPAauyHAaTH j€ JeZIHOM, Ha IIOUETKY IOCTYTKAa HyMEpUUKe
UHTETpalyje, a leHa BpeIHoCT Ouhe ncTa 3a cBe BpeMeHCKe (yHKIIHje Y CBUM MOCMaTpaHuM
TPEHyIIMa BPEMEHA.

[Tpema Tome, ¢ 063upom Ha jegraunne (3.103), (3.109), (3.113) u (3.117), jennaunna (3.112)
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y CTallMOHAPHOM PEKUMY BHOpaImja mocraje:

(M uo(19Q)? + Cup(1Q) + Kuo) et — [ fo - Z?)(Q) Qo ] et (3.119)
OJHOCHO:
(M(:2)* + C(.Q) + K) ug = [ 1(;) ] — D() %0 ] : (3.120)

Hakon npebanuBama CBUX HEMO3HATUX BPEMEHCKUX (DYyHKIIM]a ca UCTE CTpaHe 3HaKa jeli-

HAKOCTH U cpelrBama MPEeTXOAHOT u3pasa Ao0uja ce:

(M(2)* + C(.Q) + K+ D(D)Ip) up = [ E) ] : (3.121)

rae je ca Iy o3Hauena jenunnyna Matpuua I pena N, n X N, n npouupeHa HyJlIoM, OTHOCHO:

10:[ ! 8 ] (3.122)

[ £, ] (3.123)
b(): )
0

Y KOHAYHOM C€ MOXKC HAIlUCaTU:
A(Q)ug = by, (3.124)

ra ce aMILTUTYIHO-GpeKBeHTHE (pyHKIH]je oapel)yjy Kao:
u = A" (Q) by, (3.125)

Ha xpajy, kaja cy mosHare ammmuryae ul = {q, vo}, amrmrynuo-ppeksentae GyHKImje

3a eJeKTPUYHH HAIlOH U peJlaTUBHA [TOMEpama rpeja cucreMa J1001jajy ce Kao
V(Q) = {uo}an+l

Wrely, (2, €2) Z D). (%) ok, (2) = Zﬁb(k)r(ﬁ)uouﬁ)
i=1

y3 HaloMeHy JAa cy

(3.126)

W) (7, Q) = wo + Wrery (7,92), k=1,2,..., Ny, (3.127)

HITO MPEACTaBIba PEIICHE OCTAB/HLEHOT MpodiieMa y (GPEKBEHTHOM JOMEHY.
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Xk ok ok ok ok ok

Kopuctehu jennaunne u3BeeHe y OBOM MOINIaBJby Moryhe je oapeauTy BeInunHy oMepa-
1A CBaKe 0J1 Tpe/ia M1je30€IeKTPUYHOT JTUHAMHUYKOT arncopOepa, Kao ¥ BEIMYUHY eJIeKTPUYHOT
HaIroHa MPOU3BEICHOT Y MHje30-CI0jeBuMa Ipejia. Y HapeIHOM MoniaBiby Ouhe npukasana Ba-
AMJalMja IpeaaokeHor MaTeMaTHIKor Mozena, a 3atuM he, y Ilorasmy 5, OutH npukazaHo
Kako ce oBjie npeiokeHu [TEJIA Moxxe mpUMEHUTH 3a KOHTPOJIy BUOpaIija MOCTOBCKUX KOH-

CTPYKIIHja.
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I'1asa 4

Baauaanuja Mojgesia nmpeajiosKeHor THIIA
MHje30€eJJeKTPUIHOT TUHAMUYKOT

arcopoepa

VY oBom mnormaBspy Ouhe mpukazaHa Bajdualyja MaTeMaTHYkor mozena usBeneHor y Ilo-
IJ1aBJby 3, KOJUM C€ OIHKCY]je MOHAIIamkhe NPEeAI0KEHOI HOBOT THIIa IMHAMUYKOT arcopbepa ca
THje30€JeKTPUYHNM CBOjCTBUMA. Banupanuja mozaena 6uhe u3BpuieHa nopehemem pesynrara
N00UjeHNX Ha MPEUIOKEHOM MOJZIETy ca pe3y/TaTuMa U3 eKCliepuMeHaTa JOCTYITHUM Y JINTepa-
Typu. Y JOCTYIIHO] JIUTEPATypH, 3a caja, HeMa IMyOauKaluja 0 ITMHAMUYKUM arcopOepuma ca
THj€30€TeKTPUYHUM CBOjCTBHMA M MPUTYIICHEM MOJCTUPAHUM y3 Kopulnheme (pakInOoHNX
u3Bo/1a (PpaKkIIMOHUM MpUTYIIeHEeM). MelhyTum, mocToje pagoBH y Kojuma je, 3ace0Ho, pa3ma-
TpaHO MOHAIIAke JMHAMUYKUX aricopOepa, OMMOpHUX rpea u CucTeMa oBe3aHux oumopd-
HUX TPeJia ca UCKO3HUM npucyuierbem KOHCTpyKipje. CBU HaBEIEHU IPUMEPH KOjU TIOCTOje Y
JUTEPATYpPU MOTY CE U3BECTH Kao IOCEOHU CiTydajeBU Mojielia (PPaKIIMOHOT IH]jE30€IeKTPUYHOT
nuHamuukor arcopoepa (ITEJIA) koju ce mpemiaxke y oBoj aucepranuju. Crora je u Bauaaiuja
MIPETIOKEHOT Mojiesia ypal)eHa y BHIlle Kopaka, Hajipe mopeaehu pesynrare Mojena ca pesyii-
TaTHMa U3 JJUTEpaType 3a ciy4aj jenHe bumopdHe rpese, a IoToM U 3a ciiyyaj cucrema oumopd-
HUX KOH30JIHUX T'pe/ia MOBE3aHUX eIaCTUYHUM OIpyrama Ha cl1o00AHUM KpajeBuma. Mehytum,
TMIOILITO Y JIUTEpaTypy HUje npoHal)eH HUjeaH IpUMep ca UICTOBPEMEHOM IpUMEHOM Oumopg-
HUX Ipefa ¢ GpakLMOHOT MPUTYIICHA, TPUINKOM BATHIALN]E NUje30eleKmPUIHUX C80jCmasa
MoJerna kopuirheHu cy 1ea00pojHU U3BOAU, OTHOCHO MOJIEN KJIACHYHOT BUCKO3HOT MTPUTYIIICHA
koHCTpyKIuje. Ha kpajy, mpoBepa ghpakyuonux ceojcmasa mpeyioKEHOT Moienia ypalheHa je 3a
CJIy4aj CTPYJHOT KOJIa Y KPaTKOM CII0jY, YCJIE ] Yera j€ eJICKTPUYHU HATIOH KOjH C€ TeHEePHIIIe PU
nedopMaliju rpea y CBakoM TPEHYTKY jeJHaK HyJIH. Y OBOM CIy4ajy ce eIeKTPO-MEXaHUYKO
cIpe3ame MOXKe 3aHEMapHTH, 1a ce cucteMm o N, n + 1 jeqHauymHa KojuMa ce OIHcyje MOHa-
mame [IEJIA cBoau Ha cuctem ox cBera N, n jenHaunHa KpeTama rpena. Opne je moTpeOHo
HAaIlOMEHYTH U TO Jla C€ y OMHUCAHOM Clly4yajy 100uja CUCTEM jeHaYMHa MOTIYHO €KBUBAJICH-
TaH OHOM omnucaHoM y pany: [laynosuh u ap. "Dynamics of fractional-order multi-beam-mass

system excited by base motion" [183]. nak, y noMmeHyToM pajay je KopuiheH Ipyrauuju rnpu-
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CTYTI 3a pelIaBame JOOHMjCHOT CUCTeMa jeHAYMHA, TaKO JIa je U MaTeMaTHYKH MOJIEN KOjU Ce
y OBOj AMCEPTALMjU Tpeaiaxe OUao moTpeOHO MPOBEPUTH, U Ta BalIHAIMja IPUKa3aHa je Ha

Kpajy OBOT NOIVIaBJba.

4.1 TIlopeheme pesyarara3a ciaydaj BuOpanuja jeqne oumopd-

He rpeae

bumopdne rpene nerasbHO Cy aHanU3UpaHe y OpOJHUM paJloBUMa, KaKO TEOPHjCKH, TAaKO
U excriepuMeHTanHo [77, 82, 108, 184--186]. Y obmactu mMareMaTHYKOT MOAENUpama U MpU-
MEHEe MHje30€JEKTPUYHUX MaTepHjaia y KOHCTPYKTEPCTBY, Kao Bojehu ayTOpUTETH U3/Bajajy
ce umena Ainmepa Eprypka (Alper Erturk) u Jlanujena Mamana (Daniel Inmann). OBu aytopu
Cy BeoMa MoApOOHO MCTPaKUIU TOHAMIAmke, MHje30€IeKTPHUYHA CBOJCTBA U MPUMEHY Pa3Jiu-
YUTUX THIOBa OUMOPGHUX Tpefia U CBOja UCTPAKUBAKA Cy U3JIOKUIN y OpOJHUM ITyOIHKaIn-
jama [1, 2, 187--194], ox xojux je jenHa W BPJIO OINCEKHA Kibura [1] y K0joj je cCUCTeMaTrcKu
obpaljeHa MeTo0I0THja MPUMEHE, TEOPH]CKOT U MAaTEMAaTHUKOT MOJIEIMPamha U ONTUMH3AIIN]e
cBojcTaBa OuMop(hHUX Tpena. V3 HaBeAeHUX pa3liora OTy4YeHO je 1a ce mopeheme pesynrara
n00MjeHNX Ha MOJEIY KOJU Ce€ TMpeIake y OBOj IUCEPTAIlUjy, BPIIHM yIPaBO Ca pe3y/ITaTuMa
o0jaBsbeHnM of ctpane Eprypka u Mamana, 1 TO y 1Be He3aBUCHE IMyOJIHKallje - y TOMEHYTO]
ku3u "[lujezoenekTpudno cakymibame enepruje” (Erturk, A., Inman, D. J. (2011). Piezoelec-
tric energy harvesting. John Wiley and Sons) [1], u y pagy nog nasuBoM "ExcriepuMeHTanHo
noTBpheH mojen 6uMopdHEe KOH30THE TPEe 3a MUjE30SICKTPUIHO CAKYIJbalkhe CHEPTHjC BH-
Opanuja on BuOpanuja ycien nomepama ocionna" (Erturk, A., Inman, D. J. (2009). 4n expe-
rimentally validated bimorph cantilever model for piezoelectric energy harvesting from base
excitations. Smart materials and structures, 18(2), 025009) [2]. V kwu3u je, mopea 0cTalor,
MpHKa3aH u ciy4aj Oumopdue rpene 6e3 momaTux Maca, 0K je y paay pasmarpana oumopdna
rpefia ca jelTHOM MacoM BE3aHOM 3a CI000/1aH Kpaj koH3one. O0a citydaja cy moTBpheHa ekcrie-
pUMeHTHMa, 300T Yera cy u3abpanu 3a nmpoBepy Taunoctu mojena [IEJIA mpenokeHor y 0BOj

JUCepTaIju.

4.1.1 Ilopeheme 3a ciayuaj jenne OumopgHe rpeae 0e3 goxare Mmace

VY HaBelleHO] KIbU3HU, TIOPE I€TaJLHOT H3JIaramka TEOPH]CKUX OCHOBA U M3BOhema MareMa-
TUYKUX MOJIEJIa 32 ONMCUBALE MOHAIIaka OMMOP(HUX rpeia, ayTopH Cy MPUKA3aIu U Iapame-
TapCKy CTYIH]y CBOjHX MaTeMaTH4KKX Mojelia Ha Kpajy [lormassea 3, ok je y [lornaBiby 4 nata
Y eKCIIEpUMEHTAaTHA TTOTBp/a THX pesyaTtara. ¥ Tabenu 4.1 je gat mperien yCBOj€HHX BPEIHO-
CTHM T€OMETPHjCKUX MapaMeTapa U KapaKTepUCTHKa MaTepHjajia Koju ¢y KopuirheHu Ipu OBOj
BaJTUAIH]H.

Kao mTo je HamomeHyTO, IpH BaJMIALMjH j€ HAJIPE pa3MarpaH ciydaj jeaHe oumopdHe
rpeae 0e3 momare Mace Kao HajOCHOBHHjU MOce0aH Ciydaj, KOjU ¢e MOXe JOOUTH W3 OIIITET

mozena ITEJIA uznoxenor y Ilorasipy 3 oBe aucepraiyje, yKOJIMKO c€ yCBOje oArosapajyhe
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TaGena 4.1: YcBojeHe penHocTH napamerapa u3 kwure Eprypka u lumana

[Tapamerap Oznaka Mepna jenununa [lujezokepamuka Hocehwu cioj
HyxuHa L mm 30 30
HIupuna b mm 5 5
Jebipuna hy, hs mm 0.15 0.05
Marepujan - - PZT-5A AnymMuHUjyM
Moyo enacTHYHOCTH Y,,Ys GPa 61 70
Crenupuyna Maca Pps Ps kg/m? 7750 2700
[Muje3oenekTpuuHa KOHCTAHTA €31 C/m -10.4 -
[lepMUTHBHOCT £33 nF/m 13.3 -

BpPEIHOCTH TIapaMmeTapa. 3a To je, Mope. mapaMerapa Koju cy npukazanu y Tademn 4.1 u xoju
cy 3ajeqanuku 3a [IEJIA monen u EprypkoB nu lHMaHOB Mozen, HOTpeOHO YCBOJUTH U ONITO-
Bapajyhe BpegHoCTH ocTanux napamerapa cnerubuyanux 3a [TIEJIA monen, u To: 6poj rpena y
cucremy N, = 1, 6poj wianoBa y ['anepknHoBOj anpokcumanuju GyHKIMja peIaTuBHOT ITOMe-
pama rpena n = 5, 6poj nomarux maca Ha rpeau N,y = 0, pex u3Boaa y Moziely Marepujana
Hoceher cioja 6umopgue rpene ov = 1.0 U pea U3BoAa U BpeMe peTapAaluje y MoJesly Mare-
pujana ciojesa crpe3ama [ = 1.0, Tf = 0.0, pecreKkTuBHO.

[TocebHy naxxwy je moTpeOHO 00paTUTH Ha MOAEIUPAE MIPUTyILIeHha MaTepujaia Hoceher
cioja OumopdHe rpene, jep Ty A07a3M 10 u3paxaja ocHoBHa pasnuka y I[IEJIA moxeny u mo-
neny Eprypka u Mamana. Haume, Eptypk m Unaman cy manu mauno, anarumuyko penicme
npo0ieMa, OTHOCHO PUMEHIIIH Cy MOJIAJTHY aHAJIM3Y W OJPEAVIIN TauHe OOJHMKe OCIMIIOBAbha
Y MOZIaJTHE KOOPJIMHATE 32 pa3MaTpaHu ciaydaj. 300r Tora Cy KOPUCTHIIN U MOOAIHO Npuzyulerse,
yBozieh” y CBaKOM TOHY OJIroBapajyhu KoepuIujeHT MPUTYIIeHa, YUjy CYy BPEIHOCT EKCIIepHU-
MEHTAJTHO YTBPIWIM. 3a KOHKPETHE MpopadyHe KOjU CE OBJIE HABOJIE KOPUCTHIIH Cy 5 TOHO-
Ba OCIMJIOBamWa, ca KoehuijeHTnMa MogaHor npurymema: & = 0.010, & = 0.012, & =
0.030, & = 0.059, & = 0.097. Mebhytum, y IIEJIA Mozneny je mpuryliewme MaTepujaia HO-
ceher cnoja 6mMmopdHe rpene MoaeIupaHo KPO3 KOHCTUTYTHBHY jeIHAYMHY ca (PpaKIIMOHUM
M3BOJIOM, Ca BPEMEHOM peTapianuje 7 Kao (aKTopoM HpPOTOPLUHUOHATHOCTH, a 33 PEIIaBarbe
J00MjeHOT CUCTeMa jeJHaYMHA je KopultheHa npubaudicha, anpoxkcumamugna merona I'anepku-
HOBe Auckperusanyje. OBUM MOCTYIIKOM c€ HE 100Mjajy CTBApHU OOIUIM OCIMIIOBAama H MO-
nanHe KoopauHare, Beh ce oapelyyjy camo nomohse, mpo6He pyHKIMje 1 BpeMeHCKe QyHKIIH]e
KOj€ TeK y KOHAYHOM 30Hpy [1ajy TpaskeHe (yHKIIHje IoMepama rpeaa U eIeKTPUIHOT HAlloHa
(Bunetu Ilornassbe 3.3.4). 300r Tora, y OnmrTeM ciy4ajy, Hije Moryhe mpuMEeHHTH MOJIATHO
npurymeme ko IIEJIA monena.

Wnak, y 0BOM KOHKPETHOM CIIy4ajy jenHe OuMopgHe rpene, MouTo HeMa yTHIaja JpyTrux
rpefia MpeKo CojeBa CIpe3ama U MOMITO je OTIOp CPEAMHE 3aHEMapeH, MPUTYIICHE CUCTeMa
Ouhe MPOMOPIMOHATHO KPYTOCTH, a KaKO HEMa JIOJ]aTUX Maca Ha TPelu M jeJHAYNHE CHCTE-
Ma HakoH ['anepkuHOBe anpokcuManuje ouhe mehycoOno HesaBucHe, a Marpune Mcrf, Cerr 1

K. ;¢ nujaronanne. Jlpyrum peduma, ['alepkMHOBO alpOKCMMAaTHBHO PELIECHE Yy OBOM CIlyda-
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Jy 3ampaBo ce MoKJjIana ca TaYHUM pelIeheM, Tako Jia je unak Moryhe MpuMEeHNUTH BPEAHOCTH
Koe(uIMjeHaTa MOJaTHOT NPUTyIIema Koje ¢y HaBenu Eprypk m Muman. [lakne, enemeHTH
MaTpulie MPUrylliemka ycie BUCKO3HOCTH MaTeprjaia KOHCTpyKuuje he y oBoM ciyyajy outu

AUPCKTHO 3a/1aTH KaO:
[Cepfli; = 26iwibiy, 6,5 =1,2,...,n 4.1)

rze je d,; Kponekepos nenra cum60i, a w; je 7-Ta ConcTBeHa (PpeKkBeHIla eKBUBAJICHTHOT €lla-

CTHYHOT cucTeMa. Y ckianay ca uz3bopom Eprypka u Mumana, nmuje3o-ciojeBu bumopgHe rpese

CY Y €JIEKTPUYHO KOJIO TIOBE3aHH PETHO, TAKO J]a C€ EKBUBAJICHTHA KaIlalUTUBHOCT U KoeduIm-
JEHT TUPEKTHOT eJIeKTPO-MEXaHUUIKOT cripe3ama oapelyjy kao:

=S

Cp = % s Y= 631b hpc = 6316 (% + %) . (42)

EnexTpuyHa OTHOPHOCT €JIEKTPUYHOT KOJIa j€ BapupaHa Kako OU ce NMOKa3a0 HheH yTHIj] Ha

O/13MB KOHCTPYKIIMj€ U YKYITHY IPOU3BE/ICHY KOJIIMUMHY eJeKTpr4YHe eHepruje. Pasmarpanu cy

cayuajesu R € {0.1, 1,10, 100, 1000, 10000 } £€2. Tlopeheme pesyarara u3BpiueHo je ynopehu-

BambEM JIMjarpama aMIUIUTYIHO-(DPEKBEHTHHUX (PYHKIIH]ja 32 eNEKTPUYHU HAIIOH U 32 PEaTUBHO

noMmepame ciaobomHor kpaja oumopdue rpeae (Cnuke 3.5 u 3.15 y kwusu [1]).

10% T ! 3
Experiment, R=0.1 $k$|
Experiment, R=1$kQ2$
Experiment, R=108kQ$ | |
Experiment, R=100$k$
Experiment, R=1MQ$
Experiment, R=10MQ$
- - - PEDA, R=0.1$kQ$

- - - PEDA, R=1$kQ$

- - - PEDA, R=10$kQ$

10"

- - - PEDA, R=100$k2$
- - - PEDA, R=1$MQ$

100 =
F - - - PEDA, R=108MQ$

102

Electric voltage [V]

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

als

Crnuka 4.1 Tlopeheme pesynrara 3a OCTBAPEHU CICKTPUYHU HATIOH
ITEJIA monena ca pesynraruma exkcriepumenara Eptypka u uma-
Ha [1] 3a cnyuaj jeqHe OumopdHe rpene 6e3 10aaTux mMaca, ca pa-
3MUYUTAM BPETHOCTHMA EIEKTPUYHE OTIIOPHOCTH Kona 17

JloOujenu pesynraru npukazanu cy Ha Cioukama 4.1 u 4.2. Kao mro ce Moke BUACTH, 1O-
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10% T T E
F Experiment, R=0.1 $kQ$|
Experiment, R=1$kQ$ | |
Experiment, R=108kQ$ | -
2l Experiment, R=100$kQ$
10 £ Experiment, R=1MQ$
Experiment, R=10MQ$

- - - PEDA, R=0.1$kQ$
- - - PEDA, R=1$k$
4 - - - PEDA, R=108k$

10°F - - - PEDA, R=1008k$
- - - PEDA, R=1$MQ$

- - PEDA, R=10SMQ$

S
>
T

Relative tip displacements [mm]
3 3
T \

<
&
T

1 | | 1 | | | | 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

als

Crnuka 4.2 Tlopeheme pesynrara 3a penaTuBHa oMepamba cI000/1-
Hor kpaja rpeae IEJIA monena ca pesyaTaruma ekcriepuMeHaTa
Eprtypka u Mamana [1] 3a ciiyuaj jenne bumopdue rpene 6e3 gona-
TUX Maca, ca pa3InYUTUM BPEAHOCTUMA EIEKTPUIHE OTHOPHOCTH
xona R

knaname pesyarara [IEJIA monena u pesyarara ekciepumenara Eprypka u MTamana je notmyHo
y ciay4dajy jenHe 6umopdHe rpene 0e3 10AaTHX Maca, MOIITO ce PU OBUM yciioBUMa [ 'anepku-

HOBO HpI/I6J'II/I)KHO PELICH:E ITOKJIala ca TAYHUM, aHAJIUTUYKHUM pPCHICHCM.

4.1.2 Ilopeheme 3a ciayuaj jerHe Oumop@He rpeae ca 10AaTOM MAaCOM Ha

CJI0O00THOM Kpajy

Bamunanuja [TEJIA mozena 3a oBaj moceban cinydaj 6uhe nsBpiieHa nopehemem pesynrara
ca pesyaTaruMa u3 paja "ExcriepuMeHTaNHO MOTBpheH Momen OumMopdHe KOH30IHE Trpefe 3a
T1j€30eIeKTPUYHO CaKyTJbamkhe eHepruje Bubpalyja o BUOpalyja ycien moMmepama OCIoHa"
A. Eptrypka u JI. Uumana [2]. Y HaBemeHOM paiy, ayTOpH Cy HajIIpe Jalid TEOPHUjCKE OCHO-
BE€ BE3aHE 3a MAaTEMaTUYKO ONHCHBAbE MHUJE30€JIEKTPUYHUX CBOjCTaBa MaTepujania, 3aTuM Cy
MIPHUKA3aJIH MOCTYITHO W3BOhEHmEe jeqHaYMHA KOjUMa Ce OMHCYje MOHAlIamke OMMOppHE KOH30II-
HE Tpee yclle MOMepama OCJIOHAla ca JeIHOM KOHLEHTPUCAHOM MAacoM JI0JaTOM I'peiu Ha
HBEHOM CJI000THOM Kpajy, U Ha Kpajy Cy U3JIOKWIN U MOTBPAY CBOT MOJIEJIa €KCIIEpUMEHTHMA.
Kaxko 6u npoBepa ITEJIA mozena Ouna mro puroposuuja, nopeheme pesyarara 6uhe n3BpiieHo
ca pe3y/iTaThMa eKCIeprMMEeHTa MpUKa3aHUM y HaBeACHOM paxy. [eomeTpujcke n MarepujaiHe
KapakTepucuke Oumop¢He rpeje koje cy kopuiiheHe y oBOj aHalu3u npukaszane cy y Tabenu
4.2.
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VY HaBeIeHOM pajy, ayTOPH UCTHUY J1a je YecT MpolsieM ca MOJIEINMA H]je30€IeKTPUIHUX
ouMopQHUX Tpeaa koju ce cpehy y muTepaTypu BUX0Ba HEeMOTYNHOCT Ja ONuIy BaskaH (eHO-
MEH YTHIIaja eeKTPUIHE OTIIOPHOCTH [ €JIEKTPUYHOT KOJIa Ha BPEIHOCT OCHOBHE COTICTBEHE
¢dpexsenne oumopdue rpene. Hamme, ayropu HaBeICHOT pajia HarIamanajy Ja ca nopehamem
€JIEKTPUYHE OTIOPHOCTH EJIEKTPUYHOT KoJIa J10j1a3u 10 noehama BpeTHOCTH HEHE OCHOBHE
corcTBeHe (hpEKBEHIIC, OMHOCHO "moMpama pe3oHaHIe" (exe. "resonance shift"). Aytopu cy y
HaBeJIEHOM paJy NMPHUKA3ali IrjarpaM MpoMeHe aMIUTHTYIHO-()PEKBEHTHOT OJI3UBa TpeJie Y 3a-
BHCHOCTH O] IPOMEHE EJICKTPUYHE OTHOPHOCTH U Taj JUjarpaM MOTBPAUIN €KCTICPUMEHTHMA.
Bbynyhu na camo Monenu koju cy MEXaHWYKH (M MaTeMaTHYKH1 ) BaJbaHO 3aCHOBAHH MOTY Jia 00Y-
XBaTe M OIMUIITY OBO MOBehame KPYTOCTH ycie MPOMEHE eIeKTPHYHE OTIIOPHOCTH, ropeheme
pesynrara [IEJIA monena ca pesynTaruma ekcriepuMenTa Ouhe U3BpIICHO yIpaBo HAa OBOM JIU-
jarpamy. Ha Cnunu 4.3 je nmpuka3zaH IOMEHYTH JUjarpaM IpoOMeHe aMILTUTYIHO-(DPEKBEHTHOT
O/I3UBa TpeJie 3a Pa3InIUTEe BPEAHOCTH eJIEeKTpUYHE oTHOpHOCTH K. Kao mTo ce Mmoxke BUIETH,
noknaname pesynrara [IEJIA monena u pesynrara ekcriepuMeHara U3 HaBeJeHe TUTepaType je
u3BpcHo. [Tomrro je u [TEJIA Mozen ycneniHo 1 BeomMa mpennu3Ho NpeABuIeo nosehame KpyTo-
CTH cHcTeMa ca nmoBehameM enekTpruyHe OTIIOPHOCTH, MOXe ce 3akiby4nTu na je [IEJIA monen
3aCHOBaH Ha UCTIPAaBHHUM (€JIEKTPO)MEXaHUIKIM MPUHINITIMA H J1a j€ MAaTEMaTHIKH BaJbaHO 3~
BEJICH 3a ciy4aj jenqHe Oumopdue rpeae. Mmajyhu To y Buay, HapeqHH KOpak y HOTBphHUBamy
MIPEIOKESHOT MOJIENa je HeroBa mpoBepa 3a CiIy4aj Kajia ce CUCTEM 3a CaKyIUbamke CHEPTHje

cacrtoju of Buire Mel)ycoOHO moBe3aHux OMMOpQPHUX rpena.

Tabena 4.2: YcBojeHe BpeAHOCTH IMapaMeTapa 3a Ciiy4aj jefHe Tpeie ca MacoM

[Tapamerap Osznaka MepHa jequanna [Iuje3okepamuka Hocehn croj

HdyxunHa L mm 50.8 50.8
upuna b mm 31.8 31.8
Je6sprHa hy, hs mm 0.26 0.14
Marepujan - - PZT-5A Mecunr
Monyo enactuaHOCTH Y, Y, GPa 66 105
Crenuduyna Maca Pps Ps kg/m? 7800 9000
[MujezoenexTpuvHa KOHCTaHTa €31 C/m -10.4 -
ITepMUTHBHOCT 35 F/m 1500¢ -
IIepMUTHBHOCT Ipa3HOT MPOCTOPA €0 pF/m 8.854 -
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Electric voltage [V]
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Experiment, R=11.8 k| |
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Crnuxka 4.3 ITopeheme pesynrara 3a OCTBApEHU €IEKTPUYHU HATIOH
ITEJIA monena ca pesynraruma exkcriepumenara Eprypka u uma-
Ha [2] 3a cimyuaj jenHe GuMopdHE Tpezie ca 10AaToM MacoM Ha CIIo-
O0HOM Kpajy, 3a Pa3InYUTe BPETHOCTU €IEKTPHUYHE OTIIOPHOCTHU
kona R
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4.2 Tlopeheme pesyarara 3a ciaydaj cucremMa 0uMOpPQHUX KOH-

30J12 €JIACTUYHO MOBE3aHUX HA CJI000HUM KpajeBHUMA

Hakon nopehema pesynrara 3a cinydaj jenne oumopdre rpene, nmpeaiokeHn monaen ouhe
MIPOBEPEH U 3a Clly4yaj CUCTeMa MOBe3aHuX OMMop(hHUX rpena. MelhyTum, y 10CTyNHO] JuTe-
partypu MOCTOjU BP0 Majo pajioBa y KOjuMa je pa3MaTpaH OBaj ClIyyaj, U CBH Ce€ OJHOCE Ha
KOH30JIHE TpeJie MOBe3aHe Ha CBOJUM CJIO0OHUM KpajeBHMa, OMJI0 y paBHU OCIWIIOBama [3],
omo BaH e [129]. C 063upom Ha To 12 je y npeiokenom moaeny [IEJIA Be3a uzmelyy rpena
OCTBapeHa y paBHHU OCIIMIIOBama, TO he Banuanuja Mmoaena 6utu ypahena 3a Taj ciryyaj, Koju je
obpahen y pany Mepyanea u Ilukape "A Broadband Vibration-Based Energy Harvester Using
an Array of Piezoelectric Beams Connected by Springs" [3].

[TorpeGHO je MOHOBO HAIIOMEHYTH Jia Cy Y IOMEHYTOM pajy rpeae 6umopdHe u aa je Besa
u3Mely rpena octBapeHa caMo Ha clI0OOTHUM KpajeBHMa KOH30J1a U TO €aCTUYHUM OIpyra-
Ma. OBO TpescTaBsba jefad of mMoceOHmnxX ciydajeBa npemioxkenor mozaena [TEJIA, ykonuko ce
WCKJbYYH NPUTYLICHE, Y3€BILH Ja je 3a Hocehu ciioj ouMophHUX rpena pea GpakiuroHUX U3BO-
na y Moneny jeaHak o = 1.0 u kopuctehu koeuIijeHT KIaCHYHOT BUCKO3HOT MPUTYIICHA Cq
YMECTO BpeMEHa perapianuje 7;', 10K ce cJIoj CIpe3ama nu3Mely rpefa y3uma Kao e1acTUYaH.
Takole, momto cy y paxy Mepyanea u [lukape rpeae nmosesaHe caMo Ha CBOjUM KpajeBUMa, a
y npemioxenom mozeny [TEJIA je Be3a ocTBapeHa ciojeM crpe3ama YUTaBOM JIy>KHHOM Tpeia,
noTpeOHO je noHekne n3MeHuTH jennaunne [IEJIA Monena kako O OH OATOBapao MOJCITY U3
uuTupaHor paga. ExBuBaieHTHOCT ce Moxke nmoctuhu yBohemeM [{upakoBe nenta GyHKIHjE Yy
YJIaHOBMMA BE3aHHUM 3a YTHIIA] cjoja cripe3ama. Vmajyhu HaBeneHo y Buay, 1udepeHIyjamte
jenHadnHe Kperama rpena cuctema y [TIEJIA moneny (3.47) 3a oBaj mocebaH ciydaj mocTajy:

Nom
mn

pk:Ak + Z mad(m - xa) wrel(k) + Csw;/é/l(k) + Y[kwrel(k)_

a=1

(4.3)
- (l‘fkq(wm(k) - wv-el(k—l)) - Hk(wrel(kH) - wrel(k))) 5(3? - L)—
—v(§'(x—0)—d'(x— L)) =Fuy, k=1,2,..., Ny,
I7IE je Kao M paHuje KopulllheHa O3HaKa:
Non
Fuy = Fo(,t) = prArg — | ppAi+ ) mad(x — ) | i, (4.4)
a=1
JIOK jeHaYMHa 32 eneKTpuaHO Koo (3.50) ocraje HempoMemeHa:
1 o [r
NyCp¥ + 5 v + > / Wy dz = 0. (4.5)
k=1 "0

[Topen Tora, y paxy Mepyanea u [Tukape cBe 6umopdHe rpeae umajy 101aTy camo jeIHy KOH-

IICHTPUCaHy Macy Ha CBOM clI000IHOM Kpajy, Tako na je y [IEJIA momeny moTpeOHO y3eTu na
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je Na = 1. Y HaBeneHOM pajy, ayTOpH Cy HAjIpe Pa3BUIM MEXaHUYKU U MATEMaTHYKH MO-
JIeJT 32 OMUCAHU CUCTEM, a MOTOM IMPHUKa3ail U MOTBPAY Mojena nopehemem ca pesynraruma
eKCIIepUMEHTa 3a cliydaj ca 3 moBesane oumopdue rpeae (Cnuka 14 y momeHyToMm pany). 3a
Banunanyjy [TEJIA monena 6uhe xopumhern yrnpaBo oBu nogamnu, Oyayhu na cy norsphenu
exciepuMeHToM. Y TaGenu 4.3 cy mpuka3aHe T€OMETPHUjCKE U MaTepHjaTHe KapaKTepPUCTH-
Ke rpefa cCucTeMa 3a pa3MaTrpaHu CiIydaj, 3ajeHO ca YCBOjeHHM BpeIHOCTHMA OAroBapajyhux
napametapa y [IEJIA moxeny. Ha cinoGomHumM kpajeBUMa KOH30JIHUX Tpela JAoAare cy mMace
myr = 6.5myL, m2y)1 = 3.5myL, mzy1 = 1.9m; L, moBe3aHe €1aCTUYHUM OIpyraMa Kpy-
toctu k = 2.92Y T /L3,

Tabena 4.3: YcBojeHe BpeAHOCTH mapaMeTapa u3 paja Mepyanea u [Tukape

[Tapamerap Oznaka Mepna jenununa [lujezoxkepamuka Hocehu cioj
HyxuHa L mm 48.2 48.2
[Mupuna b mm 10 10
JleOibuna hy, hg mm 0.24 0.19
Marepujan - - PZT-5A Mecunr
Monyo enacTuuHOCTH Y,, Y GPa 55.0 40.4
Crennduyna maca Pps Ps kg/m? 8140 1519
[MujezoenekTpuyHa KOHCTaHTa €31 C/m -10.4 -
[TepMuUTHBHOCT 35 nF/m 13.28 -
Koepuuujent npurymema sl kgm*/s - 1.16 x 1076

Ha Cnumm 4.4 cy npukazanu aMIDTUTYIHO-(PEKBEHTHH HjarpaMu FeHEpHUCAHE EICKTPHY-
HE CHare OMMCaHOT CHCTeMa rpejia aTi ol crpane Mepyanea u [lukape 100HMjeHN aHATUTHYKH
U eKCIIEpUMEHTAIHO, Kao U pesynratu n1ooujenu npumenoM ITEJIA monena. ITynom nuHMjoM
Cy IPUKa3aHU pe3yNTaTH J00WjeHH 3a Cy4aj MOBE3aHUX, a HCTIPEKUIaHUM JIMHIjaMa Pe3NTaTi
3a ciydaj 3aceOHux (HemoBe3aHux) ommopduux rpemaa. Ca ClIMKe ce MOXKE YOUUTH Jla CE JIU-
jarpam ciaxy 1o oOJUKY, Kao U Jia Cy COIICTBEHE (peKBEHLe Mozesa onpehene TayHo, J0K y
BPEIHOCTHMA aMIUTUTYyAa Y OMM3UHN PE30HAHTHOT CTama MOCTOje U3BECHE Pas3liuKe y pe3ynTa-
tuMma [1EJIA monena y onHOCy Ha pe3yiiTare faTe y HaBeaeHoM paay. Hanme, oBo oacTymame je
HajBEpOBATHH]E MOCIEANIA PA3IMIUTOT IPUCTYIIA Y MOJICIHNpaky NpUTyIIekha Mojena, Oymy-
hu 1a cy ayTopy HaBeIEHOT pajia KOPUCTUIM MOAAHE KOS(PUIIH]jeHTEe BUCKO3HOT MPUTYIICHA,
Koju cy oapehenu excriepumenTanHo, 10k je y IIEJIA moneny xopumheH riob6anHu koehuim-
JEHT, KOju HHje MOoTyhe y MOTITyHOCTH NPUIIArOIUTH MOZEIY Ca MOAATHIM IPUTYIICHEM 32 CBE
TOHOBE OCIIMJIOBaF-a MCTOBPEMEHO, LIITO Y KOHAYHOM JIOBOJIU A0 oApeheHe pasnuke y pe3ynTa-
tuma. MelhyTum, ¢ 063upoM Ha TO J1a Cy KapakTep aujarpaMa U (peKBeHTHE KapaKTepUCTHKE
CHCTEMa TPaKTHYHO WICHTUYHH, a OJCTYIIaka y BPeI0oCTHMA aMIuIuTyaa He npenase 10%, mo-
xe ce cmarpatu aa je [IEJIA monen nmoTBpheH u 3a pa3MarpaHH cilyyaj cucteMa OUuMOppHUX

I'pc€aa Caje,I[HOM KOHIOCHTPpHUCAaHOM MAacCOM, €JIACTUYHO ITIOBC3aHHUX Ha CJ'IO6OI[HI/IM KpajeBI/IMa.
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Cnuxka 4.4 [lopehemwe pesynTara 3a OCTBApEHH €JIEKTPUUHY CHAry
ITEJIA mozena ca pe3yaratuMa ekciepumentara Mepyanea u [1u-
kape [3] 3a ciydaj cuctema OMMOpPQHUX Tpea ca Mo jeIHOM J0-
JaTOM MacoOM M €JIACTUYHO MOBE3aHUX Ha CIO0OAHHMM KpajeBUMA.
Hcnpexniana muHUja - MOBe3aHe rpeie, MyHa JTMHH]a - HeTIOBE3aHe
rpene
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4.3 Tlopeheme 3a ciayuaj jenne ppakiuOHO BUCKOETACTHYHE

rpeze ca 104aToM KOHIEHTPUCAHOM MAaCcOM Ha CJ1000THOM
Kpajy

Kao mTo je HammoMeHyTo, y TOCTYIHO] JIMTepaTypH HUje poHal)eH mpumMep KOMOWHOBamba
OMMOpP(HUX rpelia ca MPUTYLIeHhEeM MOJEIMPaHUM y3 MIPUMEHY U3Boja Herenor peaa. Crora
he Baimmpnanuja IIEJIA mMonena Outi HacTaBibeHa nopehemeM pesynnraTa 3a cirydaj jenHe oond-
He rpefe (0e3 M1je30eIeKTPUIHUX cllojeBa U edekTa) ca (ppakMOHUM BUCKOEIACTUYHUM TPU-
TYIICHEM M JeTHOM JO0JaTOM KOHIICHTPHCAHOM MacoM Ha cJI000mHOM Kpajy. 3a (hpakiuoHu
KenBuH-BojTOB MOzien npurymemna, Kakas je KOpUIINeH y 0BOj IMCEPTaLH]jH, Y JIUTEPATYPH I10-
croju pax @pojuanuxa [4], y KojeM je ayTop MpUKa3ao TAYHO aHATUTHUYKO PELIeHE 3a ONMUCAHU
CITyuaj.

Kao u no cana, morpe6no je [IEJIA monen Ha ogpeheHn HaYMH MPUIATONUTH 33 OBAj MO-
ceban ciryuyaj. Hajupe, y Mogeny Tpeba ycBojuTH Ja je Opoj Tpena jeHaK jeANHUIH, OJHOCHO
N, = 1, yuMe ce UCTOBPEMEHO MCKJbyuyje W JEJOBamke Clioja crpes3ama. Takohe, kako Ou
C€ UCKJbYUMJIO EJIEKTPO-MEXaHUYKO clipe3ame Hoceher u nujezoenekTpuuHux ciojesa y I[IEJIA
MOJIeIy, TOTPEOHO je Y3€TH J1a j€ eIeKTPHUYHA OTIIOPHOCT EIEKTPUIHOT KOJIa, Y KOje Cy IMTOBe3aHe
enekTpome GumopdHe rpee, jeqHaka vy, otHocHo R — 0 = v(t) — 0. Ocrase reomerpuj-
CKE U MaTepHjaTHe KapaKTEPUCTUKE MOJIEIa YCBOJEHE Cy Kao y IUTHPAHOM pany PpojHmxa.

[Ipernen ycBojeHux mapametapa mojena aat je y Tadenu 4.4.

Tabena 4.4: YcBojeHe peaHOCTH MapameTapa u3 pajaa OpojHunxa

[Tapamerap Oznaka Mepna jenununa [lujezokepamuka Hocehu cioj

JyxuHa L mm 800 800
[Iupuna b mm 25 25
JleOibunHa hy, hg mm 0.24 0.00
Marepujan - - PZT-5A Jlerypa
Monyo enactuuyHOCTH Y, Ys GPa 0 32
Crenududna maca Pps Ps kg/m3 0 1190
[MujezoenekTpuyHa KOHCTaHTa €31 C/m -10.4 -
[TepmuTHBHOCT €3, nF/m 13.28 -

ITopen oBora, y3eTo je 1a je Ha CIOOOMHOM Kpajy I0AaTa KOHLEHTPUCAHA Maca 1m(i), =
0.2mpL, 1 na Hocehu cnoj OumopdHe rpeae uma Bpeme perapaaumje 7 = 0.002s%, u pen
¢bpaxuonor uzBoga o = (.8. Takohe, y @pojHIIMXOBOM peIlIeHhY j€é UCKJbYYeHa POTAIHO-
Ha MHEepLHMja JojaaTe Mace, kako 6u mozen Ouo ynopenus ca IIEJIA monenom. Ha Ciunm 4.5
Cy IpUKa3aHa IoMepama cI000JHOT Kpaja KOH30JIe J0OHjeHa TAYHUM aHATUTUYKUM PeLIeHeM
®pojuanuxa (myna nuauja) u [IEJIA moznenom (Mcrpekuiana JuHuja).

Kao mro ce Mmoxe BUiETH, Cllarame je OJUIMYHO, HA OCHOBY Yera ce MOXe 3aKJbyUUTH J1a
je Banunanuja npeanoxenor moaena [TEJIA ocTBapena u 3a cinydaj jeane oumopdHe rpene ca

(1)paKI_II/IOHI/IM BHUCKO3HHM MPUTYHICEHEM. Ha OCHOBY CBHUX IIpHUKa3aHUX Banm[aunja, ca J10BOJb-
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Cnuka 4.5 TTomepame c1000AHOT Kpaja KOH30JIE ca JeJHOM J0/a-
TOM MacoM Ha cii000qHOM Kpajy. [lnaBa nuHMja - Ta4HO aHAIH-
THYKO pelIeHke U3 TuTeparype [4], )KyTa JIuHHja - pememne 100uje-
Ho npumenoM [TEJIA mozena 3a ciydaj OumopdHe rpese ca eyek-
TPUYHHUM KOJIOM Y KPaTKOM CIIOjy

HOM T0y3/1aHomhy ce Moke TBpAUTH JIa je MOTBpheHa BasbaHOCT mpenoxkeHor moaena [TEJ[A,

Kao U /1a he oH JaBaTH NOy3/1aHe pe3yaTare Yak U 3a HajoNIUTHjH CiIyda) IOBE3aHUX CHUCTEMa

o6umop¢HuX rpena ca ppakuroHuM npurymemem. OBume je Banuaanyja [IEJIA monena u3Bp-

II€HAa 1 Y HApPCIHOM IIOITIaBJbY he outn IMIprUKa3aHa IMPpUMCHA OBUX TUHAMHWYKHX ancopGepa 3a

KOHTPOJIy BUOpalirja MOCTOBCKUX KOHCTPYKIIH]a.
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I'1aBa s

IIpuMeHa NpeaIoKeHOr THIIA JUHAMUYKOT
ancopoepa 3a KOHTPOJIy BUOpauuja

MOCTOBCKHMX KOHCTPYKIIMja

VY IMornasseuma 3 1 4 je U3JI0KEH MPeIor HOBE KOHCTPYKIIMje TMHAMUUYKHX arcopoepa ca
I1j€30eJIeKTPUYHUM €JIEMEHTUMA U pa3BHjeH je U OTBpheH MaTeMaTHUKU U MEXaHUUKHU MOJEI
oBUX aricopbepa. Kao mro je HannomMeHyTo, YTHIIa] OBUX aricopOepa Ha TUHAMUYKA CBOjCTBA U
BUOpallije OCHOBHE KOHCTPYKIIUj€, OJHOCHO, Y OBJIE pa3MaTpaHOM CIly4dajy, MOCTOBCKE TpeJe,
OCTBapyje ce TeKUHOM Kyhurra cBakor oj1 aricopoepa, Koje je Ha oaroBapajyh HauuH moBe3aHo
ca rpenoM. Mmajyhu y Buay nonasHe npeTmnocTaBke Moj KojuMa je pa3BHjeH MOJEIN Y OKBHPY
oBe nucepranuje (ITormasibe 2.2), oBakaB KoHIeNT oMoryhasa ga ce cioxeH mpooiem mehy-
nejcrea [IEJIA u ocHOBHE KOHCTPYKITH]jE Pa3okKH Ha JBa poOJieMa KOjU C€ MOTY pelllaBaTh
onBojeno. Hanme, y mpBoj ¢a3u ce mocMaTpa OCHOBHA KOHCTPYKIIH]ja 33j€THO Ca CBUM J0IaTUM
TUHAMHYKHUM arcopOepruMa u mpojekToBaHuM onrtepehemem. Kaza ce Taj AMHaMU4Ku npooiieM
y MOTIIYHOCTH PEIlI Y BPEMEHCKOM JIOMEHY, IT03HaTe ¢y (PyHKIMje moMepama Kyhuiira cBakor
on aricopbepa. Ilotom ce y apyroj ¢as3u 3a cBaku o arcopoepa MOHA0CO0 MPUMEHU PEIICHE
onucano y Ilornasmy 3, y3umajyhu 3a ¢yHKIHMjy nomepama OcioHIa oaroBapajyhy ¢yHkim-
Jy momepama Kyhurmra tor ancopoepa oapeheny y npsoj ¢a3u ananmmuze. Ha oBom momeny ce
OHJIa ofIpea N00HujeHa KOJIMYMHA eJIeKTpruIHe eHepruje y cBakoM ox [1IEJIA Tokom mocmarpa-
HOT BPEMEHCKOT MHTEPBaJia, YAME C€ Y KOHAYHOM JI00Mja KyMYJTaTUBHA KOJIHMYWHA SIEKTPUIHE
EHEPTHje KOja ce MOXE YCKJIQJIUIITUTH y ofaroBapajyhu akymynarop, oqHocHo 6arepujy. Omnu-
CaHHM MOCTYNAaK MPEeACTaBba MOTIYHO PelIeHke MOCTaBJbeHOT poliieMa U ynpaBo he oH OuTH
NIPUMEHCH U JIeTajbHU]E pa3pal)eH y 0CTaTKy HapeIHOM TEKCTY.

Kako je y Ilormasspy 3 Beh nznoxeH MoJeN U MOCTYIAK KOJUM ce apyTa da3a aHalu3e MoxKe
y TIOTITYHOCTH PEIUTH, cajna he OMTH pa3BHjeH MOJAEN U MOCTYyMaK 3a peliaBame npse (asze
aHaJn3e, OJHOCHO pelllaBamke JUHAMUYKOT MpoliemMa BUOpaliija MOCTOBCKE KOHCTPYKIIH]jE ca

JI0/1aTUM AMHAMHUYKUM arcopdeprmMa u oxroapajyhum onrepehemem.
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5.1 MaremMaTu4ku MojeJ rpe/ie ca JMHAMHUYKUM ancopoepu-

Ma

VY Ilornasspy 2.2.3 je onucaH nocTynak u3Bohema nudepeHnnjanHux jeJHaulHa CI0KEHOT,
XUOPHUIHOT CHCTEMa CAYMEbCHOT 0] MOCTOBCKE TpeJie, Koja ce MOAeUpa Kao KOHTUHYATHH eJIe-
MEHT ca 0ECKOHAYHO MHOTO CTEIeHH clo0o/e KpeTama, U N, TMHAMUYKUX aricopdepa, Koju ce
MOJIEIMPajy Kao CUCTEM KOHIEHTPHUCAHUX Maca Of KOjUX CBaKa MMa I10 jelaH CTeleH ciiobone
KpeTama. 3a ONMCHBAambE allCOTYTHUX IOMEpamka Maca arcopoepa yBeZieHe Cy HOBE KOOP/IHHATE
Zay @ = 1,2,... N,. Kao mto je HaBeneno y I[lornasspy 2.2.3, 3aBUCHO 07 MaTrepHjaia ene-
MEHTa KOJUM j€ CBaKH O]1 aricopOepa MoBe3aH ca OCHOBHOM KOHCTPYKIIM]OM, pa3iukoBahe ce u
PEOJIOIIKK MOJIEN Be3€ Mace CBAKOT 0J1 ancopOepa ca MOCTOBCKOM T'PEJIOM Y JaTOM MEXaHHIKOM
Mojieny. Y TIOMEHYTOM IOTIaBJby M3BENICHA j€ jeJHAaYMHA KpeTama Ipejie U KOHIICHTPUCAHHUX
Maca 3a HajoNIITHjH CITy4aj pa3MaTpaH y OKBUPY OBE JUCEPTAIH]je, Tj. CiIydaj Kajaa cy U rpena
Y CBU BE3HU €JIIEMEHTH CaYMI-EHH O (PPAKIIOHO BHCKOETACTUYHOT MaTepHjajia, Ipu 4eMy ce
PeoIIoIKe KapaKTepPUCTHKE BE3HOT eJIEMEHTA 3a CBAaKHU o aricopbepa mory melycoOHo pasznu-
koBaru. OBe jeHauUMHE Cy Jare u3pasuma (2.52) u (2.54), koju he oBe OUTH TOHOBJBCHH PaIH

HPETICIHOCTH:

Nq
YI(L+ 7 D)™ +mib + Y ka(1+ 702D (w(xa, 1) — 24(t)) — cath = £, 5
5.1
a=1 .

MaZa — kao(1+ Tf”DB“) (w(q,t) — 2za(t) =mag, a=1,2,...,N,.

3a pemraBame OBOT cucTeMa jeqHaunHa Ouhe kopumtheHa ['anepkuHOBa aHATUTHYKA allPOK-
CHMallMOHA METOJa Kao U y MPETXOHUM pazMarpamuMa. MehyTum, ako ce Ha OBe jeHauYMHE
MIPUMEHU TIOCTYIIAK arpoKcUMaIije GppakiiMOHUX U3BOIa OKOJTHIUM M3BOIMMA 11EJI00POJHOT pe-
Jla Kao 1ITo je AeTasbHO onucaHo y [lormasmy 3.4 Ha npumepy jensor I1IEJIA, jennaunne he
JOOUTH UCTH OOJUK Kao J1a je Y CUCTEMY IPUCYTHO CaMO KJIACHYHO BHUCKO3HO MPUTYIICHE ca
n3BoaMMa Iieso0pojHor pena. Jlakie, y3umajyhu y o03up J1a ce HajoIIITHjH OBJIE pa3MaTpaHu
cirydaj ca (PpaKIMoOHO BUCKOCIACTHYHUM MaTepHjajiMa OMMCAHUM MOCTYIIKOM MOXKE CBECTH
Ha Clly4yaj ca KJIACHYHUM BHCKO3HHM IPHUTYIICHEM, Y HACTaBKy he paau jeJHOCTaBHOCTH, a
0e3 ryOouTKa OMImTOCTH, ONTH pa3MaTpaH Cilydyaj KaJa Cy 1 MOCTOBCKA TPeia U BE3HH €JIEMEH-
TH arcopOepa cadyrbeHU 01 BUCKOSIACTHYHOT MaTepHjaia kiacuuHor Kensuna-BojroBor tuna,
OZHOCHO MaTrepujajia Yuje ce MPUTYIICHEe MOJIEIUpa y3 MPUMEHY IeT00pOjHUX U3BoAa. Y TOM

ciy4ajy, jenHauuHe 5.1 mocTtajy:

N,
< d
myy, + co Ly + Yy yw"" — Z (ka + Ca%) (wy(2a,t) — 24(t)) = f — M0y,

a=1

(5.2)

d
MaZa + <k‘a + Ca%) (wp(xq,t) — 24(t)) = mag, a=1,2,...,N,,

I7Ie je My, Maca MOCTOBCKE Ipefie M0 jeJUHHIH TyKHHE, Wy (x,t) ancolyTHO, BEPTHKAIHO TI0-
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Mepame HEyTpallHe 0ce Tpene, Y, U ¢; MOAYO €IaCTUYHOCTH M KOS(UIIMjEHT BUCKO3HOT TIPH-
rylIeHka MaTepujalia rpeje, PeCcleKTUBHO, [, aKCHjaJIHU MOMEHT MHEPIIU]e MOIPEYHOT MpeceKa
rpefie y OTHOCY Ha OCy yNpaBHY Ha paBaH oapeheHy rpeaoM u arncopoepuma, k, U ¢, MOIYO
€IACTUYHOCTH M KOCPUIIHN]CHT PUTYIIICHha MaTeprjajia BE3HOT eJIeMEeHTa a-ToT aricopbepa, pe-
CIIEKTUBHO, Z,(t) alcoiyTHO, BEPTHKAIHO IOMEpame a-Tor arcopodepa, 1m, Maca a-TOT arncop-
Oepa, a f(z,t) dynkuuja onrepehema Koje aeyje Ha MOCTOBCKY rpedy. Y jenHaunHama (5.2)
Jj€ y3eTo y 003up /1€JCTBO COIICTBEHE TEKMHE KOHCTPYKILIHM]je, IpU YeMy je yOp3ame 3eMJbUHE
Texe obenexeHo ca g. OTHOp cpeAnHe je 3aHeMapeH y OBOj aHAIM3H 300T PeIaTUBHO Major
yTHIaja Ha OJI3UB KOHCTPYKIHje y opehemy ca octanum enementuma. JeqHaunnama (5.2), y3
oaroBapajyhe rpaHMYHE U MOYETHE YCIIOBE, TPOOJIEM je y TOTIyHOCTH ofpeheH. ¥V HacTaBky he

OWUTH ONKCaH MOCTYIAK PElIaBaba OBOT CHCTEMA jeIHAYMHa TPUMEHOM [ anepkuHoBe MeToE.

5.2 Peueme 100HjeHOr CHCTEMA jeJHAYUHA

Vkonuko ce yBene ['ajiepkiHOBa AUCKpETH3alKja MPOCTOPHOT JOMEHA, TIOMEPaka MOCTOB-

CKE IrpcAc MOr'y CC IIPUKA3aTU Kao:

DEDPEACAOR (53)
=1

ca npobuuM GyHKIHjama ¢y, (z), i = 1,2, ..., n, 3a Koje Cy YCBOjeHH OOJHIM OCIMIOBa-
ma rpezae 6e3 arncopdepa u onrepehera, 1 HEMO3HATHM BPEMEHCKUM (yHKLHjama qp, (t), i =
1,2, ..., n. Kao mro je Beh onucano y IlornaBmpy 3.3.4, npuMeHa METO/Ie OTEXAHOT OCTaT-
Ka ToJIpa3yMeBa Jia ce mpBa jelHaunHa y cuctemy (5.2) peaoM MOMHOXH CBAKOM O] MPOOHMX
dynxumja ¢y, (), j = 1,2, ..., n, u 1a ce cBaKa Tako J00OUjeHa jeIHaYMHA HHTETPAIIH y Tpa-
HHUIIaMa pPa3MaTpPaHOT MPOCTOPHOT IOMEHa, unMe ce o0e30ehyje 1a je yKymHa rperika anpok-
cuUMalldje MmocMaTpaHo Ha IOMEHY Kao LEeTUHU jeqHaka Hyau. OBUM MOCTYIKOM ce 100Hja cu-
cTeM o 1 OOMYHUX AM(EepeHInjaTHNX jeTHaYNHa IO HeTI03HATUM BPEMEHCKUM (yHKIHjama

a,;(t), 1 =1,2, ..., n, Tako ga cucreM (5.2) mocraje:

n L n Ng
Z (/ My®p; G, dﬂU) Gp; + Z / Csfb(,b””%j dr + Z Ca®; (Ta) P, (Ta) | Go,+
—1 0 i=1 0 a=1
Ng

—+ Z_: / Yz,lb(ﬁml(ﬁb dx -+ Z k'a(bb L (bb (xa) v, — Z (Ca¢bj (Q?a)) Za_

a=1

—Z kath (22) /¢b xtdx—/ mygdn, () dz, j=1,2,

ma.z.a+ca2'/a + kaza - Z (Cad)bi(xa)) Qbi - Z (ka¢bi (xa)) Qp, = —My g, a = ]-7 27 ey Na .

=1 =1

(5.4)
VKOJIUKO ce HeMo3HaTe BpeMeHCke GyHKumje gy, (1), i = 1,2, ..., n 1 Heno3Hare QpyHKIHje
noMepamsa ancopoepa z,(t), a = 1,2, ..., N, cJIoxe y jeoaH BEKTOp U, MPETXOAHH CHCTEM
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jeaHaunHa ce MOXKE 3aIHMCaTH y MAaTPUYHOM OOJTUKY Kao:

M 0 C Cpa K Ky, f
;b q, I bb b q, i bb b q, _ )b ’ (5.5)
0 Maa z Cab Caa z Kab Kaa z fa
OJITHOCHO:
Mu+Cu+Ku=f | (5.6)
rae cy:
N, Ng
[Cbb]ij = Ewibij + Z ca®i(Ta)Pj(Ta) , [Kbb]ij = Wby + Z ka®i(Ta)dj(2a)
a=1 a=1

[Cba]ja = _Ca(bj(xa) ’

[

[Cab]ai = _Ca¢i(xa) ) [K&b]az - kagbi(:ﬁa) )
[C.a) = diag(c,), [Kaa] = diag(k,) ,
f,=fr +1,, [Muy);; = 6ij

L
t, = [ fon,ds. M..] = diag(m,)

0
L
£y, = —mbg/ ¢;dr, Q= [ By - B
0

f,, = —m,g, z:[zlzz...zn]T,
f=[f, f,]” u=[qz7]",

M a a
M — b 0 Cc= G G K- Ky, Ky .

OT Maa Cab Caa Kab Kaa

(5.7)
u rae je 0 myna-marpuna peaa n X N, w; je i-Ta concTBeHa (PPEeKBEHIIa MOCTOBCKE Tpefie, a

= ¢,1, /Y31y, je KoeduIjeHT II100aIHOr MPUTYIIeHha MaTepHjajia o1 KOjer je cauribeHa Ipeaa.
J ] pury py] Jer) P

5.2.1 Pememe y ppeKBEeHTHOM IOMEHY

3a pemieme y PPEeKBEHTHOM JIOMEHY, TOCMaTpa Ce KBa3U-CTAI[OHApaH PeXUM BUOpaIy-
ja cuctemMa, rjie CUCTEM yCIIea JIejCTBa XapMOHUjCKOT onTepehera OCIUIyje OKO CBOT PaBHO-
TEXHOT TIOJIOXKaja, OJJHOCHO TOJI0Xkaja KOJU OM CHCTEM 3ay3eo ycien JejcTBa cuiie 3eMJbUHE
TEXe, KaJla Ha lhera He OM JIeTI0Bajo 1aTo XapMOHHUjCKo onTepeheme. OBakBU yCIOBU OCLUIIO-
Baba MOTY C€ ONKCATH jeJHAYMHOM KOja ce W3BOJM U3 jenHadnHe (5.6), yKOIHKO ce y3Me Ja je
f(x,t) = folx)e ™ £, =1, =0,7=1,2,....,n, a=1,2,...,N,, npu uemy cy fo(z) n
(2p aMIIMTY/Ia ¥ Kpy’KHA (pEKBEHIIA OCIIIIOBAA IaTOT XapMOHH]CKOT ontepehema.y KBa3u-
CTAllMOHAPHOM PEXXUMY KOHCTPYKIMja OCIIIITyje CHHXPOHO U CHH(]A3HO ca XapMOHH]CKOM I10-
OyZIoM, Tako Jia ce MOXe mucarh Ja je Uy (z, Qp,t) = wug(z, QF)eLQFt, U Taja ce jeIHaYrHa
(5.6) cBoam Ha:
(—M + (127)C+K) ug = fo, (5.8)
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OOHOCHO:
u = AT (Qp)f, (5.9)

e cy A(Qp) = —Q2M + (12p)C + K, u fy = [f, 0]7, oxHocHo fr, = fOL fo v, dz, a0 je
HyJa-BeKTOp pena V,.

Kana cy jennaunnom (5.9) onpeljene ammnutyae BpeMeHcKuX GyHKIHja q,(§2r) 1 dyHKIHMja
nomepama arncopoepa z,({2r), aMmuiutyne BUOpaimja rpeie MOry ce OJPCIUTH U3 jeIHAYNHE
(5.3) kao:

wy, (x,Qp, 1) qub )ertrt (5.10)

AmmuTyqHO-(ppeKkBeHTHa (PyHKIIMja TOMepama rpesie n3paxkeHa jeqnaunnoM (5.10) npencra-

BJba PCUICHHC npo6neMa Y KBa3UCTAlMOHAPHOM PCKUMY OCILIUIIOBAbLA.

5.2.2 Pememe y BpeMEHCKOM J0MEHY

Kako 61 O1o y3eT y 003up 1 HajONIITHjU pa3MaTpaHy cIydaj KaJa ce y MaTeMaTH4YKOM MOJIe-
Jy jaBJbajy U U3BOM HEIIEJIOT Peia, 3a pellaBame jeqHaanHe (5.6) y BpeMeHCKOM JoMeHy Ouhe
npuMemeHa tbymapkoBa anpokcuMaTiBHA METOIa HyMEpHYKe HHTETpalrje, Kako je OIMHCaHO y
[ornaspy 3.4 - 3.6. Y3umajyhu y 003up qucKpeTH3anujy BpeMEeHCKOT ToMeHa, jenHadrHa (5.6)

WCIIMCAaHa 32 TPEHYTaK ;1) TOCTaje:

Mug gy + Cugpry + Koy = fipqy . (5.11)

Kaza cy mo3Hare BpeTHOCTH BpeMEHCKUX (DyHKIIM]ja U BpEJHOCTH IIOMepara 0CJI0Hala y IoYeT-
HOM TPEHYTKY t(, Ka0 ¥ BPEIHOCTU BbUXOBUX MPBUX U IPYTUX U3BOAA I10 BPEMEHY y TOM TPEHYT-
KY, 32 CBaKM HApEIHU TPEHYTAK t;;1 CE OBE BPEJHOCTH MOTY OAPEAUTH UTEPATUBHO IIPUMEHOM

jennauuna (3.99), xoje he oBne 6UTH MOHOBJbEHE Ay MPETIICAHOCTH:
Uisn) = Ay'bg
. TN IN N . IN N\ ..
i+1) = a7 (W1 — U L——=Juy +AL{1— - |ug,
Wity = 5 oAL (win —ug) +( 5N) Uiy + ( 26N) i) (5.12)

1 1 1
u 7 i - 7 - ] ) - 1 u 1) 3
i) = 5 (Wiirny — ) BAr (25N >“<>

y3 noncehame aa cy:

]. — ’yN — _
Ay=——-M+_—C+K
AR NI PRSI VA
b £y +M ! iy (-1 + 5.13
i+1) = L 2 A U@ T oA UG 5a .
(1) = K Bea2" T aear™ T\ 25y ug) (5.13)

~ YN IN N . IN N\ ..
+ C </BNAtu<Z (1 61\[) ug At (1 25N> u )) .

Kapna cy nozHare BpeJHOCTH BEKTOPA U Y CBAKOM TPEHYTKY JUCKPETU30BaHOT BPEMEHCKOT
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JIOMEHa, TUME Cy AUPEKTHO oxpeheHa u ancoiryTHa noMepama JMHaAMUUKUX arncopOepa, 10K ce

IIoMEpama MOCTOBCKE I'p€ac MOIr'y OApCIANTH Kao:

wy(@,te) &Y O, ()@, (b)) = Y bb, (@), - (5.14)
r=1 r=1

Jla Ou omKcaHy MOCTYMAaK MOTa0 OMTH CIIPOBE/ICH, HEOIIXOHO j& OPEIUTH BPEIHOCTH Bpe-
MeHckux GyHKImja ¢, (0) u monoxaja ancopbepa z,(0) y TpeHYTKY 1o, OMHOCHO AehuHHCATH

IMIOYCTHE YCJIOBC KpE€Tamba.

OnpehuBame MOYETHUX YCJI0BA

VY nasmem Tekcty he OuTH n3BeIeHH U3pa3H 3a oipehBamke MOYETHUX YCIOBA 32 MOCTOBCKY
rpeay CTaTUYKOI CHCTeMa MpocTe rpefe ca /N, JoAaTuX JUHAMHUYKHUX arncopOepa. Y OKBHUPY
oBe aucepTanuje 6uhe pazmarpaH caMo OBaj CIIy4aj, alld C€ HAIIOMHELE Ja CE OBJIE M3JIOKEHU
MOCTYINaK MOYKE IPUMEHHUTH U 32 MOCTOBCKE Tpejie Apyraurjer CTaTHUKOr CUCTEMA.

[IpocTa rpena ca nonatux /N, ancopOepa mpukasana je Ha Ciumum 5.1(a). Cuctem ce Hanasu
y MoJby 3eMJBHHE TEXE U MPETIIOCTaBJba CE JIa CE Ha MOYETKY OCLWIOBaKka Halla3u Yy CTamby
mupoBama. Crora ce Mo4eTHU yCIOBU ofpel)yjy mpema paBHOTEKHOM MOJI0XKA]y KOjU CUCTEM
3ay3uMa yciies] (CTaTHYKOT ) JIejCTBA CONCTBEHE TEXKMHE HETOBUX eleMeHara. MOCTOBCKa rpeia
orntepeheHa je CONCTBEHOM TeKMHOM MOCTOBCKE KOHCTPYKIIHj€ U caMe Ipefie, Kao M TeKHHaMa
nofatux amcopbepa. Y oBie pa3MaTpaHOM MpPHUMEPY, MPETHOCTaBba CE J1a j€ MOCTOBCKA Ipe-
Jla KOHCTaHTHOT TONIPEYHOT Tpeceka MyX Ielie CBoje AYy)KUHE, TAKO Jla CE COTICTBEHA TEKUHA
MOCTOBCKE KOHCTPYKIIHj€ U I'pe/ie MOJeUpaHa jeJHAKOOIeJbeHUM onTepehemheM HHTEH3UTe-
Ta mg. JluHaMu4Ku ancopOepu cy y OBOM, IT00aTHOM MEXaHUYKOM MOy MOACIUPAHU Kao
KOHIIEHTPHCAHE Mace, MOBE3aHe ca I'PEIOM BUCKOEIACTUUHUM eJIeMEHTHMAa Ha MecTUMa T, Ta-
KO J1a Cy lbUXOBE TEKWHE MOJIENIMpaHe Kao KOHIIEHTPUCAHE CHJIE HHTEH3UTETa M, g KOje AeTyjy
Ha ofroBapajyhum mectuMa Ha rpenud. MOCTOBCKa rpefa ca onrtepehemeM Koje Ha by Jenyje
npukasana je Ha Cnumu 5.1(a),(b). Ilouetnn ycnmou he 6utu onpehenn Ha ocHOBY nedopmu-
caHor 0o0JIMKa HOCaya, OJJHOCHO CTaTHYKHUX yTuOa Tpelie yCIiea AejCTBa HaBeIeHNX TexXHa. Ha
OCHOBY TIIPETIIOCTaBKU HaBeleHUX y lloraBspy 2, MOXKe ce MPUMEHUTH MPUHIIKIT CYTIEPIIO3H-

nyje, Te he ykynan cTaTiuku yruo rpene outu oapehen kao:

Ng
wo(w) = wy?(x) + > wee (), (5.15)
a=1

e je wo(x) = wy(x,0) jenHaynHa enacTHYHe JIMHU]E MOCTOBCKE Ipejie, Wy, yrub rpene ycien
COTICTBEHE TEXXHHE, a wéw * yrub rpene yclieq AejcTBa TeKUHE a-TOoT aricopoepa.
W3 Teopuje enacTUYHOCTH je MO3HATO JIa jeAHAYNHA eJIaCTHYHE JIMHUje IPOCTE TpeJie ycen
JeIHaKonoeJbeHOT onTepehema nma O0uK:
mg

1, L, I
mgpy e 9 (L 4 L o5 L° N 5.16
wo'9() = =377 (24”@ PR 24“3) (5.16)

105



JeqHaunHa enacTUYHe IMHHjE TPEE YCIIE 1ejCTBA TeXHHE a-TOT aricopoepa 6uhe oxpehena xo-
pumhemeMm Bese uamel)y Momenta caBujama M (), yriia Haruba TAHTSHTE Ha eaCTUYHY JTHHH]Y
¢(x) u yruba rpeme w(x), y3 NPETHOCTABKY Ja je MOCTOBCKA Ipejia CaunibeHa Of] eTaCTHIHOT

Mmarepujana. Ilog onucanum ycnosuma ouhe:

d

pla) = Culm)=u'e) (VD) M) =

(x) = ¢ () =w"(x) . (5.17)

JennaumHa MOMEHTa caBHjama 3a rpefy ontepeheHy KOHIIEHTpUCAaHOM cuiIoM F|, Ha pacTojamy

X, O]l ’bE€HOT JIEBOT Kpaja IJacu:

L—xama T, €T € O,ZL‘a 5
M) d EMeI [0, ] (5.18)
sza-magx — Myg (13 — xa) = (% o 1) T+ MagTq, T E [Ia’ L] )

Ha ocnoBy Be3a (5.17), u3pasu 3a yrao Haruba TaHT€HTE Ha eJIAaCTHYHY JHMHUJY U yrud HOcaya

ce MOTY OJIpEeIMTH UHTETpalrjom u3pasa (5.18), ynme ce noduja:

L—x 1,..2
“Mag 5T +cl:901(x)7 VS [0,.’Ea],
plr)y=9q " 7 (5.19)
(_zfa)iw +magzvax+02:<p2(x)7 S [ZEG,L],

L—zx 1,.3
=remugzx’+cr+ces=wi(r), x€|0,x,),

wzy=4 ¢ I8 1@t e = () 0, (5.20)
(%) 3 2% + Magaa 5 2% + 2x + ey = wa(x), T € [x4,L].

HenosHnare koHCcTaHTe MHTErpalyje oapelyjy ce U3 rpaHUYHUX YCIIOBa!

wi(0) =0, wo(L) =0, wi(z,) =wa(zs), ©1(Ta)=wa2(rs) , (5.21)

quMme ce aoowuja:

¢ = _wgzg z3 + _mzag x2 — mgnga,
Maeg 3 Mag
Cy = — i Lx,,
6L 3 (5.22)
C3 = 07
Mg
Cy = 69.%2

VY xoHayHOM, HaKOH cpehuBama, 100uja ce U3pa3 3a jeAHAUMHYy eJIacTUYHE JMHHUje HOocada

yCIIeql IcjCTBa TEXKHUHE a-TOT aricopoepa y oOIuKy:

whe (z) = o7 [(Efemed) o3 + (—Tpad g  Med g2 — Mad ] p,) x| 2 € [0, x4,

’ B )
by 2502+ (25 0,) o+ (<23~ PS2L,) o+ 20 0T] x € 0,

a=1,2,...,N, .

(5.23)
Ornrcanu MOCTyMaK CXxeMaTCcKH je npukazaH Ha Ciurm 5.1(¢).

Kana cy nmo3Hatu yrubu rpejie ycie CBake of pa3MaTpaHuX TeKHWHa 3aCe0HO, OHH CE MOTY
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CYNEpIOHUPATH U AaTH YKyNaH CTaTUYKH YTHO MOCTOBCKE Tpeie Kako je MPUKa3aHO M3pa3oM
(5.15). Ilotom ce moueTHH yCIOBU HEOMXOAHHU 3a pelllaBame cucreMa jeqHadnHa (5.12) mory

onpenutu yBohemeM ["anepkuHoBe anpokcumanuje y uszpas (5.15), omHoCHO:
wp(z,0) = wo(z) = Z ¢i()q;(0) = wp(x) . (5.24)
i=1

Axo ce jegHaunHa (5.24) MOMHOXH Ca MAacOM IO JeJUHHIIH JTY>KHHE MOCTOBCKE KOHCTPYKIIH]E
M ¥ TIOTOM PEZIOM Ca CBaKOM Off 1 IpoOHuX dyHKuMja ¢;(x) y 'anepkuHOBOj anpoKCHMALHjH,
Ia ce 3aTHM Tako J0OWjeHr n3pasu uHTerpane y rpanuiama [0, L], momro cy npobHe GyHKuuje
¢j(x), j =1,2,...,n mehycobHO OpTOHOpPMHUPAHE Y ONHOCY Ha MacCy Ipejie, AUPEKTHO ce J0-
Oujajy U3pa3u 3a BPEIHOCTH HEMO3HATUX BpeMeHCKUX (pyHKIHja ["alepkMHOBE anpOKCHMAIIH]e

y TOYeTHOM TpeHyTKy ¢;(0) kao:

q;(0) = m/O ¢ (x)wo(x) dx . (5.25)

[ToueTHu monoxaj a-tor arcopdbepa y OIHOCY Ha JIMHU]Y HeaedOopMHUCAaHOT HOcaya MOXKE Ce

OJIpE/IUTHU Kao:
Mag

ko

Kao mTo ce Mmoke Bujaetu Ha Ciuru 5.1(d), a mpu yemy je k, MOIyO €TaCTUYHOCTH Marepuja-

24(0) = w(z,,0) —

(5.26)

Jla eIeMEHTa KOjUM je Maca amcopOepa moBe3aHa ca MOCTOBCKOM TpeaoM. Kana cy omapehene
BpeMeHcKe (yHKIuje y ['anepkuHOBOj anmpoKcUMaluju jeqHadynHoM (5.25) u monoxaju maca
arcopbepa z,(0) jeanaunaoM (5.26) y MOYETHOM MOCMATPAHOM TPEHYTKY, THME j€ MOTITyHO
onpehen BekTop u koju ¢urypuiie y cuctemy jenHaunsa (5.12). Ako ce mpeTnocTaBu Ja ce
KOHCTPYKIIHja y TIOYETHOM TPEHYTKY HaJIa3W y CTamby MHPOBamka, TO 3HAYU Ja Cy U Op3uHE U
yOp3ama cucTeMa y TOM TPEHYTKY jeIHaKa HYJIH, 11a ¢e, Y KOHauHOM, ITOYESTHHU YCIIOBH 3a pellia-

Bame cucTeMa jeqHadnna (5.12) Mory u3pasuTH Kao:

%(0)
YO o) [
. (5.27)
ug = 0,

OBuMe je noctaB/beHH IPOOJIEM y MTOTIYHOCTH Ofipel)eH Tako Jja ce BpeTHOCTH HEMO3HATUX
(byHKIM]ja MOT'Y UTEPATHBHO OAPEIMTH y CBAKOM HAapEIHOM TPEHYTKY f(iy1), ¢ = 0,1,2,...,

pUMeHOM u3pasa (5.12), mTo yjeaHo npencTaBba U KOHAUHO PelIeHEe OCTaBIbEHOT podieMa.
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Cmuxka 5.1 OnpehuBame moueTHux yciosa, (a) [Ipocra rpena om-
TepeheHa COncTBeHOM TEKUHOM M TEKHHOM JOAaTUX TUHAMUYKUX
arnicopOepa, (b) [punmun cyneprno3uiyje - GyHKIIM]je MOMEHTA ca-
BHjama Tpejie ycuea 3aaaror onrepehema, (¢) [Ipuniun cyneprio-
3WIM]jE - yKyTnaH yrul rpesie jeIHaK je 30upy yruda ycies concTne-
HE TeXXHMHE U yruba ycies cBake of1 [V, Te)KHHa JIoIaTuX arcopoepa,
(d) OnpehuBame craruukor yruba a-tor arncopoepa

5.3 Baauapaumja npeasioxkeHor moaesia mehyaejcrea MocTos-

CKe KOHCTPYKIHje U JMHAMHYKHX ancopoepa

[TprMEeHIBHBOCT MPEUIOKEHOT MTPHUCTYIIA 32 MOJIEIHUPabe Mel)yiejcTBa MOCTOBCKE KOHCTPYK-
1Mje U AMHaMUYKuX arcopbepa O6uhe mpoBepeHa mopehemeM pe3ynrara ca pesyiaTaTuMa J0-
CTYITHHM Y JIUTEPATypH, KOjU Cy Takohe norBpheHu u excnepumeHTanHo. [lopeheme he 6utn
U3BPLICHO ca pe3ysiTaTuMa Koje cy npukasanu Camanu u [lenukano y cBom pany "YonakaBamwe
BHUOpalrja rpeaa yciea NoKpeTHOr ontepehema MPUMEHOM JIMHEAPHUX U HEJIMHEAPHUX JHHA-
Muukux arcopoepa’ u3z 2009. rogune [5], 3a mocebaH cirydaj BUCKOSTACTHYHE TPEJIE ca jeTHUM
JO/TaTHM BUCKOGIACTHYHUM JHHAMUYKHM aricopoepoMm.

VY nmoMeHyToM pajly pa3mMarpaHe cy BHOpaIuje mpocTe Ipeie NyKuHe L, TOBPIIMHE MONped-
HOT TIpeceka 1 MOMEHTa nHepuuje /, ycien MoKpeTHE TpaHCBep3aliHe CHIle MHTEH3UTeTa F{ Koja
ce kpehe Op3uHOM V' y MMO3UTHBHOM CMEPY MOAYXKHE KOOPJAUHATE TPeae T, y3 MPUCYCTBO TH-

HaMUYKOT aricopdepa Mace mg KOju c€ Halla3u Ha pactojamy d oI JIeBOT Kpaja rpene. [pena
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j€ caunmbeHa Ol BUCKOETIACTUYHOT MaTepHjajia TYCTHHE p, MOAYyJa eJacTHYHOCTH Y U Koedu-
IIMj€HTa MOJIAJTHOT IPUTYIIEHha y P-TOM TOHY OCLUIOBaKA §,. Y LIMTUPAHOM pajJly ayTOpHU Cy
MOKa3aJIn J1a je TIPBU TOH OCIMJIOBara JAJICKO HAJYTUIIaJHUJH Y OBOM CIIy4ajy, IMa Cy C€ OJTy-
YUK 32 alPOKCUMATHUBHO PENICHE KOje y3uMa y 003Up caMo OCLWIAINNje y PBOM TOHY. Maca
aricopOepa je ca rpezioM IoBe3aHa eJIacTUYHOM ONPYIOM KPYTOCTH & W BUCKO3HOM MPUTYILIHU-
1IOM KoeduuujeHTa npurymema . CBu HaBeneHH napamerpu mozaena Camanuja u Ilenukana
nMajy oAroapajyhe mapmwake U y MoJelNy KOju ce Ipejiake y OBOj TUCEPTaIfju, TaKo J1a ce
BPEIHOCTH MOTY YCBOJUTH JMPEKTHO. JeIMHa pas3ivKa je IITO je KOJ LUTHPAHUX ayTopa yBe-
JIEHO MOJIJIHO MPUTYILIEeHE, JOK CE Y OBOj IUCEPTAlM]U KOPUCTHU II00AIHU KOS(UIM]EHT NpH-
TyIIeHka KOjU je U3BelleH U3 MPUMEHEHNX KOHCTUTYTUBHUX pellallfja 3a CBAKW Of MaTepHjaa.
MebhyTum, momro cy ce ayTopu HaBeIEHOT paja OIIYYHIIH 32 jeHO-TOHAIHY alpoOKCUMAIN]y
npobiemMa, koeUIMjeHT MOIaTHOT MPUTyIIeHha 3a MPBH TOH OCLMIIOBamka KOjU Cy OHU KOpH-
CTHJIM MOTa0 je OMTH YCBOj€H Kao KOe(UIMjeHT M00aIHOT NPUTYLICHa Y OB/E NMPEATI0KEHOM
MOJIEITy, a KaKo je Y HaBeJJCHUM OKOJHOCTHMA, Kao IITO j€ HATOMEHYTO, PBU TOH OCIIMIIOBAbha
JaNieKo HajyTHLAjHUjH, TO je U TPelIKa OBaKBOr ynpolnhaBama Ouila NpuxBaT/bUBO Maja.

VY Tabenu 5.1 cy nmpukaszaHe BpeJHOCTH rmapamerapa mozena Camanuja u [lenukana 3a ciy-
yaj koju he 6utn kopuurheH 3a NpoBepy OBJE MPEIIOKEHOT MOJIENa MOCTOBCKE KOHCTPYKIIM]E
ca arcopbeprma, y3 HCTOBPEMEHO IPUKa3uBame U 0roBapajyhux napmwaka OBUX IMapaMmerapa

Yy OBAC NPECATIOKCHOM MOJICITY.

TaGena 5.1: YcBojeHe BpeAHOCTH MapaMeTapa 3a CiIydaj jeHe rpeie ca MacoM

[Tapamerap Osnakay [S] VYcBojeHa o3Haka MepHa jenunnna Bpeanoct

Jyxuna L L m 4.0
HInpuna b b m 0.03
Bucuna h h m 0.03
Monyo enactudHocTH E Y GPa 206.80
Crienuduyna maca p P kg/m? 7820.00
Maca guHaMHYKOT ancopoepa mg mg kg 1.406
KoeduuujeHt kpyrocTu onpyre arncopoepa k ko N/m/ 877.67
Koe¢uuujenr npurymema npurymHumie ancopdepa & Ca Ns/m/ 12.980
AMIUTATYA TOKPETNEe KOHIIEHTPUCAHE CHIIE o Fo N 9.8
Bp3unHa kperama nokperHor onrepehema Vv % m/s 21.5
PenaTuBHY Nonoxaj ancopoepa Ha Tpean d Zq - 0.5

VY OUTHPaHOM HCTPAXXKUBAmY j€ YCBOjEHO J1a je Op3uHa KpeTama KOHIIGHTPUCAHE CUJIE KOH-
CTaHTHA, a UHTEH3UTET Op3UHE je MewaH u npaheHe cy HajBehe 3abenexeHe BpPETHOCTH aM-
TUTATYZIAa OCIIJIAIMja Tpee, y Wby oapehuBama KpuTtudHe Op3uHE MOKpeTHOTr onTepehema,
OZHOCHO Op3UHE MPH KO0jOj Cy aMILIUTYy/AE OCLIIOBama rpeae Hajpehe. DyHKIMja TOKPETHOT

ontepehema aara je u3pa3om:
L
F(t) = Fopp(V - t)H(V —1), (5.28)

e je ¢,(x) pyHKImja 06arKa OCHUIOBabA TPEIE Y P-TOM TOHY OCLIMIIOBAba, a XEBHUCAjI0Ba

¢dbynkuurja 06e36ehyje na cuna aenyje Ha rpey o oveTKa mocMaTpaHor BpEMEHCKOT MHTepBaja
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710 TpeHyTKa Kaja rpele meny rpeiy, HaKoH 4era CUCTEM HacTaBJba Jia ocItyje ciobonHo. [la
O ce y OBJIE IPEATIOKEHOM MOJIENTy 100mII0 onTepehemhe TakBOT O0NIMKa, y3uMa ce Jia je oja3Ha

¢dbyHk1Mja ontepehema rpeze koja purypuiie y jeqnaunn (5.1) nara nzpazom:

flx,t) = Fpo(z =V - t)H(é —t) (5.29)
YuMe ce HaKOH yBohema [‘anepkruHoBe MPOCTOpPHE JUCKPETU3AIIN]E JOMEHA T00H]a U3pa3 UIeH-
TH4aH u3pasy (5.28). [lorpebHo je HamomenyTH jom 1 To 1a Camanu u [lennkaHo HUCY y3UMaiH
y 003up YTHIIa] COIICTBEHE TEKMHE CHCTEMa, ILITO CE Yy OBJIE MPEAJIOKEHOM MOJIEITy MOXKE I10-
cTuhu yKOJIMKO ce y3Mme Ja je yopsame 3emibrne Texe g = (.

Ha Cnunu 5.2 cy npuka3anu pe3yiaTaTy KOju MoKa3yjy Kako c€ MaKCHUMaJlHa aMILUTUTY/la BU-
OpaiMja Mema y 3aBUCHOCTH 01 Op3HMHE KpeTama nokpeTHor ontepehema. [Tomro cy Camanu
u llenukaHo y HUTHpPAHOM pay Jalu aHATUTUYKO allPOKCHMATUBHO pEIleH-Ee Te je MOriia OUTH
n3BeieHa (DYHKIMja 3aBUCHOCTH aMILIUTY/a Ol Op3uHE KpeTama onrtepehema, BHXOBU Pe3yi-
TaTU Cy MpHUKa3aHU HeMpeKuIHoM JuHujoM. Ca Jpyre cTpaHe, ¢ 003MpOM Ja je y OKBUPY OBE
TUcepTalyje IpuMemheHa HyMepUyKa HHTeTpalfja jeqHauYnHa, peliekhe je J0OHjeHO y 00In-
Ky JUCKPETHHUX BPETHOCTH 32 BUILE PA3IMYUTUX BPESAHOCTH Op3WHA MOKPETHOT omnTepehema.
3a Opsune onrepehema ysere ¢y Bpennoctu ox 07 no 80™, ca KopakoMm of 5™, U mpopadyH
je crpoBe/ieH 3ace0HO 3a CBaKy O BbUX. Pe3ynratu qoOujeHH MPUMEHOM OBJE MPEIIOKEHOT

Mojena npuKa3aHu ¢y Taukama Ha Ciuim 5.2.

1.6

_ Camaﬁm M‘rleﬂ‘I/IKal-‘IO (2‘009)‘
o MEOA mogen

wo (L/2) [ mm ]

0.8 I I I I

0 20 40 60 80
V [m/s]

Cnuxka 5.2 Ilopehemwe pesynrara Camanuja u Ilenukana [5] ca pe-
3yJITaTHMa OBJI€ MTPEUIOKEHOT MOIETIa 38 MAaKCUMAaJTHE aMILTUTY/Ie
BHOpaIja 3aBIUCHO 011 Op3uHE TOKPETHOT onTepehema

Kao mro ce Moxke BUJIETH Ha CIUIM, Cllaramkbe pe3yirara je oJUIMYHO, IITO yKa3yje Ha IMoy-

34aHOCT U NTPUMCHJBUBOCT OBAC NPCAJIOKCHOT MOACIIA.
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Y KOHauYHOM, OBHME je IOTBpl)eHa OCHOBAHOCT M MaTeMaTHUKa BaJbaHOCT MPEIOKEHOT Ha-
YMHA MOJIETUPaka MOCTOBCKE Ipesie ca JA0JaTUM JUHAMUYKHM arcopOepuMa Koju MOocenyjy
U MHje30€JeKTPUYHA CBOJCTBA, KA0 M MOCTYIKA 3a ofipeuBame TMHAMUYKUX KapaKTepUCTHKA
OBaKBOT CHCTEMa U MMOHAIIakha KOHCTPYKITHje YCIIE 1jCTBA IIPOU3BOJFHOT TPAHCBEP3ATHOT OII-
Tepehema. Y HapeaHOM MoIaBiby he oBae pa3BUjeHH MOAET OUTH MPUMEHEH 32 HyMEPHUKY
aHaJIU3y YTHUIIaja [0jeIMHUX MTapaMeTapa MOJiea Ha leroa JIMHaMHUYKa CBOjCTBA, Kao U Ha KO-
JUYUHY NPOU3BEACHE E€IEKTPUYHE €HEPIH]je, Y LIMJbY ONTUMH3ALMje BPEIHOCTH IapameTapa u
CIpOBOl)era TeXHO-EKOHOMCKE aHJIN3€ UCIIIIATUBOCTU MPUMEHE MPEIOKEHOT pellekha y pea-

HUM YCJIOBHMa KopuIlllhemka MOCTOBCKE KOHCTPYKIIH]E.
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I'maBa 6

AHaJ/IM3a yTHIIaja mapaMeTrapa
[PEII0KEHOT MOIeJIa HA TUHAMUYKA

CBOjCTBA CHCTEMA

VY npeTxoaHUM MOIVIaB/bUMa je pa3BUjeH MEXaHWYKU U MaTeMaTUyKy MOJIEN KOJUM C€ OIH-
cyje moHamame Hocehe rpee MOCTOBCKE KOHCTPYKIIUjE€ YCiea AejcTBa MOKpeTHOT onTepehe-
1a, y3 IPUCYCTBO TUHAMUYKHX aricopOepa ca Muje30eIeKTPUIHUM CBOjCTBUMA, KA0 H eJIEKTPO-
MEXaHUYKO [MOHAIIAkE OBUX ancopodepa mpu BUOpalivjaMa OCHOBHE KOHCTPYKIIHje. Y OBOM IO-
IaBJby Ouhe MCTIUTAaHU 0jeAMHH TTapaMeTPH MPEITIOKEHOT MOIeTIa M FhUXOB yTHIIA] HA IUHA-
MHYKa CBOJCTBA CUCTEMA.

Kao mro je panuje moMeHyTo, MOJIEN jeé OCMUIIJBEH TaKo Ja C€ MPOPadyH CIIPOBOIH Yy JIBE
(haze, e ce HajIpe OApPEU NMOHAIIAKE OCHOBHE KOHCTPYKIIHjE U TTIOMepama arcopoepa ycies
JIejCTBA IOKPETHOT orTepehema, a IOTOM ce IoMepama arcopoepa y 0BoM, IN0OATHOM MOJIETY
KOpHCTE Kao (yHKIMje ToMeparma OClIOHala 3a ieTasbaH Mozen cBakor [1IEJIA monaoco0, ynme
ce Ha Kpajy Ao0Hja U MmoAaTak O yKYIMHO IPOU3BEICHO] KOJTUIMHH elleKTpuyHe eHepruje. Ctora
he u aHanu3a yTuiaja napamerapa Mojesia OuTH rmojieJbaHa y ipa fiejia - mpBo he Outu ucnura-
HU napaMeTpu rodanaHor mozena u yrunaj [IEJIA Ha tuHaMu4Ka CBOjCTBA CUCTEMA U BbUXOBA
e(hUKaCHOCT y CMamkeHhy aMIUTUTYa BUOpaIija OCHOBHE KOHCTPYKITH]e, a 3aTUM H YTHIIA] T10je-
nuHuX napamerapa camux [1EJIA Ha edukacHOCT mpeTBapama MEXaHUIKe EHEepruje BuOpalja
y eNeKTpu4Hy eHeprujy. Ha kpajy he Outu npukazan u npuMep IpuMeHe pelieha MpeIokKeHOT
y OBOj TUCEPTAIMjU Ha KOHTPOJY BUOpaIlfja MOCTOBCKE rpe/ie KOHKPETHOT MOCTa, a Onhe u31o-
KEHE U TPETopyKe M MOCTYIIH 32 ofipehBame ONTHMaTHUX BPEJHOCTH Mapamerapa Mojesa

3aBUCHO O] KAPaKTEPUCTHKA ofpel)eHe OCHOBHE KOHCTPYKIIHU]E.

6.1 Amnauausza yrunaja IIEJIA na njuaaMuky Mocra

Kaxko 6u ce ogpenuio aejcTBo arcopOepa Ha AMHAMUYKA CBOJCTBA CHCTeMa, Hajipe he Outu
onpeheHe TMHAMHIYKE KapaKTEPUCTUKE CaMe OCHOBHE KOHCTPYKIIH]j€, OTHOCHO MOCTOBCKE I'pe/ie

6e3 nonatux arcopbepa. CBu npopauyHu Ouhe cripoBefieHH Ha IpUMepy TUIICKe Hocehe rpene
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0ETOHCKE MOCTOBCKE KOHCTpYyKIHje canaydactor "re" (T) mompeuHor mpeceka mpuKa3aHoT Ha

Cmuu 6.1.

6.1.1 /Inmmamuuka aHaau3a rpejae 0e3 ancopoepa

3a moTpebe Hymepuuke aHanu3e Ouhe pazmarpane BuOpaiuje 6ETOHCKE MOCTOBCKE I'pelie
KOHCTaHTHOT TIOTIPEYHOT Mpeceka Koju je mpukazan Ha Ciunm 6.1a. Ilpernocrasipa ce na je
rpena cnoOOIHO OCTIOkEHA Ha CBOJUM KpajeBUMa U J1a je ieH pacnoH jenHak L = 30m. buhe
y3eTo n1a je rpeaa u3pahena o 6erona kinace C35/40, omHOCHO Aa je crienududHa Maca 6eToHa
pp = 2100kg/m? u monyo enacruanoctu Y, = 35G Pa. Takohe, 3a 6eTon he 6utu ycBojen
kinacuyad KenBuH-BojTOB BUCKOeNaCTUYaH MaTepjaiHU MOJIEN ca II00aTHUM KOEe(HIINjEHTOM
npurymemna & = 0.0001. 3a rpeay ca onucaHUM reOMETPHjCKUM U MaTepHjaTHUM KapaKTepH-
CTHKama ypaljeHa je KOHTpoJla CTaTUYKUX yru0a nmpeMa rpaHuYHOM CTalky YyIOTPEeOJbUBOCTH Y
CKaJIIy ca TpeHyTHO Baxkehum mpornucuma [195]. I'pannuHo cTrame ynoTpeO/bHBOCTH je 3a/10-
BOJBEHO, ca OHOCOM wg /wy = 10.00cm /6.93c¢m, a nobujeHn ctaTnyku yrudu Cy, y CKiIaay ca

jennaunnama (2.47), uckopunrthenn 3a oapehnBame MOYETHUX yCIIOBA Yy JMHAMUYKO] aHATU3U

KOHCTPYKIIHje.
(a)
P 160 3
7 ZBN
SN Ft) L F()
Vi
—_—
S
N
Al
16 28 416
K (b)
OAT
[\l
AT
L, 50 , 60 , 50
7 7 7 7

Cnuxka 6.1 a) [lonpeunu npecek MOCTOBCKe Tpeze, b) Cxemarcku
MIPUKa3 YCBOJEHOT MOJIeJia TOKPETHOT onrepehema

3a notpebe 0B/ U3IOKEHUX HYMEPUUYKUX aHanu3a ouhe mocmarpaH yTuIlaj jeJHOT TUIICKOT
MOTOPHOT BO3WJIa Ca JIB€ OCOBMHE, KaKaB j€ Ha MPUMEp MyTHUYKHK ayToMoomit. Onrepeheme on
BO3MJIa CE€ MOXKE€ MOJICIMPATH HA pa3inuuuTe HauuHe [196]. YV KOHTEKCTy MeXaHWYKOT MOzelia
MoCTa KOpUIINEHOT y MPEeTXOAHUM MOIaB/biuMa, TOKpeTHo ontepeheme Ouhe Mogenupano kao
HU3 OJ1 JIB€ MOKPETHE KOHIIEHTPUCAHE CUJIE XapMOHM]CKH IPOMEHJBUBOT aii Mel)ycoOHO yBek
JEIHAKOT MHTEH3UTETa, OTHOCHO JIBE CHJIE KOje ce Hana3e Mel)yCOOHO Ha YBEK HCTOM OZICTOjarby
L v xpehy ucrom Op3uHoM Vi y HCTOM cMepy, Kao IITo je mpukazano Ha Caunu 6.1b. CxoqHo

tome, pyHknmja ontepehema Ouhe nara uzpazom:

F(0) = Fody(Vi - OR(EE —1). 6.1)
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VYKynaH HHTEH3UTET onTepehera jeIHaK je TeKMHU TUIICKOT Bo3wia Fiy = mpg, a XapMOHH]-
ckH eo ontepehema je yBeIeH Ja Ou CUMyIHpao JejCTBO aMOPTU3epa MPH MPEIacKy BO3WIIA
npeko MocTta. [IpermnocraBibeHo je Ja ce ocIuIalnje HMHTEH3UTETa 00e TOKPETHE CUJIE JeIla-
Bajy CHHXPOHO M CHH(pA3HO, OKO TPHU YETBPTHHE TEKHUHE BO3MIA KA0 PAaBHOTEKHE BPEIHOCTH,
a ca aMIUTUTYJOM IIPOMEHE jE€HAKO] jeTHOj YSTBPTHHU TEXXHUHE BO3WIIA, YMMe je oOyxBaheH u
yTHuIlaj nHepuuje Bo3uiaa. OBakaB HAuYMH Mozienupama ontepehema 103BospaBa MoryhHocT qu-
HamuuKor yBehama aMInTyna BUOpanmja MOCTOBCKE KOHCTPYKIIH]j€ yCiIe ] yaacka y pe3oHairy,
YKOJIUKO c€ Kpy’KHa (PpeKBEHIIa OCLMIOBakha MHTEH3UTETA IIOKPETHUX CHJIA MOKJIONHU Ca HEKOM
OJI CONCTBEHHX (PPEKBEHIIM MOCTOBCKE KOHCTpYyKIHMje. MelyTum, mpenuMuHapHa aHalu3a je
MoKasaJia Jia je 0Baj yTHIla] HaIaImeH caMo 3a pekBeHIie onTepehema Bpiio OIMcKe 0OCHOBHO)]
COIICTBEHO] (PpeKBEHIIM TpeJie U 3a PEIATUBHO HUCKE Op3MHE KpeTama BO3WIIA, IITO CE MOXE

BuneTd 1 Ha Cimnnu 6.2a oqHOCHO 6.2b.

(a) MakcumaliHe aMIUIMTYIe BUOpalfja CpeuHe Tpelle Y 3aBUCHOCTH OJl Op3UHE M KPYXKHE
(b pekBeHIie TOKpeTHOT onTepehema

T
1.20
o 115
[e)
g
©
8
=
x
Z 110
=
©
I
=
I
1.05
| | | |
0 20 40 60 80 100

KpyxHa dpekseHua nokpeTHor ntepeherwa [ Hz ]

(b) Junammaku ¢aktop yBehama yruba cpemuHe rpeae y OMHOCY Ha CTaTUIKH YTHO y 3aBU-
CHOCTH O KpYyHe (hpEeKBEHIIe TOKPETHOT onrtepehema

Crnuka 6.2 Ananuza yTuiaja GpexBeHiie 1 Op3uHe TOKPETHOT OTl-
Tepehema Ha TMHAMAYKH OJI3UB MOCTa

114



Ca nmujarpama Ha Ciunm 6.2b ce MOXKe 3aKJbYUMTH Ja je IWHAMHYKO yBehame yruba mo-
CTOBCKE T'pelie y OJJHOCY Ha beH CTaTHYKHU YTUO, YaK U Y CIIy4ajy pe30HaHTHOT CTama {lp = w1,
Mame of] 5% npu 6p3unama Behum ox 50km/h, a ga je MmakcuManaHO qTUHAMHYKO yBehame yru-
0a oCTBapeHO MPH HAJHIKUM Op3rHaMa IMOKPETHOT onTepehema, Tako 1a 3a Op3UHY BO3WIIA O]
10km/h yBehamwe uznocu Hemro Buiie o 20%. OBako HEHArNIaIIeH YTHIIA] Pe30HAHIIE CE MO-
e 00jaCHUTH YMELEHUIIOM J]a C€ BO3WJIO HA MOCTY HaJla3H PEJaTUBHO KPaTKO BpeME Tako Ja
noBehaHe amMIuMTyie BUOpalyja He CTUTHY J1a C€ Pa3BH]Y.

Ha Cnunum 6.3a cy npukaszaHu JujarpaMu MoMepama CpeJuHe MOCTOBCKE I'pejie 3a CIIyyaj
KOHCTaHTHe (pekBeHIe mokpeTHor onrepehema (2 = 10rad/s, npu paznuautum Gp3uHamMa
KpeTama oBOT onrepehema. JacHo cy youwssuBe TpH ¢ase BuOpanuja. [IpBe nBe cexynae rpena
MUpYj€, jep BO3UJIO jOII HUje Ha B0j. 3aTuM cienu ¢a3za NpUHYIHUX BUOpaIfja Koja Tpaje ox
TPEHYTKa KaJia BO3KWJIO CTYIIM Ha TPEIly 10 TPEHYTKA KaJ1a je HaIlyCTH, HAKOH Yera noynme Tpeha
(haza kperama - cnmobonne ocimtanuje. LlIto je 6p3uHa kpeTama Bo3wia Beha, To (aza npuny-
HUX ocimianyja kpahe Tpaje. Ca civke je ouuIIeIHO J1a Op3uHa MOKpeTHOT ontepehema yTude
Ha aMIUTUTYyZe BUOpalnja, Kako Ha OHe y (a3u MPUHYAHUX, TAKO U Ha OHe Y (a3u c1o000aHuX
ocimnanuja rpeae. [Ipumehyje ce mupexTHa cpazmepa usmelyy Op3uHe Bo3uiIa U BEIMYUHE aM-
muTyna. MelhyTtuMm, ¢ 003UpoM Ha TO Ja Yak HU Yy ClIy4dajeBUMa PEJIAaTUBHO BEJIMKUX Op3vHa
Kperama yBehamwe ammntyaa Huje sehe o 5%, a mputom uMajyhu y BUy U IpeTHOCTaBKy Ja
he ce oBze pa3marpaHu CUCTEM 3a TMHAMHYKY allCOPIIHN]Y U JTOOUjambe CIEKTPUIHE CHEPTH]e
KOPHCTUTH Ha JTyrayKuM MOCTOBMMA, YIJIABHOM yAaJbeHUX OJ] HACEJhEHUX MECTa, Ha KOjHMa Ce
MOXe OYeKUBaTH J1a he ce Op3uHe KpeTama BO3WiIa MPEeKo MOCTa Hajuerrhe HaJa3uTH y rpaHu-
nama m3mehy 50 u 130km/h, y naseum pasmarpamuma he OUTH YCBOJEHO JIa C€ TUIICKO BO3HIIO
kpehe 6p3uHoM o 80km/h, ykonuko HUje Ipyradrje HaOMEHYTO.

Ca npyre crpane, Crnuka 6.3b npukasyje nujarpaMme momepama CpeauHe Tpee yCle mo-
KpeTHOT ontepehema paznuunTe GpeKBEHIIE OCIIMIOBakba, AllM YBEK UCTE OP3UHE KpeTama YK
Mocta vgp = 50km/h. OBaj aujarpam jacHO TMoOKasyje 1a (GpeKBeHIa MOKpeTHor onTepehe-
ba yTU4e Ha (PpEeKBEHIly BUOpalMja Tpeie camo y (hazu npuHyOHUX ocyuiayuja, a 1a HaKOH
LITO BO3WJIO HAITyCTHU MOCT I'pefila HacTaBJba CI000AHO J]a OCIMIIYje PeMa CBOJUM COTICTBEHUM
JMHAMUYKHM KapakTepucTukama. J{pyrum peurma, GpeKBeHIIa OCIHIOBamka rpenie y dasu cio-
0OIHUX OCIHMIIalIAja TIOTITYHO j& He3aBUCHA 01 onTepehema Koje je moOyario rpery, 1 3aBUCH
UCKJbYUYMBO O]l MEXaHHYKHX CBOjcTaBa rpesie. OBa YMIEHUIA CE MOXKE UCKOPHCTUTH Y LIUJbY
IPOjeKTOBaka JUHAMUYKHX aricopOepa ONTHMaTHUX KapaKTePUCTHKA KaKo OU Ce MaKCUMH3H-
pajio cTBapame eeKTpUYHE CHepruje, YIIPKOC CTOXaCTHYKO] pupoau caobpahajHor onrepehe-
ha.

[Tpema cBeMy HaBeIEHOM, MOXE CE 3aKJbYUUTH J1a Op31HA U PPEKBEHIIA TTOKPETHOT ONTEpe-
hema nmajy ogpehenu ytuiaj Ha aMIuIuTyIe BUOpaIija MOCTOBCKe Tpezie. MelhyTum, ¢ 063upom
Ha TO Ja (haza MPUHYIHUX OCLMJIAIM]jA TPaje PEIATHBHO KPaTKo U Ja (ppekBeHia onrepehema,
OCHM y PE30HAHTHOM PEXHUMY, He yTU4e OUTHO HA BETUYHUHY aMIUTMTYya BUOpalyja rpeae, a 1a
C€ YaK U Y HajHETIOBOJbHHU]EM CITy4ajy PE30HAHIIC Y OCHOBHOM TOHY OCIIMJIOBAaa jaBJba MAaKCH-

MaJTHO JUHAMHUYKO yBehame amrumutyaa ox 20% u To caMo Mpu peslaTUBHO HUCKUM Op3uHaMa
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(b) Ilomepama cpenuHe rpezie yciiea MOKpeTHOT onTepehema pa3snuanTiX (GPEeKBEHIIH, a YBEK je/I-
Hake Oesune kpetama vy = 50.0km/h

Crnuka 6.3 O3B KOHCTPYKIIH]E Y BPEMEHCKOM JIOMEHY yCIIe Ipe-
JlacKa jeTHOT THIICKOT BO3WJIa

KpeTama BO3WJIa, 300T BEJIMKOT Opoja mapaMerapa U OrpaHHYEHOT MPOCTOpa, y JajbUM HyMe-
pUYKUM aHanu3ama Ouhie ycBojeHo na je GpexBeHIa MoKpeTHUX cuna jenHaka 1y = 20rad/s
u 11a ce one kpehy myx rpexe Op3unom 80km/h, ako HUje Apyradrje HAMOMEHYTO, a IPH [IPU
YeMy Ce MCTHYE J1a C€ OMMCAHM MOCTYIaK MpOopadyyHa KOju je MpUKa3aH Yy OBUM HYMEPUUYKHM
UCTPa’KMBaKbUMa MOTIIYHO MPUMEHJBUB U Y CIIy4ajy IpyTUX BPEJHOCTH OBHX IIapaMeTapa.

OBuMe ce 3aKJbydyje TMHAMUYKA aHaJIM3a MOCTOBCKE rpeje 0e3 moaarux arncopoepa ycuen
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JiejcTBa MOKpeTHOr onrepehema. Y HacTaBKy he OMTH MpHKa3aHa aHANIM3a YTHUIAja pa3IHyu-
THX Iapamerapa TMHaMHYKUX arcopOepa Ha BHOpalje MOCTOBCKE KOCHCTPYKIHUjE 32 CIIy4aj
IpeJiacka jeHOT THIICKOT Bo3mia. BpeqHocTn mapamerapa 3a MOJEIMpame MOCTOBCKE Ipejie U
MOKpeTHOT onTepehema 1aTi y 0BOM 0/1eJbKy Baxknhe ¥y CBUM HapeIHUM IOTJIaBJbHMA, YKO-

JIMKO HUje JIpyrauyje HarlaleHo.

6.1.2 YrTuuaj mace u KpyToCTH ancopodepa

KonTpona BuOparyja rpene Moxke ce W3BPIIMTH J0aBAKEM AMHAMHUYKHX aricopdepa, a
epuKacHOCT ancopOepa YMHOTOME 3aBUCH O]l FbeTOBE Mace M HayMHA TMOBE3MBamba Ca OCHOB-
HOM KOHCTPYKITH]OM, T€ j€ HajIpe UCIUTAH YTUIIA] YIPAaBO TUX Napametapa. Kako 6u y pesyi-
TaTuMa OWJIO IITO M3paKEHH]E JIeJCTBO Mace M KPyTOCTH (M MpUTYIIEHa) Be3e aricopoepa ca
TpeaoM, aHallu3a je HajIpe OrpaHryYeHa Ha Cllydaj Kaja ce Tpeld J0Aa CaMo jelaH JUHAMUYKA
arrcopOep, Koju ce HaJla3u Ha CpeIuHHM rpeje. [Ipu TakBuM ycIoBUMa, aHATTU3UPAHO j€ TIoHAIa-
e TpeJie YCIIe IejCTBA MIOKPETHOT onTepehema MoeIpaHor Ha HauYlH onvcaH y [lormaBiby
6.1.1 u nopeheno je ca monamameM rpene 0e3 ponarux ancopdepa. [Ipu Tome cy Bapupane
Maca JMHaMHUYKOT arcopOepa U KpyToCT Be3e aricopdepa ca MOCTOBCKOM TPEIOM.

Ha Cnumm 6.4 cy npukazaHa noMepama CpeIiHE MOCTOBCKE Ipezie wb(é, t) HOpMUpaHa y
OJIHOCY Ha CTaTH4KU yrud cpexune rpeae wo(L/2) Tokom npBux 30 CeKyHIHM OCIIIOBAKA, Y3
HPHUCYCTBO jeIHOT TMHAMHYKOT aricopOepa rmocraBsbeHor takohe Ha cpeauny rpexae (z, = L/2).
Be3a aricopOepa u rpezie MozienMpana je BUCKOSIIAaCTHYHHM eJIEMEHTOM YHja KPYTOCT ca KpyTo-
mthy rpeze croju y ogaocy A, = 0.0008, a koeHHjeHT NpuUryliema je cpasMepaH KpyTOCTH
ca koeduuujeHToM nponopuuonaincoru &, = 0.0001. Maca ancopbepa je BapupaHa U Ha CIIHU-
U Cy MPHUKa3aHH PE3yJTaTH 3a pa3IMuiTe BPEIHOCTH OIHOCA Mace arcopOepa mpema yKyIHOj
MacH TPeie [ig.

Ha cnumu ce jacHo youaBajy TpH (paze oCIMIoBamka Kao M y ClIy4ajy Ipa3He MOCTOBCKE I'pejie
- ¢aza 6e3 onrepehema, paza mpuHYIHHX Oociuialyja (OAHOCHO Mpeacka MOKPETHOT OITepe-
hema mpeko Mocta) u ¢daza ca1000IHUX OcuuaIyja (HaKOH MTO onTepeherme HAITYCTH MOCT).
Moske ce MPUMETUTH Ja je JI¢jCTBO AMHAMHUKOT arcopOepa y (a3u NpUHYIHUX OCLUIIAINja
peNaTUBHO Malio, a Jia TO JIEjCTBO MOCTaje HEIITO U3pakeHHje y (da3u CI000IHUX OCIUIIAIH-
ja rpene. Takohe, pe3ynraru mokasyjy Jia je I€jCTBO ancopOepa 3aHeMapJHbHUBO MaJio CBE JIOK
HEr0Ba Maca He IMOCTaHe PeJaTUBHO BpJIo Benuka. Hanme, ytuiaj ancopdepa nocraje youspuB
TEK 3a OJJHOC Mace arcopbepa mpema Macu rpefie of [, = H%, HUITO y pa3MaTpaHOM CITydajy
nojipazymMeBa macy aricopoepa o npeko 10 ToHa. JacHo je 1a oBakaB ancopOep, Hako TeXHHY-
KW M3BOJIJbUB, HE TIPE/ICTaB/ba HAPOUHUTO PAIIMOHAIHO PEIIeHe, a CBAKaKo HE CIajia HU y Tpy-
ny "pacrnoesbeHux" AMHAMUUKUX aricopOepa onucanux y Ilormasiby 1.1, Koju npeacraBibajy
MpeMET UCTPKUBabha y OKBUPY OBE JUCEpTaIlje.

VY uusby nmoctuzama Behe 1eJI0TBOPHOCTH aricopoepa y KOHTPOJIM BUOpaIija MOCTOBCKE Tpe-
Jie TOTPEOHO je TOIECUTH TTapaMeTpe arcopoepa Tako a OAroBapajy KOHKPETHO] OCHOBHO] KOH-
CTPYKIIMjU Ha K0jOj ce arcopoep mpumemyje. OBakBH, MOACHICHN TUHAMUYKA arcopOepu U

npurymmuBaun Bubpauuja (eHr. Tuned Mass Dampers) umajy mojeiieH oJHOC CBOje Mace U
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Cnuka 6.4 ITomepama cpeiuHe rpejie HOpMHUpPaHa y OJJHOCY Ha cTa-
THYKH YTHO cpemune rpeae wy(L/2), y3 npucycTBo jeHOT AUHA-
MHUKOT arncopOepa ca pa3IMIuTUM OJHOCOM Mace anpocpOepa rnpe-
Ma YKYyITHO] MacH TpeJie i,

KPYTOCTH TaKoO J1a C€ COIICTBEHA (ppeKBEHIIa arrcopOepa MmokKJiana ca HEKOM O] COTICTBEHHX (pe-
KBEHIIM OCHOBHE KOHCTpYKIIMje, Hajuenrhe OCHOBHOM. Y TOM Clly4yajy yYMHaK amcopOepa ce
3HaTHO yBehaBa, Kao 1TO je nmpukazano Ha Ciuny 6.5. Ha ciounm cy npuka3zaHu pe3yniraTi 3a
ClTy4aj mpasHe rpeje (IiaBa JIWHUja) U ClIy4a] IPUCYCTBA JeIHOT MOJACIICHOT JUHAMUYKOT all-
copbepa macenor oxHoca i, = 0.001 u ogHoca kpyTocTn A, = 3.608 - 107, 1 p1, = 0.005 u
OIHOCA KPYyTOCTH A\, = 18.039 - 107C,

Kao mito ce Ha ciuum Moke YOUuTH, JI€)CTBO arcopdepa y (pasu NpuHyIHHUX ocuujaluja u
JlaJbe HUje U3pakeHo, anu je noBehame eukacHOoCTH KOHTpoJe BUOpanuja y ¢a3u cioOoaHuX
OCIMJIAIMja OYMIIICHO, YaK U 3a pEIaTUBHO MaJie Mace aricopOepa. [loTpeOHo je HamoMeHyTH U
TO J1a ce 0BO noBehame e(pUKacHOCTH aricopOoepa Ipu OMMCAHUM YCIIOBUMA ornTepehema 0cTBa-
pYyje camo 3a mofieaBame arcopoepa npema 0cHoéHoj GPEKBEHIIU TPelie, TOK je 3a TO/ICIIaBaAhEe
IpeMa BUIIMM TOHOBMMa noBehame YYMHKOBUTOCTH He3HaTHO. Ctora he y HapenHuM pa3ma-
TpamHUMa OMTH MOAPa3yMEBAHO JIa C€ KOPHUCTE arcopOepH KOjU Cy MOACIICHU ITpeMa OCHOBHOM
TOHY OCHOBHE KOHCTPYKIIMj€, YKOJIUKO HUj€ Ipyraunje HallOMEHYTO.

Omnucanu pe3yaTaTH OIHOCE CE Ha CIIy4aj Kajla ce Ha I'pe/iy Hajla3u jelaH AMHAMHUYKHU aTricop-
Oep, anu 1eJI0TBOPHOCT OBE Kiace "pacnonesbeHux" ancopodepa 3anpaBo ce MOCTHKE MPUMEHOM
Beher Opoja oBUX ypehaja Ha OCHOBHO] KOHCTPYKLHMJU. Y HapeaHOM OfeJbKy Ouhe mpukaszaHa

aHanu3a yTunaja opoja u mojoxaja ancopbepa Ha IMHAMUKY pa3MaTpaHe MOCTOBCKE Ipe/ie.
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Cnuxka 6.5 [Tomepama cpeuHe rpeie HOpMHpaHa y OfHOCY Ha CTa-
THYKH Yrud cpeauHe rpene wo(L/2), y3 IPHCYCTBO jeqHOT MO-
JIEIIEHOT TUHAMUYKOT aricopOepa ca pa3InuuTUM OJHOCOM Mace
anpocpOepa rpema yKymnHoj MacH Irpee (i, U oaroapajyhom kpy-
tomrhy Tako Aa ce moralja OCHOBHA COTICTBEHA ()PEKBEHIIA TPEJIe

6.1.3 YTumaj opoja u noJsio:kaja ancopoepa

[IperxonHo je moka3aHo Aa J0AaBamEe JeAHOT JUHAMUYKOT arcopOepa KOHCTPYKIUjU OUTHO
MeHa BEH OJ[3MB YaK U 33 peJIaTUBHO Malie Mace aricopbepa. Cana he Outu ncnuran yTuuaj Haj-
npe Opoja noaaTux arncopOepa, a 3aTUM U BUXOBOT M0JI0XKaja Ha rpenu. Pesynratu oBe aHanmse
npuka3zanu cy Ha Ciaunu 6.6.

Ha Cnunu 6.6 npukasana cy HOpMHpaHa IOMepama CpeIiHe TPee YCIIel paHuje OMHUCAHOT
MOKPETHOT onTepehera, y3 MPUCYCTBO Pa3IMYUTOr Opoja MoAemIeHNX TUHAMUYKHUX arncopOe-
pa. ¥Y3eto je ma cy cBH arcopbepu mehycoOHO HCTe Mace, a Ja je yKyIllHa Maca CBUX arcop-
6epa momatux rpem jennaka 0.5% mace rpee, ogHOCHO M = SN m, = 0.005m,. Kpy-
TOCT CBaKor arcopbepa ozpelhena je Tako /1a ce ConcTBeHa ppeKBeHIa arcopoepa u3jeJHauu ca
OCHOBHOM (hpekBeHIIOM rpesie. Taxole, 3a moyeTHy aHaIM3y yCBOjEHO je Ja Ccy ancopOepH Ha

rpenu pacrnopeheHn paBHOMEpPHO, Tj. Ha jeaHako] MelycoOHO] ymasbeHOCTH, ITO YMHH J1a je

al
Ng+17

30 cexkyHIU KpeTama, I7ie Cy MOHOBO jaCHO YOouJbUBE TpH (pa3e BHOpalyja - MUPOBaWkE, IPU-

Ty = a=1,2,..., N,. Crnuka 6.6a npukasyje o3UB KOHCTPYKIIHj€ TOKOM pa3MaTpaHuX
HYyJIHE OCIIIIalAj€ U CI000IHEe ocimanuje KoHcTpykiuje. Ha Cnuru 6.6b je npukasan netasb
npBux 10 cexynau ¢aze c1o00HUX OcLUIaIM]a Tpesie Kako Ou ce yTuiaj opoja arncopodbepa Mo-
rao 6ospe yountu. Kao mro ce MoXke BUAECTH Ha OBOj CIIMIIM, HajOOJbE MPUTyIIeHe BUOpaIuja
nobuja ce y ciyyajy mpuMene 2 ancopbepa. BpemHocTu amruntyna BUOpardje Ipu mpuMe-

HU 3 OMHOCHO 5 amncopOepa orajajy HElTo CIOpHje, YaK CIIOPHje U O] clydaja Kaja ce rpeau
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MIPUJI0/Ia CaMo jesiaH arcopoep, IMITO ce ¥ MOIJIO OUYEKMBATH ¢ 0O3MPOM Ha TO J1a je, MPH OIH-
CaHUM YCIIOBHMa MCIHTHBAKba, Maca CBAKOT' 110jeMHAYHOT aricopOepa CBe Mamba ILITO je BUILE
ancopOepa JoaTo Tpeau. Y ciaydajy BHUIIE JOAATUX arncopOepa pa3iuka y OJHOCY Ha Tpeny
0e3 ancopOepa je 1 ajbe BpJIo u3paxkeHa. Takohe, menoTBopHOCT Beher Opoja MamuX arcop-
Oepa MOXke ce 10JaTHO ToBehaTH YKOJIMKO ce€ OHH TPYIUILy OJrKe MoJjokajy TpOyxa obnmka
OCHOBHOT COIICTBEHOT TOHA OCIIHJIOBamha OCHOBHE KOHCTpYKIHje. Cruka 6.6¢ nmpukasyje ciry4aj
KaJia je pa3nu4uT Opoj arncopdepa eKBUIUCTAHTHO pacriopelheH yHyTap cpefmbe TpehrHe pacmo-
Ha IPOCTO OCIIOBEHE MOCTOBCKE rpezie. Kao mro ce Moxke BUAETH Ha CIUIH, Y CIydajy OBaKBOT
rpynucama JoIaTux ancopdepa, Op3uHa ramema BuOpanuja rpeje pelaTuBHO Ce Majo Mema
ca nmoBehameM Opoja ancopOepa, MTO MOKa3yje /a je TpynucameM arncopoepa yHyTap cpeambe
TpehuHe pacnoHa BUX0Ba e(hUKACHOCT Y KOHTPOJIHM BUOpayja nosehana.

W3 npencraBipeHe aHAIN3E CE MOXKE 3aKJbYUUTH J1a Ce MPUMEHOM H oJroBapajyhum pacro-
penoMm Beher Opoja ancopbepa Mame Mace yCIenHo MOXKe MoCcTUhu KeJbeHH edeKaT KOHTPOJIe
BUOpAIja MOCTOBCKE KOHCTPYKIIHje, a OBaKaB HAuUMH KOHTPOJE BHOpaIja uMa MpPEeIHOCT y
noryiely TeXHUYKOT n3Bohema n MaHUIyaluje caMux arcopoepa ¢ 003MpoM Ha BbUXOBY Makby
Mmacy. [Ipu Tome, umajyhu y Buy na cy pa3marpaHuM ancopdepuma 1o/1ara 1 1nje30e1eKTprud-
Ha CBOJCTBa, y cily4ajy kopuirhemwa Beher 6poja [IEJIA ce Moxxe nmpousBecTH BUILIECTPYyKO Beha
KOJIMYMHA eJIEKTPUYHE €HEepruje, y3 He3HaTHO Cllabuju YYMHAK y NOIvIey KOHTpoJie BUOparuja

OCHOBHE KOHCTPYKIIH]€E.

X %k ok ok ok ok ok

[Tpema cBeMy HaBEICHOM, MOXeE C€ 3aKJbYUUTH J1a IPOHATAXKEHE ONTHMAIIHOT Opoja, TO0JI0-
’Kaja 1 MEXaHMUYKHX CBOjCTaBa arncopOepa Mpe/icTaB/ba CI0KEH MPoOJieM BULIEKPUTEPH)jYMCKE
BHUIIIETIapaMeTapcKe ONTUMH3AIIN]€ KOjU C€ MOpa CIIPOBOIUTH 32 CBAKH KOHKPETAH CTy4aj IoHa-
0c00, y3umajyhu y 003up KapakTeprCTHKE U yCIOBE OC/Ialbakhba OCHOBHE KOHCTpYKIHje. Mehy-
THM, 003MPOM Ha ITOCTABJbEHE IIMJbEBE, TAKBA aHAJIN3a TPEBa3MIIa3u 00UM OBE AUCEPTaIlHje, ajH
CBAaKaKo Mpe/CTaBjba jefaH o Moryhux, 4ak NOKeJbHUX U MOTPeOHUX MpaBana Jajber UCTpa-
xuBama. [IpuroM Tpeba HAIOMEHYTH J1a KOHIIETIT, TOCTYIaK ¥ apaMeTpu MPeIIoKeH! Y OBOj
TE3W MOTY CITY)KHMTH Kao M0JIa3Ha OCHOBA 32 JlaJba HCTPAKUBAMA, AJTU CE Takol)e MOTy M TUPEKT-
HO MPUMEHHUTH Ha Ma KOjU KOHKpPETaH CiIy4aj y mpakcu. Ha onmcanu HauMH ce MOTY OApEeIUTH
MeXaHMYKa CBOjCTBA M IMHAMHUYKO MOHAIIAKE CHCTEMA YCIIe POU3BOJBHOT onTepehema, unme
je 3akJpyueHa ocHOBHa aHanm3a yrunaja [IEJIA Ha ocHOBHY KoHCTpyKuHjy. Takohe, kako ce Ha
OTMICaHU HAYMH MOTY OJIPEIUTU W TIOMEpama CBaKor oJ1 aricopbepa, 06e36ehenu cy ycnosu 3a
ofipehuBame KOMMYNHE eIEKTPUYHE SHEPTHje KOja Ce Y CBAKOM KOHKPETHOM pa3MaTpaHoOM CIIy-

yajy ctBapa y npumemeHuM [IEJIA, 3a cBaku o1 BUX MOHA0Cc00 KoprcTehy MOCTyMmaK ONnucaH
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Crnuka 6.6 HopMupana nomepama cpeiuHe Ipefie y3 MpUCYyCTBO pa-

3MU4UTOr Opoja arncopbepa (

IIpY YeMy je YKyIlHa Maca arcop-

2

)

Na

Oepa yBek jeanaka 0.5% mace rpeze
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y [lornasspy 5. ¥V HactaBky he Outu ananusupan yTuiaj nojequHux napamerapa camux [1EJIA
Ha KOJMYMHY T€HEpUCAHE CJICKTPUYHE CHEePruje y HUJbY NOCTU3amha ONTUMAIHUX BPEIHOCTH
W yoOiMuaBamy Mpernopyka rnpemMa KojiMa ce y CBaKkOM KOHKPETHOM CITy4ajy MOXKE MPOjeKTo-
BaTH CHUCTEM JMHAMHUYKHX aricopbepa koju he mMatu HajBehe moryhe nejcTBO Mpu KOHTPOIU

BUOpaIja MocTa IpuToM cTBapajyhu Hajsehy Moryhy KoIMuuHYy eleKTpUudHe eHepruje.

6.2 Onrumusanuja napamerapa nojexuHaynux IHEJIA

VY HapeaHOM TeKcTy Ouhe pa3MOTpeH yTHIIAj [T0jeJMHUX TapaMeTapa JMHAMHYKOT arcopoe-
pa ca MpUI0JaTUM THje30€ICeKTPHUYHIUM CBOjCTBHMA MTPEUIOKCHOT Y OKBHPY OBE JHUCEPTAIlH]e
Ha MexaHW4Ka U enekTpuuHa cBojctBa [IEJIA. Hajnpe he 6utn ncniuran ytuiaj 6poja mosesa-
HUX OMMOp(HUX Tpefa, 3aTUM YTHUIIa] KapaKTepUCTUKA CJI0ja cripe3ama U IOTOM YTHUIa] Opoja,

nononcaja " BCJIMYMHC NO0AATUX KOHHCHTPUCAHUX MacCa.

6.2.1 YTunaj opoja rpeaa

JlonaBamem OMMOPQHUX Tpenia JMHAMUYKUM aricopbepruma aHanusupanum y [lorasipy 6.1
JIe0 MEXaHUYKE €HEePruje BhUXOBUX BHOpallMja MOXe ce MPEBECTH y eNIeKTpUUHy eHeprujy. Ilo-
BehameM Opoja OmmopdHux rpeaa nosehasa ce u yunHak tako nooujeux [IEJIA, a moBe3uBa-
HEM CYCETHUX TpeJia CJI0jeM CIIpe3ama MOTY C€ PeJIaTHBHO jJEAHOCTABHO MTPOJEKTOBATH JKeJbeHa
nuMaHudka cBojctBa TakBux IIEJIA. Cnuka 6.7 npukasyje yKyIHy FeHepucaHy KOJUUNHY eJeK-
TPUYHOT HaroHa (a) U eJeKTpu4He cHare (0) 3a WIyCTpaTUBHU IPUMEP XapMOHH]CKOT TTIOMepa-
’ha IMHAMUYKOT aricopbepa 1o dyHkiuju wy(t) = Wy sin(2t) y Tpajamy ox 10s, 3a cuctem caqu-
EH O] pa3IMuUTOr Opoja noBe3anux OumopdHux rpena. Taxole, kako 61 TMHAMHUYKA CBOjCTBA
crcTeMa JIoNuIa 10 U3paxkaja, y3eTo je Jia pa3IuduTe Ipelie UMajy pa3iiuduT Opoj 10aTHX KOH-
LIEHTPUCAHUX Maca, KOJH je jeIHaK peTHOM Opojy rpene y Hu3y. [Ipu ToMe je y3eTo aa je yKyIHa
Jo7laTa Maca jeiHaka 3a cBaky of rpena. Ca cimke je ouMIieIHo Ja je moBehame Opoja rpena y
cucremy, Oynyhu na cy cBe rpene OumMopdHe, AUPEKTHO Cpa3MEpHO MoBehamwy KOTMUYMHE TeHe-
pucaHe enekTpuyHe eHepruje. Takohe, MOXke ce IPUMETHTH U Jia, TIPU ONMCAaHUM YCIIOBHMa U
HaunHy (OpMHpama CUCTEMa Ipesia, YKyITHa KOJMYMHA POU3BEICHE EIEKTPHYHE CHEPTHje ce
nosehameM Opoja rpena cucteMa aCUMOTOTCKH MpHOIMKaBa oxpel)eHoj KOHaYHO] BPETHOCTH.
MebhyTum, TocTH3amke OBE BPEIHOCTH OTPAHUICHO j& ¥ (PU3UUKHUM yCIOBUMA MPAKTUIHOT U3BO-
hema arncopOepa, momro 6u, 3a onFcaHe TEOMETPH]CKE U MaTepUjalIHEe KapaKTEPUCTUKE Tpela,
OUJI0 BeoMa CI0KEHO HAIpPaBUTH CHCTEM ca TOJIMKO BEJIHKHM OpojeM moBe3aHux rpeaa. Crtora
OBa aHaAJM3a yKa3yje Ha IMOCTOjakhe TCOPUjCKOT MaKCUMyMa e(DUKacCHOCTH ONHCAHOT CHCTEMA,
anu je ctBapHa epukacHocT [IEJ[A ycnoBheHa TEXHUYKUM OTrpaHUYCHHMa W3BOhema caMux
aricopbepa. 3a morpebde MajbuX aHaIu3a, U3 MPAKTHYHUX Pasiiora U PalMOHAIHOT Kopulthema
JOCTYITHUX pauyyHapCcKHX Kamaiurera, Ouhe pa3marpanu cuctemu off HajBuine 20 moBe3aHUX

oumopdHHX Tpena.
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Cnuka 6.7 YTumaj 6poja moBe3aHuX rpeia Ha YKYIHY TeHEpHCaHy
KOJIMUMHY €JIEKTPUYHOT HaroHa (a) U enekTpuuHe cHare (0) mpu
XapMOHH]jCKOM TIOMepamy ocioHamna rpeaa wy(t) = Wysin(2t) y
Tpajamy o 10s

6.2.2 Yrtuuaj cioja cnpesama

C 003upoM Ha HENMpPEeaBUAJBLMBOCT U HEYjeqHadeHOCT caoOpahajHor ontepehema MocTa, ma
TUME U HENPEBUAJBUBOCT OiroBapajyher kperama JUHAMUYKUX aricopdepa, OAHOCHO QYHKIIH-
ja momeparma ocloHaIa AoaaTux OumMopduux rpena, Huje moryhe npojexrosaru [1EJIA TakBux
JUHAMHYKHUX CBOjCTaBa J]a YBEK pajie Y PE30HAHTHOM pexXxuMy BuOparuja. MehyTtum, kako Be-
hum aMruTynama BuOpaiuja oarorapajy u Behe KonmurnHe Mpou3BeIeHE eJICKTPUIHE CHEPTH] e,
MOXKEJHHO j€ JIa Ce CUCTEM MPOJEKTyje TaKo /1a C€ Y PE30HAHTHOM CTamy WM CTamy OIMCKOM
PE30HAHTHOM CTamby Hasla3u MITo yemhe u 3a mro je Moryhe mupu omncer GppexBeHIH nodye.
300r TOra je MorofHO JUHAMHUYKE KapaKTePUCTHKE CUCTEMA MPOjEKTOBATH MpeMa aMILTUTYTHO-
(bpexkBeHTHOM (hHjarpamy yKyITHO MPOU3BEICHOT €JICKTPUYHOT HAIOHA WM €JIEKTPUIHE CHAre.

VYkonuko Ou ce ancopOepy npuaonao Hu3 Mel)ycobHo 3aceOHuX OMMOpPHUX rpena, TakaB
cUCTeM OU yJa3uo y Pe30HAHTHO CTame CaMo 3a PENAaTHBHO BPJIO YCKe orcere (hpeKBEHIU 0-
Oyne, mpu yeMy Ou caMo TI0jeIMHE Tpelie cucTeMa omie mooyhene. YBohemeM cioja cripezama
KOjHIM Ce TIOBe3Yjy cycenaHe OumopdHe rpene, yTuiiaju BUOpaiuja ce mpeHoce ca rpeie Ha rpey
YHMe ce€ MeHajy TMHAMHUUYKE KapaKTepUCTUKE CHCTeMa U BHIIIE Tpeia OuBa nmodyheHo Ha ociu-
noBame. Onaropapajyhuim omaOupoM MaTepHjaIHUX KapaKTEPHUCTHKA CJioja CIpe3ama MOTY ce
MIPOjeKTOBATH KeJbeHa JUHAMHUYKA CBOjCTBA CUCTEMA M 3HATHO NpOIMpuTH pagau oncer [1E-
JA.

Ha Cnunm 6.8 npukasaH je aMIuIUTyJHO-(hpEeKBEHTHH JIMjarpaM yKYITHOT TeHEpUCAHOT eJIeK-
TPUYHOT HAIOHA 332 CUCTEM cacTaBjbeH of [NV, = 5 OMMOp(HUX Tpefia ca pa3IuuuTUM OpojeM 1
pacropesioM J0AaTHX KOHIIEHTPUCAHUX Maca, Kako je onucaHo y Tabenu 6.1.

Cycenne rpese cy oBe3aHe CII0jeM CIpe3ama uuje je MPUrymlemne Moaeaupato (ppakino-
HO BuckoenactuaHuM KenBuH-BojToBHM Mo/1€710M Ca BpeMEHOM peTapaiuje TéB = 0.200N/m.

Pen dpaxmmonor u3Boaa [ je BapupaH Kako OW ce TOKa3ao YTUIQj HA JTUHAMHYKE KapaKTepH-

123



Tabena 6.1: bpoj, Benu4yrHa 1 pacropes] J0AaTUX KOHIIEHTPUCAHUX Maca

P. 6p rpenc BpO_] J0JaTuX Maca PenatuBna BenmmumHa J04aTux Maca PenaruBan HOJ'IO)Kaj JA04aTuXx Maca

k Nm(k) m(k),,/mbL Z(k)p/L

1 2 0.5; 0.5 0.5; 1.0

2 3 0.5; 0.5; 0.5 0.6; 0.8; 1.0

3 1 1.3 1.0

4 1 2.0 1.0

5 3 0.2; 0.2; 0.3 0.333; 0.667; 1.0

ctuke cucreMa. Kao mro ce moxke Bunetn Ha Cnunum 6.8, kaja cy rpeae Mel)ycoOHO oBojeHe
CHCTEM YJIa3H Y PE30HaHTHO CTakhE CaMo 3a PEJIATHBHO yCKe oricere ppekBeHIu nooyae. Mehy-
THM, IITO je pen (paKkIMOHOT U3BOJIAa y MOZICITY CJioja cripe3ama Behu, To je Be3a usmely rpena
jada Te ce HU3 rpejia CBe BUINE MTOHAIIA Kao LIEJIHHA, a OU ce y TPaHuYHOM CIy4ajy KJIachy-
HOT BUCKOEJIACTHYHOT MPUTYIIICHA, 32 BpeAHOCT u3Boaa 3 = 1.0, cucTeM MOoHAIIao Kao IeHHA
W yIIa3u0 y PE30HAHTHO CTamke 3a 3HATHO IUPHU OIcer ()PEKBEHIM MPUHYJE, HAKO ca YHEKO-
JUKO CMambeHUM aMIuIhTydama BuOpamuja. OBaj mpuMep MoKasyje Kako ce MPUMEHOM CJoja
crpe3ama 0roBapajyhux KapakKTepucTHKa MOXKE MPOjEKTOBATH KEJbEHU OJITOBOP U JTMHAMHUYKA
ceojctBa [IEJIA, y miiby MaKCUMHU3Hpamkha HETOBE YYUHKOBUTOCTH Y TIPETBApaby MEXaHUIKE

eHepruje BuOpamnyja y eneKTpudHy.
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Crnuxka 6.8 YTHIaj MaTeprjaTHuX KapaKTepUCTHKA CII0ja CIIpe3ama
Ha 1uHamuydka csojcrBa [IEJIA
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6.2.3 YTuuaj oOpoja, BeJJMUMHE U M0JI0KAJa T10AATHX Maca

Kespena quHaMUYKa CBOjCTBA CHCTEMA MOTY ce 00€30eIUTH 1 0/iroBapajyhum uzdopom Opo-
ja 1 BeJIMUMHA KOHLIEHTPUCAHUX Maca 10JaTuX OMMOpGHUM rpeiama CUCTeMA, Kao U BbUXOBUM
onroBapajyhum pacrnopenom Ha rpenama. OBakaB HaYMH MMOCTU3amka OAroBapajyhux nuHamMud-
KHMX KapaKTEepHCTHKa je BeoMa e(uKacaH U jelHOCTaBaH 3a NpUMEHY, Oyayhu na ce He yBone
HOBM KOHCTPYKIIM]JCKH €JIEMEHTH U Ja TeOMEeTpHja CBUX OMMOpP(HUX Ipena ocTaje McTa IITo
nojeTUIbYje TIPOLIeC MPOU3BOIHE.

[Tpumep xopumihema 107aTHX KOHIEHTPHCAHUX Maca 3a MOCTU3AE JKEJHCHUX THHAMUY-
KHX KapaKTepHCTHKA CHcTeMa MmpukasaH je Ha Crnunu 6.9. 3a oBaj mpuMep je KopuitheH cucTeM
O]l TpU MOBe3aHe OMMopdHE Tpesie ca pa3IuuuTUM OpojeM, BETUYMHOM U TMOJI0KajeM JOJaTUX
Maca, Kao mTo je HaBeaeHo y Tabenu 6.2. Cnoj crpesama je Moaenupan ca (PpakIimoHO BU-
CKOETIAaCTHYHUM IPHUTYIICHEM BpeMeHa peTapaanuje TQB = 0.002 u pena ¢ppakIMOHOT H3BOJA
B = 0.3. Y muby npukasa NocTyIkKa npuiarohaBama THHAMUYKUX KapaKTepUCTUKA CHCTEMa,
0poj, BEIMYHMHA U MOJI0XKAj CBUX Maca Cy OfpKaBaHU UCTUM, U3y3€B IPBE Mace Ha APYroj rpe-
Iv, 4YdjU je monoxaj Bapupad. Kako Ou yTHIla) mpoMeHe MoJIokaja OBE Mace y cucteMmy Ouo
ounrienat, Ha Crnumu 6.9 je mpukazaH aMITTUTYIHO-(PPEKBEHTHU JujarpaM (pyHKIH]jE YKYITHO
TeHEePUCAHOT EJIEKTPUYHOT HaloHa 3aBUCHO 0f] (hpeKkBeHIle molyse y KBa3UCTAIIMOHAPHOM pe-
XKUMY BHOpalMja ycieJ XapMOHHU)CKOT ToMepama ocioHana. [lomro je cucteM cacTaBibeH 0]l
Tpu Tpene Mel)yCOOHO CIAMYHHMX KapaKTepUCTHKA, Kao IITO jeé ¥ OYSKMBAHO, NIPBE TPU OCHOB-
He (ppekBeHlle cucTeMa MoBe3aHuX rpeaa MelhycoOHo cy Onucke, Kao ITO ce BUIAM Ha CIIHIIH.
Taxohe, ca ciuke je jacHO J1a ce JeTHOCTAaBHUM IOMEPAmEM jeHE Mace Ha APYToj TPEar MOXKE
yTULATH HA BPEIHOCT Jpyre OCHOBHE (pekBeHIle cucteMa. ONHCaHUM MOCTYIIaKOM CE BPIIO
e(UKaCHO U JIAKO MOTY ITPOjEeKTOBATH WJIM MO MOTPeOM KOPUIOBaTHU AWHAMHMYKHU arcopOepu y
LUJbY MOCTH3aha KEeJbeHUX TUHAMHUKHX KapaKTepucTuka. M3 cBera HaBeleHOT MOXeE ce 3a-
KJbYUWTH Ja TIpeiioxkeHa HoBa koHcTpykija [TEJIA mpy»xa MoryhHOCT npenu3Hor MpojeKTo-
Bama aricopOepa onroapajyhux cBojcTaBa Kako OM OMIIM ONTUMAJIHO HpUJIaroheHu NpuMeHH
Ha KOHKPETHO] MOCTOBCKO] KOHCTPYKIIH]H Y ITUJbY TIOCTH3amka HajBeher Moryher ymamema aM-
IUIUTYAa BUOpalija MOCTa y3 UCTOBPEMEHO CTBapame Hajsehe Moryhe Koln4YuHe eeKTpruuHe

eHepruje.

Tabena 6.2: bpoj BenruuHa U pacnopes] JOAATHX KOHIIEHTPUCAHUX Maca

P. 6p. rpene Bpoj nomarux maca PenaruBHa BennunHa JoAaTHX Maca PenaTMBaH Mmoioxaj JOAaTHX Maca

k‘ Nm(k) m(k)p/mbL Z(k)p/L

1 1 1.3 1.0

2 2 0.5; 0.5 T(2), 1.0

3 3 0.2; 0.2; 0.3 0.333; 0.667; 1.0
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Cnuka 6.9 YTHua) nonoxaja 10JaTUX KOHLIEHTPUCAHUX Maca Ha
JUHAMHYKa CBOJCTBA CUCTEMa

6.3 Ilpumep u ommc nmocrynka moryhe npumene mpeasioxe-
HOI THIIA anicop0epa 3a KOHTPOJIY BUOPALMja MOCTOBCKE

KOHCTPYKLHje

Kao nenoBuT npumep noctynka npuMeHe JUHaAMHUYKHX aricopoepa MpeaokeHUX y OBOj M-
ceprauuju 6uhe pazmorpena moryhnoct npumene onucanux I[1EJIA Ha KOHKpETHY MOCTOBCKY
KOHCTPYKIH]Y. 3a moTpede OBOT WIIyCTpaTUBHOT NpuMepa 6uhe uckopuiheH jenaH oj HajcTa-
pPHUjUX U HajIpoMeTHUjuX MocToBa y Humry - TephaBcku moct npeko Humase. OBaj mocrt je
TOKOM BpEMEHa BHILIE ITyTa PEKOHCTPYHUCAH U OOHABJbAH U Y CBOM CaJAlIHEM OOJUKY MpesicTa-
BJbA MOCT Ca YEeJIMYHOM HOocehoM KOHCTPYKIIMjOM KOja y jeTHOM pacloHy npemoinhyje pexy y
nyxuHu o 46m. Hocaun Mocra cy ciio00IHO OCIIOBEeHN Ha oOanama, JIOK Ha Kpajy MOCTa Ha
J1€BOj 00asu peke MOCTOjU CKPUBEHHM MPEIyCT HOocauya U KOHTpa-TeT KOju yMamyje yruoe u am-
IUIATYIe BUOpanuja Mocta. Moct je roquHaMa KopuiheH 3a KOMOMHOBaHU MeLIadKy U IPyMCKH
caobpahaj. MehyTtum, ycnen npomnajama CUCTEMA ca KOHTpa-TEroM U noBehama caoOpahajHor
onrepehema TOKOM ToJMHA, aMIUTUTY/le BUOpalirja cy mocrase peaTUBHO BEJIMKE IITO je yOp3a-
JI0 3aMOp MaTepHjajia ¥ MOTEHLMjaIHO MOIJIO YTPO3UTH M0Y3/1aHOCT MOCTOBCKE KOHCTPYKLH]€.

Crora je mpe ocam rofiiHa MOCT 3aTBOpPEH 3a JPYMCKH caoOpahaj M M3BpelIeHa je jol jerHa
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PEKOHCTPYKIIMja MOCTa Kako OH ce OH MPUJIaro 10 UCKJbYYHBO MENIaykoM caoOpahajy u ganac
ce Kao TakaB U KopucTH. Mnak, jeqHo Moryhe anTepHaTHBHO pellerne 3a mpobieM nmoBehaHnux
aMIUTUTY/Ia Ipe/icTaBJbaia Ou ¥ MPUMEHa JUHAMUYKHX arcopdepa 3a KOHTPOITy BUOpaliija Mo-
CTOBCKE KOHCTpPYIHje, T€ je 300r Tora m3adpaH ympaBO OBaj MOCT 3a HIIyCTPaTHBAaH MPUMED
npumene I1EJIA npeanoxenux y oBoj nuceprauuju. [lerasban onuc noctynka npumene I[IEJTA
JIaT je y HaCTaBKy TEKCTa.

buhe pa3zmarpaHn jefaH 4yelInYHU HOCay MOCTOBCKE KOHCTPYKILIK]€, IIONPEYHOT IIpeceKa Mpu-
kazanor Ha Crui 6.10. OnTepeheme 071 CONCTBeHE TeXMHE HOCaya, OETOHCKE KOJIOBO3HE KOH-
CTPYKIIMje, MHCTaJIallija ¥ KOPUCHO onTepeheme CBeACHO je Ha mpuIiaajyhy mupuHy pa3ma-
TpaHor Hocada oft b,y = 2m. IloxpeTHO onTepeheme Mogenupano je kaxo je onucano y Iorma-
BJby 6.1.1. YV onHOCY Ha CTBapHY KOHCTPYKIIH]Y, paJyl JIAKIIET popadyHa, a IpUToM ocTajyhu
Ha cTpaHu curypHoctH, ouhe yBenena cineneha ynpomrhema: (1) Hocau he y cratimakom cMu-
Ciy OMTH pa3mMaTpaH Kao MpocTa rpena pacrnona L = 46m, 9ume je OTITYHO 3aHEMapEH yTHIIA]
CKpHMBEHOT TpemnycTa 1 KoHTpa-tera; (2) buhe y3ero na je mompeunu npecex Hocaya KOHCTaH-
TaH MO Jy>KUHM TpeJie, HaKo CTBAPHHU HOCAUU y Kpajiba 2 MeTpa y3 OCJIOHIIE UMajy JIMHEapHO
nosehame Bucune ox1 20% 360r cmuuyhux Hanona; (3) Hehe 6utu pazmarpano 604HO TOP3UOHO

W3BHjame U O0uHa yKkpyhema Hocayva.

50.0

AN
B N
(o]

130.0

7

Cnuka 6.10 [TonpeyHu npecek 4eaIMYHOr Hocaya MOCTOBCKE KOH-
CTPYKIIMj€ pa3MaTpaHe y OBOM MIPUMEPY

3a ommcaHy KOHCTPYKIIM]y W TIOJl HaBEIEHUM ycJoBUMa, Ouhe mpumewmeHo N, = 5 nu-
HAMHYKUX ancopOepa ca mujezoenekTpudHuM cBojctBuMa. IIEJIA cy pacropehenu ekBuau-
CTaHTHO, a TEOMETPH]CKE U MaTepHjaliHE KapaKTEPUCTHUKE CBAKOT Of] lbUX fare cy y Tabenu 6.3.
Taxohe, cBu anpcopOepu cy Mel)ycoOHO MCTe KOHCTPYKIIHj€ U KapaKTepUCTHKA, a YHyTap CBa-
KoT aricopbepa bumopdue rpee umajy pa3nut 0poj AoAaTUX KOHIIEHTpUCaHUX Maca. MelhyTum,
YKYyITHa J1ofiaTa Maca Koz cBake oumopdHe rpeze je 3a 30% Beha ox mace came 6umopdHe rpere.
Jlonare KOHIIEHTpUCaHE Mace Cy Ha CBakoj o] 0MMopdHUX rpena pacrnopeheHe eKBUAUCTAHTHO,
MIPU Y€MY Ce€ Ha CJIOOOTHOM Kpajy CBaKe rpejie Haja3u mpBa maca.

Ha Cnumm 6.11a) je npukasaH aujarpamMy MoMepama CpeinHe MOCTOBCKOI HOcada yclen

ImpejackKa je,HHOF MOTOPHOTI' BO3UJIa ITPEKO MOCTA. OBakBo onTepeheH,e H3a3rBa IoMepama 10-
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TaGena 6.3: T'eomeTpujcke u MarepujanHe kapakrepuctuke cucrema [IEJ[A nmpumemeHor 3a

KOHTPOJIy BUOpallja MHOCTOBCKE KOHCTPYKILIH]€e

Kapaxkrepucrtuka Osnaka MepHa jequanna BpeaHoct
Bpoj ancopbepa N, - 5
PenaruBHa maca arncopOepa Ha % 0.5
PenaruBHa KpyTOCT BE3HOT €JIEMEHTA kq % 0.08
Koedumujent npurymema Be3HOT elIeMEHTa a % 0.01
Bbpoj bumopdHuX Tpena y ancopbepy Ny - 5
Hyxuna OumoppHHX rpeaa y ancopoepy L mm 80.00
Mupuna 6umopdHuX rpena y ancopoepy b mm 31.80
Jle6puna HOCeher cioja cBake o1 GuMopHUX Tpena ds mm 0.14
Jle6prHa muje3o-cioja cBake o1 buMopdHUX rpena d, mm 0.26
Monyo enactuanoctu Hoceher cioja Y GPa 105.00
Mozyo eTacTUIHOCTH THje30c0ja Y, GPa 66.00
Bpeme perapaanuje 3a Gumopdue rpene T 5 0.002
Pen dpakumonor u3Boja 3a bumopdHe rpese o - 0.01
Cneunduyna maca Hoceher croja Ds kg/m? 9000
CnemnuduyHa Maca 1Hje30-ciioja Pp kg/m? 7800
[Tuje3oenekTpudHa KOHCTaHTa d, pm/V -190
[IepMUTHBHOCT € nF/m?3 13.3
EnexrpuyHa oTIOPHOCT €IEKTPUYHOT Kojla R k<2 33
[IponyxeHn MOJYO CTUIIIBUBOCTH CHpexXyhux ciojeBa K N/m 1000
Bpeme perapnanuje cnpexxyhux ciojeBa TQB 5P 0.002
Pen dpakunonor n3Boga xon cnpexyhux ciojesa 6] - 0.9
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JaTUX TUHAMHUYKHX aricopOepa, u Ha Cruru 6.11b) je mpukazan nujarpam nmomepama Tpeher
aricopOepa y TOKy BpeMeHa. Yciies momepama arncopoepa, yHyTap CBAaKoI' OJ] HbUX J10J1a3U JI0
nedopmanyje moBe3aHnx OMMOp(HUX Tpena U MPOU3BOAKE OApeheHe KOTUIMHE eIeKTpHYe-
HE CHepruje IyTeM IUPEKTHOT muje3oenekTpudHor edekra. Ha Ciumm 6.11c) je mpukaszaHa
eJIEKTpUYHA cHara renepucana y cBakom ox IIEJIA nmonaoco0, ycien npoiacka jeJHOT BO3UIIa
npeko MocTa. Kako ce renepucana enexktpuyHa eHepruja u3 csux [IEJIA cxnagumty y uctom
aKyMyJaTopy, KyMyJaTHBHA €JIeKTpPUYHA CHara Koja ce 1o0uja 1moj| OMUCaHUM YCIOBUMA yCIIeN
IpeNacka jeHOT THIICKOT MOTOPHOT BO3MJIA PEKO MOCTa U3HOCH Pi; = 1.004 - 107°Wh. Kao
IITO C€ MOYKE IPUMETHUTH, TO j€ PeIaTUBHO BPJIO MaJla KOJIMUYMHA reHepucaHe cHare. Mehytum,
OBa KOJIMYHMHA eJIEKTPUIHE SHEPTHje Ce MOXKE BUIIECTPYKO yBehaTn Ha BUIIIE HAYHHA.

ITpe cBera, TpeGa UMaTH y BUIY Jia ce J0OMjeHa BPEAHOCT OAHOCH Ha MPOJIa3aK camo jeo-
HOZ TUTICKOT BO3WJIa MPEKo MocTa. Y3uMmajyhu y o03up mojarak jia je nmpocedno caobpahajao
onrtepeheme Ha TOM MOCTY M3HOCKIO Ook0o 36000 Bo3miIa y TOKy JlaHa, TO C€ YKyIHa JTHEBHA
MIPOM3BOIHA eeKTpuyHe cHare noBehasa Ha oko 0.36211 h nHeBHO.

Takobhe, ontumuzanuja ce moxxe noctuhu npumenom I1EJIA ca Buie nosezanux 6umopd-
HUX I'peJla, YUMe ce AUPEKTHO noBehaBa KOJMUMHA FeHEpUCaHE eJIeKTPUYHE eHepruje. Y OBOM
MIpUMeEpY CY, 300T OTpaHUUYEHUX padyHapcKkux kananurera, kopuirhenu I1EJIA ca o 5 nosesa-
HUX OMMOpP(HUX I'pesia, ajlu ce jeTHAKO MOT'Y IPUMEHUTH 1 aricopOepy ca 101aTUM CHCTEMOM OJf
BUIIIE IECETUHA NOBE3aHuX rpena. OBaksu arncopoepu 6u nosehanu npoussoany ueny I1IEJIA,
ayy O TUPEKTHO MPONOPIIMOHAITHO YTHIIAIN HA BUIIECTPYKO yBehamke reHeprucaHe eNeKTPUIHe
erepruje. Tako ce, Ha mpumep, kopuurhewem [1EJIA ca mo 60 nmoBe3anux rpena Moxe 100H-
] npubnmxHo 4.34Wh nHeBHO, y3 HallOMEHy Ja ce OBa BPETHOCT MOXKE JI0JaTHO noBehatu
YKOJIMKO C€ M3BPIIM ONTHUMH3AIM]ja paclopesa U Mace AMHAMHYKUX aricopOepa 3a KOHKPETHE
MOCTOBCKE HOCAaye.

[Topen Tora, y oBoM mpumepy cy arncopdepu 6unu nonaru Beh mocrojehoj MOCTOBCKO] KOH-
CTPYKIIMjU Y IWJBbY HheHe cananuje. Melhytum, ykonuko 6u ce mpumena [1EJIA npeasuaena Beh
y (a3u mpojeKTOBamka, KOHCTPYKIIUja OM Moryia OuTH (IeKCUOWIIHU]a, a J1a ¥ 1aJbe 3a/10BOJhaBa
rpannyHo crame HocuBocTu (I'CH) u rpannyno crame ynorpedssusoctu (I'CY). Ha npumep,
3a MOCT KOJjH j€ OBJI€ ONHUCaH, NpeMa BaxkehrM cTaHAapIuMa 3a MPOjEeKTOBAKE YEITUYHUX KOH-
ctpykuuja [197], 6e3 mpumene arncopdepa moct 3anoBosbaBa u 'CH u I'CY, npu yemy je uc-
Kopuiheme HOCUBOCTH MaTepujaia npu cratudakoM ontepehemy oko 40.2%, a yrubu ocrajy y
rpaHHIamMa of1 0ko 77.4% BpeaHOCTH MaKCUMAITHHX JI03BOJbeHNX yruba. Ca apyre cTpaHe, ja je
y (a3u mpojekToBama Ouno npeasuleHo kopumrhemwe arncopbepa, AMMEH3Uj€ HOcaya Cy MOTJIe
OWTH HEIITO Mame, YnMe Ou ce moBeham yrudu MocTa, anu Ou ycie] pUCyCcTBa arcopoepa 4ax
u nipu caoOpahajHom onrepehermny OHI MOIIIM OUTH KOHTPOJIMCAHU U 3a/Ip’KaHU Y JI03BOJbEHUM
rpaHuIamMa, a npurom O6u Beha momepama ancopOepa TUPEKTHO YCIOBWIIA B TIOBehame KOJH-
YUHE TeHePUCaHe SICKTPUIHE CHEepruje. ¥ OBOM KOHKPETHOM CITy4ajy, YKOJIMKO O cE€ BHCHHA
pebpa rpeiHor Hocaya MOCTOBCKE KOHCTPYKIIMj€ CMamuia ca rpojekroBanux 150cm Ha 130cm,
CTaTHYKK yruOu OU GHIIM TOTOBO HA TPAHHUIIU I03BOJEHHX, ONHOCHO YnHIIHN 97.1% no3Bosbere

BpefHOCTH yruba, oK Ou uckopuinheme HOCHBOCTH MaTepHjaia H3HOCWIO 0ko 56.4%. Ilpu-
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TOM OU ce yKyITHa TeHepHCcaHa eJIEKTPUYHA CHAra yciie/l IpoJiacka jeTHOT TUTICKOT BO3MJIA ITPEKO
MocTta nosehana Ha 24.92W h, mro npezncrasiba yBehamwe o1 0ko 574% y 0IHOCY Ha MPETXO-
HO omnucaHy cutyanujy. Takohe, npeasuhamem kopumhema [IEJIA jom y ¢as3u npojexkroBama
Moryia OM ce OCTBapUTH 3HATHA yIITeaa Matepujana, Oynyhu na 6u ¢pnexcubminuja Hoceha KoH-
CTpYKIIMja MOCTa OMJia Mama. Y HaBEACHOM IIPUMEpY, OMMCAaHUM CMambUBakbeM BUCHHE pedpa
rpezne 6u ce yrpommio oko 2055kg yenuka Mame, ITO MPEACTaBJba U 3HATHY (PUHAHCU]JCKY
YIITEYy ¥ MOXKE OIIPAaBAATH JOAATHH M3/1aTaK y BUY U3paje U IocTaBibama camux [IEJIA.

Ha kpajy, Tpeba numaTu y By jOII ¥ TO /1a HA YKYIIHY MPOU3BECHY KOJHMUUHY €NCKTPUYHE
€Hepruje yTuue Kako TUIl MOCTOBCKE KOHCTPYKIHM]€, TAKO U MHTEH3UTeT caoOpahajHOr omnre-
pehema, OTHOCHO pa3pen MmyTa Ha KojeM ce oapeheHrn MOCT Hana3u. Tako ce KO MOCTOBCKHX
KOHCTPYKIIMja cUcTeMa IpocTe rpexae, Oynyhu na ce paclioHu 0BUX MOCTOBa YIIaBHOM Kpehy y
rpanunama oz 5 —50m 1 OBU MOCTOBH C€ YIJIABHOM IPOjEKTY]y K0 peIaTUBHO KPyTe KOHCTPYK-
1IMje, He MOTY OYEKHMBATH 3HATHA TOMEpamka OKHCTPYKIIHU]j€ pu yoOudyajeHoMm caobpahajHoM or-
Tepehemy, 1a ce THMe CMamyje 1 TeHepucaHa KoJTMUrHa ellekTpudHe enepruje. Kox MmoctoBa ca
KOHCTPYKIIMjOM KOHTHHYAJIHOT WM ['epOepoBor Hocada Ha BUIIIE 110Jba MAKCUMAJIHHU PACIIOHH
KOj€ OBaKBM MOCTOBM MOTY Jia IipeMocTe ce nosehasajy u y npoceky uzHoce oxko 50 — 300m,
LITO MOApa3yMeBa U Beha moMmepama KOHCTPYKIIH]je, I1a TUME U Behy KOJIMUnHYy J0OUjeHe eNeK-
TpuuHe eHepruje ykonuko 6u ce IIEJIA npumenunu ko oBor tumna mocrosa. Cakako, Hajpeha
roMepama uMajy Bucehn MocToBH Kao penaTuBHO (JICKCHOMIIHE KOHCTPYIIH]jE, Ta je MpUMeHa
ITEJJA xon oBakBHX MOCTOBa HajucruiatuBuja. Takohe, mpoceuHo caoOpahajuo ontepeheme
y TOKY JlaHa, Mecella MM TOJUHE 3aBHCH O]l MEeCTa, OJHOCHO pa3pea IMyTa Ha KOjeM ¢ MOCT
Hana3u. CBakako Ou HajBehe onrepeheme OMIO Ha ayTOMyTY, BEPOBATHO HEIITO Mamke HA Ma-
THECTPAITHOM IIyTY, OHOCHO IYTY HPBOT Pela, U jOoIl Mamke Ha PETHOHAIHOM, OJHOCHO ITyTYy
apyror pena. KonmnumnHa mpousBeseHe CTpyje y IpUMEHEHUM aricopOepuma TUpEeKTHO je cpa-
3MepHa MHTeH3UTeTy caoOpahajHor ontepehema MocTa, na je ucriaruBuje kopuctut [IEJIA
Ha ITyTeBUMa Buller pena. MehyTum, nerasbHa aHainu3a yTHUL@ja OBUX (pakTopa IpeBazuiasu
o0uM OBe JucepTalyje, ajau CBaKako MpeAcTaBba jeJjaH o1 MOryhux 1 noxesbHUX IpaBalia aa-

JbCT" UCTPAKUBAA.
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Cnuka 6.11 a) JIujarpam momepama CpeIrHE HOCadya MOCTOBCKE
rpene w(0.5L,t), b) dujarpam momepatba Tpeher arcopbepa, koju
ce Hajla3u Ha CPEAMHU pacrioHa MOCTOBCKE I'pefie, C) Jujarpam re-
HEepHUCaHe eJIEKTPUYHE CHare y jeHoM arcopoepy. CBu aujarpamu
MpUKa3y]y yTULA] penacka JeJHOT TUIICKOT BO3MJIa IPEKO MOCTA.
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I1aBa 7

3ak/by4yHa pazMaTpama

VY 0BOj nucepTanujy NpeyiokKeHa jeé HOBA KOHCTPYKIMja 1 MAaTeMAaTHYKU MOJIeJT INHA-
MMYKOI ancopdepa 3a KOHTPOJy BUOpalHja MOCTOBCKUX KOHCTPYKUMja. MoTtuBanyja 3a
pa3BOj HOBOT Mojena arcopOepa Ouia je BUIIeCTpyKa.

C jenHe cTpaHe, youeHa je morpeda 3a NpUMEHOM JMHAMUUYKHUX arcopOepa Kako Ipu caHa-
11U, IPEHaMEHHU WM PEKOHCTPYKIMJU MocTojehux, Tako ¥ IpU NMPOjEeKTOBambYy HOBUX, CaBpe-
MEHHMX MOCTOBCKHMX KOHCTPYKIIH]ja, OMJIO 32 APYMCKH, NEIIAYKy WIK MEIIOBUTH caobpahaj. Y
OBOM HCTPaKUBaMLY, OMJIU Cy pa3MaTPAaHU JHHEAPHH ANHAMUYKH anicopdepu ca nmojenie-
HOM MacoM, OJHOCHO amcopOepu uuja je Maca, 3ajelHO ca KpyTomhy eTacTUYHUX eJIeMeHa-
Ta KOjuMa je arcopOep MmoBe3aH ca OCHOBHOM KOHCTPYKIIMjOM, MOZCIICHA TAaKO Ja Ce COTICTBE-
Ha (hpeKkBeHLa arncopbepa MoKJIana ca OCHOBHOM COIICTBEHOM (pPEKBEHIIOM KOHCTPYKLH]jE, WIIH
HajyemhoM o4eKnBaHOM (PpeKBEHILIOM MpUHYAHOT onTepehema. TakBo moaemaBame ancopoe-
pa 3a moclieAnIly uMa Jia arcopOep 4ecTo paju y cTamy OINHCKOM PE30HAHTHOM CTamby, 1Ma Cy
My aMIUTUTYyAe OoclMioBama Behe, unMe nucunupa Behu aeo eHepruje BUOpalyja MOCTOBCKE
KOHCTpYKIIH]je U e(pUKacHH1je KOHTPOJIUIIIE HeHA IIOMepamba.

Ca npyre cTpane, jejako Ba)KHa MOTHBAIM]a OWJa je U TeXHba JOCTH3ambha OJPKUBOT pa3Boja
U TIPOM3BOAIGE CIEKTPUYHE EHEprije U3 OOHOBJBMBHX M3BOpa. Y OBOj JUCEPTALUjU pa3Marpa-
Ha je MoryhHocT 101aBama nuje30e1eKTPUYHUX eJleMeHaTa IMHAMUYKHM ancopoepuma 3a
KOHTPOJTY BUOpaIlrja MOCTOBCKMX KOHCTPYKIIHja, IIITO OMOryhaBa /1a ce 160 MEXaHUIKE EHEPTU-
je BuOpaiija MOCTOBCKE KOHCTPYKIIH]j€ IPETBOPH Y €IEKTPUYHY EHEPIrHjy IMyTeM TUPEKTHOT M-
je30eneKTpUYHOr edekra. Y MpenokeHoM MOAETy Kao M1je30eeKTPUYHU IPeTBapauu eHep-
ruje kopuihene cy 6uMopQHe KOH30JIHE Ipefie, Kao Hajuenrhe KopuiheHu 1 IMHUPOKO A0CTYITHU
THje30€TeKTPUYHN eeMeHTH. McKopak mpeasioseHor Mojesa y OIHOCY Ha MPETXOIHa UC-
TpakHBama 13 OBe 001acTy mpecTaB/ba MoryhHocT /1a ce 3a Hocehu ¢i10j GuMoppHUX Tpena
KOpHCTe MAaTepPHjaJId YHje ce MPUryliemne Hajoo/be MoIe/IMpPa MPUMEHOM U3BO0/Ia HeleJaor
pena. Takohe, momTo je npeaBuleHO aa CBU €1EMEHTU KOHCTPYKIH]E pasie y JUHEAPHOM pe-
XKUMY JeopmMalyja, y Luiby noBehama MpoyKTUBHOCTH Y TeHEpPHCaby eNIEKTPUYHE CHEprHje,
BuLIe OuMopgHux rpeaa mehycoOHO CIMYHUX, aJIK JOBOJBHO PA3IIMYUTUX AUHAMUUYKUX CBOJ-
CTaBa, MIOBE3aHO je Y jeTMHCTBEH CUCTEM, YHMe Ce PaIHH oncer GpeKkBeHIH onTepehema npu

kojuMma cucteM [1EJIA yna3u y pe30HaHTHO CTame 3HATHO NMPOLIUPYje, IITO IpeAcTaBIba joul
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jeIaH IOMPUHOC Y OTHOCY Ha Jocaanima qocturayha y oBoj oomactu. Takobe, Momen pa3Bu-
jeH y OKBHpY OBe aucepTanuje npeasuha na cy oumopdHe rpeae cucrema mel)ycooHo noseszane
1IEJIOM CBOjOM JY>KHHOM, a /I03B0/baBa M /Ia CJI0jeBH cnipe3ama usmel)y rpena oyay uspalye-
HHM 0/ MaTepHjaJjia yHje ce MpUrylemne Hajoo/be onucyje GpaKuMOHUM BUCKOEIACTHYHUM
MO/1eJI0M, LITO Takohe mpeAcTaBba 3HATaH UCKOPAK M MOOOJBIIAKE y OHOCY Ha MOJEJe Tpe-
HYTHO JIOCTYITHE Y JIUTEPaTypH.

Ha ocHoBy mpensiokeHe KOHCTPYKITM]€ U MEXaHUYKOT MOJIeTia, Pa3BHjeH je MaTeMaTHYKH
MoOJeJI M U3Be/ieHe ¢y jenHaunHe kperama rpeaa IIEJIA, kao u jenHaunHa 32 eJIEKTPUYHO
K0J10. OBaj cucTeM CIperHyTux (GpakiuoHuX JUdepeHIjaTHIX jeTHAYMHA PEIIeH jeé KOMOu-
HOBamkEeM HYMEPHUKHX M aHATUTHYKAX allpOKCHMATHBHUX MeToza. Hanme, Hajmpe je u3Bpie-
Ha NMPOCTOPHA AMCKPETHU3alKja MpodiemMa mpuMeHoM ["ajepkruHOBE METO/IE OTEKAHOT OCTATKa,
a TIOTOM j€ CHCTEM pelleH Y ()PEeKBEHTHOM JOMEHY Y3 MPETIOCTaBKY KBa3U-CTAllMOHAPHOT pe-
KHMMa BHOpalrja, a y BpEMEHCKOM JIOMEHY IpUMeHOM EbymapkoBe MeTosie HyMepHUiKe HHTeE-
rpanuje. [IpuTom je 3a anmpoKCHMaInjy U3BOa HEIENIOT peia Y MOJIeTy OKOJIIHUM IeT00POjHUM
U3BOJMMa KopuiiheH mocTymnak npeioxken of crpane EBanrenaroca u Cnanoca [182], kako
je nerasbHO onucano y Ilormassby 3.4. 300r moctuzama NOTpeOHOT HUBOA HyMepUUKe e(u-
KaCHOCTH KopuIllheHa je ABOCTpyKa JHUCKpeTHU3allija BPEeMEHCKOT JOMEHa - rpyda mojena je
ynorpebJbeHa 3a tbymMapKkoB utepaTuBHU MOCTYIIAaK HyMEpUYKe MHTETpaluje, 10K je ¢puHa mo-
nena KopuirheHa 3a anpokcuManujy ¢pakuuoHux uzpona. [lputom cy kopuirhenu ¢hpakmonu
u3Boau y I'punBani-JIeTHKOBIbEBO) A€PUHULIN]H.

HaxoHn 1miTo je pa3BujeH npenokeH:n HOBU MOJIEN AMHAMHUYKOT aricopOepa ca Mmuje30eneK-
TPUYHUM CBOjCTBHMA, /IeTAJ/bHO je u3Ji0:xkeH nocrynak npumene INEJIA 3a koHTpoiy BUOpa-
1IMja MOCTOBCKHMX KOHCTpyKIMja U pa3BujeH monaea mehyaejcrea IIEJIA u mocra. [Tocebna
Naxma je moceeheHa mpoBepu MareMaTuike M (PU3NYKe BaJbaHOCTH MPEAJIOKEHOT MOJIENa, U
pe3ynTatu JoOujeHr yHnoTpeOoM OBJe MpenokeHoT Mozena nopeheHu cy ca pesynratuma u3
JOCTYITHE JIUTEPaType 3a BHINE KapaKTEPUCTUIHUX MOCeOHUX ciydajeBa. [lokazaHo je ma cy
clarama pesyliTata OIJuvyHa, YUME je U3BPIIeHA Bajauaanuja npeaioxesor moaena IEJA
U BETOBE MHTEpaKIMje ca MOCTOBCKOM KOHCTpYyKIMjoM. Takole, periema 1u3jioxkeHa y oBoj 1u-
ceprauuju uckopuiiheHa cy 3a HyMEpUUKY aHaU3y U pa3BHjam-e MOCTYNKA ONTHMHU3aIUje
MojeIMHUX MapaMeTapa cucTeMa, IITo Takohe IpeIcTaBiba jeJlaH o] TOPHHOCA OBE TE3€.

Haume, y OKkBHpY NpHKa3aHOT HCTPa)XMBama M3BpPILICHA je U aHAJIW3Aa YTHLAja MOjeau-
HHUX MapaMeTapa Mojiejia Ha JUHAMHUYKA CBOjCTBAa CHCTeMA U IIPUTOM Cy yTBpleHe mpemno-
pYKe U cMepHulle Koje Mory OuTu o nomohu npu npojekroBamy [IEJIA u wuxoBoj npume-
HU 3a KOHTpOJNy BUOpanuja MocToBa. [IoMEHYyTOM aHAIM30M je TOKa3aHOo Ja OM AMHAMMYKA
cBojcrBa IIEJIA Tpe6asio npojekToBaTy mpemMa JHHAMMYKHM CBOjCTBMMAa caMe MOCTOB-
CKe KOHCTPYKUHje, 6e3 003upa Ha BpcTy caodopahajuor onrepehemwa, Oynyhu na je yruiaj
arrcopOepa Ha O/13MB KOHCTPYKIIHje pelaTUBHO MK y (ha3u MPUHYIHUX OCLMIAIN]a, OJHOCHO
JIOK C€ BO3MJIO HaJIa3M Ha MOCTY, a II0CTaje 3HadajaH y ¢a3u clo0OJHUX OCHUIIAIM]a, OJHOCHO
HaKOH MmTO Bo3miIo mpehe npexo mocta. Kako je cao6pahajuo onrepehewme Ha MOCTy U3pa3u-

TO HETIPEABUIJBUBOT KapaKTepa, OBO 3alaKame j€ BPJIO BAXKHO jep oMoryhaBa MpojeKTOBAmE
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ontumanaux [TEJIA He3aBUCHO o7 THIIA U KapakTepucTHKa onTepehema. Takohe, Hymepuuka
aHaJIM3a je ToKas3ana Jia ce mpuMeHoM oaropapajyher opoja u pacnopena IIE/IA na mocty
MOTY 3HATHO YHANIPEIUTH eJIEeKTPO-MeXaHUYKe 0COOMHeE CJI0KeHOI CMCTeMa U HheroBe nep-
(dopmaHce y Torey CMalbeHUX aMIUIATYZIAa BHOpalyja U Ipou3BOAKE Behe KoMMunHe erek-
TPUYHE €HEeprHje, Kako je neTajbHuje oopasioxeHo y Ilormaspy 6.1.3. Ilopen Tora, mokazaHo
je na ce noBehamem Opoja noBe3anux oumoppuux rpeaa ynyrap IIE/IA noBehaBa u kosiu-
YHHA NPON3Be/ieHe eJleKTPUYHe eHepruje. VcTpaxkuBameM ce JOLUIO A0 3aKJbyyka Jia 300r
NpeHoca U JUCUIIAIMje EHepryje YHyTap caMOr' CUCTeMa MOBE3aHUX I'Peia MOCTOjH TEOPETCKH
MaKCUMYM Ka KOjeM aCHMITOTCKHM TE€XH OBaj JONPUHOC U Ja HaKOH M3BeCHOT Opoja rpeaa y
cUCTeMy Jasbe noBehaBame BLUXOBOT Opoja He yTHde Ha noBehame npousBeieHe eIeKTPUIHE
€Hepruje, 1ma ce MOMeHyTa ITpaHuYHa BPeJHOCT Opoja rpea MoXKe cMarpaTtd ONTHMATHOM 32
yunHak [TEJIA. Mehytum, 300T TEXHUYKHX yClIOBa U MOTYhHOCTH mpakTudHOT n3Bohema I1E-
JIA u maHunynanyje ca \bHUMa, OBa TEPETCKAa ONTUMAaJHA BPEAHOCT Hajuenthe He MOxe OUTH
JOCTUTHYTA, IITO YMHU J]a C€ PEATTHH ONITUMYM Opoja rpea Hajla3u UCTIO/ TEOPETCKOT ONTHMY-
Ma. Jol jeraH BajkaH pe3y/TaT CIpOBEJCHE HyMEpHUUKe aHaIM3e yTHIaja mapameTapa Mojena
JECTe U MOCTYNAaK 32 NMPOjeKTOBame ’KeJbeHuX JuHaAaMU4KuX cBojcraBa IIE/IA kopunihe-
wbeM oarosapajyher 6poja, BeinunHe u pacnopena 101aTHX KOHIEHTPUCAHUX Maca YHY-
Tap cUcTeMa MoBe3aHux oumop¢Hux rpeaa. Haume, kao mro je nokazano y Ilormasiby 6.2.3,
IPOMEHOM OBHUX ITapaMeTapa ce Ha BpJIO jeTHOCTaBaH, Op3 U Moy37aH HauYMH JUHAMHUYKE Kapak-
tepuctuke [IEJIA Mory Memwatu u npuiiarohaBatu TpeHyTHUM norpedama. C 003upoM Ha TO
Jla ce TeOMeTpHja U HauMH MOBE3MBaba CaMUX OMMOP(HUX Tpesia He MeHa, OIMMCAHU MTOCTYIAK
je jepTrH 1 euKacaH HAYMH MMPOjEKTOBama TPAKEHUX KapakTepucTtuka [TEJIA.

Ha kpajy, npukaszaH je ¥ 1eJJOBUT NpUMep NMPUMeHe NMpeIJoKeHoI TUMa ancopdepa Ha
KOHKPEeTHY MOCTOBCKY KOHCTPYKIH]jY, Kako O ce M0Ka3ao NOCTYIaK HHXOBE IPUMEHE U H3-
BpIIMia aHanu3a epukacHoct oBor tuna [IEJIA 3a npousBonmwy enekrpuune eHepruje. Kako
ce TOKa3aJio, KOJUYMHA eJICKTPUYHE €HEePTHje Koja ce Jo0Hja MPUMEHOM MPEeIOKEHOT THIIA
[MTEJIA mama je o1 OueKrBaHE, 1 YMHOTOME 3aBHCH O] THIIA MOCTOBCKE KOHCTPYKIIHj€ Ha KOjO]
ce [IEJIA npumemyjy u o pa3peaa caodpahajHulie Ha K0joj ce MOCT Hajla3u, Tj. o1 caoOpahaj-
Hor ontepehema. Melyytum, kao mto je ucrakuyto y [lornasiby 6.3, KonnunHa npou3BeieHe
eJIeKTpPUYHe eHepruje ce Moke BUIIECTPYKO yBehaTn paBUIIHAM MTPOjeKTOBameM Opoja, Ka-
pakrepuctuka u pacropena [IEJIA 3aBucHO o1 KOHCTPYKIIMje Ha KOjOj ce mpuMemyjy. Takole,
MAKo je KOMTMYMHA TeHepUCaHe eIEeKTPUUHE CHEPTHje Mamba O]l MPETXOAHO OUeKUBaHe, OHA UIaK
MOX€ JOTIPUHETH Halajalky CUTHAJIN3AIHje Ha MOCTY ¥ CEH30pHUMa 32 MOHUTOPUHT KOHCTPYK-
1Mje. 3aBUCHO O] pa3pesa IyTa U TUIIa MOCTOBCKE KOHCTPYKITHje, Moryhe je 1a O mpuMeHOM
osakBor Tuna IIEJIA morsio 6utn ocrtBapeHo oko 10-60% konuvuHe eJleKTPUYHE €Hep-
ruje nmorpedHe 3a Hamajamke OBHX ypehaja, MITO CBaKaKo MPECTaBJba KOPAK y MPaBIy OCTBa-
pHUBamka MOCTA Ka0 MHTErpajiHe, CAMOCTaIHe KOHCTPYKIIMje, He3aBUCHE Ol CIIOJHHOT Hara-
jama eJIeKTPUYHOM €HEPIUjoM ITyTeM EJIEKTPOIUCTPUOYTUBHUX MpeXka, a Takohe n Kopak ka
AOCTHU3ambY OP’KUBOTI Pa3Boja ILTO MPEACTaB/ba jelaH 0] OCHOBHHUX IIUJbEBA U MOTHBA OBOT

ucTpaxkuBama. MelhyTtuMm, ananuza u ¢popMupame MOCTYIKA 32 01a0Up U MOCTYIKA ONTUMU-
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3aIMje M MpojeKToBama npepiokerHor tTumna [IEJIA mpema pa3iuuuTUM TUIIOBUMa MOCTOBCKE
KOHCTPYKIIH]€ - KPYTHM, MOJTYKPYTUM WUIH (IEKCUOMIHUM, IIpeMa CTATUYKOM CUCTEMY MOCTa
U pa3pely IyTa Ha KOME Ce Hajla3M, 3aXTeBa JIeTaJbHO UCTPAXKUBAKE U Kao TaKBa MpeBa3uiia3u
00MM OBe TucepTalnyje, ajau MPeCTaBba jelaH o1 MOryhHx mpasana Jajber UCTPAKUBAbA.
Nnak, Ha OCHOBY CIPOBEJICHE HYMEPUUKE aHAIN3€, MOXKE CE€ 3aKJbYUUTH U TO J1a CE MPHMe-
HoM ITE/IA 3a koHTpOJy BUOpanuja MOCTOBCKe KOHCTPYKIMje MOKe OCTBAPUTH U 3HATHA
ylTeaa y Mmarepujany, ykonuko ce npumena [IEJIA npensunu y dasu npojexroBama MOCTA.
Haunme, noka3zano je na ce npumenom [1EJIA cmamyjy ammutyae BuOpainja OqHOCHO JWHA-
MUYKH YyTHUOM MOCTOBCKHX Ipelia, Te je Moryhe mpojeKToBaTH KOHCTPYKIIM]Y Mambe KPYTOCTH,
OJTHOCHO Ipejie ca caadujuM MONPEeYHUM IPECEKOM, IIITO AUPEKTHO YTUYE HA CMAmbEHE OTPeO-
HE KOJIIMYMHE MaTepHjalia 3a u3Boheme OCHOBHE KOHCTpyKimje. OBaj 3akjbydyak Takohe mpes-
CTaBJba Ba)KaH pe3yJTaT UCTPAKUBAKA KOjU HAPOUUTO Tpeba MMATH y BULY MIPUIUKOM CIIPOBO-
hema TeXHO-eKOHOMCKE aHaJIM3€ UCTUIATUBOCTH U onpaBnanoctu nmpumene [1EJIA 3a koHTpoty

BHOpAIja MOCTOBCKHX KOHCTPYKITH]a.

7.1 Pexkanuryiaanuja pe3yjTara HCTPAKUBAKHA

VY caxeTroM 00JHKY, pe3y/ITaT UCTPaKUBamba CIPOBEICHOT U MPUKA3aHOT y OBOj AMCEpTa-
LU]JH CY:

(/) Pa3Bujena je HOBa KOHCTPYKIIMja U OATOBapajyhu MareMaTHIKyd MOJE] TUHAMUYKUX all-
copOepa ca ToaTUM TIHje30€JIEKTPUYHAM CBOjcTBUMA. (DH3UYKAa M MAaTeMaTHUYKa Bajba-
HOCT IPEJUIOKEHOT MoJielia moTBpheHe cy nmopehemeM pesyarara J00HjeHUX MPHUMEHOM

MoJieJia ca pe3yATaTUMa eKCIepHUMEeHaTa JOCTYITHUM Y JTUTEPATYPH.

(if) HoBu Monen muje3oenekTpuyHux AuHaMudkux ancopoepa (ITEJJA) no3zBosraBa moryh-
HOCT IIPUMEHE Marepujajia 4uje ce MOHAIIakbe MOJEINpa y3 MPUMEHY U3BOJIa HELEJIOT
pena. OB MaTepHjaJIid MOTY ¢€ KOPUCTUTH OMIT0 y HocehuM ciiojeBuma OMMOpgHUX Tpe-

Ja, OmIio 3a oBe3uBambe OUMOP(HUX Ipelia Y JEAUHCTBEH CHUCTEM.

(iii) Pagau ¢pexBentHu ocrer pazsujeHux [1E/IA 3HaTHO je mpomrpeH MOBE3UBAKHEM BUIIIE

OUMOp(HUX MHjE30eNIeKTPUYHHX IPea y jJeTMHCTBEH CUCTEM.

(iv) Pa3BujeH je mocTymak 3a peliaBame cucTeMa (ppakIMOHUX NaplujamTHux AudepeHIujan-
HUX jeTHaYMHa KOMOWHAIIM)OM aHAJIUTUYKUX allpOKCUMAaTUBHUX U HYMEPUYKUX METOa,
qyuMe je omoryheHa npumMeHa Jo0ujeHOr MaTeMaTHUKOT MOJIeNa 3a MPAaKTUYHE Mpopavy-

HE.
(v) PasBujen je mozpen unrepaxiyje [IEJIA 1 MOCTOBCKEe KOHCTPYKIIH]E.

(vi) Ucnuras je yTuilaj mojeInHux mapamMmeTapa MoJielia Iije30eIeKTPUIHUX TUHAMUYKUX aTl-
copOepa Ha ’eroBa JUHAMUYKa CBOJCTBA M Pa3BHjE€H je TOCTyIaK onpehuBama onTuMal-
Hor Opoja u pacnopena IIEJIA Ha MocTy yIuiby noctusama Hajseher cMamema aMILTi-

Tyaa BUOpamuja MOCTa y3 NMPOU3BOIKY HajBehe komnumHe enekTpuuHe eHepruje. Kao
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BO)XHUJU PE3YyNITATH CIPOBECHE aHAIN3E YTHUIIaja TapaMeTapa Mojiesia MOTY Ce U3/IBOjH-

T crneaehu 3akibydnu:

 bynyhu na ¢ppexBenIa ocunioBama MOCTOBCKE Tpezie y a3y CI000MHUX OCIHIIAIH-
ja, Koja HacTyIa HaKOH IpeJiacka BO3MJIa MPEKO MOCTA, HE 3aBUCH O] KAPaKTEPUCTH-
ka onrepehema Beh caMo o JMHAMUYKHX CBOjCTaBa caMe KOHCTPYKIIHjE, MTOCTOj!

moryhnocT npojekroBama [IEJIA onTumMaiHuX KapakTepUCTHKa 3a JaTh MOCT.

« IIpumenom oarosapajyher Opoja u pacnopena IIEJIA Ha MOCTy MOTy ce 3HAaTHO yHa-

IpEAUTH MEXaHUYKe 0coOuHe U neppopmance cioxeHor cucrema moct-I1EJIA.

* [ToBehameMm Opoja OumMopdHUX Tpeaa y ancopOepy nmoBehaBa ce U KOJTUYMHA TIPO-
U3BEJ/ICHE CIIEKTPUYHE eHepruje. TeopeTcKu ce 0Baj JOMPUHOC aCUMITOTCKH TPH-
OmmkaBa ozipel)eHoj TpaHUYHOj BPEAHOCTH, aJTi TEXHUYKe MOTyhHOCTH 32 n3Boleme
¥ MOHTa)Xy OMMOpP(HUX Tpelia MOCTaBJbajy OrpaHnuea Ha Opoj Ipesia y CUCTeMY,

na ce TeOpeTCKU MaKCUMaJlaH yYyuHaK, Hajuenihe, MpakTHYHO HE MOXKE OCTBAPUTH.

* IlpunarohaBamem Opoja, BEIUUMHE U pacropeaa J0JaTUX KOHIIEHTPUCAHUX Maca
Ha 6umopduum rpegama ynyrtap IIEJIA, nunamuuka cojcra IIEJIA ce mory Ha
BPJIO jeZIHOCTABaH M MPUCTYIIa4aH HAYMH MEHATH ITpeMa KOHKPETHHUM MoTpedama y

JIaTUM YCJIOBUMA.

(vii) Tlpukasas je mpumep npumene passujeHor mojena I[1EJIA Ha koHTpoIry BUOpalyja mocro-
jehe MOCTOBCKE KOHCTpYKIIMje, Y3 HCTOBPEMEHO MPETBApame JIela MEXaHW4Ke SHEepruje

BHUOpaIja y eIeKTpUIHy SHEPTH]Y.

(viii) Ha xoHKpeTHOM mpUMepy je MOKa3aHo J1a ce ONTUMHU3ALH]OM ITapaMeTapa Mojesia U puM-
HOM oarosapajyher 6poja u pacnopena IIEJIA Ha MOCTY, KOJIMYMHA IPOU3BEECHE €JIEK-
TPUYHE €Hepruje MOXKe BUIIECTPYKO yBehaTH. VY NpHKa3aHOM NPUMEPY OCTBAPEHO je€
nosehame 071 OKO 5 MMyTa, y3 HaloMeHy Jia OM OHO y OMILTEM CIIy4ajy MOIIo OuTH U Behe
3aBHCHO O]1 yCJI0Ba KopuIllhemha U MEXaHUYKHX KapaKTepUCTHKA MOCTOBCKE KOHCTPYKIIH-

je.

(ix) Toxazano je na ce mpumeHoM rnpeioxkeHor tTuna [TEJ{A ko MOCTOBCKUX KOHCTPYKIIHU-
ja, 3aBUCHO OJ1 MEXaHMYKHUX KapaKTEPUCTHKA MOCTa U caoOpahajHor onrepehema, Moxe
JIOOWTH 3HATAH JIe0 SJICKTPUYHE EHEPTHje MOTpeOaH 3a Hammajame eIEKTPOHCKHUX ypehaja

32 MOHUTOPUHT KOHCTPYKIIMj€ U CUTHAJIM3AIIM]y, [1a YaK ¥ PacBETy Ha CaMOM MOCTY.

(x) Ilokazano je na ce npumeHoM npeioxkeHor Tuna [TEJIA moxe ocTBapuTH 3HaTHA yIITea
y MaTepujaity Mpu U3rpajilbl MOCTOBCKUX KOHCTPYKIIMja, YKOIMKO C€ BUX0Ba MPUMEHA

npeaBHIU Yy Ga3u MpojeKTOBamba KOHCTPYKIIH]E.

Nmajyhu y BuIy cBe HaBeIeHE pe3yaTare HCTPaKUBamba, MOXKE C€ 3aKJbYUUTH Jia Cy CBE

NoJjia3He XUIOTe3e UCTPaKKBamba, n3noxkene y [lormaspy 1.2, morBphene.
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Haunme, ocHOBHE moJyia3He MPETHOCTAaBKE UCTPaXHMBamba OUIIe Cy TBPAE J1a C€ MPUMEHOM
CaBpEeMEHUX MaTepujalia, KOju ce MOJeNHUpajy y3 momoh M3BoJa HEUeJIor peaa, Mory JO0OUTH
[NEJIA edukacHuju 011 KOHBEHITHOHAHUX. [Ipeyio)keHMM HHOBaTUBHUM KOHCTPYKTUBHHM pe-
memeM [IEJIA m ycnemHuM pemaBameM MpodiieMa BE3aHUX 32 MEXAHHYKO M MAaTEMATHIKO
Mozenupame uznoxeHor tuna [TIEJIA, kao u cpoBeleHOM HyMEpPUYKOM aHaJI30M, MOTBphe-
HO je na ce mpumeHoM npeanoxenor tumna [IEJIA Mory octBapuTu 3HaTHa yHampehema au-
HaMUYKUX CBOjCTaBa MOCTOBCKE KOHCTpyKIHje U mnobdospiiame neppopmancu [IEJIA, kako y
noryiely TMHAMUYKE ariCOpIIIIKje, TaKo M y MOIVIey MPpO3BOJIbe eneKTpuuHe enepruje. I[lopen
TOTa, UCTPAXKHMBama Cy MOKa3aja Jla ce 3HaTaH JIe0 MEXaHWYKe eHepruje BUOpalrja MOCTOBCKE
KOHCTPYKIIM]€ ITyTeM JTUPEKTHOT MHje30€JIeKTPUYHOT ePeKTa MOXKE IPETBOPUTHU Y E€IEKTPUUHY
eHeprujy npumenom npeanoxkeror tuna [IEJIA, kao u na ce ontumMu3aiujoM 6poja u mooxkaja
I[NEJIA Ha MOCTy MOT'Y AOAaTHO MOOOJBIIATH KapaKTePUCTUKE CUCTeMa. Y3umajyhu y o03up na
J€ yCHemHo pa3BHjeH Mojien 3a onucuBame MehynejctBa uzmel)y I1EJIA u ocHOBHE KOHCTPYK-
1Mje, KOju je MOTOM MCKOpPHIINEH Yy HyMEpPHUKO] aHaJH3U U Pa3Bojy MOCTYIKa ONTUMHU3AIH]e
MOjeIMHUX MapaMeTapa Mojesa, MOXe Ce 3aKJbYUHUTH Jla Cy M MpeocTale Moja3He XHUIoTe3e
UCTpa)KMBama y NOTIYHOCTH MOTBpheHe.

Taxole, c 003upoM Ha HaBeZIeHE U OITMCAaHE pe3yTaTe UCTpakUBamwa, Oyayhu aa je y okBupy
OBE JMcCepTalyje yCIEeIIHO Pa3BUjeH MEXaHMYKU M MaTeMaTU4KH MOJEI MPeIoKeHOI HOBOT
TUIA TUHAMHUYKOT aricopOepa ca MHje30eIeKTPUYHUM CBOJCTBHUMA, T€ Ja Cy pa3BUjEHU MOJe-
M, TIOCTYTILM U METO/I0JIOTH]€ 3a ONUCHBame noHamama camor I[1EJ[A, merosor cazaejcTsa ca
OCHOBHOM KOHCTPYKLIMjOM U 3a ofpehuBame ONTHMaIHUX BPEIHOCTH Iapamerapa Mojena y
IIUJbY MaKCHUMAJTHOT yOJakaBamba BHOpalldja MOCTa y3 MPOU3BOIKbY HajBehe Moryhe komnyu-
HE E€JICKTPUYHE €HEpruje, MOXe C€ 3aKJbyUUTH Jia Cy U MOCTaBJbEHHU LIMJbEBH MCTPAKUBAMA,

uctakuyTu y [lormasiy 1.2, ocTBapeHu.

7.2 Moryhu npaBum gaber HCTPAKUBAA

Monen IIEJIA nipensnioskeH y 0BOj IUCepTaIM]y MPEACTaBIba MOYETHY a3y pa3Boja OBaKBHX
aricopOepa 1, Mako je IeJrHa 3a ce0e, 0CTaBJba MPOCTOPA 32 1aJby HAA0TPaliby, yCaBpIIaBambe
1 pa3Boj. [laspa uctpakuBama Ou MOIIIa OUTH yCMEpeHa Ka YKJbyUYHBalkbhy MarHETHUX CaKyTlJba-
4ya eHepruje, yBohemeM OUCTaOWIHHUX eleMeHara, MOBE3UBAEM BHINIE PA3TUIUTHX MTOICUCTE-
Ma MHje30eNIeKTPUYHIX OMMOpGHHX rpefa y uby noBehama MpogyKTUBHOCTH y TEHEPHCAY
€JIEKTPUYHE EHepruje.

[Topen Tora, Mo)keJpHO je Pa3BUTH JIeTajbaH aJIrOpPUTaM 3a IPOjEKTOBAE OBAKBOT THIIA JH-
HAMHYKHUX arcopOepa 3a JaTH THIT U KapaKTEPHUCTUKE MOCTOBCKE KOHCTPYKIIHje, Kao U pa3BH-
TH ynpourheH! Mojen Koju 6u Morao na Hale mupy MpUMeHY y CBaKOJHEBHO] MHKEHEPCKO]
Mpakcu. Y TOM LIHUJbY, OMIIO OM MOXKEJbHO Pa3BUTH U HyMEPUUKH MOJEN U MPUIArOIUTH OBJIE
npeioxenu moaen [TEJIA 3a perraBambe METOIOM KOHAaYHUX €JI€MEHATa U MPUMEHY Y MOCTO-
jehum codreepckum nakernma 32 MKE ananu3y konctpyknuja. Kao Hamorpaama H3J10KEHOT,

KOPUCHO O 610 u3BeCTH U ofpel)eHe npenopyke mno NUTamy BPEAHOCTH MOjeIMHHIX MapaMe-
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Tapa MOJIeJa, ILITO NOApPa3yMeBa OICEKHA UCIIUTUBAKA U EKCIIEPUMEHTE, KAKO HyMEPHUKE TaKo
u pU3nUKe.

Ha kpajy, xao mTo je Beh HanoMeHyTo, CBE MPETXOIHO M3JI0KEHO OJJHOCH CE Ha JINHeapaH
PEXUM MOHAIIaka KOHCTPYKIIM]jE U IleHHUX eleMeHara. byayhu na ce xon HelmHeapHOT 0A3UBa
MOTYy jaBUTH W 3HaTHO Beha moMepama JMHAMMYKUX arnicopOepa, jenan Moryh mpasai gajber
UCTpakuBamwa Tpedaso 6u na Oyne ycMepeH Ka NMpOoLIMpery NPeAokKeHOr Mojena 3a paja y
HEeJIMHEapHOM peXUMy BUOpalrja, y3uMajyhu y o03up reoMeTpujcKy U MaTepHujaiHy HEIHHe-
apHOCT esleMeHara KoHcTpykuuje. CripoBoleme qajbuX HCTPaXKHMBamba y HABEJCHUM TPaBIIMa
3HaTHO OM yHamnpeauwio e(UKacHOCT U MCIUIATUBOCT OBAKBOI' THIIA JIMHAMUYKHUX arcopdepa u

MPUOIMKUIIO X IIMPO] MPAKTUYHO] MPUMEHH Y MHKEHEPCKUM 00jeKTHMA.

X 3k ok ok ok

Y KOHa4YHOM, MOXKE C€ HAIlOMEHYTH Ja O yHamnpeleme Mojenna MpeiokeHOT Y OBOj M-
CepTalju TOMPUHENIO U3paI TIOY31aHUX, OAPKUBUX U CHEPreTCKU e(hUKACHUX MOCTOBCKHUX,
a Moryhe u npyrux rpal)eBUHCKHX KOHCTPYKIMja, IITO je jeaH Off UMIepaTuBa 3a Jajbu pa-
3BOj JIPYIITBA JaHaIIbHIe. JJocTH3ame OIPKUBOT pa3Boja je BayKaH 3aJaTak mpei KOjuM CTOjH
TPEHYTHA JbYJICKA IMBHIIM3AIIM]a U J1a OM c€ OH OCTBApHO HEOITXOIHO j€ /1a CBaKO, Y TpaHUIlaMa
CBOjHX MOTYNHOCTH U Ca acIeKkTa CBOje CTPYyKe, 1a CBOj IOMPUHOC TOME, a HaJIa j€ ¥ Bepa ayTopa

OBC ImcepTaque Ja 1 OHa MPEACTaBJba KOpPAK Yy TOM CMEPY.
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buorpadmuja ayropa

Crena [laynoBuh, Mmactep unxemep rpal)eBuHapcTBa, poheH je y
Humry 28.09.1989. ronune. OCHOBHY U CpeJlbY IIKOJTY 3aBPIITHO je Y
Huy.

OcHoBHe akajgeMcke cTyauje ynucao je 2008. roauHe Ha
I'paheBuHCKO-apxuTeKTOHCKOM (pakyntery y Humy, u auniaomupao
2012. romuHe ca MpoceyHoM orieHoM 9,68, o0paHUBIIN TUTIIIOMCKH
pan u3 o0nacTu GETOHCKUX KOHCTpYKIHUja. TOKOM OCHOBHUX CTyIHja
je HarpahuBaH Kao CTYJEHT ca HajBUIIMM IPOCEYHOM OLICHOM IpBE

U JIpyre TOIuHEe cTyauja. MacTtep akajgeMcKe CTyIHje YIIHCAo j€ Ha

ucrom (axynrery 2012. rogune u 3aBpino 2013. rogune ca npocey-

HOM o11eHOM 9,42, on0paHuBIIM MacTep paj 13 001acTH OETOHCKUX KOHCTpyKLHja. JlokTopcke
akajaeMcke ctyauje ymucao je 2013. rogune Ha ['pal)eBHHCKO-apXHUTEKTOHCKOM (haKylITeTy y
Humry u monoxkuo cBe ucnure ca mpocedyHoM orieHoM 9,89. Ha cBakoj romuHu CTyznuja ocum
MIPBE MPUMAO je CTUICH/IH]Y 3a HajOOJbEe CTY/ICHTE.

On 2013. mo 2018. rogumHe Omo je aHra)koBaH y u3Bohewmy HacTaBe Ha IpaheBHHCKO -
apXUTETKTOHCKOM (akynrtery y Humny Ha katenpu 3a TeXHUUKY MEXaHHUKY U TEOPH]jy KOHCTPYK-
mmja. Ox 2013, no 2018. roguHe je ydecTBOBao Ha MpojeKTy MUHUCTApCTBA 32 MMPOCBETY, Ha-
YKY U TEXHOJIOIIKH pa3Boj Pemybnuke CpOuje nox Ha3uBoM ,,Pa3Boj u yHanpeheme merona 3a
aHaJIN3y MHTEpaKlKje KOCTPYKIMje U Ta Ha OCHOBY TE€OPH]CKUX U €KCIIEPUMEHTATHUX UCTpPa-
xuBama““, a on 2018. 1o 2019. Ha mpojexTy uctor MUHHCTApCTBa NOA Ha3UBOM ,,JIMHAMUKa
XUOPUIHHUX CUCTEMA CIIOKEHUX CTPYKTypa. MexaHuka Marepujaia‘.

On 2018. romuue 3amociieH je Ha MaremarnukoM uHCTHTYTY CAHY. OGnactu Hay4HOT
MHTEpECOBamba Cy My IIPOpadyHCKa MEXaHWKa M MEXaHUKa HENPEKUIHUX CPEIUHA.

Kao ayTop mnu xoayrop o6jaBuo je 32 pana y nomahum u mMeh)yHaponHum yaconucuma u
300opHunuma. Kao koayTop y4ecTBOBAO je y M3paau MOMONHOT YHHBEP3UTETCKOT YUOECHHKa
»lIpakTukym 3a TexHnuKy MexaHuky [“.

T'oBopu eHIIIecKH je3uK (HApeHU HUBO) U HEMAYKH je3UK (CpemhH HUBO).
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