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Извод, ИЗ: 
У општем случају, стохастичке диференцијалне 
једначине (СДЈ) нису експлицитно решиве, због чега 
је од значаја проучавање нумеричких метода апрокси- 
мације њихових решења. Предмет истраживања ове 
докторске дисертације су нумеричке методе Ојлер- 
овог (Euler) типа за неутралне СДЈ са временски 
зависним кашњењем (и прелазима Маркова). Већи 
део резултата је добијен под претпоставком да су 
коефицијенти преноса и дифузије разматраних 
једначина суперлинеарног раста. Проучаване су 
експлицитне методе, и то класична и сечена метода 
Ојлер-Марујаме (ОМ), као и семиимплицитна Ојлер- 
ова метода. Одређенa je класа једначина за које 
експлицитне методе конвергирају у -смислу за 

 и ред -конвергенције сечене методе ОМ за  
 Поред класа једначина за које класична и 

сечена метода ОМ конвергирају, одређене су и оне за 
које поменуте методе дивергирају у строгом -
смислу на коначном временском интервалу. Доказана 
је и -дивергенција семиимплицитне Ојлерове мето- 
де за класу неутралних СДЈ са временски зависним 
кашњењем. Технике примењиване у доказима усло- 
вљене су типом разматране једначине, као и претпо- 
ставкама које важе за њене коефицијенте и неутра- 
лни члан. Разматрања су употпуњена примерима и 
нумеричким симулацијама. 
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Abstract, AB: In general case, stochastic differential equations (SDEs) 
are not explicitly solvable, such that studying numerical 
methods of approximation to their solutions is of great 
importance. The subject of the doctoral dissertation are 
numerical Euler-type methods for neutral SDEs with time-
dependent delay (and Markovian switching). Most of the 
results are obtained assuming that the drift and diffusion 
coefficients of the considered equations grow super- 
linearly. The explicit numerical methods, such as the 
classical and truncated Euler-Maruyama (EM) methods, 
as well as semiimplicit Euler method, were studied. Class- 
es of equations for which the explicit methods converge in 
the -sense for and order of -convergence of 
the truncated EM method for  are determined. 
Beside the classes of equations for which the classical 
and truncated EM methods converge, those for which the 
mentioned methods diverge in a strong -sense on a 
finite time interval are also determined. Also, the -
divergence of the semi-implicit Euler method for a class of 
neutral SDEs with time-dependent delay is proved. The 
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considered equation and the assumptions on its 
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Predgovor

Stohastiqko modeliraǌe ima va�nu ulogu u mnogim granama nauke i
industrije gde se, kao osnovni alat, koriste stohastiqke diferencijalne
jednaqine (SDJ) kako bi se opisali brojni procesi koji se javǉaju u nauq-
nim istra�ivaǌima i u realnom �ivotu. Me�utim, slo�ena struktura
samih procesa uslovǉava i kompleksnu strukturu jednaqina korix�enih
za ǌihovo modeliraǌe. Tako su, na primer, za opisivaǌe dinamiqkih
sistema koji zavise ne samo od svojih sadaxǌih, ve� i od proxlih staǌa
sistema, najpogodnije neutralne SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem.
Sa druge strane, kako kod ve�ine pojava iz realnog �ivota dolazi do
naglih promena u strukturama sistema kao posledica kvarova kompone-
nata, raznih katastrofa, naglih poreme�aja �ivotne sredine, javila se
potreba za SDJ sa prelazima Markova koje najadekvatnije opisjuju takve
hibridne sisteme. Zbog svoje xiroke primene, pomenuti tipovi jednaqina
postali su predmet prouqavaǌa mnogih autora. Postoje brojni radovi
u kojima se razmatraju razliqite osobine ovih jednaqina, kao xto su
egzistencija i jedinstvenost rexeǌa [29, 30], stabilnost i ograniqenost
momenata [2, 3, 13, 26, 30, 31, 32, 62, 63, 66] i aproksimacije rexeǌa
[23, 33, 38, 42, 43, 59], izme�u ostalih.

Specifiqna struktura neutralnih SDJ sa vremenski zavisnim kax-
ǌeǌem (i prelazima Markova) je uzrok tome xto je klasa ovih jednaqina
qija se rexeǌa mogu eksplicitno odrediti vrlo uska. Problem odre�i-
vaǌa taqnih rexeǌa ovih jednaqina doveo je do razvoja razliqitih eks-
plicitnih i implicitnih numeriqkih metoda, pomo�u kojih se generixu
odgovaraju�a aproksimativna rexeǌa. Me�u prvim autorima koji su
se bavili aproksimacijom rexeǌa SDJ bio je Marujama, koji je 1955.
godine u radu [40] definisao Ojlerovu metodu (Euler method) slede�i
pristup korix�en u sluqaju deterministiqkih diferencijalnih jednaqi-
na, koja je danas poznata kao metoda Ojler–Marujame (Euler–Maruyama
method).

Zbog pogodnosti u pogledu proraquna i implementacije, metoda Ojler–
Marujame se izdvojila u odnosu na druge metode, i kao takva se qesto
koristi za generisaǌe aproksimativnih rexeǌa razliqitih tipova SDJ
[24, 25, 28, 42, 65]. Me�utim, rad [7] otkriva veliku klasu SDJ za koje
metoda Ojler–Marujame divergira. Znaqajne prednosti eksplicitnih nu-
meriqkih metoda u odnosu na implicitne numeriqke metode navela je au-



tora rada [39] da konstruixe novu metodu, nazvavxi je seqenom metodom
Ojler–Marujame (truncated Euler–Maruyama method). U narednom radu [14],
razmatrani su uslovi pod kojima su taqno rexeǌe i aproksimativno re-
xeǌe dobijeno ovom metodom bliski u Lp-smislu. To je bila motivacija
za mnoge autore da daǉe istra�uju ovu temu (videti [56, 68]). Me�utim,
pored interesovaǌa za prouqavaǌem klasa SDJ qija aproksimativna re-
xeǌa konvergiraju u odre�enom smislu (u verovatno�i, Lp-smislu itd.)
ka taqnom rexeǌu, od znaqaja su i one jednaqine za koje je poznato da
aproksimativno rexeǌe divergira pod odre�enim uslovima. Na taj naqin
se odre�uje klasa jednaqina za koju se sigurno zna da razmatrana metoda
ne deli svojstvo ograniqenosti momenata sa ǌihovim taqnim rexeǌima.
Pomenuti rad [7] je dao negativan odgovor na pitaǌe koje je dugo bilo
otvoreno, a to je da li metod Ojler–Marujame konvergira u Lp-smislu za
SDJ qiji koeficijenti su sa visokim stepenom nelinearnosti. Naime, u
tom radu je odre�ena klasa SDJ za koju razlika izme�u taqnog i aproksi-
mativnog rexeǌa Ojler–Marujame u krajǌoj taqki konaqnog vremenskog
intervala divergira, xto predstavǉa motivaciju za daǉe istra�ivaǌe
uslova pod kojima aproksimativna rexeǌa raznih tipova SDJ, dobijena
razliqitim numeriqkim metodama, divergiraju. Time se su�avaju klase
SDJ u kojima treba tragati za onim jednaqinama za koje odgovaraju�e nu-
meriqke metode konvergiraju u Lp-smislu. Neki od postoje�ih rezultata
o divergenciji razliqitih numeriqkih metoda na konaqnim i beskonaqim
vremenskim intervalima mogu se na�i u [8, 10, 11, 12, 16, 41, 46, 54], kao
i u Glavi 3 ove disertacije. S obzirom na postoje�u literaturu (videti
na primer radove [42, 44, 45, 48] izme�u ostalih) gde je dokazana konver-
gencija u verovatno�i numeriqkih rexeǌa ka taqnom rexeǌu, predmet
daǉeg istra�ivaǌa mo�e biti konvergencija u verovatno�i numeriqkih
metoda razmatranih u Glavi 3 pod uslovima kada one divergiraju u Lp-
smislu.

U jednom delu ove disertacije odre�uju se klase neutralnih SDJ
sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem za koje aproksimativna rexeǌa dobi-
jena klasiqnom i seqenom metodom Ojler–Marujame nasle�uju svojstva
taqnog rexeǌa, dok se u drugom delu disertacije razmatraju uslovi di-
vergencije kako implicitnih, tako i pomenutih eksplicitnih numeriqkih
metoda za neutralne SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem (i prelazima
Markova).

Disertacija sadr�i rezultate koji su izlo�eni u tri glave.
Glava 1 sadr�i osnovne pojmove i rezultate teorije stohastiqkih

procesa. Definisani su razliqiti tipovi SDJ i navedene su osnovne
teoreme egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa ovih jednaqina. Na kraju
glave predstavǉena je konstrukcija numeriqke metode Ojler–Marujame za
razliqite tipove SDJ, s obzirom na to da ova metoda predstavǉa osnovu
ili motivaciju za uvo�eǌe alternativnih numeriqkih metoda.

U Glavi 2 se razmatra seqena metoda Ojler–Marujame za neutralne
SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem qiji koeficijenti prenosa i difu-



zije mogu biti sa visokim stepenom nelinearnosti, dok neutralni qlan
zadovoǉava uslov kontraktivnosti. Kako se seqena metoda Ojler–Maruja-
me za navedenu klasu jednaqina na odre�eni naqin oslaǌa na klasiqnu
metodu Ojler–Marujame za isti tip jednaqina sa koeficijentima prenosa
i difuzije koji zadovoǉavaju globalni Lipxicov uslov, prvi deo ove
glave posve�en je klasiqnoj metodi Ojler–Marujame. Razmatrana je ocena
momenata taqnog rexeǌa i aproksimativnog rexeǌa Ojler–Marujame za
neutralne SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem qiji su koeficijenti
globalno Lipxic neprekidni. Tako�e, dokazana je i konvergencija ove
metode u Lp-smislu za p > 0, na konaqnom vremenskom intervalu. Pomenuti
rezultati objavǉeni su u radu [49], A. Petrović, M. Milošević, The truncated
Euler–Maruyama method for highly nonlinear neutral stochastic differential equations
with time-dependent delay, Filomat, 35 (2021), no. 7, 2457–2484.

U drugom delu ove glave predstavǉena je konstrukcija seqene metode
Ojler–Marujame i dokazane su ǌene osnovne osobine. Tako�e, oceǌeni
su p-ti momenti aproksimativnog rexeǌa i Lp-bliskost aproksimativnog
i taqnog rexeǌa razmatranih jednaqina. Ovi rezultati objavǉeni su u
radu [49]. Pored toga, predstavǉena je i stopa Lq-konvergencije, za q > 2,
seqenog rexeǌa Ojler–Marujame, xto je predstavǉeno u radu [50], A.
Petrović, Convergence rate of the truncated Euler–Maruyama method for highly non-
linear neutral stochastic differential equations with time-dependent delay, Open Math-
ematics, 22 (2024). no. 1. Svi rezultati ovog dela disertacije dokazani
su pod lokalnim Lipxicovim uslovom za koeficijente prenosa i difuzi-
je razmatranih jednaqina, uslovom kontraktivnosti za neutralni qlan i
uslovom Hasminskog, pored ostalih uslova koji se name�u.

Glava 3 sadr�i rezultate o Lp-divergenciji, za p > 0, dve eksplicitne
i jedne implicitne numeriqke metode Ojlerovog tipa, za klase neutral-
nih SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem (i prelazima Markova). Iako
je osnovna motivacija za razmatraǌe divergencije numeriqkih metoda
proistekla iz radova [7] i [46], svaka od razmatranih klasa jednaqina
u ovoj disertaciji zahteva potpuno razliqite tehnike prilikom dokazi-
vaǌa glavnih rezultata. Jedan deo ove glave sadr�i rezultate iz rada
[51], A. Petrović, M. Milošević, Strong and weak divergence of the backward Eu-
ler method for neutral stochastic differential equations with time-dependent delay,
Stochastic Analysis and Applications, doi.org/ 10.1080/07362994.2024.2396093
gde je dokazana stroga i slaba divergencija semiimplicitne Ojlerove
metode za klasu neutralnih SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem, qiji
je koeficijent prenosa superlinearnog rasta, dok koeficijent difuzije
raste najvixe superlinearno. Tako�e, u ovoj glavi je razmatrana klasa
neutralnih SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem i prelazima Markova
za koju postoji jedinstveno globalno rexeǌe sa osobinom da su apsolutni
momenti prvog reda konaqni, dok su momenti prvog reda numeriqkog rex-
eǌa dobijeni metodom Ojler–Marujame beskonaqni. Dobijeni rezultati
predstavǉeni su u radu [52], A. Petrović, M. Milošević, Divergence of the Euler–
Maruyama method for neutral stochastic differential equations with unbounded delay



and Markovian switching , koji je u pripremi. Na kraju glave su navedeni
rezultati koji se odnose na seqenu metodu Ojler–Marujame za neutralne
SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem, u smislu da je odre�ena klasa
ovih jednaqina za koju pomenuta metoda divergira u Lp-smislu. Ti rezul-
tati sadr�ani su u radu [53], A. Petrović, M. Milošević, Divergence of the trun-
cated Euler–Maruyama method for neutral stochastic differential equations with time-
dependent delay, koji je u pripremi. Mo�e se zakǉuqiti da su klase jed-
naqina za koje semiimplicitna Ojlerova metoda i seqena metoda Ojler–
Marujame divergiraju u Lp-smislu u�e od klasa jednaqina za koju metoda
Ojler–Marujame divergira.

Teorijski rezultati ove disertacije su ilustrovani primerima i nu-
meriqkim simulacijama, pri qemu se u primerima primeǌuje pristup
Hasminskog.

U Zakǉuqku su izlo�eni neki od otvorenih problema i mogu�i pravci
daǉih istra�ivaǌa.
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Glava 1

Osnovni pojmovi i rezultati

Modeliraǌe mnogih pojava u realnom �ivotu qesto zahteva uvo�eǌe
sluqajnih parametara. Takvi modeli nastaju zbog nedostatka informa-
cija o vrednostima parametara koji se pojavǉuju. Postavǉa se pitaǌe
kako raditi sa nekim parametrima qije su vrednosti nepoznate. Jedna
od mogu�nosti za prevazila�eǌe ovog problema mogla bi biti zamena
pravih, ali nepoznatih parametara, nekom vrstom proseqnih vrednosti
i rad sa odgovaraju�im deterministiqkim modelom uz nadu da je to do-
voǉno ”dobra” aproksimacija polaznog problema. Druga mogu�nost je da
se koristi pristup stohastiqke analize i da se nepoznati parametri pos-
matraju kao sluqajne veliqine. Takav pristup se razvijao veoma brzo i
sada predstavǉa va�an alat u mnogim oblastima kao xto su vextaqka in-
teligencija, mehanika, stohastiqki dinamiqki sistemi, ekonomija, itd.

1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastiqkih pro-
cesa

Radi razumevaǌa glavnih rezultata, u ovom poglavǉu su predstav-
ǉeni osnovni pojmovi teorije stohastiqkih procesa. Uvode se standardne
oznake i definicije, a potom se navode neke poznate teoreme.

Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatno�e i T ⊂ R neprazan skup. Familija
neopadaju�ih σ-algebri {Ft}t∈T (u odnosu na relaciju ⊂), koje su pod-σ-
algebre σ-algebre F , naziva se filtracija (filter) σ-algebre F . Ako je
filtracija {Ft}t∈T neprekidna zdesna (Ft = ∩s>t,s∈TFs za ∀t ∈ T ) i ako σ-
algebra Fmin{t,t∈T} sadr�i sve doga�aje qija je mera P jednaka nuli, onda
se ka�e da filtracija {Ft}t∈T zadovoǉava uobiqajene uslove. U nastavku
�e se podrazumevati da filtracija {Ft}t∈T zadovoǉava uobiqajene uslove.

Neka se u svakom trenutku t vremenskog intervala T ⊂ [0,∞) posmatra
neka karakteristika x fiziqkog sistema, a da je pri tome ta karakte-
ristika sluqajna. U tom smislu, x(t) je sluqajna promenǉiva za svako
t ∈ T . To znaqi da se familija svih sluqajnih promenǉivih {x(t), t ∈ T}
mo�e smatrati sluqajnom veliqinom koja se meǌa tokom vremena, odnosno,
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1. Osnovni pojmovi i rezultati

sluqajnom funkcijom vremena. Tada je {x(t), t ∈ T} sluqajni ili stoha-
stiqki proces. U nastavku se navodi i formalna definicija stohastiqog
procesa.

Definicija 1.1.1 Neka je dat prostor verovatno�e (Ω,F , P ) i neprazan
skup T. Familija sluqajnih promenǉivih {x(t), t ∈ T}, definisanih na ovom
prostoru verovatno�e, naziva se stohastiqki (sluqajni) proces, a skup T
se naziva indeksni (parametarski) skup.

Shodno prethodnoj definiciji, za svako fiksirano t ∈ T, dobija se sluqaj-
na promenǉiva x(ω, t) : (Ω,F) → (Rd,Bd), tj. F-merǉiva funkcija, gde je Bd

Borelova σ-algebra nad Rd. Sa druge strane, za svako fiksirano ω ∈ Ω,
x(ω, ·) predstavǉa funkciju realnog argumenta t ∈ T, koja se naziva trajek-
torija ili realizacija koja odgovara ishodu ω ∈ Ω. U daǉem razmatraǌu,
stohastiqi procesi �e predstavǉati familije jednodimenzionalnih ili
vixedimenzionalnih realnih sluqajnih promenǉivih. Pored toga, para-
metarski skup T bi�e interval [0,∞) ili interval oblika [0, T̃ ] ⊂ [0,∞),
pri qemu je T̃ proizvoǉan pozitivan broj. Tako�e, uobiqajeno je da se
t ∈ T interpretira kao vreme.

U nastavku se navode definicije koje se odnose na osobine stoha-
stiqkih procesa, a koje �e biti od znaqaja za razumevaǌe glavnih rezul-
tata ove disertacije.

Definicija 1.1.2 Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatno�e i na ǌemu zadat
stohastiqki proces x = {x(t), t ∈ T}. Ako je sluqajna promenǉiva x(t),
za svako t ∈ T, integrabilna (kvadratno-integrabilna), tj. ako postoji
konaqno matematiqko oqekivaǌe E(x(t)) (tj. E|x(t)|2 < ∞), tada je proces
x integrabilan (kvadratno-integrabilan).

Definicija 1.1.3 Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatno�e sa filtracijom
{Ft}t∈T i na ǌemu zadat stohastiqki proces x = {x(t), t ∈ T}. Proces x
je {Ft}t∈T -adaptiran ako je sluqajna promenǉiva x(t) Ft-merǉiva, za svaku
vrednost parametra t ∈ T.

Definicija 1.1.4 Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatno�e sa filtracijom
{Ft}t∈T i na ǌemu zadat stohastiqki proces x = {x(t), t ∈ T}. Proces x je
proces Markova ako je, za svako s, t ∈ T, za koje je s < t, i svaki Borelov skup
B ∈ Bd

P{x(t) ∈ B|Fs} = P{x(t) ∈ B|x(s)} s.i,

gde je s.i. skra�enica za pojam ”skoro izvesno”.

Definicija 1.1.5 Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatno�e sa filtracijom
{Ft}t∈T i na ǌemu zadat {Ft}t∈T -adaptiran integrabilan stohastiqki pro-
ces x = {x(t), t ∈ T}. Proces x je martingal u odnosu na {Ft}t∈T ako je, za
svako s, t ∈ T, za koje je s < t, E[x(t)|Fs] = x(s) s.i.

2



1.2. Braunovo kretaǌe

Na kraju ovog poglavǉa se uvode va�ni pojmovi i oznake koji �e biti
korix�eni kroz celu disertaciju.

- Sa C(D;Rd) je oznaqena familija neprekidnih funkcija f :D→Rd.

- Za fiksirano τ > 0, C([−τ, 0];Rd) je familija neprekidnih funkcija
ϕ : [−τ, 0] → Rd, sa supremum normom ||ϕ|| = sup−τ≤θ≤0 |ϕ(θ)| za svako
ϕ ∈ C([−τ, 0];Rd). Normirani prostor (C([−τ, 0];Rd), || · ||) je Banahov.

- Sa C2,1(D×R+;R) oznaqena je familija funcija V :D×R+→R, takvih
da je V dva puta neprekidno diferencijabilna po prvom argumentu
x i jednom diferencijabilna po drugom argumentu t.

- Sa Cb
F0
([−τ, 0];Rd) predstavǉena je familija ograniqenih, F0-merǉi-

vih sluqajnih promenǉivih sa vrednostima u C([−τ, 0];Rd).

- Za realne brojeve a i b, definixe se

a ∨ b = max{a, b}, a ∧ b = min{a, b}.

Na kompletnom prostoru verovatno�e (Ω,F , P ) definisana je klasa
sluqajnih promenǉivih

Lp(Ω;Rd)={X :Ω → Rd|X je F-merǉiva sluqajna promenǉiva,E|X|p<∞},

gde je p ≥ 1. Za standardno definisano sabiraǌe vektora i mno�eǌe
vektora skalarom, normirani prostor (Lp(Ω;Rd),p|| · ||), u odnosu na normu
definisanu sa p||X|| = (E|X|p)1/p, je kompletan metriqki prostor, tj. on je
Banahov prostor.

Ako je (Ω,F , P ) kompletan prostor verovatno�e sa filtracijom {Ft}t∈T ,
realni brojevi a i b takvi da je [a,b]⊂T i p pozitivan realan broj, tada je:

− Lp([a, b];Rd) =
{
x = {x(t), t ∈ [a, b]}

∣∣∣x je {Ft}t∈T -adaptiran proces

sa vrednostima u Rd ∴
∫ b

a

|x(t)|pdt <∞ s.i.
}
;

− Lp(R+;Rd)=
{
{x(t), t ≥ 0}

∣∣∣ (∀T >0)({x(t), t ∈ [0, T ]}∈Lp([0, T ];Rd))
}
;

− Mp([a, b];Rd)=
{
{x(t),t∈ [a, b]} ∈ Lp([a, b];Rd)

∣∣∣E ∫ b

a

|x(t)|pdt <∞
}
;

− Mp(R+;Rd)=
{
{x(t), t ≥ 0}

∣∣∣ (∀T >0)
(
{x(t), t ∈ [0, T ]}∈Mp([0, T ];Rd)

)}
.

1.2 Braunovo kretaǌe
Pojam Braunovog kretaǌa prvi put se javio u biologiji i koristio za

opisivaǌe haotiqnog kretaǌa qestica polena rastvorenih u vodi. Kas-
nije je prime�eno da se ista pravila mogu primeniti i na druge pojave.
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1. Osnovni pojmovi i rezultati

Na primer, u fizici Braunovo kretaǌe se prouqava sa aspekta mole-
kularno-kinetiqke teorije toplote, xto je predstavǉeno u radu A. Ajnx-
tajna iz 1905. godine. Tako�e, L. Baxelije, koji se prvi bavio prouqa-
vaǌem kvantitativnih osobina Braunovog kretaǌa, u svom radu iz 1900.
godine je pomo�u Braunovog kretaǌa opisao nepredvidive promene u kre-
taǌu cena akcija i on se smatra zaqetnikom probabilistiqkog pristupa
finansijama.

Strogu matematiqku formulaciju Braunovog kretaǌa uveo je Norbert
Viner 1923. godine. Zahvaǉuju�i ǌegovim rezultatima [57, 58], Braunovo
kretaǌe se smatra matematiqkim pojmom, a ne samo fiziqkom pojavom, i
qesto se naziva Vinerov proces.

Definicija 1.2.1 Neka je dat prostor verovatno�e (Ω,F , P ) sa filtraci-
jom {Ft}t≥0 i na ǌemu zadat {Ft}t≥0-adaptiran stohastiqki proces B =
{B(t), t ≥ 0}. Stohastiqki proces B je (jednodimenzionalno) Braunovo kre-
taǌe sa parametrom σ > 0 ako je

1) B(0) = 0 s.i;

2) za svako 0 ≤ s < t, priraxtaj B(t)−B(s) nezavisan od Fs;

3) za svako 0 ≤ s < t, sluqajna promenǉiva B(t) − B(s) ima N (0, σ2(t− s))
raspodelu.

Braunovo kretaǌe sa parametrom σ = 1 se naziva standardno Braunovo kre-
taǌe.

Definicija 1.2.2 Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatno�e sa filtracijom
{Ft}t≥0 i na ǌemu zadat m-dimenzionalan proces B={(B1(t), . . . , Bm(t)), t≥0}.
Proces B je (m-dimenzionalno) Braunovo kretaǌe sa parametrima σ1, . . . ,
σm>0 ako su procesi B1={B1(t), t ≥ 0}, . . . , Bm={Bm(t), t ≥ 0} jednodimenzi-
onalna Braunova kretaǌa sa parametrima σ1, . . . , σm, redom, i ako su sto-
hastiqki procesi B1, . . . , Bm nezavisni. m-dimenzionalno Braunovo kretaǌe
je standardno ako je σ1 = · · · = σm = 1.

Me�u va�nijim osobinama Braunovog kretaǌa izdvajaju se slede�e:

- proces je drugog reda, tj. E|B(t)|2 <∞, t ≥ 0;

- proces je Markova;

- sredǌe kvadratno je neprekidan;

- s.i. je neprekidan, tj. skoro sve ǌegove trajektorije su neprekidne
funkcije;

- skorosvetrajektorije su nediferencijabilnefunkcijeusvakoj taqki;

- proces {B(t),Ft, t ≥ 0} je martingal;

- skoro sve trajektorije su neograniqene varijacije na svakom segmen-
tu [a, b] ⊂ [0,∞).
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1.3 Stohastiqki integral Itoa
U ovom poglavǉu predstavǉena je konstrukcija stohastiqkog inte-

grala u odnosu na proces Braunovog kretaǌa. Kako su, za skoro svako
ω ∈ Ω, trajektorije Braunovog kretaǌa B skoro svuda nediferencija-
bilne funkcije, stohastiqki integral se ne mo�e definisati na uobiqa-
jen naqin. Me�utim, mo�e se definisati integral za xiroku klasu sto-
hastiqkih procesa koriste�i stohastiqku prirodu Braunovog kretaǌa.
Ovaj integral je prvi definisao K. Ito 1949. godine, te je danas poznat
kao stohastiqki integral Itoa. Stohastiqi integral Itoa je jedan od
centralnih pojmova u ovoj disertaciji s obzirom na to da figurixe u
integralnom obliku stohastiqkih diferencijalnih jednaqina.

1.3.1 Konstrukcija stohastiqkog integrala Itoa
Neka je fiksiran kompletan prostor verovatno�e (Ω,F , P ) sa fil-

tracijom {Ft}t≥0 koja zadovoǉava uobiqajene uslove i neka je na ǌemu
dat standardan proces Braunovog kretaǌa B koji je {Ft}t≥0-adaptiran.
Tako�e, za proizvoǉan skup S ⊂ Rd, definixe se ǌegova karakteristiqna
funkcija IS : Rd → {0, 1} kao

IS(s) =

{
1, s ∈ S,
0, s ∈ Rd\S.

Definicija 1.3.1 Realan stohastiqki proces x = {x(t), t ∈ [a, b]} je prost
(jednostavan) proces ako postoji particija segmenta [a, b], takva da je a =
t0 < t1 < · · · < tk = b i ograniqene Fti−merǉive sluqajne promenǉive ξi,
0 ≤ i ≤ k − 1, takve da je

x(t) = ξ0I[t0,t1](t) +
k−1∑
i=1

ξiI(ti,ti+1](t), t ∈ [a, b]. (1.3.1)

Neka je M0([a, b];R) familija svih prostih stohastiqkih procesa na datom
prostoru verovatno�e. Jasno je da je M0([a, b];R) ⊂ M2([a, b];R). Stohas-
tiqki integral Itoa se konstruixe korak po korak. Najpre se definixe
stohastiqki integral prostog stohastiqkog procesa iz klase M0([a, b];R),
a zatim se definicija proxiruje na klasu M2([a, b];R).

Definicija 1.3.2 Za proizvoǉan proces x ∈ M0([a, b];R) oblika (1.3.1) se
definixe stohastiqki integral Itoa u odnosu na Braunovo kretaǌe B sa∫ b

a

x(t)dB(t) =
k−1∑
i=0

ξi(B(ti+1)−B(ti)). (1.3.2)

Prethodni integral Itoa procesa x ∈ M0([a, b];R) predstavǉa s.i. jedin-
stveno odre�enu sluqajnu promenǉivu zbog qiǌenice da je, za svaki izbor
t ∈ [a, b], reprezentacija (1.3.1) s.i. jedinstvena. Tako�e, stohastiqki in-
tegral (1.3.2) pripada klasi L2(Ω;R), xto pokazuje slede�a teorema.
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1. Osnovni pojmovi i rezultati

Teorema 1.3.1 Neka su x, y∈M0([a, b];R). Osnovne osobine stohastiqkog in-
tegrala Itoa su:

1)
∫ b

a
x(t)dB(t) je Fb-merǉiva sluqajna promenǉiva;

2) va�i da je E
∫ b

a
x(t)dB(t) = 0;

3) va�i stohastiqka izometrija Itoa, odnosno

E

∣∣∣∣∫ b

a

x(t)dB(t)

∣∣∣∣2 = E

∫ b

a

|x(t)|2 dt;

4) ako su c1 i c2 realne konstante, onda je proces c1x + c2y ∈ M0([a, b];R)
i va�i da je∫ b

a

(c1x(t) + c2y(t))dB(t) = c1

∫ b

a

x(t)dB(t) + c2

∫ b

a

y(t)dB(t).

Za daǉu konstrukciju stohastiqkog integrala Itoa od znaqaja je slede�a
lema.

Lema 1.3.1 Neka je x ∈ M2([a, b];R). Tada postoji niz jednostavnih procesa
{yn}n∈N ⊂ M0([a, b];Rd), takav da je

lim
n→∞

E

∫ b

a

|x(t)− yn(t)|2dt = 0. (1.3.3)

Neka je {yn}n∈N ⊂ M0([a, b];Rd). Tada, na osnovu (1.3.3) i delova 3) i 4) u
Teoremi 1.3.1, sledi da je

E

∣∣∣∣∫ b

a

yn(t)dB(t) −
∫ b

a

ym(t)dB(t)

∣∣∣∣2 = E

∣∣∣∣∫ b

a

[yn(t)− ym(t)]dB(t)

∣∣∣∣2
= E

∫ b

a

|yn(t)− ym(t)|2dt→ 0, n,m→ ∞,

tj. {
∫ b

a
yn(t)dB(t)}n∈N je Koxijev niz u (L2(Ω,R),2 || · ||). Dakle, kako je

(L2(Ω,R),2 || · ||) Banahov prostor, zakǉuquje se da graniqna vrednost niza
{
∫ b

a
yn(t)dB(t)}n∈N postoji, xto omogu�ava proxireǌe definicije integra-

la Itoa za procese x ∈ M2([a, b];R) u smislu slede�e definicije.

Definicija 1.3.3 Neka je stohastiqki proces x ∈ M2([a, b];R) i neka je niz
jednostavnih procesa {yn}n∈N ⊂ M0([a, b];Rd) takav da zadovoǉava relaciju
(1.3.3). Stohastiqki integral Itoa procesa x u odnosu na Braunovo kre-
taǌe B se definixe kao∫ b

a

x(t)dB(t) = lim
n→∞

∫ b

a

yn(t)dB(t),

gde je prethodna graniqna vrednost posmatrana u prostoru (L2(Ω;R),2 || · ||).
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Ovako definisanim stohastiqkim integralom procesa x ∈ M2([a, b];R), u
odnosu na Braunovo kretaǌe, je s.i. jedinstveno odre�ena sluqajna pro-
menǉiva koja ne zavisi od konkretnog niza prostih stohastiqkih procesa
{yn}n∈N koji aproksimira proces x. Zaista, ako bi postojao jox jedan
niz prostih stohastiqkih procesa {zn}n∈N koji konvergira ka x u smi-
slu limn→∞E

∫ b

a
|x(t)−zn(t)|2dt=0, tada niz {qn}n∈N, definisan sa q2n−1 = yn

i q2n = zn, n ∈ N, tako�e konvergira ka x u istom smislu. Dakle, niz
{
∫ b

a
qn(t)dB(t)}n∈N je konvergentan u L2(Ω;R), iz qega sledi da su graniqne

vrednosti (u L2(Ω;R)) nizova {
∫ b

a
yn(t)dB(t)}n∈N i {

∫ b

a
zn(t)dB(t)}n∈N s.i. jed-

nake.
Tvr�eǌe analogno Teoremi 1.3.1 va�i i za procese x, y ∈ M2([a, b];R).

Osobina 3) ove teoreme se tako�e naziva stohastiqka izometrija Itoa.
Jox neke osnovne osobine integrala Itoa su navedene u narednoj teoremi,
pri qemu su osobine 3) i 4) uopxteǌa osobina 2) i 3) Teoreme 1.3.1. Na
taj naqin se Teorema 1.3.1 proxiruje na procese iz klase M2([a, b];R).

Teorema 1.3.2 Neka su dati realni brojevi a<c<b i neka je x ∈ M2([a, b];R).

1) Va�i da je {x(t), t∈ [a, c]} ∈M2([a, c];R) i {x(t), t ∈ [c, b]} ∈M2([c, b];R),
pri qemu je ∫ b

a

x(t)dB(t) =

∫ c

a

x(t)dB(t) +

∫ b

c

x(t)dB(t).

2) Ako je Y proizvoǉna realna Fa-merǉiva sluqajna promenǉiva, onda je
stohastiqki proces Y x = {Y x(t), t ∈ [a, b]} ∈ M2([a, b];R), takav da je∫ b

a

Y x(t)dB(t) = Y

∫ b

a

x(t)dB(t).

3) Va�i da je E
(∫ b

a
x(t)dB(t)

∣∣∣Fa

)
= 0.

4) Va�i stohastiqka izometrija Itoa, odnosno

E

(∣∣∣∣∫ b

a

x(t)dB(t)

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣Fa

)
= E

(∫ b

a

|x(t)|2 dt
∣∣∣∣Fa

)
=

∫ b

a

E
(
|x(t)|2

∣∣Fa

)
dt.

Osobina 1) Teoreme 1.3.2 omogu�ava uvo�eǌe pojma neodre�enog stohas-
tiqkog integrala Itoa, koji je tema narednog odeǉka.

1.3.2 Neodre�eni stohastiqki integral Itoa
U ovom odeǉku definixe se neodre�eni stohastiqki integral Itoa

i navode se osobine ovog integrala. Tako�e, definicija neodre�enog
stohastiqkog integrala Itoa proxiruje se na vixedimenzionalni sluqaj.
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1. Osnovni pojmovi i rezultati

Definicija 1.3.4 Neka je x ∈ M2([0, T ];R), pri qemu je T > 0. Stohastiqki
proces I = {I(t), t ∈ [0, T ]}, definisan sa

I(t) =

∫ t

0

x(s)dB(s), t ∈ [0, T ],

se naziva neodre�eni stohastiqki integral Itoa.

Bitne osobine neodre�enog stohastiqkog integrala Itoa predstavǉene
su slede�om teoremom.

Teorema 1.3.3 Ako je stohastiqki proces x ∈ M2([0, T ];R), onda ǌegov ne-
odre�eni stohastiqki integral Itoa:

1) predstavǉa kvadratno-integrabilan martingal u odnosu na filtraci-
ju {Ft}t∈[0,T ] i va�i

E sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

x(s)dB(s)

∣∣∣∣2 ≤ 4E

∫ T

0

|x(s)|2ds;

2) ima neprekidnu modifikaciju.

Nadaǉe se pod neodre�enim stohastiqkim integralom Itoa smatra ǌego-
va neprekidna modifikacija. U okviru narednog razmatraǌa je od znaqaja
pojam vremena zaustavǉaǌa koji se definixe na slede�i naqin.

Definicija 1.3.5 Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatno�e sa filtracijom
{Ft}t∈[0,T ]. Sluqajna promenǉiva τ : Ω → [0,∞] se naziva {Ft}-vreme zaustav-
ǉaǌa (vreme zaustavǉaǌa) ako je

{ω ∈ Ω | τ(ω) ≤ t} ∈ Ft, t ∈ [0, T ].

Neka su τ i ρ dva vremena zaustavǉaǌa u odnosu na filtraciju {Ft}t≥0,
pri qemu je τ ≤ ρ s.i. Stohastiqki interval [[τ, ρ]] se definixe sa

[[τ, ρ]] =
{
(t, ω) ∈ R+ × Ω | τ(ω) ≤ t ≤ ρ(ω)

}
.

Analogno, mogu se definisati stohastiqki intervali [[τ, ρ[[, ]]τ, ρ]] i ]]τ, ρ[[.
Tada je stohastiqki proces {I[[0,τ ]](t), t ≥ 0} ograniqen, {Ft}t≥0-adaptiran
proces koji je neprekidan zdesna. Xtavixe, za svako t ≥ 0 je

{
ω ∈ Ω | I[[0,τ ]](t, ω) ≤ r

}
=


∅ ∈ Ft, r < 0,
{ω ∈ Ω | τ(ω) < t} ∈ Ft, 0 ≤ r < 1,
Ω ∈ Ft, r ≥ 1.

Prema tome, I[[0,τ ]](t) je Ft-merǉiva sluqajna promenǉiva. Tako�e, ako je
za neki realan broj T > 0 stohastiqki proces x ∈ M2([0, T ];R), onda je i
proces {x(t)I[[0,τ ]](t), t ∈ [0, T ]} ∈ M2([0, T ];R).

U nastavku se uvodi definicija stohastiqkog integrala sa vremenom
zaustavǉaǌa. Zbog toga je neophodna slede�a lema.
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Lema 1.3.2 Neka je dat kompletan prostor verovatno�e (Ω,F , P ) sa fil-
tracijom {Ft}t≥0 koja zadovoǉava uobiqajene uslove i na ǌemu {Ft}-vreme
zaustavǉaǌa τ.

1) Stohastiqki proces {I[[0,τ ]](t), t ≥ 0} je ograniqen, {Ft}t≥0−adaptiran
proces koji je neprekidan zdesna.

2) Ako je za neki realan broj T > 0 proces x ∈ M2([0, T ];R), onda je i proces
{x(t)I[[0,τ ]](t), t ∈ [0, T ]} ∈ M2([0, T ];R).

Definicija 1.3.6 Neka je (Ω,F ,P ) kompletan prostor verovatno�e sa fil-
tracijom {Ft}t≥0 koja zadovoǉava uobiqajene uslove i na ǌemu dva {Ft}-vreme-
na zaustavǉaǌa τ i ρ za koja je 0 ≤ ρ ≤ τ ≤ T s.i. za neku pozitivnu realnu
konstantu T. Za stohastiqki proces x ∈ M2([0, T ];R), stohastiqki inte-
gral Itoa u odnosu na vreme zaustavǉaǌa τ definixe se sa∫ τ

0

x(s)dB(s) =

∫ T

0

x(s)I[[0,τ ]](s)dB(s).

Osim toga, definixe se i integral∫ τ

ρ

x(s)dB(s) =

∫ τ

0

x(s)dB(s)−
∫ ρ

0

x(s)dB(s).

Osobine, analogne onima iz Teorema 1.3.1 i 1.3.2, va�e i za stohastiqke
integrale u odnosu na vreme zaustavǉaǌa.

Teorema 1.3.4 Neka je dat kompletan prostor verovatno�e (Ω,F ,P ) sa fil-
tracijom {Ft}t≥0 koja zadovoǉava uobiqajene uslove i na ǌemu dva {Ft}-vreme-
na zaustavǉaǌa τ i ρ za koja je 0 ≤ ρ ≤ τ ≤ T, za neku pozitivnu re-
alnu konstantu T, standardno jednodimenzionalno Braunovo kretaǌe B =
{B(t), t≥ 0} i dva nezavisna, standardna, jednodimenzionalna Braunova kre-
taǌa B1 = {B1(t), t ≥ 0} i B2 = {B2(t), t ≥ 0}. Tada, za stohastiqke procese
x, y ∈ M2([0, T ];R), va�i:

1)
∫ τ

ρ
x(s)dB(s) =

∫ T

0
x(s)I[[ρ,τ ]]dB(s);

2) E
∫ τ

ρ
x(s)dB(s) = 0;

3) E
∣∣∣∫ τ

ρ
x(s)dB(s)

∣∣∣2 = E
∫ τ

ρ
|x(s)|2 ds;

4) E
(∫ τ

ρ
x(s)dB(s)

∣∣∣Fρ

)
= 0;

5) E
(∣∣∣∫ τ

ρ
x(s)dB(s)

∣∣∣2∣∣∣∣Fρ

)
= E

(∫ τ

ρ
|x(s)|2 ds

∣∣∣Fρ

)
;

6) E
(∫ τ

ρ
x(s)dB(s)

∫ τ

ρ
y(s)dB(s)

∣∣∣Fρ

)
= E

(∫ τ

ρ
x(s)y(s)ds

∣∣∣Fρ

)
;
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1. Osnovni pojmovi i rezultati

7) E
(∫ τ

ρ
x(s)dB1(s)

∫ τ

ρ
y(s)dB2(s)

∣∣∣Fρ

)
= 0.

Definicija stohastiqkog integrala Itoa se na prirodan naqin proxiru-
je i na vixedimenzionalan sluqaj. Neka je T > 0 realna konstanta i neka
je na kompletnom prostoru verovatno�e (Ω,F , P ) sa filtracijom {Ft}t≥0,
koja zadovoǉava uobiqajene uslove, dato m-dimenzionalno Braunovo kre-
taǌe B = {B(t) = (B1(t), . . . , Bm(t))

T , t ≥ 0},m ∈ N.

Definicija 1.3.7 Neka je x=[xij]d×m∈M2([0, T ];Rd×m), pri qemu su stohas-
tiqki procesi xij ∈ M2([0, T ];R), i ∈ {1, . . . , d}, j ∈ {1, . . . ,m}. Neodre�eni
stohastiqki integral Itoa procesa x je stohastiqki proces sa vrednos-
tima u Rd, odre�en sa

∫ t

0

x(s)dB(s)=

∫ t

0

x11(s) · · · x1m(s)
... . . . ...

xd1(s) · · · xdm(s)


dB1(s)

...
dBm(s)

 , t ∈ [0, T ],

pri qemu je ǌegova i-ta komponenta, i ∈ {1, . . . , d}, suma jednodimenzionalnih
stohastiqkih integrala

m∑
j=1

∫ t

0

xij(s)dBj(s).

Vixedimenzionalni stohastiqki integral zadovoǉava osobine analogne
onima u jednodimenzionalnom sluqaju. Lako je uvideti da za proizvoǉan
realan broj T > 0 relacija x ∈ M2(R+;Rd×m) povlaqi x∈M2([0, T ];Rd×m),
kao i da relacija x ∈ L2(R+;Rd×m) povlaqi x ∈ L2([0, T ];Rd×m). Defini-
cija integrala Itoa se mo�e proxiriti i na klasu stohastiqkih procesa
x ∈ L2(R+;Rd×m). Slede�a lema omogu�ava takvo proxireǌe.

Lema 1.3.3 Neka je x ∈ L2(R+;Rd×m) i neka je za svaki prirodan broj n defi-
nisana sluqajna promenǉiva

τn = n ∧ inf

{
t ≥ 0

∣∣∣∣∫ t

0

|x(s)|2ds ≥ n

}
.

Tada:

1) su sluqajne promenǉive τn vremena zaustavǉaǌa;

2) va�i τn ↑ ∞ s.i;

3) stohastiqki proces {I[[0,τn]](t)x(t), t ≥ 0} ∈ M2(R+;Rd×m), tako da je

In(t) =

∫ t

0

I[[0,τn]](s)x(s)dB(s), t ≥ 0; (1.3.4)
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4) za svako n1, n2 ∈ N, za koje je n1 ≤ n2, i za svako 0 ≤ t ≤ τn1 , va�i
In2(t) = In1(t) s.i.

Definicija 1.3.8 Neka je proces x ∈ L2(R+;Rd×m). Tada je neodre�eni sto-
hastiqki integral Itoa {

∫ t

0
x(s)dB(s), t ≥ 0} u odnosu na m-dimenzionalno

Braunovo kretaǌe B = {B(t), t ≥ 0} stohastiqki proces definisan na osnovu
Leme 1.3.3 sa ∫ t

0

x(s)dB(s) := In(t), 0 ≤ t ≤ τn,

pri qemu je integral In(t) definisan sa (1.3.4).

1.3.3 Formula Itoa za stohastiqko diferenciraǌe
Formula Itoa za stohastiqko diferenciraǌe ima kǉuqnu ulogu u sto-

hastiqkoj analizi i ǌenim primenama. Pre ǌenog navo�eǌa, definixe
se stohastiqki diferencijal stohastiqkog procesa. Nadaǉe d i m pred-
stavǉaju proizvoǉne prirodne brojeve. Za proizvoǉnu realnu matricu
A = [aij]k×ℓ, oznaka AT predstavǉa transponovanu matricu od A, odnosno
AT = [aji]ℓ×k. Simbol | · | predstavǉa Euklidsku normu realnih vektora
ili slede�u matriqnu normu

|A| = [trag(AAT )]
1
2 =

(
k∑

i=0

ℓ∑
j=0

a2ij

) 1
2

.

Definicija 1.3.9 Neka je (Ω,F ,P ) kompletan prostor verovatno�e sa fil-
tracijom {Ft}t≥0 i na ǌemu zadat standardanm-dimenzionalni proces Brau-
novog kretaǌa B = {B(t), t ≥ 0} koji je {Ft}t≥0-adaptiran. Stohastiqki pro-
ces x= {[x1(t), . . . , xd(t)]T , t≥ 0} sa vrednostima u Rd, koji je {Ft}t≥0-adapti-
ran, je stohastiqki proces Itoa ako postoje f = [f1, . . . , fd]

T ∈ L1(R+;Rd) i
g=[gij]d×m∈L2(R+;Rd×m), tako da je

x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(s)ds+

∫ t

0

g(s)dB(s), t ≥ 0.

Proces x tada ima stohastiqki diferencijal dx(t) dat sa

dx(t) = f(t)dt+ g(t)dB(t), t ≥ 0. (1.3.5)

Potrebno je naglasiti da se stohastiqki integral Itoa najqex�e ne mo�e
eksplicitno odrediti na osnovu ǌegove definicije. Ovo je sluqaj i kod
klasiqne integracije, gde se za odre�ivaǌe vrednosti integrala pri-
meǌuju pravila integralnog raquna. U nastavku �e biti navedena sto-
hastiqka verzija diferenciraǌa slo�ene funkcije, poznata kao formula
Itoa za stohastiqo diferenciraǌe. Formula Itoa nije korisna samo
za odre�ivaǌe integrala Itoa, ve� igra kǉuqnu ulogu u stohastiqkoj
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1. Osnovni pojmovi i rezultati

analizi i rexavaǌu stohastiqkih diferencijalnih jednaqina. Pored
toga, primeǌuje se u kontekstu ocene bliskosti taqnog i aproksimativnih
rexeǌa razliqitih tipova stohastiqkih diferencijalnih jednaqina, xto
�e biti predstavǉeno u Glavi 2 ove disertacije.

Teorema 1.3.5 (Formula Itoa) Neka je x = {x(t), t ≥ 0} d-dimenzionalni
proces Itoa sa stohastiqkim diferencijalom (1.3.5) i V ∈ C2,1(Rd×R+;R).
Tada je stohastiqki proces {V (x(t), t), t ≥ 0} tako�e proces Itoa koji ima
stohastiqki diferencijal oblika

dV (x(t), t) =V ′
t (x(t), t)dt+V

′
x(x(t), t)f(t)dt+

1

2
trag

[
gT(t)V

′′

xx(x(t), t)g(t)
]
dt

+ V
′

x(x(t), t)g(t)dB(t), s.i.

1.4 Elementarne i integralne nejednakosti
U ovom poglavǉu se najpre navode poznate elementarne nejednakosti,

Koxi–Xvarcova nejednakost, kao i integralna nejednakost Grunval–Bel-
mana, koje �e biti primeǌivane u dokazima glavnih rezultata ove diser-
tacije, izlo�enih u Glavama 2 i 3. Pored toga, navode se poznate nejed-
nakosti Qebixeva, Heldera, Burkholder–Dejvis–Gandija i Duba, koje su
tako�e znaqajne za dokazivaǌe glavnih rezultata. Na kraju poglavǉa su
navedeni pojmovi i rezultati iz teorije mera koji imaju posebno mesto u
analizi glavnih rezultata ove disertacije.

Elementarne nejednakosti koje �e biti korix�ene su:

|a+ b|p ≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1
(
|a|p + |b|p

ϵ

)
, ϵ > 0, a, b ∈ R, p ≥ 2, (1.4.1)

ap−1b ≤ (p− 1)ϵap

p
+

bp

pϵp−1
, ϵ, a, b > 0, p ≥ 2, (1.4.2)

ap−2b2 ≤ (p− 2)ϵap

p
+

2bp

pϵ
p−2
2

, ϵ, a, b > 0, p ≥ 2, (1.4.3)

aαb1−α ≤ αa+ (1− α)b, a, b > 0, α ∈ [0, 1], (1.4.4)(
n∑

k=1

ak

)p

≤ (n(p−1) ∨ 1)
n∑

k=1

ap, n ∈ N, ak > 0, k = 1, 2, . . . , n, p > 0, (1.4.5)

(a+ b)p ≤ (1 + θ)p−1(ap + θp−1bp), a, b ≥ 0, θ > 0, p ≥ 2. (1.4.6)

Teorema 1.4.1 (Koxi–Xvarc) Ako su date dve n-torke realnih brojeva
x = (x1, . . . , xn) i y = (y1, . . . , yn), tada va�i da je(

n∑
k=1

|xkyk|

)2

≤

(
n∑

k=1

x2k

)(
n∑

k=1

y2k

)
.
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1.4. Elementarne i integralne nejednakosti

Teorema 1.4.2 (Grunval–Belman) Neka je T > 0, c ≥ 0, u(·) ograniqena
nenegativna Borelova funkcija definisana na [0, T ] i v(·) nenegativna in-
tegrabilna funkcija na [0, T ]. Ako je

u(t) ≤ c+

∫ t

0

v(s)u(s)ds, t ∈ [0, T ],

tada je

u(t) ≤ ce
∫ t
0 v(s)ds, t ∈ [0, T ].

Teorema 1.4.3 (Qebixev) Neka je za r ∈ N, E|X|r < ∞. Tada, za svako
ϵ > 0, va�i da je

P {|X| > ϵ} ≤ E|X|r

ϵr
(1.4.7)

Teorema 1.4.4 (Burkholder–Dejvis–Gandija) Neka je stohastiqki pro-
ces x ∈ L2(R+;Rd×d1). Tada, za svaki pozitivan broj p, postoje pozitivne
konstante cp i Cp takve da je

cpE

(∫ t

0

|x(s)|2ds
)p/2

≤ E sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∫ s

0

x(u)dB(u)

∣∣∣∣p≤ CpE

(∫ t

0

|x(s)|2ds
)p/2

.

Specijalno, za p ∈ (0, 2) je cp = (p/2)p i Cp = (32/p)p/2, za p = 2 je cp = 1 i
Cp = 4, a za p > 2 je cp = 1/(2p)p/2 i Cp = [pp+1/2(p− 1)p−1]p/2.

Postoji nekoliko verzija Dubove nejednakosti koje se odnose na martin-
gale i submartingale. Navodisesamoona koja �e se koristiti u nastavku.

Teorema 1.4.5 (Dub) Neka je p > 1, {x(t),Ft, t ≥ 0} neprekidan zdesna mar-
tingal i neka je E|x(t)|p < ∞, za svako t ∈ [0,∞). Ako je [a, b] ⊂ [0,∞)
ograniqen interval, tada va�i

E sup
a≤t≤b

|x(t)|p ≤
(

p

p− 1

)p

E|x(b)|p.

Definicija 1.4.1 Neka je (G,G, µ) prostor mere. Mera µ je σ-konaqna ako
skup G mo�e biti prekriven pomo�u najvixe prebrojivo mnogo merǉivih
skupova konaqne mere.

Definicija 1.4.2 Neka je dat prostor mere (G,G, µ) i funkcija f : G → R
(ili f : G→ C). Funkcija f je G-integrabilna ako je G-merǉiva i∫

G

|f |dµ <∞.
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1. Osnovni pojmovi i rezultati

Teorema 1.4.6 (Helder) Neka je dat prostor mere (G,G, µ) i neka su funk-
cije f, g : G → Rd (ili f, g : G → Cd) merǉive. Ako su p i q realni brojevi
takvi da je 1 < p, q <∞ i 1/p+ 1/q = 1, tada je∫

G

|fg|dµ ≤
(∫

G

|f |pdµ
) 1

p
(∫

G

|g|qdµ
) 1

q

. (1.4.8)

Specijalan sluqaj ove teoreme za p = q = 2 je nejednakost Koxi–Xvarc–
Buǌakovskog.

Teorema 1.4.7 (Fubini) Neka su (F,F , µ) i (G,G, ν) prostori σ-konaqnih
mera i neka je funkcija f F ×G-integrabilna. Tada je∫

F×G

fd(µ× ν) =

∫
F

(∫
G

fdν

)
dµ =

∫
G

(∫
F

fdµ

)
dν.

Teorema 1.4.8 (Toneli) Neka su (F,F , µ) i (G,G, ν) prostori σ-konaqnih
mera i neka je funkcija f F ×G→ R nenegativna i (µ× ν)-merǉiva. Tada je∫

F×G

fd(µ× ν) =

∫
F

(∫
G

fdν

)
dµ =

∫
G

(∫
F

fdµ

)
dν.

Teorema Fubinija, kao i ǌena posledica (Teorema Tonelija), primen-
juje se u dokazima glavnih rezultata ove disertacije, pri qemu se meǌa
redosled integracije kod matematiqkog oqekivaǌa Lebegovog integrala.

1.5 Stohastiqke diferencijalne jednaqine raz-
liqitih tipova

SDJ su posebno korisne u situacijama kada su prisutni sluqajni ili
nedeterministiqki uticaji na sisteme koji se razmatraju. Zbog razli-
qitih osobina sistema, kao i spoǉaxǌih uticaja na sistem, nastala
je potreba za razmatraǌem razliqitih tipova SDJ. Mnoge pojave iz
mehanike, fizike, biologije i finansija, kao i mnogih drugih oblasti
nauke i prakse se matematiqki modeliraju pomo�u SDJ, xto ukazuje na
ǌihov veliki znaqaj. One su predmet razmatraǌa velikog broja autora
(videti, na primer, [19, 30, 36]). Bitni problemi u okviru prouqa-
vaǌa SDJ su egzistencija i jedinstvenost rexeǌa, ocene momenata i
asimptotsko ponaxaǌe rexeǌa, kao i aproksimacije rexeǌa.

U ovom poglavǉu definisani su razliqiti tipovi SDJ i navedene su
neke osnovne osobine za svaki tip jednaqina. Xtavixe, definisana su
rexeǌa tih jednaqina, kao i dovoǉni uslovi ǌihove egzistencije i jedin-
stvenosti. Potrebno je naglasiti da to nisu jedini uslovi egzistencije
i jedinstvenosti rexeǌa. Odre�ivaǌe alternativnih uslova egzisten-
cije i jedinstvenosti rexeǌa, a time i novih klasa SDJ qija rexeǌa
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1.5. Stohastiqke diferencijalne jednaqine razliqitih tipova

postoje i jedinstvena su, predstavǉa znaqajnu i aktuelnu temu u okviru
stohastiqke analize.

Nadaǉe, neka je dat kompletan prostor verovatno�e (Ω,F , P ) sa fil-
tracijom {Ft}t≥0 koja zadovoǉava uobiqajene uslove i m-dimenzionalno
standardno Braunovo kretaǌe B(t) = (B1(t), B2(t), ..., Bm(t))T , t ≥ 0, koje je
{F}t≥0-adaptirano.

1.5.1 Stohastiqke diferencijalne jednaqine
U ovom odeǉku se razmatra osnovni oblik SDJ, kod kojih promena

staǌa sistema koji se ǌima modeliraju zavisi od trenutnog staǌa tih
sistema i vremena. Dakle, od znaqaja je d-dimenzionalna SDJ oblika

dx(t) = f(t, x(t))dt+ g(t, x(t))dB(t), t ∈ [0, T ], (1.5.1)

sa poqetnim uslovom x0 ∈ L2(Ω;Rd), nezavisnim od Braunovog kretaǌa B,
dok su koeficijent prenosa f : [0, T ] × Rd → Rd i koeficijent difuzije
g : [0, T ]× Rd → Rd×m Borel-merǉive funkcije.

Rexeǌe x = {x(t), t ∈ [0, T ]} SDJ je strogo ako su prostor verovatno�e,
filtracija, Braunovo kretaǌe i koeficijenti jednaqine unapred zadati
i fiksirani, a na osnovu ǌih se odre�uje rexeǌe x = {x(t), t ∈ [0, T ]}.

Rexeǌe x = {x(t), t ∈ [0, T ]} SDJ je slabo ako su fiksirani samo koefi-
cijenti ove jednaqine, a dozvoǉena je konstrukcija odgovaraju�eg pros-
tora verovatno�e, filtracije i Braunovog kretaǌa, tako da proces x =
{x(t), t ∈ [0, T ]} bude rexeǌe date jednaqine.

U nastavku, prostor verovatno�e (Ω,F , P ) je fiksiran, jer su od in-
teresa samo stroga rexeǌa razmatranih jednaqina.

Definicija 1.5.1 Za d-dimenzionalni stohastiqki proces x = {x(t), t ∈
[0, T ]} ka�e se da je rexeǌe SDJ (1.5.1) sa poqetnim uslovom x0 ako:

1) je proces x s.i. neprekidan i {Ft}t∈[0,T ]-adaptiran;

2) {f(t, x(t)), t ∈ [0, T ]} ∈ L1([0, T ];Rd), {g(t, x(t)), t ∈ [0, T ]} ∈ L2([0, T ];Rd×m);

3) za svako t ∈ [0, T ] va�i

x(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds+

∫ t

0

g(s, x(s))dB(s) s.i.

Rexeǌe {x(t), t ∈ [0, T ]} SDJ (1.5.1) je jedinstveno ako je bilo koje drugo re-
xeǌe {x̃(t), t ∈ [0, T ]} stohastiqki ekvivalentno sa ǌim, tj. ako je

P{x(t) = x̃(t) za svako t ∈ [0, T ]} = 1.

Narednom teoremom su predstavǉeni dovoǉni uslovi egzistencije i
jedinstvenosti rexeǌa SDJ (1.5.1).
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1. Osnovni pojmovi i rezultati

Teorema 1.5.1 (Teorema 2.3.1, Lema 2.3.2, [30]) Neka su f : [0, T ]× Rd→Rd

i g : [0, T ] × Rd → Rd×m Borel-merǉive funkcije koje zadovoǉavaju globalni
Lipxicov uslov i uslov linearnog rasta, tj. postoje pozitivne konstante
L i L̄, tako da, za svako x, y ∈ Rd i t ∈ [0, T ], va�i da je

|f(t, x)− f(t, y)|2 ∨ |g(t, x)− g(t, y)|2 ≤ L̄|x− y|2,
|f(t, x)|2 ∨ |g(t, x)|2 ≤ L(1 + |x|2).

Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno, strogo rexeǌe x ∈ M2([0, T ];Rd)
SDJ (1.5.1), za koje va�i da je

E sup
0≤t≤T

|x(t)|2 <∞.

1.5.2 Funkcionalne stohastiqke diferencijalne jedna-
qine

U praksi se javila potreba za modelima koji opisuju sisteme qija
budu�a staǌa zavise, ne samo od trenutnog staǌa, ve� i od proxlih
staǌa tih sistema. Ovakvi modeli se, u mnogim sluqajevima, opisuju
funkcionalnim SDJ.

Razmatra se d-dimenzionalna funkcionalna SDJ

dx(t) = F (xt)dt+G(xt)dB(t), t ∈ [0, T ], (1.5.2)

pri qemu je

xt = {x(t+ θ), θ ∈ [−τ, 0]} (1.5.3)

stohastiqki proces sa vrednostima u C([−τ, 0];Rd), τ > 0 i

F : C([−τ, 0];Rd) → Rd, G : C([−τ, 0];Rd) → Rd×m,

su Borel-merǉivi funkcionali.
Zbog zavisnosti od proxlosti, poqetni uslov x0 jednaqine (1.5.2) se

mora zadati na qitavom intervalu [−τ, 0], tj.

x0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]}, (1.5.4)

gde je ξ ∈ C([−τ, 0];Rd) F0-merǉiva sluqajna promenǉiva i va�i da je
E||ξ||2<∞.

Na osnovu definicije stohastiqkog diferencijala Itoa, jednaqina
(1.5.2) se mo�e predstaviti u ekvivalentnom integralnom obliku

x(t) = x0 +

∫ t

0

F (xs)ds+

∫ t

0

G(xs)dB(s), t ∈ [0, T ]. (1.5.5)

U nastavku je data definicija rexeǌa jednaqine (1.5.2) koje zadovol-
java poqetni uslov (1.5.4).
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1.5. Stohastiqke diferencijalne jednaqine razliqitih tipova

Definicija 1.5.2 Za d-dimenzionalni stohastiqki proces {x(t), t∈ [−τ, T ]}
ka�e se da je rexeǌe funkcionalne SDJ (1.5.2) sa poqetnim uslovom (1.5.4)
ako je:

1) s.i. neprekidan i {x(t), t ∈ [0, T ]} je {F}t∈[0,T ]-adaptiran proces;

2)
∫ T

0
|F (xt)|dt <∞ s.i. i

∫ T

0
|G(xt)|2dt <∞ s.i.

3) x0 = ξ s.i. i za svako t ∈ [0, T ] va�i integralni oblik (1.5.5) s.i.

Rexeǌe {x(t), t ∈ [−τ, T ]} je jedinstveno ako je bilo koje drugo rexeǌe {x̃(t), t ∈
[−τ, T ]} stohastiqki ekvivalentno sa ǌim, tj. ako je

P{x(t) = x̃(t) za svako t ∈ [−τ, T ]} = 1. (1.5.6)

Dovoǉni uslovi egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa jednaqine(1.5.2)
sa poqetnim uslovom (1.5.4), predstavǉeni su slede�om teoremom.

Teorema 1.5.2 (Teorema 5.2.2, Lema 5.2.3, [30]) Neka postoje pozitivne
konstante L̄ i L tako da va�e uslovi:

- (uniformni Lipxicov uslov) za svako φ, ϕ ∈ C
(
[−τ, 0];Rd

)
,

|F (φ)− F (ϕ)|2 ∨ |G(φ)−G(ϕ)|2 ≤ L̄||φ− ϕ||2; (1.5.7)

- (uslov linearnog rasta) za svako φ ∈ C
(
[−τ, 0];Rd

)
,

|F (φ)|2 ∨ |G(φ)|2 ≤ L(1 + ||φ||2). (1.5.8)

Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno rexeǌe {x(t), t ∈ [−τ, T ]} jedna-
qine (1.5.10) sa poqetnim uslovom (1.5.4). Tako�e, rexeǌe pripada klasi
M2

(
[−τ, T ];Rd

)
, tj. ako va�i E||ξ||2 <∞, onda je

E sup
−τ≤t≤T

|x(t)|2 <∞. (1.5.9)

1.5.3 Neutralne funkcionalne stohastiqke diferenci-
jalne jednaqine

Prirodno uopxteǌe jednaqina sa osobinom zavisnosti od proxlosti
predstavǉaju neutralne funkcionalne SDJ u kojima se, pored nepoznatog
procesa x, pod diferencijalom javǉa i funkcional qiji je argument sa
kaxǌeǌem. U tom smislu, razmatra se slede�a d-dimenzionalna neutral-
na funkcionalna SDJ

d [x(t)− U(xt)] = F (xt)dt+G(xt)dB(t), t ∈ [0, T ], (1.5.10)
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1. Osnovni pojmovi i rezultati

sa poqetnim uslovom (1.5.4), pri qemu je τ > 0,

U : C([−τ, 0];Rd)→Rd, F : C([−τ, 0];Rd)→Rd, G : C([−τ, 0];Rd)→Rd×m,

su Borel-merǉivi funkcionali i xt je dato u (1.5.3). Pritom se funkcio-
nal U qesto naziva neutralni qlan.

Jednaqina (1.5.10) se mo�e predstaviti u ekvivalentnom integralnom
obliku

x(t)− U(xt) = x0 − U(x0) +

∫ t

0

F (xs)ds+

∫ t

0

G(xs)dB(s), t ∈ [0, T ]. (1.5.11)

Definicija rexeǌa SDJ (1.5.10) sa poqetnim uslovom (1.5.4) mo�e se
formulisati na slede�i naqin.

Definicija 1.5.3 Za d-dimenzionalni stohastiqki proces {x(t), t∈ [−τ, T ]}
se ka�e da je rexeǌe SDJ (1.5.10) sa poqetnim uslovom (1.5.4) ako je:

1) s.i. neprekidan i {x(t), t∈ [0, T ]} je {Ft}t∈[0,T ]-adaptiran proces;

2)
∫ T

0
|F (xt)|dt <∞ s.i. i

∫ T

0
|G(xt)|2dt <∞ s.i.;

3) x0 = ξ s.i. i za svako t ∈ [0, T ] va�i integralni oblik (1.5.11) s.i.

Rexeǌe {x(t), t ∈ [−τ, T ]} je jedinstveno ako je bilo koje drugo rexeǌe {x̃(t), t ∈
[−τ, T ]} stohastiqki ekvivalentno sa ǌim, tj. ako va�i (1.5.6).

Dovoǉni uslovi egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa neutralne funk-
cionalne SDJ (1.5.10), shodno Teoremi 1.5.2, su uniformni Lipxicov
uslov (1.5.7) i uslov linearnog rasta (1.5.8), s obzirom na to da se za
U(·) ≡ 0 jednaqina (1.5.10) svodi na jednaqinu (1.5.2). Me�utim, ostaje
pitaǌe koji uslov bi trebalo da zadovoǉava funkcional U . Odgovor daje
slede�a teorema egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa jednaqine (1.5.10).

Teorema 1.5.3 (Teorema 6.2.2, [30]) Neka funkcionali F i G zadovoǉavaju
uniformni Lipxicov uslov (1.5.7) i uslov linearnog rasta (1.5.8) i neka
postoji konstanta k∈(0, 1) tako da, za svakoφ, ϕ∈C

(
[−τ, 0];Rd

)
, va�i da je

|U(φ)− U(ϕ)| ≤ k||φ− ϕ||. (1.5.12)

Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno rexeǌe {x(t), t ∈ [−τ, T ]} jedna-
qine (1.5.10) sa poqetnim uslovom (1.5.4). Tako�e, rexeǌe pripada klasi
M2

(
[−τ, T ];Rd

)
, tj. ako je E||ξ||2 <∞, onda va�i (1.5.9).

U prethodnoj teoremi, uniformni Lipxicov uslov (1.5.7) se mo�e
oslabiti, odnosno zameniti lokalnim Lipxicovim uslovom, a da tvr-
�eǌe teoreme ostane isto. Taqnije, va�i slede�a teorema.
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Teorema 1.5.4 (Teorema 6.2.5, [30]) Neka va�e uslovi (1.5.8) i (1.5.12) i
neka funkcionali F i G zadovoǉavaju lokalni Lipxicov uslov, tj. neka za
svaki prirodan broj n, postoji pozitivna konstanta Ln, tako da, za svako
φ, ϕ ∈ C

(
[−τ, 0];Rd

)
, za koje je ||φ|| ∨ ||ϕ|| ≤ n, va�i da je

|F (φ)− F (ϕ)|2 ∨ |G(φ)−G(ϕ)|2 ≤ Ln||φ− ϕ||2. (1.5.13)

Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno rexeǌe {x(t), t ∈ [−τ, T ]} jedna-
qine (1.5.10) sa poqetnim uslovom (1.5.4). Tako�e, rexeǌe pripada klasi
M2

(
[−τ, T ];Rd

)
, tj. ako je E||ξ||2 <∞, onda va�i (1.5.9).

1.5.4 Neutralne stohastiqke diferencijalne jednaqine
sa konstantnim kaxǌeǌem

Neutralne SDJ sa konstantnim kaxǌeǌem mogu se smatrati specijal-
nom klasom neutralnih funkcionalnih SDJ. Neutralna SDJ sa konstant-
nim kaxǌeǌem je oblika

d[x(t)− u(x(t− τ))]=f(x(t), x(t−τ))dt+g(x(t), x(t−τ))dB(t), t ∈ [0, T ], (1.5.14)

sa poqetnim uslovom (1.5.4), pri qemu je τ > 0 i

f : Rd × Rd → Rd, g : Rd × Rd → Rd×m, u : Rd → Rd

su Borel-merǉive funkcije. Ako se F,G i U definixu kao

F (ϕ) = f(ϕ(0), ϕ(−τ)), G(ϕ) = g(ϕ(0), ϕ(−τ)), U(ϕ) = u(ϕ(−τ)),

za ϕ ∈ C([−τ, 0];Rd), jednaqina (1.5.14) je oblika (1.5.10). Stoga, pod
uslovima Teoreme 1.5.4 sledi da jednaqina (1.5.14) ima jedinstveno re-
xeǌe, odnosno va�i slede�a teorema.

Teorema 1.5.5 Neka funkcije f i g zadovoǉavaju lokalni Lipxicov uslov,
tj. neka za svako R ≥ 1 postoji konstanta KR > 0, tako da, za svako
x, y, x̄, ȳ ∈ Rd, za koje je |x| ∨ |y| ∨ |x̄| ∨ |ȳ| ≤ R, va�i da je

|f(x, y)− f(x̄, ȳ)|2 ∨ |g(x, y)− g(x̄, ȳ)|2 ≤ KR

(
|x− x̄|2 + |y − ȳ|2

)
, (1.5.15)

i neka va�i uslov linearnog rasta, tj. neka postoji konstanta K > 0,
tako da, za svako x, y ∈ Rd, va�i da je

|f(x, y)|2 ∨ |g(x, y)|2 ≤ K(1 + |x|2 + |y|2). (1.5.16)

Xtavixe, neka postoji konstanta k ∈ (0, 1), tako da je za svako x, y ∈ Rd,

|u(x)− u(y)| ≤ k|x− y|. (1.5.17)

Tada postoji jedinstveno rexeǌe jednaqine (1.5.14).
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Uslovi Teoreme 1.5.5 se mogu oslabiti na slede�i naqin.

Teorema 1.5.6 (Teorema 6.3.1, [30]) Neka postoji konstanta K > 0, tako
da, za svako x, y ∈ Rd, va�i da je

|f(x, y)|2 ∨ |g(x, y)|2 ∨ |u(x)|2 ≤ K(1 + |x|2 + |y|2), (1.5.18)

i neka, za svako R ≥ 1 postoji konstanta KR > 0, tako da, za svako y ∈ Rd

i x, x̃ ∈ Rd, za koje je |x| ∨ |x̃| ≤ R, va�i da je

|f(x, y)− f(x̃, y)|2 ∨ |g(x, y)− g(x̃, y)|2 ≤ KR|x− x̃|2. (1.5.19)

Tada postoji jedinstveno rexeǌe jednaqine (1.5.14).

1.5.5 Neutralne stohastiqke diferencijalne jednaqine
sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem

Zbog posebnog oblika zavisnosti od proxlosti, opisane funkcijom
kaxǌeǌa, ova klasa jednaqina se qesto prouqava posebno. Pored ranije
uvedenih oznaka i osnovnih pretpostavki, uvodi se i Borel-merǉiva funk-
cija δ : [0, T ] → [0, τ ]. Kako je, sa aspekta primena, prirodno razmatrati
SDJ na konaqnom vremenskom intervalu, razmatra se slede�a neutralna
SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem

d[x(t)− u(x(t− δ(t)))]

= f(x(t), x(t− δ(t)))dt+ g(x(t), x(t− δ(t)))dB(t), t ∈ [0, T ], (1.5.20)

sa poqetnim uslovom (1.5.4), pri qemu je τ > 0, i

f : Rd × Rd → Rd, g : Rd × Rd → Rd×m, u : Rd → Rd

su Borel-merǉive funkcije. Ako se funkcionali F , G i U definixu na
slede�i naqin:

F (ϕ) = f(ϕ(0), ϕ(−δ(t))), G(ϕ) = g(ϕ(0), ϕ(−δ(t))), U(ϕ) = u(ϕ(−δ(t))),

za ϕ ∈ C([−τ, 0];Rd) i t ∈ [0, T ], tada se jednaqina (1.5.20) svodi na jedna-
qinu (1.5.10). Stoga, uslovi (1.5.15), (1.5.16) i (1.5.17) garantuju egzis-
tenciju i jedinstvenost rexeǌa jednaqine (1.5.20). Sa druge strane, ako
je inf0≤t≤T δ(t) > 0, mo�e se pokazati da uslovi (1.5.18) i (1.5.19) garantuju
egzistenciju i jedinstvenost rexeǌa jednaqine (1.5.20). Ove rezultate
objediǌuje slede�a teorema.

Teorema 1.5.7 (Teorema 6.3.2, [30]) Ako va�e uslovi (1.5.15), (1.5.16) i
(1.5.17), tada postoji jedinstveno rexeǌe jednaqine (1.5.20). Sa druge stra-
ne, ako za funkciju kaxǌeǌa δ(t) va�i inf0≤t≤T δ(t) > 0, tada uslovi (1.5.18) i
(1.5.19) garantuju egzistenciju i jedinstvenost rexeǌa jednaqine (1.5.20).
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Bitno je napomenuti da se najve�i deo ove disertacije odnosi na oso-
bine metoda aproksimacije rexeǌa jednaqina ovog tipa. Razmatraju se
jednodimenzionalne i d-dimenzionalne neutralne SDJ sa vremenski za-
visnim kaxǌeǌem, sa akcentom na dovoǉnim uslovima konvergencije i
divergencije nekoliko numeriqkih metoda Ojlerovog tipa, xto �e biti
predstavǉeno u narednim glavama disertacije. Pritom se, u zavisnosti
od razmatranog konteksta razmatraju sluqajevi kada je t∈ [0, T ] i t∈ [0,∞).

Shodno tome, od znaqaja je i d-dimenzionalna neutralna SDJ sa vre-
menski zavisnim kaxǌeǌem i vrednostima parametra t u intervalu [0,∞),
odnosno jednaqina oblika

d[x(t)−u(x(t−δ(t)))]=f(x(t), x(t−δ(t)))dt+g(x(t), x(t−δ(t)))dB(t), (1.5.21)

za t ≥ 0, sa poqetnim uslovom (1.5.4), gde su f, g i u Borel-merǉive
funkcije.

Jednostavnosti radi, u nastavku se objediǌuju pretpostavke uvedene
u ovom poglavǉu, qija je formulacija kǉuqna za dokaz glavnih rezultata
disertacije.

H′
1 : (Globalni Lipxicov uslov) Postoji konstanta K1 > 0, tako da, za

svako x, y, x̄, ȳ ∈ Rd, va�i da je

|f(x, y)− f(x̄, ȳ)|2 ∨ |g(x, y)− g(x̄, ȳ)|2 ≤ K1

(
|x− x̄|2 + |y − ȳ|2

)
.

H1 : (Lokalni Lipxicov uslov) Neka za svako R ≥ 1 postoji konstanta
KR > 0, tako da, za svako x, y, x̄, ȳ ∈ Rd za koje je |x| ∨ |y| ∨ |x̄| ∨ |ȳ| ≤ R, va�i
da je

|f(x, y)− f(x̄, ȳ)|2 ∨ |g(x, y)− g(x̄, ȳ)|2 ≤ KR

(
|x− x̄|2 + |y − ȳ|2

)
.

H2 : Postoji konstanta k ∈ (0, 1) tako da, za svako x, y ∈ Rd, va�i da je

|u(x)− u(y)| ≤ k|x− y|. (1.5.22)

Xtavixe, pretpostavǉa se da je u(0) = 0 xto, zajedno sa (1.5.22), impli-
cira

|u(x)| ≤ k|x|. (1.5.23)

1.5.6 Neutralne stohastiqke diferencijalne jednaqine
sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem i prelazima
Markova

Kako SDJ opisuju mnoge pojave iz realnog �ivota, iz praktiqnih prob-
lema je proisteklo veliko interesovaǌe brojnih autora za opisivaǌe hi-
bridnih sistema. Naime, uoqeno je da se neki sistemi meǌaju u skladu sa
razliqitim zakonima u toku nekog vremenskog intervala i da u sluqajnim

21



1. Osnovni pojmovi i rezultati

momentima prelaze sa jednog re�ima rada u drugi. To je osnovna moti-
vacija za prouqavaǌe neutralnih SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem i
prelazima Markova, koje predstavǉaju posebnu klasu hibridnih sistema.

Pored ve� uvedenih oznaka, neka je r = {r(t), t ≥ 0} neprekidan zdesna
proces Markova, definisan na datom prostoru verovatno�e, sa konaqnim
skupom staǌa S = {1, 2, ..., N} i generatorom Γ = (γij)N×N , definisanim sa

P{r(t+∆) = j|r(t) = i} =

{
γij∆+ o(∆) i ̸= j,
1 + γii∆+ o(∆) i = j,

pri qemu je ∆ > 0. U posledǌem izrazu, γij ≥ 0 je intenzitet prelaza iz
staǌa i u staǌe j kada je i ̸= j, dok je

γii = −
∑
j ̸=i

γij.

Pretpostavǉa se da je proces Markova r nezavisan u odnosu na Brau-
novo kretaǌe B. Poznato je da se proces Markova r mo�e predstaviti kao
stohastiqki integral u odnosu na Puasonovu sluqajnu meru ν kao

dr(t) =

∫
R

h̃(r(t−), ℓ)ν(dt, dℓ), t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom r(0) = i0 ∈ S, gde je ν(dt, dℓ) Puasonova sluqajna mera
sa intenzitetom dt × m(dℓ), pri qemu je m Lebegova mera na R, dok se
eksplicitna definicija za h̃ mo�e na�i u [1].

Razmatra se jednodimenzionalna neutralna SDJ sa vremenski zavis-
nim kaxǌeǌem i prelazima Markova

d[x(t)− u(x(t− δ(t)), r(t))]

= f(x(t), x(t− δ(t)), r(t))dt+ g(x(t), x(t− δ(t)), r(t))dB(t), t ∈ [−τ, T ] (1.5.24)

i poqetnim uslovima

x0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]} ∈ Cb
F0
([−τ, 0];R), (1.5.25)

r(0) = i0 ∈ S, (1.5.26)

pri qemu su

f : R2 × S → R, g : R2 × S → R, u : R× S → R

Borel-merǉive funkcije i {x(t), t ∈ [−τ, T ]} je jednodimenzionalan proces.

Definicija 1.5.4 Za stohastiqki proces {x(t), t ∈ [−τ, T ]} se ka�e da je
rexeǌe jednaqine (1.5.24) sa poqetnim uslovima (1.5.25) i (1.5.26) ako je:

1) s.i. neprekidan i {x(t), t ∈ [0, T ]} je {F}t∈[0,T ]-adaptiran proces;
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2)
∫ T

0
|f(x(t), x(t−δ(t)), r(t))|dt<∞ s.i,

∫ T

0
|g(x(t), x(t−δ(t)), r(t)))|2dt<∞ s.i.

3) x0 = ξ s.i. i za svako t ∈ [0, T ] va�i integralni oblik jednaqine (1.5.24)
s.i.

Rexeǌe {x(t), t ∈ [−τ, T ]} je jedinstveno ako je bilo koje drugo rexeǌe {x̃(t), t ∈
[−τ, T ]} stohastiqki ekvivalentno sa ǌim, tj. ako va�i (1.5.6).

U okviru slede�e teoreme su predstavǉeni dovoǉni uslovi egzisten-
cije i jedinstvenosti rexeǌa jednaqine (1.5.24).

Teorema 1.5.8 Neka postoji konstanta K > 0 i, za svako R ≥ 1, konstanta
KR > 0, tako da va�i:

- (lokalni Lipxicov uslov) za svako x, y, x̄, ȳ ∈ R, za koje je |x| ∨ |y| ∨ |x̄|
∨|ȳ| ≤ R i i ∈ S,

|f(x, y, i)− f(x̄, ȳ, i)|2 ∨ |g(x, y, i)− g(x̄, ȳ, i)|2 ≤ KR(|x− x̄|2 + |y − ȳ|2);

- (uslov linearnog rasta) za svako x, y ∈ R i i ∈ S,

|f(x, y, i)|2 ∨ |g(x, y, i)|2 ≤ K(1 + |x|2 + |y|2).

Xtavixe, neka postoji konstanta β ∈ (0, 1), tako da je, za svako x, y ∈ R i
i ∈ S,

|u(x, i)− u(y, i)| ≤ β|x− y|.

Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno rexeǌe {x(t), t ∈ [−τ, T ]} jedna-
qine (1.5.24) sa poqetnim uslovima (1.5.25) i (1.5.26). Tako�e, rexeǌe pri-
pada klasi M2 ([−τ, T ];R) , tj. ako va�i E||ξ||2 <∞, onda va�i (1.5.9).

Potrebno je naglasiti da se u postoje�oj literaturi mogu na�i raz-
liqita uopxteǌa ili ekstenzije navedenih teorema egzistencije i jedin-
stvenosti rexeǌa za razliqite tipove SDJ. Jedan od pravaca uopxte-
ǌa je zamena uslova linearnog rasta za koeficijente prenosa i difuzije
uslovima koji dozvoǉavaju da koeficijenti budu sa visokim stepenom ne-
linearnosti. Takvi su, na primer, uopxteni uslovi Hasminskog, pod
kojima su brojni autori razmatrali kvalitativna i kvantitativna svoj-
stva taqnih i aproksimativnih rexǌa SDJ razliqitih tipova (videti,
na primer, [35, 38]). U tom smislu �e, u okviru narednih glava, nakon
uvo�eǌa odgovaraju�ih oznaka i pretpostavki, biti navedene teoreme
koje se eksplicitno primeǌuju u dokazima glavnih rezultata i primeri-
ma i garantuju prvenstveno egzistenciju i jedinstvenost globalnih re-
xeǌa neutralnih SDJ sa vremenskim zavisnim kaxǌeǌem (i prelazima
Markova) pod uopxtenim uslovima Hasminskog.
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1.6 Metoda Ojler–Marujame
Kao mo�an alat za modeliraǌe brojnih pojava iz realnog �ivota, SDJ

su postale vrlo aktuelna tema i predmet prouqavaǌa brojnih autora.
Me�utim, zbog svoje slo�ene strukture, eksplicitna rexeǌa ovih jed-
naqina je u ve�ini sluqajeva texko odrediti. Zbog toga je od znaqaja
razmatraǌe razliqitih numeriqkih metoda pomo�u kojih se generixu
aproksimativna rexeǌa jednaqina koje se prouqavaju. Kao eksplicitna
numeriqka metoda, metoda Ojler–Marujame, privukla je pa�ǌu mnogih
autora [6, 14, 15, 22, 38, 39, 43, 56, 59]. Ova metoda je najpre primeǌivana
za aproksimaciju taqnog rexeǌa obiqnih diferencijalnih jednaqina, da
bi se kasnije ǌena primena proxirila i na SDJ. Pored toga xto ne
zahteva dodatne uslove koji �e garantovati egzistenciju i jedinstvenost
aproksimativnog rexeǌa dobijenog ovom metodom, kao xto je to sluqaj
sa implicitnim metodama, prednost metode Ojler–Marujame u odnosu na
ostale metode se ogleda u tome xto su, najqex�e, za dokazivaǌe osobina
aproksimativnih rexeǌa, dovoǉni uslovi egzistencije i jedinstvenosti
taqnog rexeǌa razmatrane jednaqine.

Razmatrana je SDJ oblika (1.5.1), odnosno

dx(t) = f(t, x(t))dt+ g(t, x(t))dB(t), t ≥ 0, (1.6.1)

sa poqetnim uslovom x(0), za koju va�e uslovi Teoreme 1.5.1. Na proizvoǉ-
noj particiji intervala [0, T ],

0 = t0 < t1 < · · · < tn = T, δn = max
0≤k≤n−1

(tk+1 − tk),

diskretno aproksimativno rexeǌe Ojler–Marujame, koje odgovara jedna-
qini (1.6.1), je definisano kao niz sluqajnih promenǉivih Y0, Y1, . . . , Yn,
pri qemu je Y0 = X0 i za svako k ∈ {1, 2, ..., n},

Yk = Y0 +
k∑

j=1

f(tj−1, Yj−1)(tj − tj−1) +
k∑

j=1

g(tj−1, Yj−1)(B(tj)−B(tj−1)).

Neprekidno aproksimativno rexeǌe yn = {yn(t), t ∈ [0, T ]},Marujama [40] je
definisao linearnom interpolacijom vrednosti diskretnog aproksima-
tivnog rexeǌa, odnosno

yn = Yk +
t− tk

tk+1 − tk
(Yk+1 − Yk), t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Primenom pristupa koji je korix�en u deterministiqkom sluqaju, Maru-
jama je u svom radu [40] me�u prvima prouqavao i sredǌe-kvadratnu kon-
vergenciju Ojlerove metode. Ovaj rezultat je poboǉxan u radovima Kana-
gave [20, 21]. Primenom osnovne ideje iz rada Marujame, u radu [20] je
razmatrana jednaqina (1.6.1) pod uslovima

|f(t, x(t))− f(s, y(s))|2 + |g(t, x(t))− g(s, y(s))|2 ≤ L2(|x− y|2 + |t− s|2),
|f(t, x(t))|2 + |g(t, x(t))|2 ≤ L2,

24



1.6. Metoda Ojler–Marujame

i E|x0|2 <∞. Uz neznatne razlike u odnosu na [40], Kanagava je u svom radu
dokazao da aproksimativno rexeǌe {ynn ∈ N} konvergira u Lp-smislu,
p ≥ 2, ka taqnom rexeǌu x jednaqine (1.6.1), tj.

E sup
0≤t≤T

|yn(t)− x(t)|p → 0, n→ ∞.

Red konvergencije, za proizvoǉno ϵ > p/2 je

E sup
0≤t≤T

|yn(t)− x(t)|p = O
(
δp/2n (log δn)

ϵ
)
.

Kanagava je u narednom radu [21] poboǉxao rezultat iz [20] aproksimi-
raju�i rexeǌe x jednaqine (1.6.1) nizom rexeǌa {xn, n ∈ N}, pri qemu
je

dxn(t) = f(tk, x
n(tk))dt+ g(tk, x

n(tk))dB(t), t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, 1, . . . , n− 1},
xn(0) = x0.

Tada je, za p ≥ 2, grexka Lp-aproksimacije oceǌena kao O(δp/2n ) kada n→ ∞
i δn → 0. Isti rezultat su ranije dokazali Gihman i Skorohod [4] za p = 2.

Razmatraǌe metode Ojler–Marujame je zatim proxireno na autonomne
funkcionalne SDJ oblika (1.5.2), odnosno

dx(t) = F (xt)dt+G(xt)dB(t), t ∈ [0, T ], (1.6.2)

x0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]}.

Mao je u svom radu [34], za N = τ/∆,∆ ∈ (0, 1), definisao diskretno re-
xeǌe Ojler–Marujame {ȳ(k∆), k ≥ −N} na slede�i naqin

ȳ(k∆) = ξ(k∆), −N ≤ k ≤ 0,

ȳ((k + 1)∆) = ȳ(k∆) + F (ȳk∆)∆ +G(ȳk∆)(B((k + 1)∆)−B(k∆)), k ≥ 0,

gde je ȳk∆ = {ȳk∆(θ), θ ∈ [−τ, 0]} stohastiqki proces sa vrednostima u
C([−τ, 0];Rd), definisan kao

ȳk∆(θ) = ȳ((k + i)∆) +
θ − i∆

∆
(ȳ((k + i+ 1)∆)− ȳ((k + i)∆)), (1.6.3)

za θ ∈ [i∆, (i+1)∆], i ∈ {−N,−(N−1), . . . ,−1}. Zatim je definisao neprekidno
rexeǌe Ojler–Marujame y = {y(t), t ≥ 0} kao

y(t) = ξ(t), t ∈ [−τ, 0],

y(t) = ξ(0) +

∫ t

0

F (ȳs)ds+

∫ t

0

G(ȳs)dB(s), t ≥ 0,

gde je ȳt =
∑∞

k=0 ȳk∆I[k∆,(k+1)∆)(t), t ≥ 0.
U radu [34], Mao je dokazao sredǌe-kvadratnu konvergenciju aproksi-

mativnog rexeǌa y = {y(t), t ∈ [−τ, T ]} ka taqnom rexeǌu x = {x(t), t ∈
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1. Osnovni pojmovi i rezultati

[−τ, T ]} jednaqine (1.6.2), odnosno sredǌe-kvadratna bliskost pomenutih
rexeǌa oceǌena je sa

E sup
0≤t≤T

|x(t)− y(t)|2 ≤ O(∆),

za svako T > 0. Zahtevani uslovi su:

- E||ξ||p <∞, za neko p > 2;

- postoji konstanta λ > 0 tako da je

E|ξ(t)− ξ(s)|2 ≤ λ(t− s), −τ ≤ s ≤ t ≤ 0;

- postoji neprekidna zdesna neopadaju�a funkcija µ : [−τ, 0] → R+ tako
da, za svako φ, ψ ∈ C([−τ, 0];Rd), va�i da je

|F (φ)− F (ψ)|2 ∨ |G(φ)−G(ψ)|2 ≤
∫ 0

−τ

|φ(θ)− ψ(θ)|2dµ(θ); (1.6.4)

- va�i globalni Lipxicov uslov (1.6.4) koji implicira uslov li-
nearnog rasta

|F (φ)|2 ∨ |G(φ)|2 ≤ K||φ||2,
za K = 2 (|F (0)|2 ∨ |G(0)|2) ∨ (µ(0)− µ(−τ)).

Mao je nastavio prouqavaǌe osobina metode Ojler–Marujame za SDJ
sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem, oblika

dx(t) = f(x(t), x(t− δ(t)))dt+ g(x(t), x(t− δ(t)))dB(t), t ∈ [0, T ], (1.6.5)

x0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]},

gde je δ : [0,+∞) → [0, τ ] funkcija kaxǌeǌa koja zadovoǉava uslov

|δ(u)− δ(v)| ≤ η(u− v), 0 ≤ v ≤ u <∞,

za neko η > 0. U [37] je, za dati korak ∆, Mao definisao diskretno rexeǌe
Ojler–Marujame kao

y(s+ k∆) = ξ(k∆), −τ∆ ≤ k ≤ 0,

y(s+ (k + 1)∆) = y(s+ k∆) + f(y(s+ k∆), y(s+ k∆− In[δ(s+ k∆)/∆]∆))∆

+ g(y(s+ k∆), y(s+ k∆− In[δ(s+ k∆)/∆]∆))∆Bk, k ≥ 0,

gde je ∆Bk = B((k + 1)∆) − B(k∆) i In[x] je ceo deo broja x. Zatim je
definisao neprekidno rexeǌe Ojler–Marujame kao

y(s+ u) = ξ(u), −τ ≤ u ≤ 0

y(t) = y(s) +

∫ t

s

f(z1(r), z2(r))dr +

∫ t

s

g(z1(r), z2(r))dB(r), t ≥ s,
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1.6. Metoda Ojler–Marujame

gde je

z1(t) =
∞∑
k=0

y(s+ k∆)I[s+k∆,s+(k+1)∆)(t),

z2(t) =
∞∑
k=0

y(s+ k∆− In[δ(s+ k∆)/∆]∆)I[s+k∆,s+(k+1)∆)(t).

Pod pretpostavkom da su koeficijenti f i g Lipxic neprekidni,f(0, 0)=0,
g(0, 0) = 0, kao i E||ξ||2 < ∞, Mao je dokazao da je red sredǌe-kvadratne
konvergencije rexeǌa Ojler–Marujame y = {y(t), t ≥ −τ} ka taqnom re-
xeǌu x = {x(t), t ≥ −τ} jednaqine (1.6.5) jednak 1/2, kao i da je taqno
rexeǌe jednaqine (1.6.5) eksponencijalno stabilno u sredǌe kvadratnom-
smislu ako i samo ako to va�i za rexeǌe Ojler–Marujame. I pored
toga xto SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem predstavǉaju specijalnu
klasu funkcionalnih SDJ, tehnika dokazivaǌa pomenutih rezultata je
potpuno drugaqija od one koja je primeǌivana u [34]. Te razlike prois-
tiqu iz razliqitih oblika zavisnosti od proxlosti prisutnih u samim
jednaqinama.

Primenu metode Ojler–Marujame, Vu i Mao u svom radu [59] proxiruju
na neutralne funkcionalne SDJ oblika (1.5.10), odnosno

d [x(t)− U(xt)] = F (xt)dt+G(xt)dB(t), t ∈ [0, T ], (1.6.6)

x0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]}.

Pomenuti autori su za korak ∆ ∈ (0, 1), izabran tako da postoje prirodni
brojevi N > τ, M > T za koje je ∆ = τ/N = T/M, definisali diskretno
rexeǌe Ojler–Marujame ȳ(k∆), k ∈ {−N,−(N − 1), . . . ,M} sa

ȳ(k∆) = ξ(k∆), −N ≤ k ≤ 0,

ȳ((k + 1)∆) = ȳ(k∆) + u(ȳk∆)− u(ȳ(k−1)∆) + F (ȳk∆)∆

+G(ȳk∆)(B((k + 1)∆)−B(k∆)), k ∈ {0, 1, . . . ,M},

pri qemu je ȳk∆ = {ȳk∆(θ), θ ∈ [−τ, 0]} stohastiqki proces sa vrednostima
u C([−τ, 0];Rd), definisan u (1.6.3), dok je ȳ(−(N + 1)∆) = ξ(−N∆) da bi
ȳ−∆ bilo dobro definisano. Sa druge strane, neprekidno rexeǌe Ojler–
Marujame y = {y(t), t ∈ [−τ, T ]} je definisano kao

y(t) =ξ(t), t ∈ [−τ, 0],

y(t) =ξ(0) + u

(
ȳ(k−1)∆ +

t− k∆

∆
(ȳk∆ − ȳ(k−1)∆)

)
− u(ȳ−∆)

+

∫ t

0

F (ȳs)ds+

∫ t

0

G(ȳs)dB(s), t ∈ [k∆, (k + 1)∆], k ∈ {0, 1, . . . ,M − 1},

gde je

ȳt =
M−2∑
k=0

ȳk∆I[k∆,(k+1)∆)(t) + ȳ(M−1)∆I[(M−1)∆,M∆](t), t ∈ [0, T ].
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1. Osnovni pojmovi i rezultati

Pretpostavke koje se uvode su:

- E||ξ||p <∞, p ≥ 2;

- postoji konstanta λ > 0 tako da je

E sup
−τ≤s≤t≤0, t−s≤∆

|ξ(t)− ξ(s)|2 ≤ λ∆;

- va�i Lipxicov uslov (1.5.7), koji implicira uslov linearnog rasta
(1.5.8);

- postoji k ∈ (0, 1), tako da je, za svako φ, ψ ∈ C([−τ, 0];Rd),

|u(φ)− u(ψ)| ≤ k||φ− ψ||, u(0) = 0.

Glavni rezultat u radu [59] je sredǌe-kvadratna bliskost rexeǌa x i y
oceǌena sa

E sup
0≤t≤T

|x(t)− y(t)|2 ≤ C(ℓ)∆
ℓ−1
ℓ ,

za svaki prirodan broj ℓ > 1, gde je C(ℓ) pozitivna konstanta koja zavisi
od ℓ i ne zavisi od ∆.

Potrebno je istaknuti da se naqin formiraǌa neprekidnog aproksima-
tivnog rexeǌa Ojler–Marujame na osnovu diskretnog, koji je predlo�io
Mao razlikuje od izvornog naqina Marujame. Naime, prvi naqin pred-
stavǉa stohastiqku ekstenziju diskretnog rexeǌa Ojler–Marujame koja
je preciznija aproksimacija od deterministiqke ekstenzije koju je uveo
Marujama. Jedna od glavnih prednosti metode Ojler–Marujame je xto je
eksplicitna numeriqka metoda qija primena ne zahteva dodatne uslove
egzistencije i jedinstvenosti odgovaraju�eg numeriqkog rexeǌa. Kao
takva, ona je relativno jednostavna za implementaciju i odgovaraju�e
simulacije se karakterixu velikom brzinom. Me�utim, red konvergen-
cije ove metode je najvixe 1/2. Pod odre�enim uslovima (kao xto su uslov
linearnog rasta koeficijenata prenosa i difuzije) ova metoda konver-
gira i odgovaraju�e numeriqko rexeǌe u velikoj meri nasle�uje kva-
litativna i kvantitativna svojstva taqnog rexeǌa razmatrane jednaqine
(ograniqenost momenata, stabilnost i sliqno).

Na drugoj strani, pod odre�enim uslovima, na primer kada su ko-
eficijenti prenosa i difuzije sa visokim stepenom nelinearnosti, ova
metoda ispoǉava odre�ene nedostatke u smislu da divergira ili konver-
gira, ali numeriqko rexeǌe ne nasle�uje neka svojstva taqnog rexeǌa.

U svakom sluqaju, metoda Ojler–Marujame je od velikog teorijskog
znaqaja jer su mnoge druge metode uvedene kao ǌene modifikacije ili
uopxteǌa sa ciǉem da se rexi problem odre�ivaǌa aproksimativnih
rexeǌa koja u velikoj meri nasle�uju svojstva taqnog rexeǌa. Pored
brojnih radova i kǌiga u kojima se takve metode prouqavaju, to je mo-
tivacija i za rezultate predstavǉene u ovoj disertaciji, koja se bavi
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1.6. Metoda Ojler–Marujame

numeriqkim metodama Ojlerovog tipa za neutralne SDJ sa vremenski za-
visnim kaxǌeǌem (i prelazima Markova).

Kao xto je ve� pomenuto, pored brojnih prednosti metode Ojler–
Marujame, vremenom su otkrivene velike klase SDJ za koje ova metoda
divergira. Na primer, u radu [7] autori su dokazali da aproksima-
tivno rexeǌe Ojler–Marujame, koje odgovara SDJ qiji su koeficijenti
prenosa i difuzije superlinearnog rasta, divergira u Lp-smislu na kona-
qnom vremenskom intervalu [0, T ]. To je bila motivacija za konstruk-
ciju novih eksplicitnih numeriqkih metoda, koje predstavǉaju modi-
fikaciju klasiqne metode Ojler–Marujame, a koje imaju boǉa svojstva od
ǌe pod odre�enim uslovima. Na primer, ukro�ena (tamed) metoda Ojler–
Marujame definisana je u radu [9] za aproksimaciju rexeǌa SDJ qiji ko-
eficijent prenosa zadovoǉava jednostrani Lipxicov uslov, dok je koefi-
cijent difuzije superlinearnog rasta. Ova metoda je zatim poboǉxana u
radu [55], dok je ukro�ena Milxtajnova metoda definisana u [5]. Tako�e,
zaustavǉena (stopped) metoda Ojler–Marujame je razmatrana u radu [27]
za nelinearne SDJ.

Posebnu pa�ǌu autora je privukla seqena metoda Ojler–Marujame,
definisana u radu [39]. Pored same definicije rexeǌa, Mao je u pomenu-
tom radu dokazao strogu konvergenciju aproksimativnog rexeǌa, dobi-
jenog ovom metodom, ka taqnom rexeǌu SDJ, qiji koeficijenti zadovo-
ǉavaju lokalni Lipxicov uslov i uslov Hasminskog. Seqena metoda
Ojler–Marujame je definisana u Glavi 2 ove disrtacije za neutralne
SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem. Tako�e, oceǌuje se moment reda
p seqenog rexeǌa Ojler–Marujame, a zatim se oceǌuje Lp-bliskost ovog
numeriqkog rexeǌa i taqnog rexeǌa razmatrane jednaqine.

Pored pomenutih eksplicitnih metoda, od znaqaja su i implicitne
metode koje su doprinele dobijaǌu aproksimativnih rexeǌa SDJ raz-
liqitih tipova. Na primer, aproksimativno rexeǌe dobijeno semiimp-
licitnom Ojlerovom metodom, pod odre�enim uslovima, nasle�uje svoj-
stva taqnog rexeǌa u ve�oj meri nego aproksimativno rexeǌe Ojler–
Marujame (videti [17, 18, 44, 60, 61, 67]). Konstrukcija takve semiimp-
licitne metode predstavǉena je u Glavi 3 ove disretacije. Pred toga,
odre�ena je klasa neutralnih SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem za
koju ova metoda divergira.
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Glava 2

Konvergencija metoda Ojlerovog
tipa za neutralne SDJ sa
vremenski zavisnim kaxǌeǌem

Klasiqna metoda Ojler–Marujame se primeǌuje u kontekstu razli-
qitih tipova SDJ i pogodna je za proraqune i implementaciju. Med-
jutim, u radu [7] je otkrivena velika klasa SDJ za koje ova metoda di-
vergira. Dobijeni rezultati o divergenciji ove metode, kao i brojne
prednosti eksplicitnih metoda, bili su motivacija za nastanak nove nu-
meriqke metode. Tako je u radu [39], Mao konstruisao seqenu metodu
Ojler–Marujame i razmatrao uslove pod kojima su taqno i aproksima-
tivno rexeǌe dobijeno ovom metodom bliski u Lp-smislu. U narednom
radu [14] istog autora, odre�en je red Lq-konvergencije ove metode za
q ≥ 2 i dokazano je da je on proizvoǉno blizak vrednosti q/2. Od tada
se ova metoda prouqava u radovima mnogih autora (videti na primer
[6, 56, 65, 68]), kao i u nastavku ove glave disertacije.

Glavni predmet razmatraǌa ove glave je seqena metoda Ojler-Maru-
jame za neutralne SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem oblika (1.5.21),
odnosno

d[x(t)−u(x(t−δ(t)))]=f(x(t), x(t−δ(t)))dt+g(x(t), x(t−δ(t)))dB(t), t ≥ 0, (2.0.1)

sa poqetnim uslovom

x0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]}, (2.0.2)

gde je ξ ∈ C([−τ, 0];Rd) F0-merǉiva sluqajna promenǉiva. Kako se pomenuta
metoda za navedeni tip jednaqina sa koeficijentima prenosa i difuzije
sa visokim stepenom nelinearnosti na odre�eni naqin oslaǌa na kla-
siqnu metodu Ojler–Marujame za isti tip jednaqina sa koeficijentima
prenosa i difuzije koji zadovoǉavaju globalni Lipxicov uslov, prvi
deo ove glave je posve�en klasiqnoj metodi Ojler–Marujame.
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2.1. Metoda Ojler–Marujame za neutralne SDJ sa vremenski zavisnim
kaxǌeǌem

2.1 Metoda Ojler–Marujame za neutralne SDJ
sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem

Jasno je da ako koeficijenti f i g jednaqine (1.5.21) zadovoǉavaju
globalni Lipxicov uslovH′

1, tada, za svako x, y∈Rd, va�i da je

|f(x, y)|2 ≤ K̃1(1 + |x|2 + |y|2), (2.1.1)

gde je K̃1 = 2K1 ∨ 2|f(0, 0)|2, kao i

|g(x, y)|2 ≤ K̄1(1 + |x|2 + |y|2), (2.1.2)

za K̄1 = 2K1∨2|g(0, 0)|2. Dakle, sledi da za funkcije f i g va�i uslov line-
arnog rasta sa konstantom K = K̃1∨ K̄1. Stoga, globalni Lipxicov uslov
implicira, ne samo lokalni Lipxicov uslov, ve� i uslov linearnog
rasta. Shodno tome, mo�e se zakǉuqiti da globalni Lipxicov uslov za-
jedno sa Pretpostavkom H2, garantuje egzistenciju i jedinstvenost rexe-
ǌa jednaqine (2.0.1), odnosno va�i slede�a teorema.

Teorema 2.1.1 Neka va�e Pretpostavke H′
1 i H2. Tada, za svaki poqetni

uslov ξ ∈ Cb
F0
([−τ, 0];Rd) postoji jedinstveno, s.i. neprekidno rexeǌe {x(t),

t ≥ −τ} jednaqine (2.0.1).

Me�utim, name�e se pitaǌe da li pod datim uslovima, zajedno sa
Lp-ograniqenox�u poqetnog uslova, va�i i ograniqenost momenata reda
p ≥ 2 taqnog rexeǌa jednaqine (2.0.1), kao xto je to bio sluqaj u prethod-
nim teoremama egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa. Kako je Lp-ocena
rexeǌa jednaqine (2.0.1) pod pomenutim uslovima bitna za dokazivaǌe
Lp-konvergencije rexeǌa Ojler–Marujame ka taqnom rexeǌu jednaqine
(2.0.1), u nastavku se razmatra taj problem.

2.1.1 Ocene momenata taqnog i aproksimativnog rexeǌa
Ojler–Marujame

U ovom odeǉku su predstavǉeni rezultati koji su objavǉeni u radu
[49]. Pre navo�eǌa dovoǉnih uslova za ograniqenost momenata taqnog
rexeǌa jednaqine (2.0.1), navode se slede�e dve leme.

Lema 2.1.1 Neka je p ≥ 2 proizvoǉan realan broj i neka va�i Pretpostavka
H2. Tada je, za svako t ≥ 0,

|x(t)− u(x(t− δ(t)))|p ≤ (1 + k)p sup
−τ≤s≤t

|x(s)|p.

Dokaz. Neka je ϵ > 0 proizvoǉan realan broj. Na osnovu elementarne
nejednakosti (1.4.1), kao i pretpostavke (1.5.23), za proizvoǉno t ≥ 0,
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dobija se

|x(t)− u(x(t− δ(t)))|p ≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1
(
|x(t)|p + |u(x(t− δ(t)))|p

ϵ

)
≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1
(
|x(t)|p + kp

|x(t− δ(t))|p

ϵ

)
≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1
(
1 +

kp

ϵ

)
sup

−τ≤s≤t
|x(s)|p.

Tra�ena nejednakost sledi za ϵ = kp−1. □

Lema 2.1.2 Neka je p ≥ 2 proizvoǉan realan broj i neka va�i Pretpostavka
H2. Tada je, za svako t ≥ 0,

sup
0≤s≤t

|x(s)|p ≤ k

1− k
sup

−τ≤s≤0
|ξ(s)|p + 1

(1− k)p
sup
0≤s≤t

|x(s)− u(s− δ(s))|p.

Dokaz. Neka je ϵ > 0 proizvoǉan realan broj. Primenom nejednakosti
(1.4.1) i pretpostavke (1.5.23), sledi da je, za svako s ≥ 0,

|x(s)|p = |u(x(s− δ(s))) + x(s)− u(x(s− δ(s)))|p

≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1
(
|u(x(s− δ(s)))|p

ϵ
+ |x(s)− u(x(s− δ(s)))|p

)
≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1
(
kp

ϵ
|x(s− δ(s))|p + |x(s)− u(x(s− δ(s)))|p

)
.

Izborom ϵ =
[

k
1−k

]p−1
dobija se da je

|x(s)|p ≤ k|x(s− δ(s))|p + 1

(1− k)p−1
|x(s)− u(x(s− δ(s)))|p, s ≥ 0.

Stoga, za proizvoǉno t ≥ s, va�i da je

sup
0≤s≤t

|x(s)|p ≤ k sup
0≤s≤t

|x(s− δ(s))|p + 1

(1− k)p−1
sup
0≤s≤t

|x(s)− u(x(s− δ(s)))|p

≤ k sup
−τ≤s≤t

|x(s)|p + 1

(1− k)p−1
sup
0≤s≤t

|x(s)− u(x(s− δ(s)))|p

≤ k sup
−τ≤s≤0

|ξ(s)|p + k sup
0≤s≤t

|x(s)|p

+
1

(1− k)p−1
sup
0≤s≤t

|x(s)− u(x(s− δ(s)))|p,

te tvr�eǌe leme direktno sledi. □

Sada se mo�e predstaviti teorema koja se odnosi na ograniqenost
momenta reda p taqnog rexeǌa jednaqine (2.0.1) qiji koeficijenti f i
g zadovoǉavaju globalni Lipxicov uslov H′

1. Tako�e, pretpostavǉa se
da va�i Pretpostavka H2, xto, zajedno sa H′

1, garantuje egzistenciju i
jedinstvenost pomenutog rexeǌa.
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Teorema 2.1.2 Neka va�e Pretpostavke H′
1 i H2, i neka je

E sup
−τ≤s≤0

|ξ(s)|p <∞. (2.1.3)

Tada je, za svako p ≥ 2,

E sup
−τ≤t≤T

|x(t)|p ≤ C, T ≥ 0,

gde je C = C(ξ, p, k,K, T ) generisana konstanta.

Dokaz. Neka je t ∈ [0, T ] proizvoǉno i neka je R0 dovoǉno veliki prirodan
broj takav da je

||x0|| ∨ 1 = ||ξ|| ∨ 1 < R0. (2.1.4)

Za svaki prirodan broj R ≥ R0, definixe se vreme zaustavǉaǌa

τR = inf{t ∈ [0, T ] : |x(t)| ≥ R}, (2.1.5)

gde je inf ∅ = 0. Tada je niz vremena zaustavǉaǌa {τR}R≥R0 rastu�i i va�i

lim
R→+∞

τR = +∞, s.i.

Sa druge strane, primenom formule Itoa na funkciju V (x, t) = |x|p, dobija
se da je

|x(t ∧ τR)− u(x(t ∧ τR − δ(t ∧ τR)))|p

≤ |ξ(0)− u(ξ(−δ(0)))|p

+ p

∫ t∧τR

0

|x(s)− u(x(s− δ(s)))|p−1|f(x(s), x(s− δ(s)))|ds

+
p(p− 1)

2

∫ t∧τR

0

|x(s)− u(x(s− δ(s)))|p−2|g(x(s), x(s− δ(s)))|2ds

+ p

∫ t∧τR

0

|x(s)−u(x(s−δ(s)))|p−2

× (x(s)−u(x(s−δ(s))))Tg(x(s), x(s− δ(s)))dB(s). (2.1.6)

Neka je ϵ > 0 proizvoǉan realan broj. Na osnovu elementarnih nejed-
nakosti (1.4.2) i (1.4.5), kao i ocene (2.1.1) i Leme 2.1.1, sledi da je, za
svako s ∈ [0, t ∧ τR],

|x(s)− u(x(s− δ(s)))|p−1|f(x(s), x(s− δ(s)))|

≤ (p− 1)ϵ

p
|x(s)− u(x(s− δ(s)))|p + 1

pϵp−1
|f(x(s), x(s− δ(s)))|p

≤ (p− 1)ϵ

p
(1 + k)p sup

−τ≤r≤s
|x(r)|p + K

p
2

pϵp−1

(
1 + |x(s)|2 + |x(s− δ(s))|2

) p
2

≤ (p− 1)ϵ

p
(1 + k)p sup

−τ≤r≤s
|x(r)|p + (3K)

p
2

3pϵp−1

(
1 + 2 sup

−τ≤r≤s
|x(r)|p

)
≤
[
(p− 1)ϵ

p
(1 + k)p +

(3K)
p
2

3pϵp−1

](
1 + 2 sup

−τ≤r≤s
|x(r)|p

)
.
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Odabirom ϵ =
√
3K

1+k
, mo�e se zakǉuqiti da je, za svako s ∈ [0, t ∧ τR],

|x(s)− u(x(s− δ(s)))|p−1|f(x(s), x(s− δ(s)))|

≤
√
3K(1 + k)p−13p− 2

3p

(
1 + 2 sup

−τ≤r≤s
|x(r)|p

)
. (2.1.7)

Primeǌuju�i elementarne nejednakosti (1.4.3) i (1.4.5), ocenu (2.1.2) i
Lemu 2.1.1, na sliqan naqin se, za svako s ∈ [0, t ∧ τR], dobija ocena

|x(s)− u(x(s− δ(s)))|p−2|g(x(s), x(s− δ(s)))|2

≤ (p− 2)ϵ

p
|x(s)− u(x(s− δ(s)))|p + 2

pϵ
p−2
2

|g(x(s), x(s− δ(s)))|p

≤

[
(p− 2)ϵ

p
(1 + k)p +

2(3K)
p
2

3pϵ
p−2
2

](
1 + 2 sup

−τ≤r≤s
|x(r)|p

)
.

Za ϵ = 3K
(1+k)2

sledi da je

|x(s)− u(x(s− δ(s)))|p−2|g(x(s), x(s− δ(s)))|2

≤ 3K(1 + k)p−23p− 4

3p

(
1 + 2 sup

−τ≤r≤s
|x(r)|p

)
. (2.1.8)

Tako�e, na osnovu Leme 2.1.1, va�i da je

|ξ(0)− u(ξ(−δ(0)))|p ≤ (1 + k)p sup
−τ≤s≤0

|ξ(s)|p. (2.1.9)

Zamenom (2.1.7), (2.1.8) i (2.1.9) u (2.1.6), dobija se da je

E sup
0≤s≤t

|x(s ∧ τR)− u(x(s ∧ τR − δ(s ∧ τR)))|p

≤ (1 + k)pE sup
−τ≤s≤0

|ξ(s)|p +D

∫ t

0

(
1 + 2E sup

−τ≤r≤s
|x(r ∧ τR)|p

)
ds

+ pE sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∫ s∧τR

0

|x(r)− u(x(r − δ(r)))|p−2

× (x(r)− u(x(r − δ(t))))Tg(x(r), x(r − δ(r)))dB(r)

∣∣∣∣∣, (2.1.10)

gde je

D =
√
3K(1 + k)p−1

(
p− 2

3

)
+ (p− 1)

(
3

2
p− 2

)
K(1 + k)p−2.

Sa druge strane, nejednakosti Burkholder–Dejvis–Gandija, (2.1.8) i Teo-
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rema Fubinija, daju

pE sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∫ s∧τR

0

|x(r)− u(x(r − δ(r)))|p−2

× (x(r)− u(r − δ(t)))Tg(x(r), x(r − δ(r)))dB(r)
∣∣∣

≤ 4p
√
2E

(∫ t

0

|x(s ∧ τR)− u(x(s ∧ τR − δ(s ∧ τR)))|2p−2

× |g(x(s ∧ τR), x(s ∧ τR − δ(s ∧ τR)))|2ds

) 1
2

≤ 4p
√
2E

(
sup
0≤s≤t

|x(s)− u(x(s− δ(s)))|p

×
∫ t

0

|x(s)− u(x(s− δ(s)))|p−2|g(x(s), x(s− δ(s)))|2ds
) 1

2

≤ 1

2
E sup

0≤s≤t
|x(s ∧ τR)− u(x(s ∧ τR − δ(s ∧ τR)))|p

+ 16p2E

∫ t

0

|x(s ∧ τR)− u(x(s ∧ τR − δ(s ∧ τR)))|p−2

× |g(x(s ∧ τR), x(s ∧ τR − δ(s ∧ τR)))|2ds,

≤ 1

2
E sup

0≤s≤t
|x(s ∧ τR)−u(x(s ∧ τR−δ(s ∧ τR)))|p

+ 48Kp2(1 + k)p−23p− 4

3p

∫ t

0

(
1 + 2E sup

−τ≤r≤s
|x(r ∧ τR)|p

)
ds.

Na osnovu prethodne relacije, ocena (2.1.10) se mo�e deǉe oceniti kao

E sup
0≤s≤t

|x(s ∧ τR)− u(x(s ∧ τR − δ(s ∧ τR)))|p

≤ 2(1 + k)pE sup
−τ≤s≤0

|ξ(s)|p

+ 2

(
D+48Kp2(1 + k)p−23p− 4

3p

)∫ t

0

(
1+2E sup

−τ≤r≤s
|x(r ∧ τR)|p

)
ds.

Sada je, na osnovu Leme 2.1.2,

E sup
0≤s≤t

|x(s ∧ τR)|p

≤
(

k

1− k
+

2(1 + k)p

(1− k)p

)
E sup

−τ≤s≤0
|ξ(s)|p

+
2

(1− k)p
(
D + 16Kp(1 + k)p−2(3p− 4)

)∫ t

0

(
1+2E sup

−τ≤r≤s
|x(r ∧ τR)|p

)
ds.
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Shodno tome, sledi da je

1 + 2E sup
−τ≤s≤t

|x(s ∧ τR)|p ≤ 1 + 2E sup
−τ≤s≤0

|ξ(s)|p + 2E sup
0≤s≤t

|x(s ∧ τR)|p

≤ C1 + C2

∫ t

0

(
1 + 2E sup

−τ≤r≤s
|x(r ∧ τR)|p

)
ds,

gde je

C1 = 1 + 2

(
1 +

k

1− k
+

2(1 + k)p

(1− k)p

)
E sup

−τ≤s≤0
|ξ(s)|p

C2 =
4

(1− k)p
(
D + 16Kp(1 + k)p−2(3p− 4)

)
.

Konaqno, primenom Grunval–Belmanove leme, dobija se da je

E sup
−τ≤t≤T

|x(t ∧ τR)|p ≤ 1 + 2E sup
−τ≤t≤T

|x(t ∧ τR)|p ≤ C1e
C2T ≡ C.

Kada R → +∞, prethodna nejednakost postaje

E sup
−τ≤t≤T

|x(t)|p ≤ C.

□

2.1.2 Aproksimativno rexeǌe Ojler–Marujame za neu-
tralne SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem

Rezultati koji se navode u ovom odeǉku objavǉeni su u radu [49].
Odnose se na Lp-kovergenciju aproksimativnih rexeǌa, generisanih meto-
dom Ojler–Marujame, ka taqnom rexeǌu jednaqine (2.0.1) pod globalnim
Lipxicovim uslovom za ǌene koeficijente f i g.

Najpre �e biti konstruisano aproksimativno rexeǌe Ojler–Marujame
koje odgovara jednaqini (2.0.1), a zatim �e biti izvedena Lp-ocena mome-
nata ovog numeriqkog rexeǌa.

Neka je T > 0 proizvoǉno. Bez gubǉeǌa opxtosti, pretpostavǉa se da
je T/τ racionalan broj. U suprotnom, T se mo�e zameniti ve�im brojem
kako bi se to postiglo. Neka je zato veliqina koraka ∆ ∈ (0, 1) sadr�ana
ceo broj puta u τ i T , odnosno ∆ = τ/M = T/N, za neke prirodne brojeve
M > τ i N > T. Najpre se definixe aproksimativno rexeǌe Ojler–
Marujame Y koje odgovara jednaqini (2.0.1), na ekvidistantnoj particiji
tk = k∆, k ∈ {−(M+1),−M, . . . ,−1, 0, 1, . . . , N} vremenskog intervala [−τ, T ].
Kako bi ovo rexeǌe bilo dobro definisano, definixe se

δ(−∆) = δ(0), Y (−(M + 1)∆) = ξ(−M∆). (2.1.11)

Neka je I∆[u] funkcija koja realnom broju u/∆ pridru�uje ǌegov ceo deo,
za u ∈ [0, τ ]. Tada I∆[δ(tk)] predstavǉa ceo deo broja δ(tk)/∆. Diskretno
aproksimativno rexeǌe Ojler–Marujame se definixe kao

Y (tk) = ξ(tk), k ∈ {−M,−(M − 1), . . . , 0}, (2.1.12)
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dok je, za k ∈ {0, 1, . . . , N},

Y (tk+1) = Y (tk) + u(Y (tk − I∆[δ(tk)]∆))− u(Y (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆))

+ f (Y (tk), Y (tk − I∆ [δ(tk)]∆))∆

+ g (Y (tk), Y (tk − I∆ [δ(tk)]∆))∆Bk, (2.1.13)

gde je ∆Bk = B(tk+1)−B(tk). Me�utim, za potrebe predstoje�ih razmatra-
ǌa, pogodnije je neprekidno aproksimativno rexeǌe Ojler–Marujame. U
tom smislu, uvode se slede�i stepenasti procesi

z1(t)=
N−1∑
k=0

Y (tk)I[tk,tk+1)(t), z2(t)=
N−1∑
k=−1

Y (tk − I∆[δ(tk)]∆)I[tk,tk+1)(t), (2.1.14)

za t ∈ [0, T ], gde je I[tk,tk+1)(t) karakteristiqna funkcija intervala [tk, tk+1).
U ciǉu aproksimacije argumenta neutralnog qlana u, definixe se line-
arna kombinacija sluqajnih promenǉivih z2(tk−1)=Y (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆) i
z2(tk) = Y (tk − I∆[δ(tk)]∆) kao

Z̄k(t) = z2(tk−1) +
t− tk
∆

(z2(tk)− z2(tk−1)), (2.1.15)

za svako t ∈ [tk, tk+1), k ∈ {0, 1, 2, . . . , N − 1}, koja se mo�e predstaviti u
ekvivalentnom obliku

Z̄k(t)=

(
1− t− tk

∆

)
z2(tk−1)+

t− tk
∆

z2(tk), t ∈ [tk, tk+1), k = 0, 1, 2, . . . , N − 1.

Radi pogodnosti, uvodi se oznaka

z3(t) =
N−1∑
k=0

Z̄k(t)I[tk,tk+1)(t), t ∈ [0, T ]. (2.1.16)

Na osnovu prethodnog, mo�e se definisati neprekidno rexeǌe Ojler–
Marujame {y(t), t ∈ [−τ, T ]}, tako da je y(t) = ξ(t), t ∈ [−τ, 0], dok je, za
t ∈ [0, T ],

y(t) = ξ(0) + u (z3(t))− u(Y (−∆− I∆[δ(−∆)]∆))

+

∫ t

0

f(z1(s), z2(s))ds+

∫ t

0

g(z1(s), z2(s))dB(s). (2.1.17)

Jasno je da se, za t ∈ [tk, tk+1), k ∈ {0, 1, . . . , N}, jednaqina (2.1.17) mo�e
predstaviti kao

y(t) = Y (tk) + u(Z̄k(t))− u(Y (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆))

+

∫ t

tk

f(z1(s), z2(s))ds+

∫ t

tk

g(z1(s), z2(s))dB(s). (2.1.18)
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Tako�e, mo�e se zakǉuqiti da je y(tk)=Y (tk) za svako k ∈ {−M,−(M − 1),
. . . , 0, 1, . . . , N − 1, N}, tj. diskretno i neprekidno aproksimativno rexeǌe
Ojler–Marujame se poklapaju u taqkama particije tk, k ∈ {−M,−(M − 1),
. . . , 0, 1, . . . , N − 1, N}.

Imaju�i u vidu da za t∈ [0, T ] postoji jedinstven broj k∈{0, 1, . . . , N−1},
tako da t ∈ [tk, tk+1), na osnovu (2.1.16) sledi da je, za p ≥ 2,

|z3(t)|p = |Z̄k(t)|p

=

∣∣∣∣(1− t− tk
∆

)
z2(tk−1) +

t− tk
∆

z2(tk)

∣∣∣∣p
≤
((

1− t− tk
∆

)
|z2(tk−1)|+

t− tk
∆

|z2(tk)|
)p

≤
((

1− t− tk
∆

)
sup

−τ≤s≤t
|y(s)|+ t− tk

∆
sup

−τ≤s≤t
|y(s)|

)p

.

Na taj naqin se zakǉuquje da je

|z3(t)|p ≤ sup
−τ≤s≤t

|y(s)|p. (2.1.19)

Teorema 2.1.2 daje dovoǉne uslove ograniqenosti momenta reda p taq-
nog rexeǌa jednaqine (2.0.1). U nastavku se dokazuje da, pod istim uslo-
vima, aproksimativno rexeǌe Ojler–Marujame (2.1.18) razmatrane jed-
naqine nasle�uje isto svojstvo.

Lema 2.1.3 Neka va�e pretpostavke H′
1, H2 i (2.1.3). Tada, za svako p ≥ 2,

va�i da je

E sup
−τ≤t≤T

|y(t)|p ≤ H, T ≥ 0, (2.1.20)

gde je H = H(ξ, k,K, p, T ) pozitivna konstanta nezavisna od ∆.

Dokaz. Neka su ϵ > 0, T ≥ 0 i t ∈ [0, T ] proizvoǉni. Za svaki prirodan
broj R ≥ R0, definixe se vreme zaustavǉaǌa

ρR = inf{t ∈ [0, T ] : |y(t)| ∨ |z1(t)| ∨ |z3(t)| ≥ R}, inf ∅ = 0, (2.1.21)

gde R0 zadovoǉava relaciju (2.1.4). Stoga je niz vremena zaustavǉaǌa
{ρR}R≥R0 rastu�i i va�i da je

lim
R→+∞

ρR = +∞ s.i.

Na osnovu elementarne nejednakosti (1.4.1) i pretpostavke (1.5.23),
sledi da je

|y(t ∧ ρR)|p = |y(t ∧ ρR)− u(z3(t ∧ ρR)) + u(z3(t ∧ ρR))|p

≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1
(
|y(t ∧ ρR)− u(z3(t ∧ ρR))|p +

|u(z3(t ∧ ρR))|p

ϵ

)
≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1
(
|y(t ∧ ρR)− u(z3(t ∧ ρR))|p + kp

|z3(t ∧ ρR)|p

ϵ

)
.
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Odabirom ϵ =
[

k
1−k

]p−1
i primeǌuju�i relaciju (2.1.19), mo�e se zakǉu-

qiti da je

|y(t ∧ ρR)|p ≤
1

(1− k)p−1
|y(t ∧ ρR)− u(z3(t ∧ ρR))|p + k|z3(t ∧ ρR)|p

≤ 1

(1−k)p−1
|y(t ∧ ρR)−u(z3(t ∧ ρR))|p+k sup

−τ≤s≤t
|y(s ∧ ρR)|p,

tako da je

sup
−τ≤s≤t

|y(s ∧ ρR)|p ≤ sup
−τ≤s≤0

|ξ(s)|p + sup
0≤s≤t

|y(s ∧ ρR)|p

≤ sup
−τ≤s≤0

|ξ(s)|p + 1

(1− k)p−1
sup
0≤s≤t

|y(s ∧ ρR)− u(z3(s ∧ ρR))|p

+ k sup
−τ≤s≤t

|y(s ∧ ρR)|p.

Prethodna nejednakost implicira

E sup
−τ≤s≤t

|y(s ∧ ρR)|p ≤
1

1− k
E sup

−τ≤s≤0
|ξ(s)|p

+
1

(1−k)p
E sup

0≤s≤t
|y(s ∧ ρR)−u(z3(s ∧ ρR))|p. (2.1.22)

Primenom elementarne nejednakosti (1.4.5), Teoreme Fubinija i Helderove
nejednakosti na (2.1.17), za t ∈ [0, T ], dobija se da je

E sup
0≤s≤t

|y(s ∧ ρR)− u(z3(s ∧ ρR))|p

≤ 3p−1E|ξ(0)− u(Y (−∆− I∆[δ(−∆)]∆))|p

+ 3p−1T p−1

∫ t

0

E|f(z1(s ∧ ρR), z2(s ∧ ρR))|pds

+ 3p−1E sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∫ s∧ρR

0

g(z1(r), z2(r))dB(r)

∣∣∣∣p . (2.1.23)

Na osnovu pretpostavke (1.5.23) i uzimaju�i u obzir (2.1.11) i (2.1.12),
sledi da je

|ξ(0)−u(Y (−∆−I∆[δ(−∆)]∆))|p≤2p−1(|ξ(0)|p + kp|Y (−∆− I∆[δ(−∆)]∆)|p)

≤2p−1

[
|ξ(0)|p+kp

(
|Y (−(M+1)∆)|∨ sup

−M≤k≤0
|ξ(tk)|

)p]
≤ 2p−1(1 + kp) sup

−τ≤s≤0
|ξ(s)|p.

Tada je

E|ξ(0)− u(Y (−∆− I∆[δ(−∆)]∆))|p ≤ 2p−1(1 + kp)E sup
−τ≤s≤0

|ξ(s)|p. (2.1.24)
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Primenom elementarne nejednakosti (1.4.5) i globalnog Lipxicovog uslova
na funkciju f , sledi da, za svako s ∈ [0, t ∧ ρR], va�i da je

E|f(z1(s), z2(s))|p ≤ 2p−1E|f(z1(s), z2(s))− f(0, 0)|p + 2p−1E|f(0, 0)|p

≤ 2p−1E[K1(|z1(s)|2 + |z2(s)|2)]
p
2 + 2p−1E|f(0, 0)|p

≤ 2p−12
p
2
−1K

p
2
1 (E|z1(s)|p + E|z2(s)|p) + 2p−1E|f(0, 0)|p

≤ K2(1 + E|z1(s)|p + E|z2(s)|p), (2.1.25)

gde je K2 = 2
3p
2
−2K

p
2
1 ∨ 2p−1E|f(0, 0)|p. Na sliqan naqin se dobija da je, za

s ∈ [0, t ∧ ρR],

E|g(z1(s), z2(s))|p ≤ 2p−12
p
2
−1K1(E|z1(s)|p + E|z2(s)|p) + 2p−1E|g(0, 0)|p

≤ K3(1 + E|z1(s)|p + E|z2(s)|p),

gde je K3 = 2
3p
2
−2K

p
2
1 ∨ 2p−1E|g(0, 0)|p. Primenom nejednakosti Burkholder–

Dejvis–Gandija, a onda i Helderove nejednakosti sa koǌugovanim ekspo-
nentima p

2
i p

p−2
u sluqaju kada je p > 2, odnosno bez primene Helderove

nejednakosti ako je p = 2, a na kraju i Teoreme Fubinija, sledi da je

E sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∫ s∧ρR

0

g(z1(r), z2(r))dB(r)

∣∣∣∣p
≤ CpT

p
2
−1

∫ t

0

E|g(z1(s ∧ ρR), z2(s ∧ ρR))|pds

≤ CpT
p
2
−1K3

∫ t

0

(1 + E|z1(s ∧ ρR)|p + E|z2(s ∧ ρR)|p)ds, (2.1.26)

gde je Cp univerzalna konstanta koja zavisi jedino od p. Dakle, zamenom
(2.1.24), (2.1.25) i (2.1.26) u (2.1.23) i primenom definicije (2.1.14) ste-
penastih procesa z1 i z2, dobija se

E sup
0≤s≤t

|y(s ∧ ρR)− u(z3(s ∧ ρR))|p

≤ 3p−12p−1(1 + kp)E sup
−τ≤s≤0

|ξ(s)|p

+ 3p−1T p−1K2

∫ t

0

(1 + E|z1(s ∧ ρR)|p + E|z2(s ∧ ρR)|p)ds

+ 3p−1CpT
p
2
−1K3

∫ t

0

(1 + E|z1(s ∧ ρR)|p + E|z2(s ∧ ρR)|p)ds

≤ 6p−1(1 + kp)E sup
−τ≤s≤0

|ξ(s)|p

+ 3p−1T
p
2
−1(T

p
2K2 + CpK3)

∫ t

0

(1 + 2E sup
−τ≤r≤s

|y(r ∧ ρR)|p)ds

≤ 3p−1

[
2p−1(1 + kp)E sup

−τ≤s≤0
|ξ(s)|p + T

p
2 (T

p
2K2 + CpK3)

]
+ 3p−12T

p
2
−1(T

p
2K2 + CpK3)

∫ t

0

E sup
−τ≤r≤s

|y(r ∧ ρR)|pds,
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odnosno

E sup
0≤s≤t

|y(s ∧ ρR)−u(z3(s ∧ ρR))|p≤S1+S2

∫ t

0

E sup
−τ≤r≤s

|y(r∧ρR)|pds, (2.1.27)

gde je

S1 = 3p−1

[
2p−1(1 + kp)E sup

−τ≤s≤0
|ξ(s)|p + T

p
2 (T

p
2K2 + CpK3)

]
,

S2 = 3p−12T
p
2
−1(T

p
2K2 + CpK3).

Zamenom (2.1.27) u (2.1.22), zakǉuquje se da je

E sup
−τ≤s≤t

|y(s ∧ ρR)|p ≤
1

1− k
E sup

−τ≤s≤0
|ξ(s)|p + S1

(1− k)p

+
S2

(1− k)p

∫ t

0

E sup
−τ≤r≤s

|y(r ∧ ρR)|pds

≤ S
′

1 + S
′

2

∫ t

0

E sup
−τ≤r≤s

|y(r ∧ ρR)|pds,

gde je

S
′

1 =
1

1− k
E sup

−τ≤s≤0
|ξ(s)|p + S1

(1− k)p
, S

′

2 =
S2

(1− k)p
.

Primena Grunval–Belmanove leme implicira

E sup
−τ≤s≤t

|y(s ∧ ρR)|p ≤ S
′

1e
S
′
2T ≡ H.

Kada R → +∞, mo�e se zakǉuqiti da prethodna nejednakost postaje

E sup
−τ≤s≤t

|y(s)|p ≤ H, t ∈ [0, T ].
□

2.1.3 Lp-konvergencija rexeǌa Ojler–Marujame
U ovom odeǉku se razmatra konvergencija klasiqne metode Ojler–

Marujame u Lp-smislu na konaqnom vremenskom intervalu ([0, T ], za pro-
izvoǉno T > 0) kada koeficijenti prenosa i difuzije jednaqine (2.0.1)
zadovoǉavaju globalni Lipxicov uslov. Rezultati koji se navode u ovom
odeǉku su objavǉeni u radu [49].

Pored uslova navedenih u Poglavǉu 1.4.5, uvode se dodatne pret-
postavke koje su va�ne za dokazivaǌe glavnog rezultata, tj. Lp-konvergen-
cije rexeǌa Ojler–Marujame ka taqnom rexeǌu jednaqine (2.0.1).

H5: Postoji pozitivna konstanta Cξ, tako da je, za p ≥ 2,

E sup
t,s∈[−τ,0], |s−t|≤∆

|ξ(s)− ξ(t)|p ≤ Cξ∆
p
2 .
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H6: Postoji pozitivna konstanta η, tako da je

|δ(t)− δ(s)| ≤ η|t− s|, t, s ≥ 0.

Da bi se dokazao glavni rezultat ovog odeǉka, pre toga je neophodno
dokazati slede�e dve leme. Neka ⌊·⌋ predstavǉa funkciju ceo deo.

Lema 2.1.4 Ako va�e pretpostavke H′
1, H2, H5 i H6, zajedno sa (2.1.3) i

k(3 + ⌊η⌋) < 1, (2.1.28)

tada je, za svaki ceo broj l > 1 i p ≥ 2,

E sup
−M≤k≤N

|Y (tk)− Y (tk−1)|p ≤ H̄(l)∆
pl−1
2l ,

gde je H̄(l) pozitivna konstanta, koja zavisi od l, ali ne zavisi od ∆.

Dokaz. Na osnovu (2.1.11), (2.1.12) i Pretpostavke H5, dobija se da je

E sup
−M≤k≤0

|Y (tk)− Y (tk−1)|p = E sup
−M+1≤k≤0

|ξ(tk)− ξ(tk−1)|p ≤ Cξ∆
p
2 .

Kada je k ∈ {1, 2, . . . , N}, na osnovu (2.1.13) sledi da je

Y (tk)− Y (tk−1) = u(Y (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆))− u(Y (tk−2 − I∆[δ(tk−2)]∆))

+ f (Y (tk−1), Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆))∆

+ g (Y (tk−1), Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆))∆Bk−1.

Primenom elementarnih nejednakosti (1.4.5) i (1.4.1), mo�e se zakǉuqiti
da je

|Y (tk)− Y (tk−1)|p

≤
[
1+ϵ

1
p−1

]p−11

ϵ
|u(Y (tk−1−I∆[δ(tk−1)]∆))−u(Y (tk−2−I∆[δ(tk−2)]∆))|p

+ 2p−1
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1

|f (Y (tk−1), Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆))∆|p

+ 2p−1
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1

|g (Y (tk−1), Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆))∆Bk−1|p.

Pretpostavka H2 implicira

|Y (tk)− Y (tk−1)|p

≤
[
1+ϵ

1
p−1

]p−1kp

ϵ
|Y (tk−1−I∆[δ(tk−1)]∆)−Y (tk−2−I∆[δ(tk−2)]∆) |p

+ 2p−1
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1

|f (Y (tk−1), Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆)) |p∆p

+ 2p−1
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1

|g (Y (tk−1), Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆))∆Bk−1|p,
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odakle je

E sup
1≤k≤N

|Y (tk)− Y (tk−1)|p (2.1.29)

≤
[
1+ϵ

1
p−1

]p−1kp

ϵ
E sup
1≤k≤N

|Y (tk−1−I∆[δ(tk−1)]∆)−Y (tk−2−I∆[δ(tk−2)]∆)|p

+ 2p−1
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1

E sup
1≤k≤N

|f (Y (tk−1), Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆)) |p∆p

+ 2p−1
[
1+ϵ

1
p−1

]p−1

E sup
1≤k≤N

|g (Y (tk−1), Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆))∆Bk−1|p.

U nastavku se svaki qlan prethodne sume oceǌuje posebno.
Na osnovu Pretpostavke H6, sledi da je, za k ∈ {2, 3, . . . , N + 1},

|tk−1−I∆[δ(tk−1)]∆−tk−2+I∆[δ(tk−2)]∆| ≤ ∆+|I∆[δ(tk−2)]−I∆[δ(tk−1)]|∆
≤ ∆+ (1 + η)∆

≤ (3 + ⌊η⌋)∆.

Sa druge strane, za k = 1, kako je δ(−∆) = δ(0), dobija se da je

|tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆− tk−2 + I∆[δ(tk−2)]∆| = ∆.

Prema tome, kako je tk = k∆, za k ∈ {1, 2, . . . , N + 1}, sledi da je

|(k − 1)− I∆[δ(tk−1)]− (k − 2) + I∆[δ(tk−2)]| ≤ 3 + ⌊η⌋. (2.1.30)

Ako se pretpostavi da je (k − 1) − I∆[δ(tk−1)] ≤ (k − 2) − I∆[δ(tk−2)] za k ∈
{1, 2, . . . , N + 1}, relacija (2.1.30) i elementarna nejednakost (1.4.5) im-
pliciraju

|Y (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆)− Y (tk−2 − I∆[δ(tk−2)]∆) |p

≤ (3 + ⌊η⌋)p−1

(k−2)−I∆[δ(tk−2)]∑
j=(k−1)−I∆[δ(tk−1)]+1

|Y (tj)− Y (tj−1)|p

≤ (3 + ⌊η⌋)p sup
−M≤j≤N

|Y (tj)− Y (tj−1)|p. (2.1.31)

U suprotnom, ako je (k−1)−I∆[δ(tk−1)]>(k−2)−I∆[δ(tk−2)], k∈{1, 2, . . . , N+1},
tada se primenom istih argumenata kao u prethodnom izvo�eǌu dobija
ocena (2.1.31). Shodno tome, sledi da se deo prvog qlana na desnoj strani
nejednakosti (2.1.29) mo�e oceniti kao

E sup
1≤k≤N

|Y (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆)− Y (tk−2 − I∆[δ(tk−2)]∆) |p

≤ (3 + ⌊η⌋)pE sup
−M≤k≤N

|Y (tk)− Y (tk−1) |p. (2.1.32)
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Sa druge strane, primenom Pretpostavke H′
1 i Leme 2.1.3, ocena dela

drugog sabirka na desnoj strani nejednakosti (2.1.29) je

E sup
1≤k≤N

|f (Y (tk−1), Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆)) |p

≤2p−1E sup
1≤k≤N

|f (Y (tk−1), Y (tk−1−I∆ [δ(tk−1)]∆))−f(0, 0)|p+2p−1E|f(0, 0)|p

≤ 2p−1K
p
2
1 E sup

1≤k≤N

[
|Y (tk−1)|2+|Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆)|2

] p
2 +2p−1E|f(0, 0)|p

≤ 2
3p
2
−2K

p
2
1 E sup

1≤k≤N
[|Y (tk−1)|p+|Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆)|p]+2p−1E|f(0, 0)|p

≤ 2
3p
2
−1K

p
2
1 E sup

−τ≤t≤T
|y(t)|p + 2p−1E|f(0, 0)|p

≤ 2
3p
2
−1K

p
2
1 H + 2p−1E|f(0, 0)|p. (2.1.33)

Konaqno, za ocenu dela tre�eg sabirka na desnoj strani nejednakosti
(2.1.29) primeǌuju se Helderova nejednakosti i Lema 2.1.3, tj. za svaki
ceo broj l > 1, va�i da je

E sup
1≤k≤N

|g (Y (tk−1), Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆))∆Bk−1|p

≤ E

(
sup

1≤k≤N
|g (Y (tk−1), Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆)) |p sup

1≤k≤N
|∆Bk−1|p

)
≤
[
E

(
sup

1≤k≤N
|g (Y (tk−1), Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆)) |

2pl
2l−1

)] 2l−1
2l

×
[
E

(
sup

0≤k≤N−1
|∆Bk|2pl

)] 1
2l

≤
[
2

3p
2
−1K

p
2
1 E sup

−τ≤t≤T
|y(t)|p + 2p−1E|g(0, 0)|p

] 2l−1
2l

[
N−1∑
k=0

E|∆Bk|2pl
] 1

2l

≤
[
2

3pl
2l−1K

pl
2l−1

1 H+2
2pl
2l−1

−1E|g(0, 0)|
2pl
2l−1

] 2l−1
2l

[
N−1∑
k=0

E|∆Bk|2pl
] 1

2l

. (2.1.34)

Kako je B(t) = (B1(t), B2(t), . . . , Bm(t))T , t ≥ 0, m-dimenzionalno standardno
Braunovo kretaǌe, zakǉuquje se da je

E|∆Bk|2pl = E
(
|∆B1

k|2 + |∆B2
k|2 + · · ·+ |∆Bm

k |2
)pl

≤ mpl−1

m∑
i=1

E|∆Bi
k|2pl

= mpl(2pl − 1)!!∆pl, (2.1.35)

gde je (2pl− 1)!! = 1× 3× · · · × (2pl− 1). Zamenom (2.1.35) u (2.1.34), dobija

44



2.1. Metoda Ojler–Marujame za neutralne SDJ sa vremenski zavisnim
kaxǌeǌem

se da je

E sup
1≤k≤N

|g (Y (tk−1), Y (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆))∆Bk−1|p

≤
[
2

3pl
2l−1K

pl
2l−1

1 H + 2
2pl
2l−1

−1E|g(0, 0)|
2pl
2l−1

] 2l−1
2l

[
N−1∑
k=0

mpl(2pl − 1)!!∆pl

] 1
2l

=

[
2

3pl
2l−1K

pl
2l−1

1 H + 2
2pl
2l−1

−1E|g(0, 0)|
2pl
2l−1

] 2l−1
2l

m
p
2 (T (2pl − 1)!!)

1
2l∆

pl−1
2l

= M̄(l)∆
pl−1
2l , (2.1.36)

gde je

M̄(l) =

[
2

3pl
2l−1K

pl
2l−1

1 H + 2
2pl
2l−1

−1E|g(0, 0)|
2pl
2l−1

] 2l−1
2l

m
p
2 (T (2pl − 1)!!)

1
2l .

Zamenom (2.1.32), (2.1.33) i (2.1.36) u (2.1.29), sledi da je

E sup
1≤k≤N

|Y (tk)− Y (tk−1)|p

≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1 kp

ϵ
(3 + ⌊η⌋)pE sup

−M≤k≤N
|Y (tk)− Y (tk−1) |p

+
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1

2p−1
([

2
3p
2
−1K

p
2
1 H + 2p−1E|f(0, 0)|p

]
∆p + M̄(l)∆

pl−1
2l

)
.

Na osnovu uslova (2.1.28), postoji konstanta ϵ̄ > 0 tako da je[
1 + ϵ̄

1
p−1

]p−1 kp

ϵ̄
(3 + ⌊η⌋)p = γ ∈ (0, 1). (2.1.37)

Uzimaju�i u obzir da je ∆ ∈ (0, 1) i primenom Pretpostavke H5, sledi da
je

E sup
−M≤k≤N

|Y (tk)− Y (tk−1)|p

≤ Cξ∆
pl−1
2l + γE sup

−M≤k≤N
|Y (tk)− Y (tk−1)|p

+
[
1 + ϵ̄

1
p−1

]p−1

2p−1
(
2

3p
2
−1K

p
2
1 H+2p−1E|f(0, 0)|p+M̄(l)

)
∆

pl−1
2l .

Na osnovu prethodne nejednakosti, mo�e se zakǉuqiti da je

E sup
−M≤k≤N

|Y (tk)− Y (tk−1)|p

≤∆
pl−1
2l

1− γ

(
Cξ + 2p−1

[
1 + ϵ̄

1
p−1

]p−1 (
2

3p
2
−1K

p
2
1 H + 2p−1E|f(0, 0)|p + M̄(l)

))
= H̄(l)∆

pl−1
2l ,
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gde je

H̄(l) =
Cξ

1− γ
+

2p−1

1− γ

[
1 + ϵ̄

1
p−1

]p−1 (
2

3p
2
−1K

p
2
1 H + 2 p−1E|f(0, 0)|p + M̄(l)

)
,

qime je dokaz zavrxen. □

Lema 2.1.5 Neka va�e uslovi Leme 2.1.4. Tada, za svaki ceo broj l > 1 i
p ≥ 2, va�i da je

E sup
0≤t≤T

|y(t− δ(t))− z3(t)|p ≤ D(l)∆
pl−1
2l ,

gde je D(l) pozitivna konstanta, koja zavisi od l, ali ne zavisi od ∆.

Dokaz. Neka je t ∈ (0, T ] proizvoǉan trenutak. Pored toga, neka je
k ∈ {0, 1, . . . , N − 1} i kt ∈ {−M,−M + 1, . . . , N − 1}, tako da t ∈ [tk, tk+1) i
t− δ(t) ∈ [tkt , tkt+1).

Prime�uje se da, za tk−1−I∆[δ(tk−1)]∆ ≤ tkt, na osnovu Pretpostavke H6,
va�i da je

|tkt − tk−1 + I∆[δ(tk−1)]∆| ≤ t− δ(t)− tk−1 + I∆[δ(tk−1)]∆

= t− tk + tk − tk−1 − δ(t) + I∆[δ(tk−1)]∆

≤ 2∆ + I∆[δ(tk−1)]∆− δ(t)

≤ 2∆ +

(
δ(tk−1)

∆
+ 1

)
∆− δ(t)

≤ 3∆ + |δ(tk−1)− δ(t)|
≤ 3∆ + |δ(tk−1)− δ(tk)|+ |δ(tk)− δ(t)|
≤ 3∆ + 2η∆

≤ (4 + ⌊2η⌋)∆. (2.1.38)

Sa druge strane, ako je tkt < tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆, imaju�i na umu Pret-
postavku H6, dobija se da je

|tkt − tk−1 + I∆[δ(tk−1)]∆| ≤ ∆+ |tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆− t+ δ(t)|
≤ 3∆ + |δ(t)− I∆[δ(tk−1)]∆|
≤ 4∆ + |δ(t)− δ(tk−1)|
≤ (5 + ⌊2η⌋)∆. (2.1.39)

Na osnovu (2.1.38) i (2.1.39) sledi da je

|kt − (k − 1− I∆[δ(tk−1)])| ≤ 5 + ⌊2η⌋. (2.1.40)

Primeǌuju�i definiciju (2.1.16) stepenastog procesa z3, dobija se, za
t ∈ [tk, tk+1), da je

|y(t− δ(t))− z3(t)|p ≤ 2p−1|y(t− δ(t))− Y (tkt)|p + 2p−1|Y (tkt)− Z̄k(t)|p.
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Shodno tome, zakǉuquje se da je

E sup
0≤t≤T

|y(t− δ(t))− z3(t)|p ≤ 2p−1E sup
0≤t≤T

|y(t− δ(t))− Y (tkt)|p

+ 2p−1E sup
0≤t≤T

|Y (tkt)− Z̄k(t)|p. (2.1.41)

U ciǉu oceǌivaǌa izraza E sup0≤t≤T |y(t − δ(t)) − Y (tkt)|p, razmatraju se
slede�a dva sluqaja.

- Sluqaj 1: Ako je kt < 0, tada se, na osnovu Pretpostavke H5, dobija
da je

E sup
0≤t≤T, kt<0

|y(t− δ(t))− Y (tkt)|p = E sup
0≤t≤T, kt<0

|ξ(t− δ(t))− ξ(tkt)|p

≤ E sup
0≤s,t≤T,|s−t|≤∆

|ξ(t)− ξ(s)|p

≤ Cξ∆
p
2 . (2.1.42)

- Sluqaj 2: Ako je kt ≥ 0, tada, na osnovu (2.1.18), sledi da je

E sup
0≤t≤T, kt≥0

|y(t− δ(t))− Y (tkt)|p

≤ 3p−1E sup
0≤t≤T, kt≥0

|u(Z̄kt(t− δ(t))− u(Y (tkt−1 − I∆[δ(tkt−1)]∆))|p

+ 3p−1E sup
0≤t≤T, kt≥0

∣∣∣∣∣
∫ t−δ(t)

tkt

f(z1(s), z2(s))ds

∣∣∣∣∣
p

+ 3p−1E sup
0≤t≤T, kt≥0

∣∣∣∣∣
∫ t−δ(t)

tkt

g(z1(s), z2(s))dB(s)

∣∣∣∣∣
p

. (2.1.43)

Dakle, primeǌuju�i Pretpostavku H2 i definicije (2.1.14) i (2.1.15),
dobija se da je

E sup
0≤t≤T, kt≥0

|u(Z̄kt(t− δ(t)))− u(Y (tkt−1 − I∆[δ(tkt−1)]∆))|p

≤ kpE sup
0≤t≤T, kt≥0

∣∣∣∣t− δ(t)− tkt
∆

(z2(tkt)− z2(tkt−1))

∣∣∣∣p
≤ kpE sup

0≤t≤T, kt≥0
|Y (tkt − I∆[δ(tkt)]∆)− Y (tkt−1 − I∆[δ(tkt−1)]∆)|p .

Na osnovu ocene (2.1.32) i Leme 2.1.4, sledi da je

E sup
0≤t≤T, kt≥0

|u(Z̄kt(t− δ(t))− u(Y (tkt−1 − I∆[δ(tkt−1)]∆))|p

≤ kp(3 + ⌊η⌋)pE sup
−M≤k≤N

|Y (tk)− Y (tk−1)|p

≤ kp(3 + ⌊η⌋)pH̄(l)∆
pl−1
2l . (2.1.44)
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Primena Helderove nejednakosti, Pretpostavke H′
1 i Leme 2.1.3 daje

E sup
0≤t≤T, kt≥0

∣∣∣∣∣
∫ t−δ(t)

tkt

f(z1(s), z2(s))ds

∣∣∣∣∣
p

≤ ∆p−1E sup
0≤t≤T, kt≥0

∫ t−δ(t)

tkt

|f(z1(s), z2(s))|pds

≤ 2
p
2
−1K

p
2
1 ∆

p−1E sup
0≤t≤T, kt≥0

∫ t−δ(t)

tkt

(|z1(s)|p + |z2(s)|p)ds,

odnosno

E sup
0≤s,t≤T, kt≥0

∣∣∣∣∣
∫ t−δ(t)

tkt

f(z1(s), z2(s))ds

∣∣∣∣∣
p

≤ (2K1)
p
2∆p−1

∫ T

0

E sup
−τ≤t≤T

|y(t)|pds

≤ (2K1)
p
2TH∆p−1. (2.1.45)

Sa druge strane, za svaki ceo broj l > 1, primenom Helderove nejed-
nakosti, dobija se da je

E sup
0≤t≤T, kt≥0

∣∣∣∣∣
∫ t−δ(t)

tkt

g(z1(s), z2(s))dB(s)

∣∣∣∣∣
p

= E sup
0≤t≤T,kt≥0

|g(Y (tkt), Y (tkt − I∆[δ(tkt)]∆))(B(t− δ(t))−B(kt))|p

≤

(
E sup

0≤t−δ(t)≤T, kt≥0

|g(Y (tkt), Y (tkt − I∆[δ(tkt)]∆))|
2pl
2l−1

) 2l−1
2l

×

(
E sup

0≤t−δ(t)≤T, kt≥0

|B(t− δ(t))−B(kt)|2pl
) 1

2l

. (2.1.46)

Na osnovu Dubove martingalne nejednakosti va�i da je

E sup
0≤t−δ(t)≤T, kt≥0

|B(t− δ(t))−B(kt)|2pl

≤ E sup
0≤kt≤N−1

sup
kt∆≤t−δ(t)≤(kt+1)∆

|B(t− δ(t))−B(kt)|2pl

≤
N−1∑
kt=0

E sup
kt∆≤t−δ(t)≤(kt+1)∆

|B(t− δ(t))−B(kt)|2pl

≤
(

2pl

2pl − 1

)2pl N−1∑
kt=0

E|B(tkt+1)−B(tkt)|2pl. (2.1.47)

Zamenom (2.1.47) u (2.1.46) i primeǌuju�i isti postupak kao pri dobi-
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jaǌu ocene (2.1.36), sledi da je

E sup
0≤t≤T, kt≥0

∣∣∣∣∣
∫ t−δ(t)

tkt

g(z1(s), z2(s))dB(s)

∣∣∣∣∣
p

≤
(

2pl

2pl−1

)p
(
E sup

0≤t−δ(t)≤T, kt≥0

|g(Y (tkt), Y (tkt − I∆[δ(tkt)]∆))|
2pl
2l−1

) 2l−1
2l

×

(
N−1∑
kt=0

E|B(tkt+1)−B(tkt)|2pl
) 1

2l

≤
(

2pl

2pl − 1

)p

M̄(l)∆
pl−1
2l . (2.1.48)

Zamenom (2.1.44), (2.1.45) i (2.1.48) u (2.1.43) i kako je ∆ ∈ (0, 1), dobija
se da je

E sup
0≤t≤T, kt≥0

|y(t−δ(t))−Y (tkt)|p ≤ 3p−1kp(3+⌊η⌋)pH̄(l)∆
pl−1
2l +3p−1(2K1)

p
2TH∆p−1

+ 3p−1

(
2pl

2pl − 1

)p

M̄(l)∆
pl−1
2l

≤ R1(l)∆
pl−1
2l , (2.1.49)

gde je

R1(l) = 3p−1

(
kp(3 + ⌊η⌋)pH̄(l) + (2K1)

p
2TH +

(
2pl

2pl − 1

)p

M̄(l)

)
.

Prema tome, na osnovu (2.1.42) i (2.1.49), va�i da je

E sup
0≤t≤T

|y(t− δ(t))− Y (tkt)|p ≤M(l)∆
pl−1
2l ,

gde je M(l) = Cξ ∨R1(l). Stoga, (2.1.41) postaje

E sup
0≤t≤T

|y(t−δ(t))−z3(t)|p≤2p−1M(l)∆
pl−1
2l +2p−1E sup

0≤t≤T
|Y (tkt)−Z̄k(t)|p. (2.1.50)

Da bi se ocenio izraz E sup0≤t≤T |Y (tkt) − Z̄k(t)|p iz (2.1.50), koristi se
definicija (2.1.15). Najpre je potrebno uoqiti da je

Y (tkt)− Z̄k(t) = Y (tkt)− z2(tk−1)−
t− tk
∆

(z2(tk)− z2(tk−1)), t ∈ [tk, tk+1).

Na osnovu (2.1.14), (2.1.31) i (2.1.40), dobija se da je

|Y (tkt)− Z̄k(t)|p ≤ 2p−1|Y (tkt)− z2(tk−1)|p + 2p−1|z2(tk)− z2(tk−1)|p

= 2p−1|Y (tkt)− Y (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆)|p

+ 2p−1|Y (tk − I∆[δ(tk)]∆)− Y (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆)|p

≤ 2p−1 ((5 + ⌊2η⌋)p + (3 + ⌊η⌋)p) sup
−M≤i≤N

|Y (ti)− Y (ti−1)|p.
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Zatim, na osnovu Leme 2.1.4, zakǉuquje se da je

E sup
0≤t≤T

|Y (tkt)− Z̄k(t)|2 ≤ 2p−1 ((5 + ⌊2η⌋)p + (3 + ⌊η⌋)p) H̄(l)∆
pl−1
2l . (2.1.51)

Konaqno, na osnovu (2.1.50) i (2.1.51), zajedno sa (2.1.41), dobija se da je

E sup
0≤t≤T

|y(t− δ(t))− z3(t)|2≤ D(l)∆
pl−1
2l ,

gde je
D(l) = 2p−1M(l) + 4p−1 ((5 + ⌊2η⌋)p+(3+⌊η⌋)p) H̄(l),

qime je dokaz zavrxen. □

Sada se mo�e dokazati Lp-konvergencija aproksimativnog rexeǌa Oj-
ler–Marujame {y(t), t ∈ [−τ, T ]} ka taqnom rexeǌu {x(t), t ∈ [−τ, T ]} jedna-
qine (2.0.1).

Teorema 2.1.3 Neka va�e uslovi Leme 2.1.4. Tada, za svaki ceo broj l > 1 i
p > 0, va�i da je

E sup
−τ≤t≤T

|x(t)− y(t)|p ≤ S(l)∆
pl−1
2l ,

gde je S(l) pozitivna konstanta, koja zavisi od l, ali je nezavisna od ∆.

Dokaz. Najpre se razmatra sluqaj kada je p ≥ 2. Neka su τR i ρR dva
vremena zaustavǉaǌa definisana sa (2.1.5) i (2.1.21), respektivno. Za
svaki prirodan broj R ≥ R0, definixe se vreme zaustavǉaǌa

θR = τR ∧ ρR,

pri qemu R0 zadovoǉava relaciju (2.1.4). Tada je niz vremena zaustavǉa-
ǌa {θR}R≥R0 rastu�i i va�i da je limR→+∞ θR = +∞ s.i.

Za svako t ∈ [0, T ] i ϵ ∈ (0, 1), na osnovu elementarnih nejednakosti
(1.4.5) i (1.4.1), sledi da je

|x(t ∧ θR)− y(t ∧ θR)|p (2.1.52)

≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1 1

ϵ
|u(x(t ∧ θR − δ(t ∧ θR))− u(z3(t ∧ θR))− u(ξ(−δ(0)))

+u(Y (−∆− [δ(−∆)/∆]∆))|p

+
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1

2p−1

∣∣∣∣∫ t∧θR

0

f(x(s), x(s− δ(s)))− f(z1(s), z2(s))ds

∣∣∣∣p
+
[
1+ϵ

1
p−1

]p−1

2p−1

∣∣∣∣∫ t∧θR

0

g(x(s), x(s−δ(s)))−g(z1(s), z2(s))dB(s)

∣∣∣∣p.
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Ponovnom primenom nejednakosti (1.4.1) i na osnovu Pretpostavke H2,
dobija se da je

|u(x(t∧θR−δ(t∧θR)))−u(z3(t∧θR))−u(ξ(−δ(0)))+u(Y(−∆−[δ(−∆)/∆]∆))|p

≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1 1

ϵ
|u(x(t ∧ θR − δ(t ∧ θR)))− u(z3(t ∧ θR))|p

+
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1

|u(Y (−∆− I∆[δ(−∆)]∆))− u(ξ(−δ(0)))|p

≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]2p−2 1

ϵ2
kp|x(t ∧ θR − δ(t ∧ θR))− y(t ∧ θR − δ(t ∧ θR))|p

+
[
1 + ϵ

1
p−1

]2p−2 1

ϵ
kp|y(t ∧ θR − δ(t ∧ θR))− z3(t ∧ θR)|p

+
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1

kp|Y (−∆− I∆[δ(−∆)]∆))− ξ(−δ(0))|p.

Imaju�i na umu da je na osnovu definicije neprekidnog rexeǌa Ojler–
Marujame y, ξ(−δ(0)) = y(−δ(0)), i Y (−∆ − I∆[δ(−∆)]∆)) = z3(0), zakǉuquje
se da je

sup
0≤s≤t

∣∣u(x(s ∧ θR − δ(s ∧ θR)))− u(z3(s ∧ θR))

− u(ξ(−δ(0))) + u(Y (−∆− I∆[δ(−∆)]∆))
∣∣p

≤
[
1+ϵ

1
p−1

]2p−21

ϵ2
kp sup

0≤s≤t
|x(s ∧ θR−δ(s ∧ θR))−y(s ∧ θR−δ(s ∧ θR))|p

+
[
1 + ϵ

1
p−1

]2p−2 1

ϵ
kp sup

0≤s≤t
|y(s ∧ θR − δ(s ∧ θR))− z3(s ∧ θR)|p

+
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1

kp|Y (−∆− I∆[δ(−∆)]∆)− ξ(−δ(0))|p

≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]2p−2 1

ϵ2
kp sup

−τ≤s≤t
|x(s ∧ θR)− y(s ∧ θR)|p

+
[
1+ϵ

1
p−1

]p−1

kp
([

1+ϵ
1

p−1

]p−1 1

ϵ
+1

)
sup
0≤s≤t

|y(s∧θR−δ(s ∧ θR))−z3(s∧θR)|p.

Kako rexeǌa x i y zadovoǉavaju isti poqetni uslov, na osnovu (2.1.52)
sledi da je

E sup
−τ≤s≤t

|x(s ∧ θR)− y(s ∧ θR)|p

≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]3p−31

ϵ3
kpE sup

−τ≤s≤t
|x(s ∧ θR)− y(s ∧ θR)|p

+
[
1+ϵ

1
p−1

]2p−2kp

ϵ

([
1+ϵ

1
p−1

]p−1 1

ϵ
+1

)
E sup

0≤s≤t
|y(s∧θR − δ(s ∧ θR))−z3(s∧θR)|p

+
[
1+ϵ

1
p−1

]p−1

2p−1E sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∫ s∧θR

0

f(x(r), x(r − δ(r)))− f(z1(r), z2(r))dr

∣∣∣∣p
+
[
1+ϵ

1
p−1

]p−1

2p−1E sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∫ s∧θR

0

g(x(r), x(r−δ(r)))−g(z1(r), z2(r))dB(r)

∣∣∣∣p.
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Zatim se, primenom nejednakosti Heldera i Burkholder–Dejvis–Gandija,
dobija da je

E sup
−τ≤s≤t

|x(s ∧ θR)− y(s ∧ θR)|p (2.1.53)

≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]3p−31

ϵ3
kpE sup

−τ≤s≤t
|x(s ∧ θR)− y(s ∧ θR)|p

+
[
1+ϵ

1
p−1

]2p−2kp

ϵ

([
1+ϵ

1
p−1

]p−11

ϵ
+ 1

)
E sup

0≤s≤t
|y(s∧θR − δ(s∧θR))− z3(s∧θR)|p

+
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1

2p−1T p−1

[∫ t

0

E |f(x(s ∧ θR), x(s ∧ θR − δ(s ∧ θR)))

−f(z1(s ∧ θR), z2(s ∧ θR))|p ds

+ CpT
− p

2

∫ t

0

E|g(x(s ∧ θR), x(s ∧ θR−δ(s∧θR)))− g(z1(s ∧ θR), z2(s∧θR))|pds
]
,

gde je Cp univerzalna konstanta koja zavisi jedino od p. Primeǌuju�i

Lemu 2.1.5, odabirom ϵ =
(

3√
k

1− 3√
k

)p−1

i primenom Pretpostavke H′
1, izraz

(2.1.53) postaje

E sup
−τ≤s≤t

|x(s ∧ θR)− y(s ∧ θR)|p (2.1.54)

≤ ( 3
√
k)p+2(1 + ( 3

√
k)p−1)

(1− k)(1− 3
√
k)p−1

D∆
pl−1
2l +

2
3p
2
−2T

p
2
−1(T

p
2 + cp)K

p
2
1

(1− k)(1− 3
√
k)p−1

×
∫ t

0

(E|x(s∧θR)−z1(s∧θR)|p+E|x(s ∧ θR−δ(s∧θR))−z2(s∧θR)|p)ds.

Za u∈ [0, t ∧ θR], neka je ku ceo broj, takav da je u∈ [ku∆, (ku + 1)∆ ∧ θR). Na
osnovu definicije (2.1.14) stepenastog procesa z1, primenom iste proce-
dure kao u oceni (2.1.49), dobija se, za s ∈ [0, t ∧ θR], da je

E|x(s)− z1(s)|p ≤ 2p−1E|x(s)− y(s)|p + 2p−1E|y(s)− z1(s)|p

≤ 2p−1E sup
−τ≤u≤s

|x(u)− y(u)|p + 2p−1E sup
0≤u≤s,ku≥0

|y(u)− Y (ku∆)|p

≤ 2p−1E sup
−τ≤u≤s

|x(u)− y(u)|p + 2p−1R1(l)∆
pl−1
2l . (2.1.55)

Tako�e, imaju�i u vidu definicije (2.1.14) i (2.1.16), mo�e se uoqiti da
je

z3(s)− z2(s) = z2(tk−1) +
s− tk
∆

(z2(tk)− z2(tk−1))− z2(tk), (2.1.56)

kada je s ∈ [tk, tk+1), k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}. Ova relacija, zajedno sa (2.1.32)
i Lemom 2.1.4, implicira

E|z3(s)− z2(s)|p ≤ E|z2(tk)− z2(tk−1)|p

≤ E sup
1≤k≤N

|Y (tk−1−I∆[δ(tk−1)]∆)−Y (tk−2−I∆[δ(tk−2)]∆)|p

≤ (3 + ⌊η⌋)pH̄(l)∆
pl−1
2l . (2.1.57)
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Sa druge strane, primeǌuju�i Lemu 2.1.5, kao i ocenu (2.1.57), dobija se
da je

E|x(s−δ(s))−z2(s)|p ≤ 3p−1E|x(s− δ(s))− y(s− δ(s))|p

+3p−1E|y(s−δ(s))−z3(s)|p+3p−1E|z3(s)−z2(s)|p

≤ 3p−1E|x(s− δ(s))− y(s− δ(s))|p

+ 3p−1(D(l) + (3 + ⌊η⌋)pH̄(l))∆
pl−1
2l . (2.1.58)

Zamenom (2.1.55) i (2.1.58) u (2.1.54), sledi da je

E sup
−τ≤s≤t

|x(s∧θR)−y(s∧θR)|p

≤(
3
√
k)p+2 1 + ( 3

√
k)p−1

(1− k)(1− 3
√
k)p−1

D(l)∆
pl−1
2l

+
2

3p
2
−2T

p
2
−1(T

p
2 +cp)K

p
2
1 (2

p−1+3p−1)

(1− k)(1− 3
√
k)p−1

∫ t

0

E sup
−τ≤u≤s

|x(u ∧ θR)− y(u ∧ θR)|pds

+
2

3p
2
−2T

p
2 (T

p
2 + cp)K

p
2
1

(1− k)(1− 3
√
k)p−1

[
2p−1R1(l) +3p−1

(
D(l)+(3+⌊η⌋)pH̄(l)

)]
∆

pl−1
2l .

Konaqno, primena Grunval–Belmanove leme implicira

E sup
−τ≤s≤t

|x(s∧θR)−y(s∧θR)|p≤ S0(l)∆
pl−1
2l ,

gde je

S0(l) = S̃(l)eT S̄,

S̃(l) = (
3
√
k)p+2 1 + ( 3

√
k)p−1

(1− k)(1− 3
√
k)p−1

D(l)

+
2

3p
2
−2T

p
2 (T

p
2 + cp)K

p
2
1

(1− k)(1− 3
√
k)p−1

[
2p−1R1(l) +3p−1

(
D(l)+ (3 + ⌊η⌋)pH̄(l)

)]
,

S̄ =
2

3p
2
−2

(1− k)(1− 3
√
k)p−1

T
p
2
−1(T

p
2 + cp)K

p
2
1 (2

p−1 + 3p−1).

Shodno tome, sledi da je

E sup
−τ≤s≤T

|x(s∧θR)− y(s∧θR)|p≤ S0(l)∆
pl−1
2l . (2.1.59)

Kada R → +∞, relacija (2.1.59) postaje

E sup
−τ≤s≤T

|x(s)− y(s)|p≤ S0(l)∆
pl−1
2l .
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Za p ∈ (0, 2), na osnovu Helderove nejednakosti i prethodnog dela dokaza,
dobija se da je

E sup
−τ≤t≤T

|x(t)− y(t)|p≤
(
E sup

−τ≤t≤T
|x(t)− y(t)|2

) p
2

≤S
p
2
0 (l)∆

2l−1
2l

p
2 <S

p
2
0 (l)∆

pl−1
2l .

Dakle, time je dokaz zavrxen, gde je S(l) = S0(l) ∨ S
p
2
0 (l). □

Da bi se ilustrovali prethodni teorijski rezultati, navodi se slede-
�i primer.

Primer 2.1.1 Razmatra se slede�a jednodimenzionalna neutralna SDJ sa
vremenski zavisnim kaxǌeǌem

d

[
x(t)− 1

27
x(t−δ(t))

]
=f(x(t), x(t−δ(t))dt+g(x(t), x(t−δ(t))dB(t), (2.1.60)

za t ∈ [0, 6], sa poqetnim uslovom ξ(θ)=1, θ ∈ [−τ, 0], τ=2. Funkcija kaxǌeǌa
definisana je sa δ(t)=1− 1

4
sin t, t∈ [0, 6], dok je

f(x, y) =
x− y

1 + (x− y)2
, g(x, y) =

1

1 + (x+ y)2
, x, y ∈ R.

Dakle, za svako x, y, x̄, ȳ ∈ Rd, va�i da je

|f(x, y)− f(x̄, ȳ)|2 =
∣∣∣∣ x− y

1 + (x− y)2
− x̄− ȳ

1 + (x̄− ȳ)2

∣∣∣∣2 (2.1.61)

=

∣∣∣∣(x− y)(1 + (x̄− ȳ)2)− (x̄− ȳ)(1 + (x− y)2)

(1 + (x− y)2)(1 + (x̄− ȳ)2)

∣∣∣∣2
= |x− y − (x̄− ȳ)|2

∣∣∣∣ 1− (x− y)(x̄− ȳ)

(1 + (x− y)2)(1 + (x̄− ȳ)2)

∣∣∣∣2
≤ 2(|x− x̄|2 + |y − ȳ|2)

∣∣∣∣ 1− (x− y)(x̄− ȳ)

(1 + (x− y)2)(1 + (x̄− ȳ)2)

∣∣∣∣2 .
Kako je ∣∣∣∣ 1− (x− y)(x̄− ȳ)

(1 + (x− y)2)(1 + (x̄− ȳ)2)

∣∣∣∣ ≤ 1 + |x− y||x̄− ȳ|
(1 + (x− y)2)(1 + (x̄− ȳ)2)

≤
1
2
[1 + (x− y)2] + 1

2
[1 + (x̄− ȳ)2]

(1+(x− y)2)(1+(x̄− ȳ)2)

≤ 1,

izraz (2.1.61) se mo�e oceniti kao

|f(x, y)− f(x̄, ȳ)|2 ≤ 2(|x− x̄|2 + |y − ȳ|2).
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Na sliqan naqin, dobija se da je

|g(x, y)− g(x̄, ȳ)|2 =
∣∣∣∣ 1

1 + (x+ y)2
− 1

1 + (x̄+ ȳ)2

∣∣∣∣2
=

|(x̄− x+ ȳ − y)(x̄+ ȳ + x+ y)|2

[1 + (x+ y)2]2[1 + (x̄+ ȳ)2]2

≤ 2(|x− x̄|2 + |y − ȳ|2) 2(x+ y)2 + 2(x̄+ ȳ)2

[1 + (x+ y)2]2[1 + (x̄+ ȳ)2]2

≤ 2(|x− x̄|2 + |y − ȳ|2).

Stoga, koeficijenti f i g jednaqine (2.1.60) zadovoǉavaju globalni Lip-
xicov uslov, odnosno, zadovoǉavaju pretpostavku H′

1 za K1 = 2.
Odgovaraju�e diskretno rexeǌe Ojler–Marujame je oblika Y (tk) = ξ(tk),

za k ∈ {−M,−(M − 1), . . . , 0}, dok je za k ∈ {0, 1, . . . , N − 1},

Y (tk+1) = Y (tk) +
1

27
Y (tk − I∆[δ(tk)]∆)− 1

27
Y (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆)

+
Y (tk)− Y (tk − I∆ [δ(tk)]∆)

1 + (Y (tk)− Y (tk − I∆ [δ(tk)]∆))2
∆

+
1

1 + (Y (tk) + Y (tk − I∆ [δ(tk)]∆))2
∆Bk, (2.1.62)

gde je, za potrebe ilustracije, odabrano N = 768 i M = 256. U tom smislu,
za ∆ = 0.0078, simulirano je nekoliko trajektorija rexeǌa Ojler–Marujame
(2.1.62) koje odgovaraju jednaqini (2.1.60), xto je prikazano na Slici 2.1.

-2 2 4 6
t

1

2

3

Slika 2.1: Trajektorije rexeǌa Ojler–Marujame koje odgovaraju jedna-
qini (2.1.60) za ∆ = 0.0078

Sa druge strane, funkcija u(x) = 1
27
x zadovoǉava Pretpostavku H2, za

k = 1
27
, dok poqetni uslov ξ(θ) = 1, θ ∈ [−τ, 0] zadovoǉava Pretpostavku H5.
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Imaju�i na umu da je

|δ(t)− δ(s)| ≤ 1

4
|t− s|, t, s ∈ [0, 6],

zakǉuquje se da va�i Pretpostavka H6 za η = 1
4
. Tako�e, va�i uslov (2.1.28)

jer je k(3 + ⌊η⌋) = 1/9 < 1, xto zajedno sa H′
1 i H2, implicira tvr�eǌe Teo-

reme 2.1.3, odnosno, rexeǌe Ojler–Marujame (2.1.62) kovergira u Lp-smislu
ka taqnom rexeǌu jednaqine (2.1.60).

Gorǌa granica ocene Lp-bliskosti taqnog rexeǌa i rexeǌa Ojler–Maruja-
me iz Teoreme 2.1.3 zavisi od vrednosti l, dobijene primenom Helderove ne-
jednakosti. Da bi se ilustrovala zavisnost te gorǌe granice od vrednosti
l, razmatra se funkcija Al = S(l)∆

pl−1
2l , tj. gorǌa granica u Teoremi 2.1.3 za

p = 4 i raquna se ∆∗ za koje su vrednosti funkcije Al, na primer, 0.01 i 0.05.

l = 2 A2 = 0.01 ∆∗ = 4.061475395680434 · 10−28409543

A2 = 0.05 ∆∗ = 1.018814829291499 · 10−28409542

l = 10 A10 = 0.01 ∆∗ = 6.734509939960537 · 10−25495744

A10 = 0.05 ∆∗ = 1.537277087803325 · 10−25495743

l = 20 A20 = 0.01 ∆∗ = 5.682376072980548 · 10−25173013

A20 = 0.05 ∆∗ = 1.283626977498382 · 10−25173012

Tabela 2.1: Veliqina koraka za zadatu vrednost gorǌe granice ocene Lp-
bliskosti rexeǌa

Dakle, za l = 2, 10, 20 u Tabeli 2.1 date su vrednosti ∆∗ takve da, za svako
∆ ∈ (0,∆∗), va�i da je

E sup
−τ≤t≤T

|x(t)− y(t)|p ≤ Al.

Xtavixe, log-vrednosti Al, za l = 2, 10, 20 predstavǉeǌe su na Slici 2.2.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Δ

1.14477×108

1.14477×108

1.14477×108

1.14477×108

f2( )

f10( )

f20( )

Slika 2.2: Funkcije f2(∆) = ln (A2), f10(∆) = ln (A10) i f20(∆) = ln (A20).
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2.2 Seqena metoda Ojler–Marujame

Ve�i deo postoje�ih rezultata o strogoj konvergenciji numeriqkih
metoda zahteva da koeficijenti SDJ budu globalno Lipxic neprekidni,
xto je bio sluqaj i sa rezultatima koji se odnose na metodu Ojler–
Marujame iz prethodnog poglavǉa. Me�utim, veliki deo SDJ koje se pri-
meǌuju za opisivaǌe pojava iz realnog �ivota ne ispuǌava ovaj uslov.
Shodno tome, Higam, Mao i Stjuart su 2002. godine objavili rad [15]
koji je otvorio novo poglavǉe u prouqavaǌu aproksimativnih rexeǌa
SDJ generisanih pomo�u numeriqkih metoda Ojlerovog tipa, konkretno u
prouqavaǌu stroge konvergencije numeriqkih rexeǌa pod lokalnim Lip-
xicovim uslovom za koeficijente SDJ. Kako lokalni Lipxicov uslov
nije dovoǉan da garantuje jedinstvenost globalnog rexeǌa SDJ, dodatni
uslov koji se name�e, a koji je opxtiji u odnosu na uslov linearnog rasta,
jeste uslov Hasminskog.

U ovom poglavǉu je predstavǉena seqena metoda Ojler–Marujame za
numeriqko rexavaǌe klase neutralnih SDJ sa vremenski zavisnim ka-
xǌeǌem oblika (2.0.1), qiji koeficijenti prenosa i difuzije mogu biti
sa visokim stepenom nelinearnosti. U tom smislu je u Odeǉku 2.2.1
predstavǉena konstrukcija seqene metode Ojler–Marujame i dokazane su
osnovne osobine ove numeriqke metode. U Odeǉku 2.2.2 se oceǌuje mo-
ment reda p seqenog rexeǌa Ojler–Marujame, a zatim se u Odeǉku 2.2.3
oceǌuje Lp-bliskost ovog numeriqkog rexeǌa i taqnog rexeǌa jednaqine
(2.0.1). Na kraju, u Odeǉku 2.2.4 je odre�en red Lq-konvergencije seqenog
rexeǌa Ojler–Marujame. Svi rezultati dokazani su pod lokalnim Lip-
xicovim uslovom za koeficijente prenosa i difuzije jednaqine (2.0.1),
kao i uslovom Hasminskog, pored uslova koji se name�u. Rezultati izlo-
�eni u odeǉcima 2.2.1–2.2.3 su objavǉeni u radu [49], dok su rezultati
Odeǉka 2.2.4 objavǉeni u samostalnom radu [50].

2.2.1 Seqeno aproksimativno rexeǌe Ojler–Marujame
za neutralne SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌe-
ǌem

U ovom odeǉku se konstruixe i razmatra seqeno aproksimativno re-
xeǌe Ojler–Marujame koje odgovara jednaqini (2.0.1). Glavni rezultati
dokazuju se pod uslovima koji su slabiji od klasiqnih uslova egzisten-
cije i jedinstvenosti rexeǌa, predstavǉenih u Glavi 1. Naime, umesto
globalnog Lipxicovog uslova, zahteva se da koeficijenti f i g jednaqine
(2.0.1) zadovoǉavaju lokalni Lipxicov uslov H1, dok se za neutralni
qlan u pretpostavǉa da je Lipxic neprekidan sa Lipxicovom konstan-
tom k ∈ (0, 1), tj. zahteva se da va�i Pretpostavka H2. Tako�e, kako bi
egzistencija i jedinstvenost globalnog rexeǌa bile zagarantovane, a i
kako bi se izveli glavni rezultati, uvode se i slede�e pretpostavke.
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H3: Funkcija kaxǌeǌa δ je neprekidno diferencijabilna i va�i da je za
svako t ∈ [0,∞), δ

′
(t) ≤ δ̄ < 1.

H′
4 : Postoje konstante p ≥ 2 i K > 0 tako da, za svako a ∈ (0, 1] i x, y ∈ Rd,

va�i da je

(x− au(y))Tf(x, y) +
p− 1

2
|g(x, y)|2 ≤ K(1 + |x|2 + a|y|2).

Specijalno, za a = 1 dobija se slede�i uslov.
H4 : (Uslov Hasminskog) Postoje konstante p ≥ 2 i K > 0 tako da je, za
svako x, y ∈ Rd,

(x− u(y))Tf(x, y) +
p− 1

2
|g(x, y)|2 ≤ K(1 + |x|2 + |y|2).

Teorema koja daje dovoǉne uslove egzistencije i jedinstvenosti rexe-
ǌa jednaqine (2.0.1) preuzeta je iz rada [42]. ǋena formulacija navedena
je u nastavku, pri qemu su funkcije V i U odabrane tako da je V (x)= |x|p,
U(x) = 0, za svako x ∈ Rd, dok su odgovaraju�e konstante c1 = c2 = 1,
λ1 = 2K[1 + 3(p− 2)2p−2] i λ2 > 0 proizvoǉno, pri qemu je λ2 > λ1/(1− δ̄).

Teorema 2.2.1 (Teorema 1, [42]) Neka va�e Pretpostavke H1 −H4. Tada,
za svaki poqetni uslov ξ ∈ Cb

F0
([−τ, 0];Rd), postoji jedinstveno globalno

rexeǌe x = {x(t), t ≥ −τ} jednaqine (2.0.1) koje ima osobinu da, za svako
T > 0, va�i da je

sup
−τ≤t≤T

E|x(t)|p <∞.

Tako�e, pretpostavǉa se da va�e uslovi H5 i H6. Me�utim, kako se
u H4 i H5 javǉa parametar p ≥ 2, te kako bi se izbegle mogu�e zabune,
Pretpostavka H5 �e biti preformulisana na slede�i naqin.

H′
5: Postoji pozitivna konstanta Cξ tako da, za svako p̂ ∈ [2, p], va�i da je

E sup
t,s∈[−τ,0], |s−t|≤∆

|ξ(s)− ξ(t)|p̂ ≤ Cξ∆
p̂
2 .

U nastavku se konstruixe seqeno aproksimativno rexeǌe Ojler–Maru-
jame koje odgovara jednaqini (2.0.1). Pre same definicije ovog rexeǌa,
bira se strogo rastu�a neprekidna funkcija µ : R+ → R+ tako da µ(r) → ∞
kada r → ∞ i za svako r ≥ 1, va�i da je

sup
|x|∨|y|≤r

(|f(x, y)| ∨ |g(x, y)|) ≤ µ(r). (2.2.1)

Restrikcija inverzne funkcije od µ, oznaqena sa µ−1 : [µ(1),∞) → R+, je
strogo rastu�a i neprekidna. Tako�e, biraju se konstanta ĥ ≥ 1 ∨ µ(1) i
strogo opadaju�a funkcija h : (0, 1) → [µ(1),∞), tako da je

lim
∆→0

h(∆) = ∞, (2.2.2)
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2.2. Seqena metoda Ojler–Marujame

i da za svako ∆ ∈ (0, 1) i neko ϵ0 ∈ (0, 1), va�i da je

∆
1−ϵ0

4 h(∆) ≤ ĥ. (2.2.3)

Za dati korak ∆ ∈ (0, 1), definixe se preslikavaǌe π∆(x) iz Rd u zatvorenu
kuglu {x ∈ Rd : |x| ≤ µ−1(h(∆))} sa

π∆(x) = (|x| ∧ µ−1(h(∆)))
x

|x|
, (2.2.4)

gde je x/|x| = 0 kada je x = 0. Funkcija π∆(x) preslikava vrednost x u samu
sebe kada je |x| ≤ µ−1(h(∆)) ili u µ−1(h(∆)) x

|x| kada je |x| > µ−1(h(∆)). Sada
se mogu definisati seqeni koeficijenti jednaqine (2.0.1) na slede�i
naqin

f∆(x, y) = f(π∆(x), π∆(y)), g∆(x, y) = g(π∆(x), π∆(y)), u∆(x) = u(π∆(x)),

za x, y ∈ Rd. Lako se uoqava da va�i da je∣∣∣∣(|x| ∧ µ−1(h(∆)))
x

|x|

∣∣∣∣ ≤ µ−1(h(∆)),

xto, zajedno sa (2.2.1), implicira da, za svako x, y ∈ Rd,

|f∆(x, y)| ∨ |g∆(x, y)| ≤ µ(µ−1(h(∆))) = h(∆). (2.2.5)

Na taj naqin se zakǉuquje da su seqene funkcije f∆ i g∆ ograniqene iako
u opxtem sluqaju to ne mora da va�i za funkcije f i g. Stoga, razmatra
se slede�a SDJ

d[x(t)−u∆(x(t− δ(t)))]=f∆(x(t), x(t−δ(t)))dt+g∆(x(t), x(t−δ(t)))dB(t), t ≥ 0,

koja zadovoǉava poqetni uslov (2.0.2).
Sada se mo�e definisati seqeno aproksimativno rexeǌe Ojler–Maru-

jame x∆ koje odgovara jednaqini (2.0.1), na konaqnom vremenskom inter-
valu [−τ, T ], za proizvoǉno T > 0. Kao i u sluqaju klasiqne metode Ojler–
Marujame, pretpostavǉa se da je T/τ racionalan broj. Tako�e, veliqina
koraka ∆ ∈ (0, 1) je sadr�ana ceo broj puta u τ i u T .

Najpre se definixe diskretno seqeno aproksimativno rexeǌe Ojler–
Marujame X∆, koje odgovara jednaqini (2.0.1), na ekvidistantnoj par-
ticiji tk = k∆, k ∈ {−(M + 1),−M, . . . , 0, 1, . . . , N} vremenskog intervala
[−τ −∆, T ]. Kako bi ovo rexeǌe bilo dobro definisano, neka je

δ(−∆) = δ(0), X∆(−(M + 1)∆) = ξ(−M∆). (2.2.6)

Diskretno seqeno aproksimativno rexeǌe Ojler–Marujame se definixe
kao

X∆(tk) = ξ(tk), k ∈ {−M,−(M − 1), . . . , 0}, (2.2.7)
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dok je, za k ∈ {0, 1, . . . , N},

X∆(tk+1) = X∆(tk) + u∆(X∆ (tk − I∆[δ(tk)]∆))− u∆(X∆ (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆))

+ f∆ (X∆(tk), X∆ (tk − I∆ [δ(tk)]∆))∆

+ g∆ (X∆(tk), X∆ (tk − I∆ [δ(tk)]∆))∆Bk. (2.2.8)

Kako bi se definisalo neprekidno seqeno rexeǌe Ojler–Marujame, uvode
se slede�i stepenasti procesi

x̄∆(t)=
N−1∑
k=0

X∆(tk)I[tk,tk+1)(t), ȳ∆(t)=
N−1∑
k=−1

X∆(tk − I∆[δ(tk)]∆)I[tk,tk+1)(t). (2.2.9)

Nakon toga, definixe se linearna kombinacija sluqajnih promenǉivih
ȳ∆(tk−1) = X∆(tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆) i ȳ∆(tk) = X∆(tk − I∆[δ(tk)]∆) na slede�i
naqin

Zk(t) = ȳ∆(tk−1) +
t− tk
∆

(ȳ∆(tk)− ȳ∆(tk−1)), (2.2.10)

za svako t ∈ [tk, tk+1), k ∈ {0, 1, 2, . . . , N − 1}, xto se mo�e predstaviti u
ekvivalentnom obliku kao

Zk(t) =

(
1− t− tk

∆

)
ȳ∆(tk−1) +

t− tk
∆

ȳ∆(tk). (2.2.11)

Tako�e, neka je

z̄∆(t) =
N−1∑
k=0

Zk(t)I[tk,tk+1)(t). (2.2.12)

Na osnovu prethodnog, mo�e se definisati neprekidno seqeno rexeǌe
Ojler–Marujame {x∆(t), t ∈ [−τ, T ]}, tako da je x∆(t) = ξ(t), t ∈ [−τ, 0], dok
je, za t ∈ [0, T ],

x∆(t) = ξ(0) + u∆ (z̄∆(t))− u∆(X∆(−∆− I∆[δ(−∆)]∆))

+

∫ t

0

f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))ds+

∫ t

0

g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))dB(s). (2.2.13)

Kada je t ∈ [tk, tk+1), jednaqina (2.2.13) se mo�e predstaviti u obliku

x∆(t) = X∆(tk) + u∆(Zk(t))− u∆(X∆(tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆))

+

∫ t

tk

f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))ds+

∫ t

tk

g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))dB(s). (2.2.14)

Mo�e se zakǉuqiti da je x∆(tk)= x̄∆(tk)=X∆(tk), za svako k∈{−M,−(M−1),
. . . , N}, odnosno, diskretno i neprekidno seqeno rexeǌe Ojler–Marujame
se poklapaju u taqkama particije. Imaju�i u vidu da za t ∈ [0, T ] postoji
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jedinstven ceo broj k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}, tako da t ∈ [tk, tk+1), iz (2.2.12),
(2.2.11) i (2.2.9), respektivno, sledi da je

|z̄∆(t)| = |Zk(t)|

≤
(
1− t− tk

∆

)
|ȳ∆(tk−1)|+

t− tk
∆

|ȳ∆(tk)|

≤
(
1− t− tk

∆

)
sup

−τ≤s≤t
|x∆(s)|+

t− tk
∆

sup
−τ≤s≤t

|x∆(s)|

≤ sup
−τ≤s≤t

|x∆(s)|, (2.2.15)

odnosno va�i da je

E|z̄∆(t)|p ≤ 2p−1 sup
−τ≤s≤t

E|x∆(s)|p. (2.2.16)

Sa druge strane, na osnovu definicije (2.2.9), za t∈ [0, T ], dobija se da je

E|ȳ∆(t)|p=E|X∆(tk − I∆[δ(tk)]∆)|p≤ sup
−τ≤tj≤t

E|X∆(tj)|p≤ sup
−τ≤s≤t

E|x∆(s)|p. (2.2.17)

Xtavixe, za svako t ∈ [0, T ], sledi da je

E|x̄∆(t)|p≤ sup
0≤s≤t

E|x̄∆(s)|p= sup
0≤tk≤t

E|X∆(tk)|p= sup
0≤tk≤t

E|x∆(tk)|p≤ sup
0≤s≤t

E|x∆(s)|p.

U narednoj lemi dokazuje se da seqena funkcija u∆ veoma dobro quva
svojstvo neutralnog qlana u, opisano Pretpostavkom H2.

Lema 2.2.1 Neka va�i Pretpostavka H2. Tada, za k∈(0, 1) i svako x, y∈Rd,
va�i da je

|u∆(x)− u∆(y)| ≤ k|x− y|. (2.2.18)

Xtavixe, za svako x ∈ Rd, va�i slede�a nejednakost

|u∆(x)| ≤ k|x|. (2.2.19)

Dokaz. Neka su x, y ∈ Rd proizvoǉni, tako da je x ̸= 0 i y ̸= 0. Tada, za
x, y ∈ Rd, za koje je |x| ≤ µ−1(h(∆)) i |y| ≤ µ−1(h(∆)), (2.2.18) odmah sledi.

Sa druge strane, za x = (x1, x2, ..., xd) i y = (y1, y2, ..., yd), za koje va�i da
je |x| > µ−1(h(∆)) i |y| > µ−1(h(∆)), na osnovu Pretpostavke H2, dobija se
da je

|u∆(x)− u∆(y)|2 (2.2.20)

= |u(π∆(x))− u(π∆(y))|2

≤ k2|π∆(x)− π∆(y)|2

= k2
(
µ−1(h(∆))

)2 ∣∣∣∣ x|x| − y

|y|

∣∣∣∣2
= k2

(
µ−1(h(∆))

)2[( x1
|x|

− y1
|y|

)2

+

(
x2
|x|

− y2
|y|

)2

+ · · ·+
(
xd
|x|

− yd
|y|

)2
]

= k2
(
µ−1(h(∆))

)2(x21 + · · ·+ x2d
|x|2

−2
x1y1 + · · ·+ xdyd

|x||y|
+
y21 + · · ·+ y2d

|y|2

)
.
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Za |x| ≤ |y|, sledi da je

|u∆(x)− u∆(y)|2

≤ k2
(
µ−1(h(∆))

)2((x1 − y1)
2 + · · ·+ (xd − yd)

2

|x|2

+2
x1y1 + · · ·+ xdyd

|x|2

(
1− |x|

|y|

)
− y21 + · · ·+ y2d

|x|2
+ 1

)
= k2

(
µ−1(h(∆))

)2( |x− y|2

|x|2
+2

x1y1 + · · ·+ xdyd
|x|2

(
1− |x|

|y|

)
− |y|2

|x|2
+ 1

)
.

Sada se, na osnovu nejednakosti Koxi–Xvarca, dobija da je

|u∆(x)− u∆(y)|2 ≤ k2
(
µ−1(h(∆))

)2( |x− y|2

|x|2
+ 2

|x||y|
|x|2

(
1− |x|

|y|

)
− |y|2

|x|2
+ 1

)
= k2

(
µ−1(h(∆))

)2( |x− y|2

|x|2
+ 2

|y|
|x|

− 1− |y|2

|x|2

)
= k2

(µ−1(h(∆)))
2

|x|2
|x− y|2 − k2

(
µ−1(h(∆))

)2(
1− |y|

|x|

)2

≤ k2
(µ−1(h(∆)))

2

|x|2
|x− y|2.

Kako je µ−1(h(∆))/|x| < 1, mo�e se zakǉuqiti da nejednakost (2.2.18) va�i.
U sluqaju kada je |y| < |x|, na osnovu (2.2.20), dobija se da je

|u∆(x)− u∆(y)|2

≤ k2
(
µ−1(h(∆))

)2(
1 + 2

x1y1 + · · ·+ xdyd
|y|2

(
1− |y|

|x|

)
−x

2
1 + · · ·+ x2d

|y|2
+

(x1 − y1)
2 + · · ·+ (xd − yd)

2

|y|2

)
= k2

(
µ−1(h(∆))

)2(
1+2

x1y1 + · · ·+ xdyd
|y|2

(
1− |y|

|x|

)
− |x|2

|y|2
+

|x− y|2

|y|2

)
.

Sada, nejednakost Koxi–Xvarca implicira

|u∆(x)− u∆(y)|2 ≤ k2
(
µ−1(h(∆))

)2(
1 + 2

|x||y|
|y|2

(
1− |y|

|x|

)
− |x|2

|y|2
+

|x− y|2

|y|2

)
= k2

(
µ−1(h(∆))

)2( |x− y|2

|y|2
+ 2

|x|
|y|

− 1− |x|2

|y|2

)
= k2

(µ−1(h(∆)))
2

|y|2
|x− y|2 − k2

(
µ−1(h(∆))

)2(
1− |x|

|y|

)2

< k2
(µ−1(h(∆)))

2

|y|2
|x− y|2.

Stoga, na osnovu uslova µ−1(h(∆))/|y| < 1, sledi nejednakost (2.2.18).
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Za x, y ∈ Rd, takve da je |x| > µ−1(h(∆)) i |y| ≤ µ−1(h(∆)), uzimaju�i u
obzir Pretpostavku H2, kao i nejednakost Koxi–Xvarca, sledi da je

|u∆(x)− u∆(y)|2 = |u(π∆(x))− u(π∆(y))|2

≤ k2|π∆(x)− π∆(y)|2

= k2
∣∣∣∣µ−1(h(∆))

|x|
x− y

∣∣∣∣2
= k2

[(
µ−1(h(∆))

|x|
x1−y1

)2

+ · · ·+
(
µ−1(h(∆))

|x|
xd−yd

)2
]

≤ k2
[
(µ−1(h(∆)))2 − 2

µ−1(h(∆))

|x|
(x1y1 + · · ·+ xdyd) + |y|2

]
= k2

[
|x− y|2 + 2(x1y1 + · · ·+ xdyd)

(
1− µ−1(h(∆))

|x|

)

+

(
µ−1(h(∆))

|x|

)2

|x|2 − |x|2
]

≤ k2
[
|x− y|2 + 2|x||y|

(
1− µ−1(h(∆))

|x|

)
−|x|2

(
1− µ−1(h(∆))

|x|

)(
1 +

µ−1(h(∆))

|x|

)]
= k2

[
|x− y|2−|x|2

(
1−µ−1(h(∆))

|x|

)(
1+

(µ−1(h(∆)))

|x|
−2

|y|
|x|

)]
.

Kako je |x| > µ−1(h(∆)) ≥ |y|, relacija (2.2.18) va�i.
Na isti naqin, mo�e se dobiti nejednakost (2.2.18) za x, y ∈ Rd, za koje

je µ−1(h(∆)) ≤ |x| i µ−1(h(∆)) > |y|.
U sluqaju kada je jedan od vektora x i y nula vektor, tj. na primer

y = 0, na osnovu (1.5.23) sledi da je

|u∆(x)− u∆(y)| = |u(π∆(x))| ≤ k|π∆(x)| ≤ k|x| = k|x− y|.

Ako je x = 0 i y = 0, tada (2.2.18) oqigledno va�i. Potrebno je naglasiti
da tako�e va�i i (2.2.19). □

U nastavku se dokazuje lema koja tvrdi da, ako za funkcije f, g i u
va�i Pretpostavka H′

4, tada za seqene funkcije f∆, g∆ i u∆ va�i uslov
Hasminskog, tj. Pretpostavka H4.

Lema 2.2.2 Neka va�i Pretpostavka H′
4. Tada, za svako ∆ ∈ (0, 1) i svako

x, y ∈ Rd, va�i da je

(x− u∆(y))
Tf∆(x, y) +

p− 1

2
|g∆(x, y)|2 ≤ K̄(1 + |x|2 + |y|2), (2.2.21)

gde je K̄ = 3
2
K
(
1 ∨ 1

µ−1(h(1))

)
.
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Dokaz. Fiksira se proizvoǉno ∆ ∈ (0, 1). Za vrednosti x, y ∈ Rd, takve
da je |x| ∨ |y| < µ−1(h(∆)), na osnovu Pretpostavke H′

4, nejednakost (2.2.21)
oqigledno va�i za a = 1.

Neka je sada |x| ∧ |y| ≥ µ−1(h(∆)). Tada je

(x− u∆(y))
Tf∆(x, y) +

p− 1

2
|g∆(x, y)|2

= (x− u(π∆(y)))
Tf(π∆(x), π∆(y)) +

p− 1

2
|g(π∆(x), π∆(y))|2

=
|x|

µ−1(h(∆))

[(
π∆(x)−

µ−1(h(∆))

|x|
u(π∆(y))

)T

f(π∆(x), π∆(y))

+
p− 1

2

µ−1(h(∆))

|x|
|g(π∆(x), π∆(y))|2

]
≤ |x|
µ−1(h(∆))

[(
π∆(x)−

µ−1(h(∆))

|x|
u(π∆(y))

)T

f(π∆(x), π∆(y))

+
p− 1

2
|g(π∆(x), π∆(y))|2

]
.

Dakle, na osnovu Pretpostavke H′
4, mo�e se zakǉuqiti da je

(x− u∆(y))
Tf∆(x, y) +

p− 1

2
|g∆(x, y)|2

≤ |x|
µ−1(h(∆))

K

[
1 + |π∆(x)|2 +

µ−1(h(∆))

|x|
|π∆(y)|2

]
= K

[
|x|

µ−1(h(∆))
+
µ−1(h(∆))

|x|
|x|2 + |π∆(y)|2

]
≤ K

[
|x|

µ−1(h(∆))
+ |x|2 + |y|2

]
.

Sa druge strane, ako je |x| ≥ µ−1(h(∆)) i y < µ−1(h(∆)), tada Pretpostavka
H′

4 implicira

(x− u∆(y))
Tf∆(x, y) +

p− 1

2
|g∆(x, y)|2

= (x− u(y))Tf(π∆(x), y) +
p− 1

2
|g(π∆(x), y)|2

≤ |x|
µ−1(h(∆))

[(
π∆(x)−

µ−1(h(∆))

|x|
u(y)

)T

f(π∆(x), y) +
p− 1

2
|g(π∆(x), y)|2

]

≤ |x|
µ−1(h(∆))

K

[
1 + |π∆(x)|2 +

µ−1(h(∆))

|x|
|y|2
]

= K

[
|x|

µ−1(h(∆))
+
µ−1(h(∆))

|x|
|x|2 + |y|2

]
≤ K

[
|x|

µ−1(h(∆))
+ |x|2 + |y|2

]
.
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Ako je |x| ∧ |y| ≥ µ−1(h(∆)) ili |x| ≥ µ−1(h(∆)) i y < µ−1(h(∆)), va�i da
je

(x− u∆(y))
Tf∆(x, y) +

p− 1

2
|g∆(x, y)|2 ≤ K

[
|x|

µ−1(h(∆))
+ |x|2 + |y|2

]
.

Na osnovu relacije µ−1(h(∆)) ≥ µ−1(h(1)), sledi da je

(x− u∆(y))
Tf∆(x, y) +

p− 1

2
|g∆(x, y)|2 ≤ K

[
|x|

µ−1(h(1))
+ |x|2 + |y|2

]
≤ K

(
1 ∨ 1

µ−1(h(1))

)[
|x|+ |x|2 + |y|2

]
≤ K̄

[
1 + |x|2 + |y|2

]
,

gde je K̄ = 3
2
K
(
1 ∨ 1

µ−1(h(1))

)
.

Konaqno, kada je |y| ≥ µ−1(h(∆)) i x < µ−1(h(∆)), primeǌuju�i Pret-
postavku H′

4, za a = 1, dobija se da je

(x− u∆(y))
Tf∆(x, y) +

p− 1

2
|g∆(x, y)|2

= (x− u(π∆(y)))
Tf(x, π∆(y)) +

p− 1

2
|g(x, π∆(y))|2

≤ K
[
1 + |x|2 + |π∆(y)|2

]
≤ K̄

[
1 + |x|2 + |y|2

]
,

qime je dokaz zavrxen. □

2.2.2 Lp-ocena seqenog rexeǌa Ojler–Marujame
Glavni ciǉ u ovom odeǉku je ocena momenta reda p ≥ 2 seqenog re-

xeǌa Ojler–Marujame (2.2.13) koje odgovara jednaqini (2.0.1). U tom
smislu, najpre se dokazuje nekoliko pomo�nih tvr�eǌa koja su bitna za
dokazivaǌe glavnih rezultata ovog odeǉka.

Lema 2.2.3 Ako va�e Pretpostavke H2, H3, H′
5 i H6, zajedno sa (2.1.28),

tada, za svako ∆ ∈ (0, 1), za svaki ceo broj l > 1 i p̂ ∈ [2, p], va�i da je

E sup
−M≤k≤N

|X∆(tk)−X∆(tk−1)|p̂ ≤ c̃∆
p̂
2 + c̃l∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂, (2.2.22)

gde su konstante c̃, c̃l > 0 nezavisne od ∆ i konstanta c̃l je zavisna od l.

Dokaz. Neka je ∆ ∈ (0, 1) proizvoǉan i fiksiran broj. Na osnovu (2.2.6),
(2.2.7) i Pretpostavke H′

5, dobija se da je

E sup
−M+1≤k≤0

|X∆(tk)−X∆(tk−1)|p̂ = E sup
−M≤k≤0

|ξ(tk)−ξ(tk−1)|p̂≤Cξ∆
p̂
2 . (2.2.23)
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Kada je k ∈ {1, 2, . . . , N + 1}, iz (2.2.8) sledi da je

X∆(tk)−X∆(tk−1)

= u∆(X∆ (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆))− u∆(X∆ (tk−2 − I∆[δ(tk−2)]∆))

+ f∆ (X∆(tk−1), X∆ (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆))∆

+ g∆ (X∆(tk−1), X∆ (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆))∆Bk−1.

Primenom elementarne nejednakosti (1.4.1), kao i (2.2.18), sledi da je

E sup
1≤k≤N

|X∆(tk)−X∆(tk−1)|p̂ (2.2.24)

≤ ϵpk
p̂

ϵ
E sup

1≤k≤N
|X∆ (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆)−X∆ (tk−2 − I∆[δ(tk−2)]∆) |p̂

+ 2p̂−1
[
1 + ϵ

1
p̂−1

]p̂−1

E sup
1≤k≤N

|f∆ (X∆(tk−1), X∆ (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆)) |p̂∆p̂

+ 2p̂−1
[
1 + ϵ

1
p̂−1

]p̂−1

E sup
1≤k≤N

|g∆(X∆(tk−1), X∆ (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆))∆Bk−1|p̂.

U nastavku se svaki qlan prethodne sume oceǌuje posebno.
Kako je na osnovu Pretpostavke H3, (k−1)−I∆[δ(tk−1)] ≥ (k−2)−I∆[δ(tk−2)],

za svako k ∈ {1, 2, . . . , N+1}, primenom (2.1.30) i elementarne nejednakosti
(1.4.5), zakǉuquje se da je

|X∆ (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆)−X∆ (tk−2 − I∆[δ(tk−2)]∆) |p̂

≤ (3 + ⌊η⌋)p̂−1

(k−1)−I∆[δ(tk−1)]∑
j=(k−2)−I∆[δ(tk−2)]+1

|X∆(tj)−X∆(tj−1)|p̂

≤ (3 + ⌊η⌋)p̂ sup
−M≤j≤N

|X∆(tj)−X∆(tj−1)|p̂. (2.2.25)

Dakle, ocena dela prvog sabirka desne strane nejednakosti (2.2.24) data
je sa

E sup
1≤k≤N+1

|X∆ (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆)−X∆ (tk−2 − I∆[δ(tk−2)]∆) |p̂

≤ (3 + ⌊η⌋)p̂E sup
−M≤k≤N

|X∆ (tk)−X∆ (tk−1) |p̂. (2.2.26)

Sa druge strane, na osnovu (2.2.5), dobija se ocena dela drugog sabirka
u (2.2.24), odnosno

E sup
1≤k≤N

|f∆ (X∆(tk−1), X∆ (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆)) |p̂ ≤ (h(∆))p̂. (2.2.27)

Primenom (2.2.5), kao i Helderove nejednakosti, za svaki ceo broj l > 1,
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va�i da je

E sup
1≤k≤N

|g∆ (X∆(tk−1), X∆ (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆))∆Bk−1|p̂

≤ E

(
sup

1≤k≤N
|g∆ (X∆(tk−1), X∆ (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆)) |p̂ sup

1≤k≤N
|∆Bk−1|p̂

)
≤ (h(∆))p̂

[
E

(
sup

0≤k≤N−1
|∆Bk|2p̂l

)] 1
2l

≤ (h(∆))p̂

[
N−1∑
k=0

E|∆Bk|2p̂l
] 1

2l

. (2.2.28)

Zamenom (2.1.35) u (2.2.28), dobija se ocena dela tre�eg sabirka iz (2.2.24),
tj.

E sup
1≤k≤N

|g∆ (X∆(tk−1), X∆ (tk−1 − I∆ [δ(tk−1)]∆))∆Bk−1|p̂

≤ (h(∆))p̂

[
N−1∑
k=0

mp̂l(2p̂l − 1)!!∆p̂l

] 1
2l

≤ m
p̂
2 (T (2p̂l − 1)!!)

1
2l (h(∆))p̂∆

p̂l−1
2l . (2.2.29)

Tako�e, zamenom (2.2.26), (2.2.27) i (2.2.29) u (2.2.24) i imaju�i u vidu
da je ∆ ∈ (0, 1), sledi da je

E sup
1≤k≤N

|X∆(tk)−X∆(tk−1)|p̂

≤
[
1 + ϵ

1
p̂−1

]p̂−1 kp̂

ϵ
(3 + ⌊η⌋)p̂E sup

−M≤k≤N
|X∆ (tk)−X∆ (tk−1) |p̂

+ 2p̂−1
[
1 + ϵ

1
p̂−1

]p̂−1 [
1 +m

p̂
2 (T (2p̂l − 1)!!)

1
2l

]
(h(∆))p̂∆

p̂l−1
2l . (2.2.30)

Na osnovu (2.2.23) i (2.1.37), nejednakost (2.2.30) postaje

E sup
−M≤k≤N

|X∆(tk)−X∆(tk−1)|p̂

≤ Cξ∆
p̂
2 + γE sup

−M≤k≤N
|X∆(tk)−X∆(tk−1)|p̂

+ 2p̂−1
[
1 + ϵ̄

1
p̂−1

]p̂−1 [
1 +m

p̂
2 (T (2p̂l − 1)!!)

1
2l

]
∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂.

Dakle, dobija se da je

E sup
−M≤k≤N

|X∆(tk)−X∆(tk−1)|p̂ ≤ c̃∆
p̂
2 + c̃l∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂,

gde je

c̃ =
Cξ

1− γ
, c̃l =

2p̂−1

1− γ

[
1 + ϵ̄

1
p̂−1

]p̂−1 [
1 +m

p̂
2 (T (2p̂l − 1)!!)

1
2l

]
,

qime je dokaz zavrxen. □
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Posledica 2.2.1 Neka va�e uslovi Leme 2.2.3. Tada, za svaki ceo broj l > 1
i p̂ ∈ [2, p], va�i da je

E sup
−∆≤t≤T

|ȳ∆(t)− z̄∆(t)|p̂ ≤ c̄∆
p̂
2 + c̄l∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂, (2.2.31)

E|x∆(t)− x̄∆(t)|p̂ ≤ c′∆
p̂
2 + c′l∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂, t ∈ [0, T ], (2.2.32)

gde su konstante c̄, c′, c̄l, c′l > 0 nezavisne od ∆ i c̄l, c′l zavisne od l.

Dokaz. Neka su ∆ ∈ (0, 1) i t ∈ [0, T ] proizvoǉni fiksirani brojevi. Tada
postoji jedinstven ceo broj k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}, tako da je t ∈ [tk, tk+1).

Kako bi se dokazala relacija (2.2.31), najpre se na osnovu (2.2.9)–
(2.2.12) zakǉuquje da je

|ȳ∆(t)− z̄∆(t)|p̂

= |X∆(tk − I∆[δ(tk)]∆)− Zk(t)|p̂

=

(
1− s− tk

∆

)p̂

|X∆(tk − I∆[δ(tk)]∆)−X∆(tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆)|p̂

≤ |X∆(tk − I∆[δ(tk)]∆)−X∆(tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆)|p̂ .

Imaju�i u vidu (2.2.25), dobija se da je

E sup
−∆≤t≤T

|ȳ∆(t)− z̄∆(t)|p̂ ≤ (3 + ⌊η⌋)p̂E sup
−M≤k≤N

|X∆(tk)−X∆(tk−1)|p̂.

Sada primenom Leme 2.2.3, sledi relacija (2.2.31) za

c̄ = (3 + ⌊η⌋)p̂c̃, c̄l = (3 + ⌊η⌋)p̂c̃l.

Sa druge strane, da bi se dokazala relacija (2.2.32), potrebno je naj-
pre primetiti da, na osnovu (2.2.14), kao i (2.2.9), va�i da je

E|x∆(t)− x̄∆(t)|p̂ (2.2.33)

≤ 3p̂−1E|u∆(Zk(t))− u∆(X∆(tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆))|p̂

+3p̂−1

[
E
∣∣∣ ∫ t

tk

f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))ds
∣∣∣p̂+E∣∣∣ ∫ t

tk

g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))dB(s)
∣∣∣p̂].

Tako�e, na osnovu (2.2.18), (2.2.10) i (2.2.9), respektivno, a zatim (2.2.26)
i Leme 2.2.3, dobija se da je

E|u∆(Zk(t))− u∆(X∆(tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆))|p̂ (2.2.34)

≤ kp̂E|Zk(t)−X∆(tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆)|p̂

≤ kp̂E|X∆(tk − I∆[δ(tk)]∆)−X∆(tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆)|p̂

≤ kp̂(3 + ⌊η⌋)p̂E sup
−M≤k≤N

|X∆ (tk)−X∆ (tk−1) |p̂

≤ kp̂(3 + ⌊η⌋)p̂
(
c̃∆

p̂
2 + c̃l∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂

)
.

68



2.2. Seqena metoda Ojler–Marujame

Primenom nejednakosti Heldera i Burkholder–Dajvis–Gandija, a zatim
relacije (2.2.5), sledi da je

E
∣∣∣ ∫ t

tk

f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))ds
∣∣∣p̂ + E

∣∣∣ ∫ t

tk

g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))dB(s)
∣∣∣p̂ (2.2.35)

≤ (t− tk)
p̂−1

∫ t

tk

E|f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))|p̂ds

+

(
p̂(p̂− 1)

2

) p̂
2

(t− tk)
p̂
2
−1

∫ t

tk

E |g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))|p̂ ds

≤ ∆p̂(h(∆))p̂ +

(
p̂(p̂− 1)

2

) p̂
2

∆
p̂
2 (h(∆))p̂.

Zamenom (2.2.34) i (2.2.35) u (2.2.33), a kako je ∆ ∈ (0, 1), dobija se da je

E|x∆(t)− x̄∆(t)|p̂ ≤ 3p̂−1

[
kp̂(3 + ⌊η⌋)p̂

(
c̃∆

p̂
2 + c̃l∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂

)
+∆p̂(h(∆))p̂ +

(
p̂(p̂− 1)

2

) p̂
2

∆
p̂
2 (h(∆))p̂

]
≤ c′∆

p̂
2 + c′l∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂, t ∈ [0, T ],

gde je

c′ = 3p̂−1kp̂(3 + ⌊η⌋)p̂c̃, c′l = 3p̂−1

[
kp̂(3 + ⌊η⌋)p̂c̃l + 1 +

(
p̂(p̂− 1)

2

) p̂
2

]
.

□

Lema 2.2.4 Neka va�e uslovi Leme 2.2.1. Tada, za svako t ∈ [0, T ] i p ≥ 2,
va�i da je

sup
0≤s≤t

E|x∆(s)|p≤
k

1−k
sup

−τ≤s≤0
E|ξ(s)|p+ 1

(1−k)p
sup
0≤s≤t

E|x∆(s)−u∆(z̄∆(s))|p.

Dokaz. Neka je ϵ > 0 proizvoǉno. Na osnovu elementarne nejednakosti
(1.4.1), kao i (2.2.19), sledi da je, za svako t ∈ [0, T ],

|x∆(t)|p = |x∆(t)− u∆(z̄∆(t)) + u∆(z̄∆(t))|p

≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1
(
|x∆(t)− u∆(z̄∆(t))|p +

|u∆(z̄∆(t))|p

ϵ

)
≤
[
1 + ϵ

1
p−1

]p−1
(
|x∆(t)− u∆(z̄∆(t))|p + kp

|z̄∆(t)|p

ϵ

)
.

Odabirom ϵ =
[

k
1−k

]p−1
, i primenom (2.2.15) zakǉuquje se da je

E|x∆(t)|p ≤
1

(1− k)p−1
E|x∆(t)−u∆(z̄∆(t))|p+k sup

−τ≤s≤0
E|ξ(s)|p+k sup

0≤s≤t
E|x∆(t)|p.
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Stoga, va�i da je

sup
0≤s≤t

E|x∆(s)|p≤
k

1−k
sup

−τ≤s≤0
E|ξ(s)|p+ 1

(1−k)p
sup
0≤s≤t

E|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p,

qime je dokaz zavrxen. □

Naredna lema daje dovoǉne uslove ograniqenosti momenta reda p̂ > 0
neprekidnog seqenog rexeǌa Ojler–Marujame {x∆(t), t ∈ [−τ, T ]}, xto je od
znaqaja za dokaz glavnih rezultata ovog poglavǉa.

Lema 2.2.5 Neka va�e uslovi Leme 2.2.3, zajedno sa Pretpostavkom H′
4.

Tada, za p̂ ∈ (0, p], va�i da je

sup
0<∆≤1

sup
0≤t≤T

E|x∆(t)|p̂ ≤ C, (2.2.36)

gde je C = C(T, p̂, l, K̄, k, ξ) pozitivna realna konstanta, nezavisna od ∆.

Dokaz. Najpre se razmatra sluqaj kada je p̂ ∈ (2, p]. Neka su ∆ ∈ (0, 1) i
T > 0 proizvoǉni fiksirani brojevi.

Primenom formule Itoa, na osnovu (2.2.13) se dobija da je, za t ∈ [0, T ],

E|x∆(t)− u∆(z̄∆(t))|p̂

≤ E|ξ(0)− u∆(X∆(−∆− I∆[δ(−∆)]∆))|p̂

+ p̂E

∫ t

0

|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂−2(x∆(s)− u∆(z̄∆(s)))
Tf∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))ds

+
p̂(p̂− 1)

2
E

∫ t

0

|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂−2|g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))|2ds

+ p̂E

∫ t

0

|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂−2(x∆(s)− u∆(z̄∆(s)))
Tg∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))dB(s)

≤ E|ξ(0)− u∆(X∆(−∆− I∆[δ(−∆)]∆))|p̂

+ p̂E

∫ t

0

|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂−2

×
(
(x∆(s)− u∆(z̄∆(s)))

Tf∆(x̄∆(s), ȳ∆(s)) +
p̂− 1

2
|g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))|2

)
ds.

Xtavixe, za svako t ∈ [0, T ], va�i da je

E|x∆(t)− u∆(z̄∆(t))|p̂ (2.2.37)

≤ E|ξ(0)− u∆(X∆(−∆− I∆[δ(−∆)]∆))|p̂

+ p̂E

∫ t

0

|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂−2

×
(
(x̄∆(s)− u∆(ȳ∆(s)))

Tf∆(x̄∆(s), ȳ∆(s)) +
p̂− 1

2
|g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))|2

)
ds

+ p̂E

∫ t

0

|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂−2

× (x∆(s)− x̄∆(s)− u∆(z̄∆(s)) + u∆(ȳ∆(s)))
Tf∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))ds.
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U nastavku se svaki qlan sume na desnoj strani prethodne nejednakosti
oceǌuje posebno. Dakle, na osnovu (2.2.19), ocena prvog sabirka je

E|ξ(0)− u∆(X∆(−∆− I∆[δ(−∆)]∆))|p̂

≤ 2p̂−1
(
E|ξ(0)|p̂ + kp̂E|X∆(−∆− I∆[δ(−∆)]∆)|p̂

)
≤ 2p̂−1(1 + kp̂) sup

−τ≤s≤0
E|ξ(s)|p̂. (2.2.38)

U oceni drugog sabirka primeǌuje se Lema 2.2.2, kao i elementarna ne-
jednakost (1.4.3), tj. za ϵ = 1

4K̄(p̂−2)T
, dobija se da je

p̂E

∫ t

0

|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂−2

×
(
(x̄∆(s)− u∆(ȳ∆(s)))

Tf∆(x̄∆(s), ȳ∆(s)) +
p̂− 1

2
|g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))|2

)
ds

≤ p̂K̄E

∫ t

0

|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂−2
(
1 + |x̄∆(s)|2 + |ȳ∆(s)|2

)
ds

≤ 1

4T
E

∫ t

0

|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂ds

+ 2K̄[4K̄(p̂− 2)T ]
p̂−2
p̂ E

∫ t

0

(1 + |x̄∆(s)|2 + |ȳ∆(s)|2)
p̂
2ds

≤ 1

4T
E

∫ t

0

|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂ds

+ 2K̄[4K̄(p̂− 2)T ]
p̂−2
p̂ 3

p̂
2
−1E

∫ t

0

(1 + |x̄∆(s)|p̂ + |ȳ∆(s)|p̂)ds. (2.2.39)

Tako�e, u oceni tre�eg sabirka, primena nejednakosti (1.4.3) daje

p̂E

∫ t

0

|x∆(s)−u∆(z̄∆(s))|p̂−2(x∆(s)−x̄∆(s)−u∆(z̄∆(s))+u∆(ȳ∆(s)))Tf∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))ds

≤ (p̂− 2)ϵE

∫ t

0

|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂ds

+
2

ϵ(p̂−2)/2
E

∫ t

0

|x∆(s)−x̄∆(s)− u∆(z̄∆(s))+u∆(ȳ∆(s))|
p̂
2|f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))|

p̂
2ds. (2.2.40)

Na osnovu (2.2.5), Helderove nejednakosti i Teoreme Fubinija, sledi

E

∫ t

0

|x∆(s)− x̄∆(s)− u∆(z̄∆(s)) + u∆(ȳ∆(s))|
p̂
2 |f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))|

p̂
2ds

≤ (h(∆))
p̂
2

∫ t

0

(
E|x∆(s)− x̄∆(s)− u∆(z̄∆(s)) + u∆(ȳ∆(s))|p̂

) 1
2
ds

≤ 2
p̂−1
2 (h(∆))

p̂
2

∫ t

0

[
E|x∆(s)− x̄∆(s)|p̂ + E|u∆(z̄∆(s))− u∆(ȳ∆(s))|p̂

] 1
2
ds.

Imaju�i u vidu da je p̂ ∈ (2, p] i primenom (2.2.32), (2.2.18) i (2.2.31),
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respektivno, va�i da je

E

∫ t

0

|x∆(s)− x̄∆(s)− u∆(z̄∆(s)) + u∆(ȳ∆(s))|
p̂
2 |f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))|

p̂
2ds

≤ 2
p̂−1
2 (h(∆))

p̂
2

∫ t

0

(
c′∆

p̂
2 + c′l∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂ + kp̂E|z̄∆(s)− ȳ∆(s)|p̂

) 1
2
ds

≤ 2
p̂−1
2 (h(∆))

p̂
2T
[(
c′ + kp̂c̄

)
∆

p̂
2 +

(
c′l + kp̂c̄l

)
∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂

)] 1
2

≤ 2
p̂−1
2 T
[(
c′ + kp̂c̄

) 1
2 (
∆

1
2h(∆)

) p̂
2 +

(
c′l + kp̂c̄l

) 1
2 (
∆

1−1/(p̂l)
4 h(∆)

)p̂)]
.

Za ϵ0 ∈ (0, 1), mo�e se na�i dovoǉno veliko l > 1, tako da je l ≥ 1
p̂ϵ0

. Stoga,
kako je ∆ ∈ (0, 1), na osnovu (2.2.3) i prethodne ocene sledi da je

E

∫ t

0

|x∆(s)− x̄∆(s)− u∆(z̄∆(s)) + u∆(ȳ∆(s))|
p̂
2 |f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))|

p̂
2ds ≤ Cl,

gde je

Cl = 2
p̂−1
2 T
[(
c′ + kp̂c̄

) 1
2
ĥ

p̂
2 +

(
c′l + kp̂c̄l

) 1
2
ĥp̂
)]
.

Zamenom posledǌe nejednakosti u (2.2.40), za ϵ = 1
4(p̂−2)T

, dobija se da je

p̂E

∫ t

0

|x∆(s)−u∆(z̄∆(s))|p̂−2(x∆(s)−x̄∆(s)−u∆(z̄∆(s))+u∆(ȳ∆(s)))Tf∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))ds

≤ 1

4T
E

∫ t

0

|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂ds+ 2(4(p̂− 2)T )
p̂−2
2 Cl. (2.2.41)

Kako je t ∈ [0, T ] proizvoǉno, zamenom (2.2.38), (2.2.39) i (2.2.41) u (2.2.37),
sledi da je

sup
0≤s≤t

E|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂

≤ 2p̂−1(1 + kp̂) sup
−τ≤s≤0

E|ξ(s)|p̂ + 1

2
sup
0≤s≤t

E|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂

+ 2K̄[4K̄(p̂− 2)T ]
p̂−2
p̂ 3

p̂
2
−1

∫ t

0

(1 + E|x̄∆(s)|p̂ + E|ȳ∆(s)|p̂)ds+ 2(4(p̂− 2)T )
p̂−2
2 Cl.

Dakle, na osnovu (2.2.9), zakǉuquje se da je

sup
0≤s≤t

E|x∆(s)− u∆(z̄∆(s))|p̂ (2.2.42)

≤ 2p̂(1 + kp̂) sup
−τ≤s≤0

E|ξ(s)|p̂

+ 4K̄[4K̄(p̂− 2)T ]
p̂−2
p̂ 3

p̂
2
−1

∫ t

0

(
1 + 2 sup

0≤u≤r
E|x∆(u)|p̂

)
dr + 4(4(p̂− 2)T )

p̂−2
2 Cl

≤ 2p̂(1 + kp̂) sup
−τ≤s≤0

E|ξ(s)|p̂ + 4K̄[4K̄(p̂− 2)T ]
p̂−2
p̂ 3

p̂
2
−1T + 4(4(p̂− 2)T )

p̂−2
2 Cl

+ 8K̄[4K̄(p̂− 2)T ]
p̂−2
p̂ 3

p̂
2
−1

∫ t

0

sup
0≤u≤r

E|x∆(u)|p̂dr.
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Zatim, primenom Leme 2.2.4, dobija se da je

sup
0≤s≤t

E|x∆(s)|p̂≤
(

k

1− k
+
2p̂(1+kp̂)

(1− k)p̂

)
sup

−τ≤s≤0
E|ξ(s)|p̂+Ml+N̄

∫ t

0

sup
0≤u≤r

E|x∆(u)|p̂dr,

gde je

N̄=
8K̄[4K̄(p̂− 2)T ]

p̂−2
p̂ 3

p̂
2
−1

(1− k)p̂
, Ml=

4K̄[4K̄(p̂− 2)T ]
p̂−2
p̂ 3

p̂
2
−1T + 4(4(p̂− 2)T )

p̂−2
2 Cl

(1− k)p̂
.

Dakle, va�i da je

sup
0≤s≤t

E|x∆(s)|p̂ ≤ Ql + N̄

∫ t

0

sup
0≤u≤r

E|x∆(u)|p̂dr,

gde je

Ql =

(
k

1− k
+

2p̂(1 + kp̂)

(1− k)p̂

)
sup

−τ≤s≤0
E|ξ(s)|p̂ +Ml.

Primenom Grunval–Belmanove leme sledi da je

sup
0≤s≤T

E|x∆(s)|p̂ ≤ Qle
N̄T ≡ Sl. (2.2.43)

Kako dobijena nejednakost va�i za svako ∆ ∈ (0, 1), dok je konstanta Sl

nezavisna od ∆, mo�e se uoqiti da je

sup
0<∆≤1

sup
0≤s≤T

E|x∆(s)|p̂ ≤ Sl.

Za p̂ ∈ (0, 2], na osnovu Helderove nejednakosti i primenom prethodnog
dela dokaza, dobija se da je

E|x∆(t)|p̂ ≤ (E|x∆(t)|p)
p̂
p ≤ S

p̂
p

l , t ∈ [0, T ].

Dakle, dokaz je zavrxen za C = Sl ∨ S
p̂
p

l . □

2.2.3 Lq-konvergencija seqenog rexeǌa Ojler–Marujame
Glavni ciǉ ovog odeǉka je ocena Lq-bliskosti seqenog rexeǌa Ojler–

Marujame (2.2.13) i taqnog rexeǌa jednaqine (2.0.1). U tom smislu, naj-
pre se dokazuje nekoliko pomo�nih tvr�eǌa koja su bitna za dokazivaǌe
glavnih rezultata ovog odeǉka.

U Teoremi 2.1.2 je dokazana ograniqenost momenta reda p taqnog re-
xeǌa jednaqine (2.0.1), qiji koeficijenti prenosa i difuzije zadovo-
ǉavaju globalni Lipxicov uslov. U nastavku se dokazuje lema na osnovu
koje se mo�e izvesti zakǉuqak o ograniqenosti momenta reda p ≥ 2 taqnog
rexeǌa, ali pod lokalnim Lipxicovim uslovom za koeficijente prenosa
i difuzije i uslovom Hasminskog.
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Lema 2.2.6 Neka va�e Pretpostavke H1 – H4 i neka je R0 dovoǉno veliki
prirodan broj, takav da va�i (2.1.4). Pored toga, neka je, za svaki prirodan
broj R ≥ R0, definisano vreme zaustavǉaǌa

τR = inf{t ≥ 0 : |x(t)| ≥ R}, (2.2.44)

gde je inf ∅ = ∞. Tada, za svako p ≥ 2, va�i da je

P{τR ≤ T} ≤ C
′

Rp
, (2.2.45)

gde je C
′
= C

′
(p, k,K, T, ξ) pozitivna realna konstanta.

Dokaz. Na osnovu formule Itoa i Pretpostavki H4 i H2, sledi da je

E|x(t ∧ τR)− u(x(t ∧ τR − δ(t ∧ τR)))|p

≤ E|ξ(0)− u(ξ(−δ(0)))|p + pE

∫ t∧τR

0

|x(s)− u(x(s− δ(s))|p−2

×
(
(x(s)−u(x(s−δ(s))))Tf(x(s), x(s−δ(s)))+ p− 1

2
|g(x(s), x(s−δ(s)))|2

)
ds

≤ E|ξ(0)− u(ξ(−δ(0))|p

+ pKE

∫ t∧τR

0

|x(s)− u(x(s− δ(s))|p−2(1 + |x(s)|2 + |x(s− δ(s))|2)ds

≤ E|ξ(0)− u(ξ(−δ(0))|p

+pK
(
2p−3∨1

)
E

∫ t∧τR

0

[
|x(s)|p−2+kp−2|x(s−δ(s))|p−2

]
(1+|x(s)|2+|x(s−δ(s))|2)ds.

Zatim, primenom elementarne nejednakosti (1.4.4), sledi da je

E|x(t ∧ τR)− u(x(t ∧ τR − δ(t ∧ τR)))|p

≤ E|ξ(0)− u(ξ(−δ(0))|p +K
(
2p−3 ∨ 1

)
2
(
1 + kp−2

)
T

+K
(
2p−3 ∨ 1

) [
3p− 4 + 2kp−2

]
E

∫ t

0

|x(s ∧ τR)|pds

+K
(
2p−3 ∨ 1

) [
2 + (3p− 4)kp−2

]
E

∫ t

0

|x(s ∧ τR − δ(s ∧ τR))|pds,

odnosno

E|x(t ∧ τR)− u(x(t ∧ τR − δ(t ∧ τR)))|p ≤ C1 + C2

∫ t

0

sup
0≤u≤s

E|x(u ∧ τR)|pds,

gde je

C1 = E|ξ(0)−u(ξ(−δ(0))|p+K
(
2p−3 ∨ 1

)
T
[
2+
(
2+(3p− 4)kp−2

)
sup

−τ≤s≤0
E|ξ(s)|p

]
,

C2 = K
(
2p−3 ∨ 1

) (
3p− 2 + (3p− 2)kp−2

)
.
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Dakle, va�i da je

sup
0≤u≤t

E|x(u∧τR)−u(x(u∧τR−δ(u∧τR)))|p≤C1+C2

∫ t

0

sup
0≤u≤s

E|x(u∧τR)|pds. (2.2.46)

Primenom istih argumenata kao u dokazu Leme 2.2.4, dobija se da je

sup
0≤u≤t

E|x(u ∧ τR)|p ≤
k

1− k
sup

−τ≤u≤0
E|ξ(u)|p

+
1

(1−k)p
sup
0≤u≤t

E|x(u ∧ τR)−u(x(u ∧ τR−δ(u ∧ τR)))|p.

Zameǌuju�i (2.2.46) u prethodnoj nejednakosti, sledi da je

sup
0≤u≤t

E|x(u ∧ τR)|p ≤ C̄1 + C̄2

∫ t

0

sup
0≤u≤s

E|x(s ∧ τR)|pds,

gde je

C̄1 =
k

1− k
sup

−τ≤u≤0
E|ξ(u)|p + C1

(1− k)p
, C̄2 =

C2

(1− k)p
.

Zatim, Grunval–Belmanova nejednakost implicira

sup
0≤u≤t

E|x(u ∧ τR)|p ≤ C̄1e
TC̄2 ≡ C

′
.

Specijalno, mo�e se zakǉuqiti da je E|x(T ∧ τR)|p ≤ C
′
, tako da je

RpP{τR ≤ T} ≤ C
′
,

te sledi (2.2.45). □

Lema 2.2.7 Neka va�e uslovi Leme 2.2.3, zajedno sa Pretpostavkom H′
4.

Za svaki prirodan broj R ≥ R0, gde R0 zadovoǉava uslov (2.1.4) i ∆ ∈ (0, 1),
definixe se vreme zaustavǉaǌa

ρ∆,R = inf{t ≥ 0 : |x∆(t)| ≥ R}. (2.2.47)

Tada, za svako p ≥ 2, va�i da je

P{ρ∆,R ≤ T} ≤ C
′′

Rp
, (2.2.48)

gde je C
′′
= C

′′
(p, k, l, K̄, T, ξ) pozitivna realna konstanta.

Dokaz. Prate�i proceduru dokaza Leme 2.2.5, analogno oceni u (2.2.42),
za t ∈ [0, T ], dobija se da je

E|x∆(t ∧ ρ∆,R)− u∆(z̄∆(t ∧ ρ∆,R))|p

≤ 2p(1 + kp) sup
−τ≤s≤0

E|ξ(s)|p + 4K̄[4K̄(p− 2)T ]
p−2
p 3

p
2
−1T + 4(4(p− 2)T )

p−2
2 Cl

+ 8K̄[4K̄(p− 2)T ]
p−2
p 3

p
2
−1

∫ t

0

sup
0≤u≤r

E|x∆(u ∧ ρ∆,R)|pdr.
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Zatim, primeǌuju�i iste argumente kao u oceni (2.2.43), na osnovu pret-
hodne nejednakosti, zakǉuquje se da je

sup
0≤t≤T

E|x∆(t ∧ ρ∆,R)|p ≤ Sl ≡ C
′′
.

Na osnovu prethodne relacije sledi da je E|x∆(T ∧ ρ∆,R)|p ≤ C
′′
, tako da je

RpP{ρ∆,R ≤ T} ≤ C
′′
, te �eǉeno tvr�eǌe va�i. □

Sada su stvoreni uslovi za dokazivaǌe glavnih rezultata ovog odeǉka.
U nastavku se, za fiksiran proizvoǉan broj T > 0, dokazuje da je

lim
∆→0

E|x∆(T )− x(T )|q̂ = 0, lim
∆→0

E|x̄∆(T )− x(T )|q̂ = 0,

za svako q̂ ≥ 2.

Teorema 2.2.2 Neka va�e Pretpostavke H1–H4, H′
5 i H6, zajedno sa uslovom

(2.1.28). Tada, za svako q̂ ∈ [2, p), va�i da je

lim
∆→0

E|x∆(T )− x(T )|q̂ = 0, lim
∆→0

E|x̄∆(T )− x(T )|q̂ = 0. (2.2.49)

Dokaz. Neka su τR i ρ∆,R vremena zaustavǉaǌa, definisana sa (2.2.44) i
(2.2.47) respektivno, i neka je

θ∆,R = τR ∧ ρ∆,R, e∆(T ) = x∆(T )− x(T ).

Oqigledno, va�i da je

E|e∆(T )|q̂ = E
(
|e∆(T )|q̂I{θ∆,R>T}

)
+ E

(
|e∆(T )|q̂I{θ∆,R≤T}

)
. (2.2.50)

Neka je ϵ > 0 proizvoǉan broj i a, b > 0. Primenom elementarne nejed-
nakosti (1.4.4), sledi da je

aq̂b ≤ (ϵap)
q̂
p

(
b

p
p−q̂

ϵ
q̂

p−q̂

)1− q̂
p

≤ q̂ϵ

p
ap +

p− q̂

pϵ
q̂

p−q̂

b
p

p−q̂ ,

tako da je

E
(
|e∆(T )|q̂I{θ∆,R≤T}

)
≤ q̂ϵ

p
E|e∆(T )|p +

p− q̂

pϵ
q̂

p−q̂

P{θ∆,R ≤ T}. (2.2.51)

Na osnovu Teoreme 2.2.1 i Leme 2.2.5, sledi da postoji pozitivna kon-
stanta C̃, tako da je

E|e∆(T )|p ≤ 2p−1(E|x∆(T )|p + E|x(T )|p) ≤ C̃. (2.2.52)

Sa druge strane, Leme 2.2.6 i 2.2.7 daju

P{θ∆,R ≤ T} ≤ P{τR ≤ T}+ P{ρ∆,R ≤ T} ≤ C
′
+ C

′′

Rp
. (2.2.53)
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Na osnovu relacija (2.2.51)–(2.2.53), izraz (2.2.50) se mo�e oceniti kao

E|e∆(T )|q̂ ≤ E
(
|e∆(T )|q̂I{θ∆,R>T}

)
+
C̃q̂ϵ

p
+
p− q̂

pϵ
q̂

p−q̂

C
′
+ C

′′

Rp
. (2.2.54)

Neka je ε > 0 proizvoǉna konstanta. Mogu se odabrati dovoǉno mali broj
ϵ, tako da je C̃q̂ϵ/p ≤ ε/3, i dovoǉno velika konstanta R tako da je

p− q̂

pϵ
q̂

p−q̂

C
′
+ C

′′

Rp
≤ ε

3
.

Primenom relacije (2.2.54), za tako izabranu konstantu R, sledi da je

E|e∆(T )|q̂ ≤ E
(
|e∆(T )|q̂I{θ∆,R>T}

)
+

2ε

3
.

Ako se doka�e da, za svaki dovoǉno mali broj ϵ, va�i da je

E
(
|e∆(T )|q̂I{θ∆,R>T}

)
≤ ε

3
, (2.2.55)

onda se mo�e zakǉuqiti da je

lim
∆→0

E|e∆(T )|q̂ = 0.

Dakle, na osnovu (2.2.32), sledi da je

lim
∆→0

E|x(T )− x̄∆(T )|q̂ = 0,

te bi dokaz teoreme bio potpun. Shodno tome, kako bi se dokaz kompleti-
rao, potrebno je dokazati relaciju (2.2.55). U tom smislu se definixu
seqene funkcije

FR(x, y) = f

(
(|x| ∧R) x

|x|
, (|y| ∧R) y

|y|

)
,

GR(x, y) = g

(
(|x| ∧R) x

|x|
, (|y| ∧R) y

|y|

)
,

UR(y) = u

(
(|y| ∧R) y

|y|

)
,

za x, y ∈ Rd. Bez gubǉeǌa opxtosti, mo�e se pretpostaviti da je ∆∗ ve�
dovoǉno mali broj, tako da je µ−1(h(∆∗)) ≥ R. Dakle, za svako ∆ ∈ (0,∆∗],
sledi da je

f∆(x, y) = FR(x, y), g∆(x, y) = GR(x, y), u∆(y) = UR(y),

za x, y ∈ Rd, takve da je |x| ∨ |y| ≤ R. Sada se razmatra slede�a neutralna
SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem

d[z(t)−UR(z(t−δ(t)))]=FR(z(t), z(t−δ(t)))dt+GR(z(t), z(t−δ(t)))dB(t), (2.2.56)
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za t ≥ 0, sa poqetnim uslovom z(u) = ξ(u), u ∈ [−τ, 0]. Na osnovu Pretpo-
stavke H1 sledi da su funkcije FR(x, y) i GR(x, y) globalno Lipxic nepre-
kidne sa Lipxicovom konstantom KR. Sa druge strane, primenom Leme
2.2.1, zakǉuquje se da je funkcija UR(y) kontraktivno preslikavaǌe sa
konstantom k ∈ (0, 1). Dakle, jednaqina (2.2.56) ima jedinstveno globalno
rexeǌe {z(t), t ≥ −τ} (videti Teoremu 2.1.1). Tako�e, lako se zakǉuquje
da je

P{x(t ∧ τR) = z(t ∧ τR), t ∈ [0, T ]} = 1. (2.2.57)

Xtavixe, za svaku veliqinu koraka ∆ ∈ (0,∆∗], mo�e se primeniti kla-
siqna metoda Ojler–Marujame za jednaqinu (2.2.56). U tom smislu, neka
je {z∆(t), t ≥ −τ} neprekidno rexeǌe Ojler–Marujame koje odgovara jed-
naqini (2.2.56). Tada, sledi da je

P{x∆(t ∧ ρ∆,R) = z∆(t ∧ ρ∆,R), t ∈ [0, T ]} = 1. (2.2.58)

Na osnovu Teoreme 2.1.3, dobija se da je

E sup
−τ≤t≤T

|z(t)− z∆(t)|q̂ ≤ S(l)∆
q̂l−1
2l ,

gde je S(l) pozitivna konstanta, nezavisna od ∆. Shodno tome, zakǉuquje
se da je

E sup
−τ≤t≤T

|z(t ∧ θ∆,R)− z∆(t ∧ θ∆,R)|q̂ ≤ S(l)∆
q̂l−1
2l .

Primenom (2.2.57) i (2.2.58), dobija se da je

E sup
−τ≤t≤T

|x(t ∧ θ∆,R)− x∆(t ∧ θ∆,R)|q̂ ≤ S(l)∆
q̂l−1
2l ,

xto implicira

E|x(T ∧ θ∆,R)− x∆(T ∧ θ∆,R)|q̂ ≤ S(l)∆
q̂l−1
2l .

Konaqno, va�i da je

E
(
|e∆(T )|q̂I{θ∆,R>T}

)
= E

(
|e∆(T ∧ θ∆,R)|q̂I{θ∆,R>T}

)
≤ E|x(T ∧ θ∆,R)− x∆(T ∧ θ∆,R)|q̂

≤ S(l)∆
q̂
2
(1− 1

l
).

Na primer, ako je l = 2, mo�e se izabrati dovoǉno mali broj ∆, tako da
va�i relacija (2.2.55). Time je dokaz teoreme zavrxen. □

Kako bi se ilustrovali prethodni teorijski rezultati, navodi se
slede�i primer.

78



2.2. Seqena metoda Ojler–Marujame

Primer 2.2.1 Razmatra se slede�a jednodimenzionalna neutralna SDJ sa
vremenski zavisnim kaxǌeǌem

d

[
x(t)+

1

27
sinx(t−δ(t))

]
=f(x(t), x(t−δ(t)))dt+g(x(t), x(t−δ(t)))dB(t), (2.2.59)

za t ≥ 0, sa poqetnim uslovom ξ(θ) = 1, θ ∈ [−τ, 0], τ = 2, gde je funkcija
kaxǌeǌa definisana sa δ(t) = 1 − 1

4
sin t, t ≥ 0 i koeficijenti prenosa i di-

fuzije su

f(x, y) = a1 + a2|y|
6
5 − a3x

5, g(x, y) = a4|x|
5
2 + a5y, x, y ∈ R,

gde su a1, · · · , a5 ∈ R i a3 > 0. Oqigledno je da su koeficijenti f i g lokalno
Lipxic neprekidni, odnosno, zadovoǉavaju Pretpostavku H1, dok za k =
1/27, funkcija u(x) = −1/27 sinx zadovoǉava Pretpostavku H2. Tako�e, kako
je δ

′
(t) ≤ 1

4
= δ̄, za svako t ≥ 0, va�i Pretpostavka H3. Sa druge strane, za

svako p ≥ 2 i svako a ∈ (0, 1], va�i da je

(x− au(y))f(x, y) +
p− 1

2
|g(x, y)|2 ≤ |a1||x|+ |a2||x||y|

6
5 − a3x

6 +
a|a1|
27

+
a|a2|
27

|y|
6
5

+
aa3
27

|x|5+(p−1)a24|x|5+(p−1)a25y
2. (2.2.60)

Na osnovu elementarne nejednakosti (1.4.4), mo�e se zakǉuqiti da je

|x||y|
6
5 ≤ 2

5
|x|

5
2 +

3

5
y2, a|a2||y|

6
5 ≤ 2

5
a|a2|+

3

5
a|a2|y2. (2.2.61)

Zamenom (2.2.61) u (2.2.60), dobija se da je

(x− au(y))f(x, y) +
p− 1

2
|g(x, y)|2

≤ a

27

[
|a1|+

2

5
|a2|
]
+

[
3

5
|a2|

(
1 +

a

27

)
+ (p− 1)a25

]
y2

+ |a1||x|+
[aa3
27

+ (p− 1)a24

]
|x|5 + 2

5
|a2||x|

5
2 − a3x

6

≤ K(1 + x2 + ay2),

gde je

K =
a

27

[
|a1|+

2

5
|a2|
]
∨ 1

a

[
3

5
|a2|

(
1 +

a

27

)
+ (p− 1)a25

]
∨ ã,

i

ã = sup
u≥0

{
|a1|u+

[aa3
27

+ (p− 1)a24

]
u5 +

2

5
|a2|u

5
2 − a3u

6

}
<∞.

Dakle, Pretpostavka H′
4 va�i za svako p ≥ 2 i svako a ∈ (0, 1]. Specijalno,

za a = 1, sledi da va�i Pretpostavka H4. Kako je poqetni uslov definisan
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sa ξ(θ) = 1, θ ∈ [−τ, 0], sledi da Pretpostavka H5 va�i. Uzimaju�i u obzir
da je

|δ(t)− δ(s)| ≤ 1

4
|t− s|, t, s ≥ 0,

Pretpostavka H6 va�i za η=1/4. Tako�e, kako je k(3+⌊η⌋)=1/9< 1, uslov
(2.1.28) va�i. Da bi se primenila Teorema 2.2.2, potrebno je definisati
funkcije µ i h koje zadovoǉavaju uslove (2.2.1)–(2.2.3). Za svako r ≥ 1, nejed-
nakost (2.2.1) je zadovoǉena za µ(r) = ār5, gde je

ā = (|a1|+ |a2|+ a3) ∨ (|a4|+ |a5|),

i µ−1(r) = ā−
1
5 r

1
5 za r ≥ 1. Za ϵ0 ∈ (0, 1) mo�e se odabrati ϵ̄ ∈ [ϵ0, 1) i defi-

nisati funkcija h(∆) = ∆−(1−ϵ̄) za ∆ ∈ (0, 1). Odabirom dovoǉno malog broja
∆ ∈ (0, 1), uslovi (2.2.2) i (2.2.3) su zadovoǉeni.

Dakle, na osnovu Teoreme 2.2.2, zakǉuquje se da seqeno rexeǌe Ojler–
Marujame konvergira ka taqnom rexeǌu {x(t), t ≥ −τ} jednaqine (2.2.59) u
smislu (2.2.49) za svako q̂ ∈ [2, p).

2.2.4 Red Lq-konvergencije seqenog rexeǌa Ojler–Maru-
jame

Glavni ciǉ ovog odeǉka je dokazivaǌe Lq-konvergencije seqenog re-
xeǌa Ojler–Marujame za neutralne SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌe-
ǌem, qiji su koeficijenti prenosa i difuzije sa visokim stepenom ne-
linearnosi. Preciznije, odre�uje se red Lq-konvergencije seqene metode
Ojler–Marujame za q > 2 i dokazuje se da je on blizak vrednosti q/2.

Za daǉe razmatraǌe, neophodne su slede�e pretpostavke.

H7: Postoje konstante q > 2 i H1 > 0 tako da, za svako x, y, x̄, ȳ ∈ Rd, va�i
da je

(x− u(y)− x̄+ u(ȳ))T (f(x, y)− f(x̄, ȳ)) +
q − 1

2
|g(x, y)− g(x̄, ȳ)|2

≤ H1

(
|x− x̄|2 + |y − ȳ|2

)
. (2.2.62)

H8: Postoje pozitivne konstante ρ i H2 tako da, za svako x, y, x̄, ȳ ∈ Rd,
va�i da je

|f(x, y)− f(x̄, ȳ)|2 ∨ |g(x, y)− g(x̄, ȳ)|2

≤ H2

(
1 + |x|ρ + |y|ρ + |x̄|ρ + |ȳ|ρ

)(
|x− x̄|2 + |y − ȳ|2

)
. (2.2.63)

Potrebno je uoqiti da seqeni koeficijenti f∆ i g∆ veoma dobro quvaju
Pretpostavku H8, odnosno, za svako x, y, x̄, ȳ ∈ Rd, va�i da je

|f∆(x, y)− f∆(x̄, ȳ)|2 ∨ |g∆(x, y)− g∆(x̄, ȳ)|2

= |f(π∆(x), π∆(y))− f(π∆(x̄), π∆(ȳ))|2 ∨ |g(π∆(x), π∆(y))− g(π∆(x̄), π∆(ȳ))|2

≤ H2

(
1 + |π∆(x)|ρ + |π∆(y)|ρ + |π∆(x̄)|ρ + |π∆(ȳ)|ρ

)
×
(
|π∆(x)− π∆(x̄)|2 + |π∆(y)− π∆(ȳ)|2

)
. (2.2.64)
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Na osnovu definicije funkcije π∆(·), zakǉuquje se da je, za svako x ∈ Rd,

|π∆(x)| ≤ |x|. (2.2.65)

Tako�e, primenom Leme 2.2.1 dobija se da je, za svako x, y ∈ Rd,

|π∆(x)− π∆(y)|2 ≤ |x− y|2.

Dakle, izraz (2.2.64) se mo�e oceniti sa

|f∆(x, y)− f∆(x̄, ȳ)|2 ∨ |g∆(x, y)− g∆(x̄, ȳ)|2

≤ H2

(
1 + |x|ρ + |y|ρ + |x̄|ρ + |ȳ|ρ

)(
|x− x̄|2 + |y − ȳ|2

)
. (2.2.66)

Sa druge strane, na osnovu Pretpostavke H8 dobija se da je, za svako
|x|, |y| ≥ 1, ∣∣|f(x, y)| − |f(0, 0)|

∣∣2 ≤ |f(x, y)− f(0, 0)|2

≤ H2(1 + |x|ρ + |y|ρ)(|x|2 + |y|2)
≤ 2H2(|x|ρ + |y|ρ)(|x|2 + |y|2)
≤ 8H2

(
|x| ∨ |y|

)ρ+2
.

Na sliqan naqin se mo�e oceniti izraz
∣∣|g(x, y)| − |g(0, 0)|

∣∣2. Sledi da je,
za svako |x|, |y| ≥ 1,

|f(x, y)| ∨ |g(x, y)| ≤ H3

(
|x| ∨ |y|

) ρ+2
2 , (2.2.67)

gde je H3 =
(√

8H2+ |f(0, 0)|+ |g(0, 0)|
)
. Dakle, koeficijenti f i g rastu na-

jvixe polinomijalno, tako da se mo�e odabrati µ(u) = H3u
ρ+2
2 . Xtavixe,

primeǌuju�i (2.2.3), mo�e se odabrati h(∆) = ĥ∆− 1−ϵ
4 za neko ϵ0 ∈ [ϵ0, 1).

Drugim reqima, postoji mnogo izbora funkcija µ(·) i h(·).
Za dokazivaǌe glavnih rezultata ovog poglavǉa, naredne dve leme su

od suxtinskog znaqaja.

Lema 2.2.8 Neka va�e Pretpostavke H2, H3, H′
5 and H6, zajedno sa uslovom

(2.1.28). Tada, za svako ∆ ∈ (0, 1), svaki ceo broj l > 1 i p̂ ∈ [2, p], va�i da je

E|x∆(t− δ(t))− z̄∆(t)|p̂ ≤ č∆
p̂
2 + čl∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂, t ∈ [0, T ],

gde su konstante č, čl > 0 nezavisne od ∆ i konstanta čl je zavisna od l.

Dokaz. Neka je t ∈ [0, T ] proizvoǉan fiksiran broj. Na osnovu definicije
(2.2.12) stepenastog procesa z̄∆(t), za t ∈ [ti, ti+1), va�i da je

E|x∆(t−δ(t))−z̄(t)|p̂≤2p̂−1
(
E|x∆(t−δ(t))−X∆(tj)|p̂+E|X∆(tj)−Zi(t)|p̂

)
. (2.2.68)

Kako bi se ocenio izraz E|x∆(t − δ(t)) − X∆(tj)|p̂, razmatraju se slede�i
sluqajevi.
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Sluqaj 1: Ako je j ≤ −1, tada na osnovu Pretpostavke H5 sledi da je

E|x∆(t− δ(t))−X∆(tj)|p̂ ≤ E sup
t∈[0,T ], j≤−1

|X∆(t− δ(t))−X∆(tj)|p̂

≤ E sup
s,t∈[−τ,0], |s−t|≤∆

|ξ(t)− ξ(s)|p̂

≤ Cξ∆
p̂
2 .

Sluqaj 2: Ako je j ≥ 0, na osnovu (2.2.9), (2.2.10), (2.2.14) i Leme 2.2.1,
dobija se da je

E|x∆(t− δ(t))−X∆(tj)|p̂ (2.2.69)

≤ 3p̂−1E|u∆(Zj(t− δ(t)))− u∆(X∆(tj−1 − I∆[δ(tj−1)]∆))|p̂

+ 3p̂−1E

∣∣∣∣∣
∫ t−δ(t)

tj

f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))ds

∣∣∣∣∣
p̂

+ 3p̂−1E

∣∣∣∣∣
∫ t−δ(t)

tj

g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))dB(s)

∣∣∣∣∣
p̂

≤ 3p̂−1kp̂E|Zj(t− δ(t))−X∆(tj−1 − I∆[δ(tj−1)]∆)|p̂

+ 3p̂−1E

∣∣∣∣∣
∫ t−δ(t)

tj

f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))ds

∣∣∣∣∣
p̂

+ 3p̂−1E

∣∣∣∣∣
∫ t−δ(t)

tj

g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))dB(s)

∣∣∣∣∣
p̂

= 32p̂−1kp̂
∣∣∣∣t− δ(t)− tj

∆

∣∣∣∣p̂E|X∆(tj − I∆[δ(tj)]∆)−X∆(tj−1 − I∆[δ(tj−1)]∆)|p̂

+ 3p̂−1E

∣∣∣∣∣
∫ t−δ(t)

tj

f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))ds

∣∣∣∣∣
p̂

+ 3p̂−1E

∣∣∣∣∣
∫ t−δ(t)

tj

g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))dB(s)

∣∣∣∣∣
p̂

.

Sada je potrebno oceniti izraz E|X∆(tj−I∆[δ(tj)]∆)−X∆(tj−1−I∆[δ(tj−1)]∆)|p̂.
Na osnovu Pretpostavke H3, va�i da je (j−1)−I∆[δ(tj−1)] ≥ (j−2)−I∆[δ(tj−2)]
za svako j ∈ {1, 2, . . . , N + 1}. Tada se, primenom (2.1.30) i elementarne ne-
jednakosti (1.4.5), zakǉuquje da je

|X∆ (tj−1 − I∆[δ(tj−1)]∆)−X∆ (tj−2 − I∆[δ(tj−2)]∆) |p̂

≤ (3 + ⌊η⌋)p̂ sup
−M≤α≤N

|X∆(tα)−X∆(tα−1)|p̂. (2.2.70)

Na sliqan naqin, imaju�i u vidu izraz (2.1.40), dobija se da je

|X∆ (tj)−X∆ (ti−1 − I∆[δ(ti−1)]∆) |p̂

≤ (5 + ⌊2η⌋)p̂−1

j∑
α=(i−1)−I∆[δ(ti−1)]+1

|X∆(tα)−X∆(tα−1)|p̂

≤ (5 + ⌊2η⌋)p̂ sup
−M≤α≤N

|X∆(tα)−X∆(tα−1)|p̂. (2.2.71)

Zatim, na osnovu Leme 2.2.3, va�i da je

E|X∆ (tj − I∆[δ(tj)]∆)−X∆ (tj−1 − I∆[δ(tj−1)]∆) |p̂

≤ (3 + ⌊η⌋)p̂−1
(
c̃∆

p̂
2 + c̃l∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂

)
. (2.2.72)
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Primenom nejednakosti Heldera, Burkholder–Dejvis–Gandija i relacije
(2.2.5), respektivno, dobija se da je

E
∣∣∣ ∫ t−δ(t)

tj

f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))ds
∣∣∣p̂ + E

∣∣∣ ∫ t−δ(t)

tj

g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))dB(s)
∣∣∣p̂

≤ (t− δ(t)− tj)
p̂−1

∫ t−δ(t)

tj

E|f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))|p̂ds

+

(
p̂(p̂− 1)

2

) p̂
2

(t− δ(t)− tj)
p̂
2
−1

∫ t−δ(t)

tj

E |g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))|p̂ds

≤ ∆p̂(h(∆))p̂ +

(
p̂(p̂− 1)

2

) p̂
2

∆
p̂
2 (h(∆))p̂. (2.2.73)

Zamenom izraza (2.2.72) i (2.2.73) u (2.2.69), sledi da je

E|x∆(t− δ(t))−X∆(tj)|p̂ ≤ 3p̂−1kp̂(3 + ⌊η⌋)p̂
(
c̃∆

p̂
2 + c̃l∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂

)
(2.2.74)

+3p̂−1

(
∆p̂(h(∆))p̂+

(
p̂(p̂− 1)

2

) p̂
2

∆
p̂
2 (h(∆))p̂

)
.

Za ocenu drugog sabirka iz (2.2.68), primenom definicije (2.2.10), dobija
se da je

X∆(tj)− Zk(t) = X∆(tj)− ȳ∆(ti−1)−
t− ti
∆

(ȳ∆(ti)− ȳ∆(ti−1)) (2.2.75)

≤ X∆(tj)−X∆(ti−1 − I∆[δ(ti−1)]∆)

− t− ti
∆

(
X∆(ti − I∆[δ(ti)]∆)−X∆(ti−1 − I∆[δ(ti−1)]∆)

)
,

za t ∈ [ti, ti+1). Na osnovu (2.2.70) i (2.2.71), sledi da je

|X∆(tj)− Zi(t)|p̂ ≤ 2p̂−1 |X∆(tj)−X∆(ti−1 − I∆[δ(ti−1)]∆)|p̂ (2.2.76)

+ 2p̂−1 |X∆(ti − I∆[δ(ti)]∆)−X∆(ti−1 − I∆[δ(ti−1)]∆)|p̂

≤ 2p̂−1
(
(5 + ⌊2η⌋)p̂ + (3 + ⌊η⌋)p̂

)
sup

−M≤α≤N
|X∆(tα)−X∆(tα−1)|p̂.

Primenom Leme 2.2.2, mo�e se zakǉuqiti da je

E|X∆(tj)− Zi(t)|p̂≤2p̂−1
(
(5+⌊2η⌋)p̂+(3+⌊η⌋)p̂

)(
c̃∆

p̂
2 +c̃l∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂

)
. (2.2.77)

Stoga, kako je ∆ ∈ (0, 1), zamena izraza (2.2.74) i (2.2.77) u (2.2.68) daje

E|x∆(t− δ(t))− z̄(t)|p̂

≤ 2p̂−1
(
3p̂−1kp̂(3+⌊η⌋)p̂+2p̂−1

(
(5+⌊2η⌋)p̂ + (3+⌊η⌋)p̂

))(
c̃∆

p̂
2 + c̃l∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂

)
+ 2p̂−13p̂−1

(
∆p̂(h(∆))p̂ +

(
p̂(p̂− 1)

2

) p̂
2

∆
p̂
2 (h(∆))p̂

)
≤ č∆

p̂
2 + čl∆

p̂l−1
2l (h(∆))p̂,
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gde je

č=2p̂−1c̃
(
3p̂−1kp̂(3 + ⌊η⌋)p̂ + 2p̂−1

(
(5+⌊2η⌋)p̂ + (3+⌊η⌋)p̂

))
,

čl=2p̂−1c̃l

(
3p̂−1kp̂(3+⌊η⌋)p̂+2p̂−1

(
(5+⌊2η⌋)p̂ + (3+⌊η⌋)p̂

))
+6p̂−1

(
1+

(
p̂(p̂− 1)

2

) p̂
2

)
.

□

Posledica 2.2.2 Neka va�e uslovi Leme 2.2.8, zajedno sa Pretpostavkom
H′

4. Tada, za svaki ceo broj l > 1, q̂ ∈ [2, p) i ∆ ∈ (0, 1), va�i da je

E|x∆(t−δ(t))−π∆(z̄∆(t))|q̂≤ š∆
q̂
2 +š

(
µ−1(h(∆))

)−(p−q̂)
+šl∆

q̂l−1
2l (h(∆))q̂, t ∈ [0, T ],

gde su kontante š, šl > 0 nezavisne od ∆ i konstanta šl je zavisna od l.

Dokaz. Neka je t ∈ [0, T ] proizvoǉan fiksiran broj. Na osnovu Leme
2.2.8, dobija se da je

E|x∆(t− δ(t))− π∆(z̄∆(t))|q̂

≤ 2q̂−1E|x∆(t− δ(t))− z̄∆(t)|q̂ + 2q̂−1E|z̄∆(t)− π∆(z̄∆(t))|q̂

≤ 2q̂−1
[
č∆

q̂
2 +čl∆

q̂l−1
2l (h(∆))q̂ + E|z̄∆(t)−π∆(z̄∆(t))|q̂

]
. (2.2.78)

Primenom nejednakosti Heldera i Qebixeva, zakǉuquje se da je

E|z̄∆(t)− π∆(z̄∆(t))|q̂ = E
(
I{|z̄∆(t)|>µ−1(h(∆))}|z̄∆(t)|q̂

)
≤
(
P{|z̄∆(t)| > µ−1(h(∆))}

) p−q̂
p (E|z̄∆(t)|p)

q̂
p

≤
(

E|z̄∆(t)|p

(µ−1(h(∆)))p

) p−q̂
p

(E|z̄∆(t)|p)
q̂
p

≤ (µ−1(h(∆)))−(p−q̂)E|z̄∆(t)|p.

Imaju�i u vidu relaciju (2.2.15) i Lemu 2.2.3, sledi da je

E|z̄∆(t)− π∆(z̄∆(t))|q̂ ≤ 2p−1
(
µ−1(h(∆))

)−(p−q̂)
sup

−τ≤s≤t
E|x∆(s)|p

≤ 2p−1

(
sup

−τ≤s≤0
E|ξ(s)|p + C

)(
µ−1(h(∆))

)−(p−q̂)
. (2.2.79)

Zamenom izraza (2.2.79) u (2.2.78), dobija se da je

E|x(t− δ(t))− π∆(z̄∆(t))|q̂ ≤ 2q̂−1(č∆
q̂
2 + čl∆

q̂l−1
2l (h(∆))q̂)

+ 2p+q̂−2
(
µ−1(h(∆))

)−(p−q̂)
(

sup
−τ≤s≤0

E|ξ(s)|p + C

)
≤ š∆

q̂
2 + š

(
µ−1(h(∆))

)−(p−q̂)
+ šl∆

q̂l−1
2l (h(∆))q̂,

gde je

š = 2q̂−1

(
č ∨ 2p−1

(
sup

−τ≤s≤0
E|ξ(s)|p + C

))
, šl = 2q̂−1čl.

Time je dokaz zavrxen. □
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Teorema 2.2.3 Neka va�e Pretpostavke H1–H4, H6–H8, H
′
5 i H′

4, zajedno sa
uslovima (2.1.28) i 2p > (2 + ρ)q. Tada, za svako q̄ ∈ [2, q), ∆ ∈ (0, 1) i l > 1,
va�i da je

sup
0≤t≤T

E|x∆(t)−x(t)|q̄≤D(µ−1(h(∆)))−
2p−(2+ρ)q̄

2 +D∆q̄/2+Dl∆
q̄l−1
2l (h(∆))q̄, (2.2.80)

sup
0≤t≤T

E|x̄∆(t)−x(t)|q̄≤D
′
(µ−1(h(∆)))−

2p−(2+ρ)q̄
2 +D

′
∆q̄/2+D

′

l∆
q̄l−1
2l (h(∆))q̄, (2.2.81)

gde su konstante D,D
′
, Dl, D

′

l > 0 nezavisne od ∆ i Dl, D
′

l su zavisne od l.
Specijalno, na osnovu relacije (2.2.67), mogu se definisati funkcije

µ(u) = H3u
ρ+2
2 , |u| ≥ 1, (2.2.82)

i h(∆) = ĥ∆−ϵ, za neko ϵ ∈
(
0, 1−ϵ0

4

]
i ĥ ≥ 1, gde su ϵ0 i ĥ konstante definisane

u (2.2.3), tako da va�e slede�e relacije

sup
0≤t≤T

E|x(t)− x∆(t)|q̄ = O
(
∆ϵ( 2p

ρ+2
−q̄)∧( q̄

2
− 1

2l
−ϵq̄)

)
, (2.2.83)

sup
0≤t≤T

E|x(t)− x̄∆(t)|q̄ = O
(
∆ϵ( 2p

ρ+2
−q̄)∧( q̄

2
− 1

2l
−ϵq̄)

)
. (2.2.84)

Dokaz. Najpre je potrebno naglasiti da je ocena (2.2.83) u kojoj figu-
rixe neprekidno seqeno rexeǌe Ojler–Marujame od teorijskog znaqaja,
s obzirom na to da se trajektorije tog rexeǌa ne mogu simulirati. Na
drugoj strani, relacija (2.2.84) ima veliki praktiqni znaqaj, imaju�i u
vidu da u ǌoj figurixe diskretno seqeno rexeǌe Ojler–Marujame, koje
se mo�e simulirati.

Pretpostavka H1 ne�e biti eksplicitno primeǌivana u dokazu teo-
reme, ali je neophodna kao garancija egzistencije i jedinstvenosti taqnog
rexeǌa x jednaqine (2.0.1).

Neka su q̄∈ [2, q) i ∆∈(0, 1) proizvoǉni fiksirani brojevi. Za t∈ [0, T ],
neka je

e∆(t) := x(t)− x∆(t), ē∆(t) := x(t)− u(x(t− δ(t)))− x∆(t) + u∆(z̄∆(t)).

Za svaki ceo broj n > ||x0|| ∨ 1 = ||ξ|| ∨ 1, definixe se vreme zaustavǉaǌa

θn = inf{t ≥ 0 : |x(t)| ∨ |x∆(t)| ≥ n},

gde je inf ∅ = ∞. Na osnovu formule Itoa, dobija se da je, za svako t∈ [0, T ],

E|ē∆(t ∧ θn)|q̄=E
∫ t∧θn

0

q̄ |ē∆(s)|q̄−2

(
(ē∆(s))

T
(
f(x(s), x(s−δ(s)))−f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))

)
+
q̄−1

2

∣∣g(x(s), x(t−δ(s)))−g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))∣∣2)ds. (2.2.85)
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Kako je

q̄ − 1

2

∣∣g(x(s), x(t− δ(s)))− g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))
∣∣2

≤ q̄ − 1

2

((
1 +

q − q̄

q̄ − 1

) ∣∣g(x(s), x(t− δ(s)))− g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))
∣∣2

+

(
1 +

q̄ − 1

q − q̄

) ∣∣g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))
∣∣2)

≤ q − 1

2

∣∣g(x(s), x(t− δ(s)))− g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))
∣∣2

+
(q̄ − 1)(q − 1)

2(q − q̄)

∣∣g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))
∣∣2,

izraz (2.2.85) se mo�e oceniti kao

E|ē∆(t ∧ θn)|q̄

≤ E

∫ t∧θn

0

q̄ |ē∆(s)|q̄−2

(
(ē∆(s))

T
(
f(x(s), x(s− δ(s)))− f(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))

)
+
q − 1

2

∣∣g(x(s), x(s− δ(s)))− g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))
∣∣2

+ (ē∆(s))
T
(
f(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))

)
+

(q̄−1)(q−1)

2(q − q̄)

∣∣g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))−g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))∣∣2)ds
= J1 + J2, (2.2.86)

gde je

J1 = E

∫ t∧θn

0

q̄ |ē∆(s)|q̄−2

(
(ē∆(s))

T
(
f(x(s), x(s− δ(s))− f(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))

)
+
q − 1

2

∣∣g(x(s), x(s− δ(s)))− g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))
∣∣2)ds,

J2 = E

∫ t∧θn

0

q̄ |ē∆(s)|q̄−2

(
(ē∆(s))

T
(
f(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))

)
+

(q̄−1)(q−1)

2(q − q̄)

∣∣g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))−g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))∣∣2)ds. (2.2.87)

Najpre se oceǌuje integral J1. U tom smislu, neka je a, b ≥ 0. Primenom
elementarne nejednakosti (1.4.4), sledi da je

aq̄−2b2 = (aq̄)
q̄−2
q̄ (bq̄)

2
q̄ ≤ q̄ − 2

q̄
aq̄ +

2

q̄
bq̄. (2.2.88)

86



2.2. Seqena metoda Ojler–Marujame

Imaju�i u vidu Pretpostavku H7, uslov (2.2.88), kao i 0 ≤ t ∧ θn ≤ t ≤ T,
zakǉuquje se da je

J1 ≤ q̄H1E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄−2|x(s)− x∆(s)|2ds

+ q̄H1E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄−2|x(s− δ(s))− π∆(z̄∆(s))|2ds

≤ q̄H1E

∫ t∧θn

0

(
q̄ − 2

q̄
|ē∆(s)|q̄ +

2

q̄
|x(s)− x∆(s)|q̄

)
ds

+ q̄H1E

∫ t∧θn

0

(
q̄ − 2

q̄
|ē∆(s)|q̄ +

2

q̄
|x(s− δ(s))− π∆(z̄∆(s))|q̄

)
ds

≤ 2H1(q̄ − 2)E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds

+ 2H1E

∫ t∧θn

0

(
|x(s)− x∆(s)|q̄ + 2q̄−1|x(s− δ(s))− x∆(s− δ(s))|q̄

+ 2q̄−1|x∆(s− δ(s))− π∆(z̄∆(s))|q̄
)
ds

≤ 2H1(q̄ − 2)E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds

+ 2q̄H1

(
E

∫ t∧θn

0

|x(s)− x∆(s)|q̄ds+E
∫ t∧θn

0

|x(s− δ(s))− x∆(s− δ(s))|q̄ds

+E

∫ t∧θn

0

|x∆(s− δ(s))− π∆(z̄∆(s))|q̄ds
)
. (2.2.89)

Na osnovu Pretpostavke H3, s obzirom na to da rexeǌa x i x∆ zadovo-
ǉavaju isti poqetni uslov, dobija se da je

2q̄H1E

∫ t∧θn

0

|x(s− δ(s))− x∆(s− δ(s))|q̄ds ≤ 2q̄H1

1− δ̄
E

∫ t∧θn

0

|x(s)− x∆(s)|q̄ds.

Zamenom prethodne ocene u (2.2.89), sledi da je

J1 ≤ 2H1(q̄ − 2)E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds+ 2q̄
(
1 +

1

1− δ̄

)
H1E

∫ t∧θn

0

|x(s)− x∆(s)|q̄ds

+ 2q̄H1

∫ T

0

E|x∆(s− δ(s))− π∆(z̄∆(s))|q̄ds.

Dakle, primenom Posledice 2.2.2, mo�e se zakǉuqiti da je, za l > 1,

J1 ≤ 2H1(q̄ − 2)E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds+ 2q̄
(
1 +

1

1− δ̄

)
H1E

∫ t∧θn

0

|e∆(s)|q̄ds

+ 22q̄−1H1T

(
š∆

q̄
2 + š

(
µ−1(h(∆))

)−(p−q̄)
+ šl∆

q̄l−1
2l (h(∆))q̄

)
. (2.2.90)
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Funkcija µ−1 : [µ(1),∞) → R+ je strogo rastu�a i neprekidna, odakle je

(
µ−1(h(∆))

)−(p−q̄) ≤
(
µ−1(h(∆))

)− 2p−(2+ρ)q̄
2 . (2.2.91)

Prema tome, izraz (2.2.90) se mo�e oceniti kao

J1 ≤ 2H1(q̄ − 2)E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds+ 2q̄
(
1 +

1

1− δ̄

)
H1E

∫ t∧θn

0

|e∆(s)|q̄ds

+ 22q̄−1H1T

(
š∆

q̄
2 + š

(
µ−1(h(∆))

)− 2p−(2+ρ)q̄
2 + šl∆

q̄l−1
2l (h(∆))q̄

)
. (2.2.92)

Sa druge strane, ocena integrala J2 iz (2.2.87), data je sa

J2 ≤ J21 + J22, (2.2.93)

gde je

J21 = E

∫ t∧θn

0

q̄ |ē∆(s)|q̄−2

(
(ē∆(s))

T
(
f(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− f∆(x∆(s), z̄∆(s))

)
+

(q̄ − 1)(q − 1)

q − q̄

∣∣g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− g∆(x∆(s), z̄∆(s))
∣∣2)ds,

J22 = E

∫ t∧θn

0

q̄ |ē∆(s)|q̄−2

(
(ē∆(s))

T
(
f∆(x∆(s), z̄∆(s))− f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))

)
+

(q̄ − 1)(q − 1)

q − q̄

∣∣g∆(x∆(s), z̄∆(s))− g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))
∣∣2)ds.

Za ocenu integrala J21 primeǌuju se (2.2.88) i relacije 0 ≤ t∧ θn ≤ t ≤ T,
tako da je

J21 ≤ E

∫ t∧θn

0

q̄ |ē∆(s)|q̄−2

(
1

2
|ē∆(s)|2 +

1

2

∣∣f(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− f∆(x∆(s), z̄∆(s))
∣∣2

+
(q̄ − 1)(q − 1)

q − q̄

∣∣g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− g∆(x∆(s), z̄∆(s))
∣∣2)ds

=
q̄

2
E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds

+
q̄

2
E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄−2
∣∣f(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))−f∆(x∆(s), z̄∆(s))∣∣2ds

+
q̄(q̄−1)(q−1)

q − q̄
E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄−2
∣∣g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))−g∆(x∆(s), z̄∆(s))∣∣2ds,
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odnosno,

J21 ≤
q̄

2
E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds

+
q̄

2
E

∫ t∧θn

0

(
q̄ − 2

q̄
|ē∆(s)|q̄ +

2

q̄

∣∣f(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− f∆(x∆(s), z̄∆(s))
∣∣q̄) ds

+
q̄(q̄ − 1)(q − 1)

q − q̄
E

∫ t∧θn

0

(
q̄ − 2

q̄
|ē∆(s)|q̄

+
2

q̄

∣∣g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))−g∆(x∆(s), z̄∆(s))∣∣q̄) ds
≤
(
q̄ − 1 +

(q̄ − 1)(q − 1)(q̄ − 2)

q − q̄

)
E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds

+ E

∫ t∧θn

0

∣∣f(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− f∆(x∆(s), z̄∆(s))
∣∣q̄ds

+
2(q̄ − 1)(q − 1)

q − q̄
E

∫ t∧θn

0

∣∣g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− g∆(x∆(s), z̄∆(s))
∣∣q̄ds

≤ C1E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds+ J23, (2.2.94)

gde je

J23 = C1E

∫ t∧θn

0

(∣∣f(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− f∆(x∆(s), z̄∆(s))
∣∣q̄

+
∣∣g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− g∆(x∆(s), z̄∆(s))

∣∣q̄)ds,
C1 = max

{
q̄ − 1 +

(q̄ − 1)(q − 1)(q̄ − 2)

q − q̄
, 1,

2(q̄ − 1)(q − 1)

q − q̄

}
.

Na osnovu Pretpostavke H8 i relacije (2.2.65), dobija se da je

J23 ≤ C1E

∫ T

0

(∣∣f(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− f(π∆(x∆(s)), π∆(z̄∆(s)))
∣∣q̄

+
∣∣g(x∆(s), π∆(z̄∆(s)))− g(π∆(x∆(s)), π∆(z̄∆(s)))

∣∣q̄)ds
≤ 2C1E

∫ T

0

(
H2

(
1 + |x∆(s)|ρ + |π∆(x∆(s))|ρ + 2|π∆(z̄∆(s))|ρ

)

× |x∆(s)− π∆(x∆(s))|2
) q̄

2

ds

≤ 2C1H
q̄
2
2 E

∫ T

0

(
1 + 2|x∆(s)|ρ + 2|z̄∆(s)|ρ

) q̄
2
(
|x∆(s)− π∆(x∆(s))|2

) q̄
2
ds

≤ 2
q̄
2
+1C1H

q̄
2
2 E

∫ T

0

3
q̄
2
−1
(
1 + |x∆(s)|

q̄ρ
2 + |z̄∆(s)|

q̄ρ
2

)∣∣x∆(s)− π∆(x∆(s))
∣∣q̄ds.
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Dakle, sledi da je

J23 ≤ 2
q̄
2
+13

q̄
2
−1C1H

q̄
2
2

∫ T

0

E

[(
1 + |x∆(s)|

q̄ρ
2 + |z̄∆(s)|

q̄ρ
2

)∣∣x∆(s)− π∆(x∆(s))
∣∣q̄]ds.

Helderova nejednakost i relacija (2.2.15) impliciraju

J23 ≤ 2
q̄
2
+13

q̄
2
−1C1H

q̄
2
2

∫ T

0

[
E
(
1 + |x∆(s)|

q̄ρ
2 + |z̄∆(s)|

q̄ρ
2

) 2p
q̄ρ

] q̄ρ
2p

×

[
E
(
|x∆(s)− π∆(x∆(s))|q̄

) 2p
2p−q̄ρ

] 2p−q̄ρ
2p

ds

≤ 2
q̄
2
+13

q̄
2
−1C1H

q̄
2
2

∫ T

0

[
3

2p
q̄ρ

−1
(
1 + E|x∆(s)|p + E|z̄∆(s)|p

)] q̄ρ
2p

×

[
E
∣∣x∆(s)− π∆(x∆(s))

∣∣ 2pq̄
2p−q̄ρ

] 2p−q̄ρ
2p

ds

≤ 2
q̄
2
+13

q̄(p−ρ)
2p C1H

q̄
2
2

∫ T

0

[
1 + (1 + 2p) sup

−τ≤r≤s
E|x∆(r)|p

] q̄ρ
2p

×

[
E
∣∣x∆(s)− π∆(x∆(s))

∣∣ 2pq̄
2p−q̄ρ

] 2p−q̄ρ
2p

ds. (2.2.95)

Primenom sliqnog postupka kao u (2.2.79), mo�e se zakǉuqiti da je[
E|x∆(s)− π∆(x∆(s))|

2pq̄
2p−q̄ρ

] 2p−q̄ρ
2p

=
[
E
(
I{|x∆(s)|>µ−1(h(∆))}|x∆(s)|

2pq̄
2p−q̄ρ

) ] 2p−q̄ρ
2p

.

≤
[
P{|x∆(s)|>µ−1(h(∆))}

] 2p−(2+ρ)q̄
2p

[
E|x∆(s)|p

] q̄
p

≤ (µ−1(h(∆)))−
2p−(2+ρ)q̄

2

[
E|x∆(s)|p

] 2p−ρq̄
2p

.

Stoga, na osnovuLeme2.2.5, dobija se ocena izraza (2.2.95), tj. sledi da je

J23 ≤ 2
q̄
2
+13

q̄(p−ρ)
2p C1

(
1 + (1 + 2p−1)

(
sup

−τ≤s≤0
E|ξ(s)|p + C

)) q̄ρ
2p

H
q̄
2
2

×
∫ T

0

(µ−1(h(∆)))−
2p−(2+ρ)q̄

2

[
E|x∆(s)|p

] 2p−ρq̄
2p

ds

≤ C̃1(µ
−1(h(∆)))−

2p−(2+ρ)q̄
2 , (2.2.96)

gde je

C̃1 = 2
q̄
2
+13

q̄(p−ρ)
2p C1

(
1 +

(
1 + 2p−1

)(
sup

−τ≤s≤0
E|ξ(s)|p + C

)) q̄ρ
2p

H
q̄
2
2 TC

2p−ρq̄
2p .
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Zamenom izraza (2.2.96) u (2.2.94), dobija se da je

J21 ≤ C1E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds+ C̃1(µ
−1(h(∆)))−

2p−(2+ρ)q̄
2 . (2.2.97)

Analogno kao u (2.2.94), va�i da je

J22 ≤ C1E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds+ J24, (2.2.98)

gde je

J24 = C1E

∫ t∧θn

0

(∣∣f∆(x∆(s), z̄∆(s))− f∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))
∣∣q̄

+
∣∣g∆(x∆(s), z̄∆(s))− g∆(x̄∆(s), ȳ∆(s))

∣∣q̄)ds.
Na osnovu PretpostavkeH8,Helderove nejednakosti i(2.2.66), sledi da je

J24 ≤ 2C1E

∫ T

0

(
H2

(
1 + |x∆(s)|ρ + |x̄∆(s)|ρ + |z̄∆(s)|ρ + |ȳ∆(s)|ρ

)

×
(
|x∆(s)− x̄∆(s)|2 + |z̄∆(s)− ȳ∆(s)|2

)) q̄
2

ds

≤ 2C1H
q̄
2
2

∫ T

0

E

(
5

q̄
2
−1
(
1 + |x∆(s)|

q̄ρ
2 + |x̄∆(s)|

q̄ρ
2 + |z̄∆(s)|

q̄ρ
2 + |ȳ∆(s)|

q̄ρ
2

)
× 2

q̄
2
−1
(
|x∆(s)− x̄∆(s)|q̄ + |z̄∆(s))− ȳ∆(s)|q̄

))
ds

≤ 2
q̄
25

q̄
2
−1C1H

q̄
2
2

∫ T

0

[
E
(
1 + |x∆(s)|

q̄ρ
2 + |x̄∆(s)|

q̄ρ
2 + |z̄∆(s)|

q̄ρ
2 + |ȳ∆(s)|

q̄ρ
2

) 2p
q̄ρ

] q̄ρ
2p

×

[
E
(
|x∆(s)− x̄∆(s)|q̄ + |z̄∆(s)− ȳ∆(s)|q̄

) 2p
2p−q̄ρ

] 2p−q̄ρ
2p

ds

≤ 2
q̄
25

q̄
2
−1C1H

q̄
2
2

∫ T

0

[
5

2p
q̄ρ

−1
(
1+E|x∆(s)|p+E|x̄∆(s)|p+E|z̄∆(s)|p+E|ȳ∆(s)|p

)] q̄ρ
2p

×

[
2

2p
2p−q̄ρ

−1
(
E|x∆(s)−x̄∆(s)|

2pq̄
2p−q̄ρ +E|z̄∆(s)− ȳ∆(s)|

2pq̄
2p−q̄ρ

)] 2p−q̄ρ
2p

ds,

≤ 2
q̄
2
+1− 2p−q̄ρ

2p 5
q̄(p−ρ)

2p C1H
q̄
2
2

∫ T

0

[
1+E|x∆(s)|p+E|x̄∆(s)|p+E|z̄∆(s)|p+E|ȳ∆(s)|p

] q̄ρ
2p

×
[
E|x∆(s)− x̄∆(s)|

2pq̄
2p−q̄ρ +E|z̄∆(s)−ȳ∆(s)|

2pq̄
2p−q̄ρ

] 2p−q̄ρ
2p

ds.
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Izrazi (2.2.15), (2.2.17) i (2.1.19), zajedno sa Lemom 2.2.5, daju

J24 ≤ 2
q̄
2
+1− 2p−q̄ρ

2p 5
q̄(p−ρ)

2p C1H
q̄
2
2

∫ T

0

[
1 + (3 + 2p−1) sup

−τ≤r≤s
E|x∆(r)|p

] q̄ρ
2p

×
[
E|x∆(s)−x̄∆(s)|

2pq̄
2p−q̄ρ +E|z̄∆(s)−ȳ∆(s)|

2pq̄
2p−q̄ρ

] 2p−q̄ρ
2p

ds

≤ C24

∫ T

0

[ (
E|x∆(s)− x̄∆(s)|

2pq̄
2p−q̄ρ

) 2p−q̄ρ
2p

+
(
E|z̄∆(s)− ȳ∆(s)|

2pq̄
2p−q̄ρ

) 2p−q̄ρ
2p
]
ds,

gde je

C24 = 2
q̄
25

q̄(p−ρ)
2p C1H

q̄
2
2

[
1 + (3 + 2p−1)

(
sup

−τ≤s≤0
E|ξ(s)|p + C

)]
.

Sada, na osnovu Posledice 2.2.1, sledi da je, za l > 1,

J24 ≤ C24T

[(
c′∆

pq̄
2p−q̄ρ + c′l∆

2pq̄
2p−q̄ρ l−1

2l (h(∆))
2pq̄

2p−q̄ρ

) 2p−q̄ρ
2p

+

(
c̄∆

pq̄
2p−q̄ρ + c̄l∆

2pq̄
2p−q̄ρ l−1

2l (h(∆))
2pq̄

2p−q̄ρ

) 2p−q̄ρ
2p

]
≤ m̄∆

q̄
2 + m̄l∆

q̄
2
− 2p−q̄l

4pl (h(∆))q̄, (2.2.99)

gde je

m̄ = 2
2p−q̄ρ

2p C24T (c′ ∨ c̄)
2p−q̄ρ

2p , m̄l = 2
2p−q̄ρ

2p C24T (cl
′ ∨ c̄l)

2p−q̄ρ
2p .

Zamenom izraza (2.2.99) u (2.2.98), dobija se da je

J22 ≤ C1E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds+ m̄∆
q̄
2 + m̄l∆

q̄
2
− 2p−q̄l

4pl (h(∆))q̄. (2.2.100)

Sa druge strane, zamena izraza (2.2.97) i (2.2.100) u (2.2.93), daje

J2 ≤ 2C1E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds+ C̃1(µ
−1(h(∆))−

2p−(2+ρ)q̄
2

+ m̄∆
q̄
2 + m̄l∆

q̄
2
− 2p−q̄l

4pl (h(∆))q̄. (2.2.101)

Primenom (2.2.92) i (2.2.101), zajedno sa (2.2.86), dobija se da je

E|ē∆(t ∧ θn)|q̄

≤ 2H1(q̄ − 2)E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds+ 2q̄
(
1 +

1

1− δ̄

)
H1E

∫ t∧θn

0

|e∆(s)|q̄ds

+ 22q̄−1H1T

(
š∆

q̄
2 + š

(
µ−1(h(∆))

)− 2p−(2+ρ)q̄
2 + šl∆

q̄l−1
2l (h(∆))q̄

)

+ 2C1E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds+C̃1(µ
−1(h(∆)))−

2p−(2+ρ)q̄
2 +m̄∆

q̄
2 +m̄l∆

q̄
2
− 2p−q̄l

4pl (h(∆))q̄,
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odnosno

E|ē∆(t ∧ θn)|q̄

≤ 2 (H1(q̄ − 2) + C1)E

∫ t∧θn

0

|ē∆(s)|q̄ds+ 2q̄
(
1 +

1

1− δ̄

)
H1E

∫ t∧θn

0

|e∆(s)|q̄ds

+ (22q̄−1šH1T + C̃1)(µ
−1(h(∆)))−

2p−(2+ρ)q̄
2

+
(
22q̄−1šH1T + m̄

)
∆

q̄
2 +

(
22q̄−1šlH1T + m̄l

)
∆

q̄l−1
2l (h(∆))q̄. (2.2.102)

Na osnovu Pretpostavke H2, Posledice 2.2.2 i relacije (2.2.91), ocena
izraza (2.2.102) je data sa

E|ē∆(t ∧ θn)|q̄ ≤ 2q̄
(
H1(q̄ − 2) + C1 +

(
1 +

1

1− δ̄

)
H1

)
E

∫ t∧θn

0

|e∆(s)|q̄ds

+ 2q̄ (H1(q̄ − 2) + C1)E

∫ t∧θn

0

|u(x(s− δ(s)))− u∆(z̄(s))|q̄ds

+
(
22q̄−1šH1T + C̃1

) (
µ−1(h(∆)

)− 2p−(2+ρ)q̄
2

+
(
22q̄−1šH1T + m̄

)
∆

q̄
2 +

(
22q̄−1šlH1T + m̄l

)
∆

q̄l−1
2l (h(∆))q̄

≤ 2q̄
(
H1(q̄ − 2) + C1 +

(
1 +

1

1− δ̄

)
H1

)
E

∫ t∧θn

0

|e∆(s)|q̄ds

+ 2q̄ (H1(q̄ − 2) + C1) k
q̄

∫ T

0

E|x(s− δ(s))− π∆(z̄(s))|q̄ds

+
(
22q̄−1šH1T + C̃1

) (
µ−1(h(∆)

)− 2p−(2+ρ)q̄
2

+
(
22q̄−1šH1T + m̄

)
∆

q̄
2 +

(
22q̄−1šlH1T + m̄l

)
∆

q̄l−1
2l (h(∆))q̄

≤ 2q̄
(
H1(q̄ − 2) + C1 +

(
1 +

1

1− δ̄

)
H1

)
E

∫ t∧θn

0

|e∆(s)|q̄ds

+
(
22q̄−1šH1T+C̃1+2q̄(H1(q̄ − 2)+C1) k

q̄šT
)(
µ−1(h(∆))

)− 2p−(2+ρ)q̄
2

+
(
22q̄−1šH1T + m̄+ 2q̄ (H1(q̄ − 2) + C1) k

q̄šT
)
∆

q̄
2

+
(
22q̄−1šlH1T + m̄l + 2q̄ (H1(q̄ − 2) + C1) k

q̄šlT
)
∆

q̄l−1
2l (h(∆))q̄.

Dakle, dobija se da je, za l > 1,

E|ē∆(t ∧ θn)|q̄ ≤ G

∫ t

0

E|e∆(u ∧ θn)|q̄ds+G(µ−1(h(∆)))−
2p−(2+ρ)q̄

2

+G∆
q̄
2 +Gl∆

q̄l−1
2l (h(∆))q̄, (2.2.103)

gde je

Gl = 22q̄−1šlH1T + m̄l + 2q̄ (H1(q̄ − 2) + C1) k
q̄šlT,
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i

G = max

{
2q̄
(
H1(q̄ − 2) + C1 +

(
1 +

1

1− δ̄

)
H1

)
,

22q̄−1šH1T + C̃1 + 2q̄ (H1(q̄ − 2) + C1) k
q̄šT,

22q̄−1šH1T + m̄+ 2q̄ (H1(q̄ − 2) + C1) k
q̄šT

}
.

Kako rexeǌa x i x∆ zadovoǉavaju isti poqetni uslov, na osnovu ele-
mentarne nejednakosti (1.4.1) i Pretpostavke H2 sledi da je, za svako
ϵ1, ϵ2 > 0,

sup
0≤s≤t

E|e∆(s ∧ θn)|q̄

≤ (1 + ϵ1)
q̄−1 sup

0≤s≤t
E|ē∆(s ∧ θn)|q̄

+

(
1 + ϵ1
ϵ1

)q̄−1

kq̄ sup
0≤s≤t

E|x(s ∧ θn − δ(s ∧ θn))− π∆(z̄∆(s ∧ θn))|q̄

≤ (1 + ϵ1)
q̄−1 sup

0≤s≤t
E|ē∆(s ∧ θn)|q̄

+

(
1 + ϵ1
ϵ1

)q̄−1

kq̄

(
(1 + ϵ2)

q̄−1 sup
0≤s≤t

E|x(s ∧ θn−δ(s ∧ θn))−x∆(s ∧ θn−δ(s ∧ θn))|q̄

+

(
1 + ϵ2
ϵ2

)q̄−1

sup
0≤s≤t

E|x∆(s ∧ θn−δ(s ∧ θn))−π∆(z̄∆(s ∧ θn))|q̄
)

≤ (1 + ϵ1)
q̄−1 sup

0≤s≤t
E|ē∆(s ∧ θn)|q̄

+

(
1 + ϵ1
ϵ1

)q̄−1

kq̄

(
(1 + ϵ2)

q̄−1 sup
0≤s≤t

E|e∆(s ∧ θn)|q̄

+

(
1 + ϵ2
ϵ2

)q̄−1

sup
0≤s≤t

E|x∆(s− δ(s))− π∆(z̄∆(s))|q̄
)
.

Dakle, odabirom ϵ1 = 1
1−k

> k
1−k

, ϵ2 = ϵ1
k(1+ϵ1)

− 1 = 1
k(2−k)

− 1, na osnovu
Pretpostavke 2.2.2 i izraza (2.2.91), sledi da je, za l > 1,

sup
0≤s≤t

E|e∆(s ∧ θn)|q̄

≤ (2− k)q̄−1

(1− k)q̄
sup
0≤s≤t

E|ē∆(s ∧ θn)|q̄

+
kq̄(2− k)q̄−1

(1− k)2q̄−1

(
š∆

q̄
2 +š

(
µ−1(h(∆))

)− 2p−(2+ρ)q̄
2 +šl∆

q̄l−1
2l (h(∆))q̄

)
.
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2.2. Seqena metoda Ojler–Marujame

Zamenom prethodne ocene u (2.2.103), dobija se da je

E|ē∆(t ∧ θn)|q̄ ≤ G
(2− k)q̄−1

(1− k)q̄

∫ t

0

sup
0≤s≤t

E|ē∆(s ∧ θn)|q̄ds

+G

(
šT
kq̄(2− k)q̄−1

(1− k)2q̄−1
+ 1

)
∆

q̄
2

+G

(
šT
kq̄(2− k)q̄−1

(1− k)2q̄−1
+ 1

)(
µ−1(h(∆))

)− 2p−(2+ρ)q̄
2

+

(
šlGT

kq̄(2− k)q̄−1

(1− k)2q̄−1
+Gl

)
∆

q̄l−1
2l (h(∆))q̄. (2.2.104)

Sada, primenom Grunval–Belmanove leme, izraz (2.2.104) postaje

sup
0≤t≤T

E|e∆(t ∧ θn)|q̄ ≤ D(µ−1(h(∆)))−
2p−(2+ρ)q̄

2 +D∆
q̄
2 +Dl∆

q̄l−1
2l (h(∆))q̄, (2.2.105)

gde je

D = G

(
šT
kq̄(2− k)q̄−1

(1− k)2q̄−1
+ 1

)
e

(2−k)q̄−1

(1−k)q̄
GT
,

Dl =

(
šlGT

kq̄(2− k)q̄−1

(1− k)2q̄−1
+Gl

)
e

(2−k)q̄−1

(1−k)q̄
GT
. (2.2.106)

Na osnovu Fatuove leme, kada n → ∞, dobija se nejednakost (2.2.80).
Relacija (2.2.81) sledi iz (2.2.80) i Posledice 2.2.2, za konstante

D
′
= 2q̄−1D ∨ (D + 2q̄−1c

′
), D

′

l = Dl + 2q̄−1c
′

l. (2.2.107)

Konaqno, kada je funkcija µ oblika (2.2.82), tada je µ−1(u) = (u/H3)
2

ρ+2 .
Dakle, na osnovu definicije funkcije h(∆) = ĥ∆−ϵ i (2.2.80), dobija se
da je, za l > 1,

sup
0≤t≤T

E|e∆(t)|q̄ ≤ D̃
(
∆ϵ( 2p

ρ+2
−q̄) + ∆

q̄
2 +∆

q̄
2
− 1

2l
−ϵq̄
)
, (2.2.108)

gde je

D̃ = D

(
H3

ĥ

) 2p
2+ρ

−q̄

∨D ∨Dlĥ
q̄. (2.2.109)

Relacija(2.2.83)je dokazana. Analogno se mo�e dokazati relacija(2.2.84).
Time je dokaz zavrxen. □

Narednom teoremom se dokazuje da je red Lq̄-konvergencije niza seqenih
rexeǌa Ojler–Marujame ka taqnom rexeǌu jednaqine (2.0.1) proizvoǉno
blizak vrednosti q̄/2.
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2. Konvergencija metoda Ojlerovog tipa za neutralne SDJ sa vremenski
zavisnim kaxǌeǌem

Teorema 2.2.4 Neka va�e uslovi Teoreme 2.2.3. Tada, za svako q̄ ∈ [2, q) i
svako ϵ ∈

(
0, 1−ϵ0

4

)
, va�i da je

sup
0≤t≤T

E|x(t)− x∆(t)|q̄ ≤ O
(
∆

q̄(1−4ϵ)
2

)
, (2.2.110)

sup
0≤t≤T

E|x(t)− x̄∆(t)|q̄ ≤ O
(
∆

q̄(1−4ϵ)
2

)
. (2.2.111)

Dokaz. Odabirom dovoǉno velikog broja p, tako da je

ϵ(2p− (2 + ρ)q̄)

2 + ρ
>
q̄(1− 4ϵ)

2

i l > 1
2ϵq̄

, lako se dokazuje da va�e relacije (2.2.110) i (2.2.111). □

Kako bi se ilustrovali prethodno navedeni teorijski rezultati, raz-
matra se slede�i primer.

Primer 2.2.2 Razmatra se slede�a jednodimenzionalna neutralna SDJ sa
vremenski zavisnim kaxǌeǌem

d

[
x(t)+

1

27
sin(x(t−δ(t)))

]
=f(x(t), x(t−δ(t)))dt+g(x(t), x(t−δ(t)))dB(t), t ∈ [0, 6], (2.2.112)

sa poqetnim uslovom ξ(θ) = 1, θ ∈ [−τ, 0], τ = 2, gde je funkcija kaxǌeǌa
dafinisana sa δ(t) = 1− 1

4
sin t, t ∈ [0, 6] i koeficijenti prenosa i difuzije sa

f(x, y) = x+
1

27
sin y −

(
x+

1

27
sin y

)3

, g(x, y) = x+
y

1 + y2
, x, y ∈ R.

Jasno je da su koeficijenti f i g lokalno Lipxic neprekidni, odnosno da
zadovoǉavaju Pretpostavku H1. Sa druge strane, za k = 1/27, funkcija
u(x) = −1/27 sinx zadovoǉava Pretpostavku H2. Kako je δ

′
(t) ≤ 1

4
= δ̄, za

svako t ∈ [0, 6], Pretpostavka H3 tako�e va�i. Xtavixe, za svako p ≥ 2 i
svako a ∈ (0, 1], va�i da je

(x− au(y))Tf(x, y) +
p− 1

2
|g(x, y)|2

=
(
x+

a

27
sin y

)(
x+

1

27
sin y −

(
x+

1

27
sin y

)3
)

+
p− 1

2

∣∣∣∣x+ y

1 + y2

∣∣∣∣2
≤
(
x+

a

33
sin y

)(
x+

1

33
sin y −

(
x3 +

1

32
x2 sin y +

1

35
x sin2 y +

1

39
sin3 y

))
+ (p− 1)

(
x2 +

y2

(1 + y2)2

)
,
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2.2. Seqena metoda Ojler–Marujame

odnosno

(x− au(y))Tf(x, y) +
p− 1

2
|g(x, y)|2

= x2 +
a+ 1

33
x sin y +

a

36
sin2 y − x4 − a+ 3

33
x3 sin y − a+ 1

35
x2 sin2 y

− 3a+ 1

39
x sin3 y − a

312
sin4 y + (p− 1)(x2 + y2)

≤ 55 + a

54
x2 +

29a+ 27

1458
y2 − x4 +

a+ 3

33
|x|3 + 3a+ 1

39
|x|+ (p− 1)(x2 + y2)

≤ k̃
(
1 + x2 + ay2

)
,

gde je

k̃ =

(
55 + a

54
+ p− 1

)
∨
(

29

1458
+

27

1458a
+
p− 1

a

)
∨ ã,

ã = sup
u≥0

{
−u4 + a+ 3

33
u3 +

3a+ 1

39
u

}
.

Dakle, Pretpostavka H′
4 va�i za svako p ≥ 2 i svako a ∈ (0, 1]. Specijalno,

za a = 1, Pretpostavka H4 je tako�e ispuǌena. Poqetni uslov ξ(θ) = 1,
θ ∈ [−τ, 0] zadovoǉava Pretpostavku H5. Kako je

|δ(t)− δ(s)| ≤ 1

4
|t− s|, t, s ∈ [0, 6],

va�i Pretpostavka H6 za η = 1/4. Tako�e, kako je k(3 + ⌊η⌋) = 1/9 < 1,
ispuǌen je i uslov (2.1.28). Xtavixe, va�i da je, za svako q > 2,

(x− u(y)− x̄+ u(ȳ))T (f(x, y)− f(x̄, ȳ)) +
q − 1

2
|g(x, y)− g(x̄, ȳ)|2

=

(
x− x̄+

1

27
(sin y − sin ȳ)

)
×

(
x+

1

27
sin y −

(
x+

1

27
sin y

)3

− x̄− 1

27
sin ȳ +

(
x̄+

1

27
sin ȳ

)3
)

+
q − 1

2

∣∣∣∣x+ y

1 + y2
− x̄− ȳ

1 + ȳ2

∣∣∣∣2
≤
(
x− x̄+

1

27
(sin y − sin ȳ)

)2

×

(
1−
(
x+

1

27
sin y

)2

−
(
x+

1

27
sin y

)(
x̄+

1

27
sin ȳ

)
−
(
x̄+

1

27
sin ȳ

)2
)

+ (q − 1) |x− x̄|2 + (q − 1)

∣∣∣∣ y

1 + y2
− ȳ

1 + ȳ2

∣∣∣∣2
≤ 2 |x− x̄|2 + 2

272
|y − ȳ|2 + (q − 1)|x− x̄|2 + (q − 1)|y − ȳ|2

≤ (q + 1)
(
|x− x̄|2 + |y − ȳ|2

)
.

97
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Dakle, va�i Pretpostavka H7 za svako q > 2. Tako�e, mo�e se uoqiti da
je

|f(x, y)− f(x̄, ȳ)|2

=

(
x− x̄+

1

27
(sin y − sin ȳ)

)2

×

(
1−
(
x+

1

27
sin y

)2

−
(
x+

1

27
sin y

)(
x̄+

1

27
sin ȳ

)
−
(
x̄+

1

27
sin ȳ

)2
)2

≤ 2

(
|x− x̄|2 + 1

272
|y − ȳ|2

)(
1− 1

2

(
x+

1

27
sin y

)2

− 1

2

(
x̄+

1

27
sin ȳ

)2
)2

≤ 2
(
|x− x̄|2 + |y − ȳ|2

)
(1 + |x|ρ + |y|ρ + |x̄|ρ + |ȳ|ρ) ,

odnosno, Pretpostavka H8 je ispuǌena, na primer, za ρ = 1. Oqigledno, za
takav izbor vrednosti ρ mogu se odabrati vrednosti p i q, tako da va�i
relacija 2p > (2 + ρ)q.

Kako bi se mogla primeniti Teorema 2.2.3, potrebno je jox zadati funk-
cije µ(·) i h(·). Na osnovu relacije (2.2.67) mo�e se zakǉuqiti da je, da za
svako r ≥ 1,

sup
|x|∨|y|≤r

(
|f(x, y)| ∨ |g(x, y)| ∨ |u(y)|

)
≤ 4r

3
2 .

Mo�e se definisati funkcija µ(r) = 4r
3
2 za r ≥ 4, pri qemu je ǌena inverzna

funkcija µ−1(r) = (r/4)
2
3 . Za ϵ ∈

(
0, 1−ϵ0

4

]
, definixe se h(∆) = ∆−ϵ za ∆ > 0.

Sada, za svako q̄ ≥ 2, mo�e se odabrati dovoǉno veliki broj p, tako da va�i
uslov

ϵ(2p− (2 + ρ)q̄)

2 + ρ
>
q̄(1− 4ϵ)

2
.

Na osnovu Teoreme 2.2.4 sledi da seqena rexeǌa Ojler–Marujame koja odgo-
varaju jednaqini (2.2.112) zadovoǉavaju relacije (2.2.110) i (2.2.111), tj. red
Lq̄-kovergencije tih rexeǌa ka taqnom rexeǌu jednaqine (2.2.112) je pro-
izvoǉno blizak vrednosti q̄/2. Tako�e, odabirom ϵ = 1

128
, relacije (2.2.110) i

(2.2.111) impliciraju

sup
0≤t≤T

E|x(t)− x∆(t)|q̄ ≤ O
(
∆

q̄
2
− q̄

64

)
,

sup
0≤t≤T

E|x(t)− x̄∆(t)|q̄ ≤ O
(
∆

q̄
2
− q̄

64

)
.

Sa druge strane, ako se funkcije µ(·) i h(·) definixu sa µ(r) = 4r
3
2 i h(∆) =

∆− 1
128 , zakǉuquje se da je red Lq̄-kovergencije seqenog rexeǌa Ojler–Marujame

{x∆(t), t ≥ −τ} ka taqnom rexeǌu jednaqine (2.2.112) bliskiji vrednosti q̄/2,
u odnosu na sluqaj kada je µ(r) = 4r

3
2 i h(∆) = ∆− 1

4 .
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-2 2 4 6
t

0.5

1.0

1.5

2.0

Slika 2.3: Trajektorije seqenog rexeǌa Ojler–Marujame za ∆ = 0.0078

Uz odabir ∆ = 0.0078, ϵ0 = 1
2
i ϵ = 1−ϵ0

64
= 1

128
simulirano je nekoliko tra-

jektorija seqenog rexeǌa Ojler–Marujame koje odgovaraju jednaqini (2.2.112)
i predstavǉene su na Slici 2.3.

Sa druge strane, na osnovu Teoreme 2.2.4, za q̄ = 2 i ϵ = 1/10, mo�e se
zakǉuqiti da je

E|x(T )− x̄∆(T )|q̄ ≤ D̃∆q̄( 1
2
−2ϵ), (2.2.113)

gde je D̃ predstavǉeno sa (2.2.109).
Kako bi se red konvergencije 1

2
−2ϵ aproksimativnog rexeǌa iz ovog prime-

ra uporedio sa redom konvergencije 1
2
, xto je najve�i red konvergencije koji

mo�e dosti�i klasiqna metoda Ojler–Marujame, potrebno je uporediti
grexke aproksimacije D̃∆q̄( 1

2
−2ϵ) i D̃∆

q̄
2 . Logaritmovaǌem leve i desne stra-

ne nejednakosti (2.2.113), dobija se da je

lnE|x(T )− x̄∆(T )| ≈
ln D̃

q̄
+

(
1

2
− 2ϵ

)
ln∆.

Dakle, problem se svodi na upore�ivaǌe pravih a
(
1
2
,∆
)
i a
(
1
2
− 2ϵ,∆

)
, gde je

a(x,∆) = x ln∆ + ln D̃
q̄
, za fiksiranu vrednost ∆ ∈ (0, 1). Zatim je potrebno

izraqunati grexke aproksimacije za dovoǉno malo ∆.
Na Slici 2.4 su predstavǉene prave a

(
1
2
,∆
)
i a

(
1
2
− 2ϵ,∆

)
za ∆ ∈ (0, 1),

gde je z = ln∆, q̄ = 2, ϵ = 1
10
. Za fiksiranu vrednost ∆, posmatranu kao

parametar, priraxtaj funkcije a se mo�e predstaviti kao

a

(
1

2
− 2ϵ,∆

)
− a

(
1

2
,∆

)
= ln∆ (−2ϵ) .
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Zakǉuquje se da priraxtaj funkcije a te�i +∞, kada ∆ → 0. Ovaj zakǉuqak
odgovara grafiqkom prikazu pravih a

(
1
2
,∆
)
i a
(
1
2
− 2ϵ,∆

)
na Slici 2.4.

-2 ×10236089108-4 ×10236089108-6 ×10236089108-8 ×10236089108-10 ×10236089108
z

10
236089108

-10236089108

-2 ×10236089108

-3 ×10236089108

-4 ×10236089108

Slika 2.4: Prave a
(
1
2
,∆
)
i a

(
1
2
− 2ϵ,∆

)
za ∆ ∈ (0, 1), q̄ = 2, ϵ = 1

10

Me�utim, da bi se uporedio red konvergencije 1
2
− 2ϵ sa redom konvergen-

cije 1
2
, od znaqaja je funkcija b(x,∆) = ea(x,∆). Na osnovu teoreme o sredǌoj

vrednosti, za fiksiranu vrednost ∆, posmatranu kao parametar, i za neko
θ ∈ (0, 1), priraxtaj funkcije b je dat sa

b

(
1

2
− 2ϵ,∆

)
− b

(
1

2
,∆

)
= D̃q̄∆

1
2
−2(1−θ)ϵ ln∆(−2ϵ).

Jasno je da priraxtaj funkcije b te�i nuli kada ∆ → 0, odnosno, zakǉu-

quje se da se, za dovoǉno malo ∆, grexka aproksimacije O
(
∆q̄( 1

2
−2ϵ)

)
pribli-

�ava grexci aproksimacije O(∆
q̄
2 ). Na kraju je potrebno naglasiti da je zbog

pogodnosti u proraqunu, konstanta D
′

l iz (2.2.107) majorirana konstantom
2Dl, gde je Dl dato sa (2.2.106).

Tako�e, kada su vrednosti p = 13, q̄ = 2, ϵ0 = 0.001 fiksirane, a vrednosti
ϵ se meǌaju, mo�e se zakǉuqiti da koeficijent pravca prave a

(
1
2
− 2ϵ,∆

)
postaje bliskiji koeficijentu pravca prave a

(
1
2
,∆
)
, kada se vrednost ϵ

smaǌuje (videti Sliku 2.5).
Pored toga, ako se pove�aju vrednosti p i q̄, (p = 20 i q̄ = 3), tada se za

razliqite vrednosti parametra ϵ dobija isti zakǉuqak, odnosno, kako se ϵ
smaǌuje, prave a

(
1
2
,∆
)
i a

(
1
2
− 2ϵ,∆

)
postaju bliskije jedna drugoj (videti

Sliku 2.6).
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-2 ×10109553922-4 ×10109553922-6 ×10109553922-8 ×10109553922-10 ×10109553922
z

10109553922

-10109553922

-2 ×10109553922

-3 ×10109553922

(a)

-2 ×10137931128-4 ×10137931128-6 ×10137931128-8 ×10137931128-10 ×10137931128
z

-10137931128

-2 ×10137931128

-3 ×10137931128

-4 ×10137931128

(b)

-2 ×10173658758-4 ×10173658758-6 ×10173658758-8 ×10173658758-10 ×10173658758
z

10173658758

-10173658758

-2 ×10137931128

-3 ×10173658758

-4 ×10173658758

(c)

-2 ×10236089108-4 ×10236089108-6 ×10236089108-8 ×10236089108-10 ×10236089108
z

10236089108

-10236089108

-2 ×10236089108

-3 ×10236089108

-4 ×10236089108

(d)

Slika 2.5: Prave a
(
1
2
,∆
)
(�uta linija) i a

(
1
2
− 2ϵ,∆

)
(plava linija) za

∆∈(0, 1), p=13, q̄=2, ϵ0=0.001, (a) ϵ = 0.2, (b) ϵ = 0.17, (c) ϵ=0.14, (d) ϵ=0.1.
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(b)
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z

1084061214055

-1084061214055

-2 ×1084061214055

-3 ×1084061214055

-4 ×1084061214055

(c)

-2 ×10115309565352-4 ×10115309565352-6 ×10115309565352-8 ×10115309565352-10 ×10115309565352
z

3 ×10115309565352

2 ×10115309565352

10115309565352

-10115309565352

-2 ×10115309565352

(d)

Slika 2.6: Prave a
(
1
2
,∆
)
(�uta linija) i a

(
1
2
− 2ϵ,∆

)
(plava linija) za

∆∈(0, 1), p=20, q̄=3, ϵ0=0.001, (a) ϵ=0.2, (b) ϵ=0.17, (c) ϵ=0.14, (d) ϵ=0.1.
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Radi potpunijeg prikaza, u Tabeli 2.2.2 su predstavǉene vrednosti funk-
cija a

(
1
2
,∆
)
i a
(
1
2
− 2ϵ,∆

)
za razliqite vrednosti ϵ i ∆ ∈ (0, 1).

ln∆ = −3 ln∆ = −6 ln∆ = −9

a
(
1
2
,∆
)

−0.2 · 1052322820036 −1.7 · 1052322820036 −3.2 · 1052322820036

a
(
1
2
−2ϵ,∆

)
, ϵ=0.2 0.99 · 1052322820036 0.69 · 1052322820036 0.39 · 1052322820036

a
(
1
2
,∆
)

−0.93 · 1066083740299 −2.4 · 1066083740299 −3.9 · 1066083740299

a
(
1
2
−2ϵ,∆

)
, ϵ=0.17 0.09 · 1066083740299 −0.4 · 1066083740299 −0.87 · 1066083740299

a
(
1
2
,∆
)

−0.31 · 1084061214055 −1.8 · 1084061214055 −3.3 · 1084061214055

a
(
1
2
−2ϵ,∆

)
, ϵ=0.14 0.53 · 1084061214055 −0.13 · 1084061214055 −0.79 · 1084061214055

a
(
1
2
,∆
)

1.59 · 10115073476244 0.09 · 10115073476244 0.39 · 10115073476244

a
(
1
2
−2ϵ,∆

)
, ϵ=0.1 2.19 · 10115073476244 1.29 · 10115073476244 −1.4 · 10115073476244

Tabela 2.2: Tabelarni prikaz funkcija a
(
1
2
,∆
)
i a

(
1
2
− 2ϵ,∆

)
za p = 20,

q̄ = 3, ϵ0 = 0.001 i razliqite vrednosti ϵ i ∆
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Glava 3

Divergencija metoda Ojlerovog
tipa za neutralne SDJ sa
vremenski zavisnim kaxǌeǌem

Stepen u kome numeriqko rexeǌe nasle�uje svojstva taqnog rexeǌa
odgovaraju�e SDJ utiqe na odabir numeriqke metode koja se primeǌuje.
Postoji opse�na literatura koja se odnosi na analizu osobina brojnih
numeriqkih metoda za SDJ razliqitih tipova (videti na primer [5, 14,
23, 24, 25, 27, 28, 33, 38, 42, 43, 47, 55, 59, 64, 65]) me�u kojima su i nu-
meriqke metode Ojlerovog tipa. Neke od ovih metoda su implicitne, dok
su druge eksplicitne, xto utiqe na tehnike koje se koriste u teorijskim
razmatraǌima i na brzinu simulacija. Me�utim, pored sve ve�e potrebe
da se odrede klase jednaqina kod kojih su numeriqko i taqno rexeǌe
bliski i dele ista svojstva, postoji i interesovaǌe za odre�ivaǌe klasa
jednaqina za koje pomenuta dva rexeǌa nisu bliska. U postoje�oj litera-
turi, teoreme koje garantuju konvergenciju numeriqkih metoda Ojlerovog
tipa za neutralne SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem, daju samo do-
voǉne uslove konvergencije u odgovaraju�em smislu. Zbog toga je bitno
odrediti klase neutralnih SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem, za koje
odgovaraju�a metoda Ojlerovog tipa divergira. Na taj naqin se su�ava
klasa ovih jednaqina u okviru koje se traga za onim jednaqinama za koje
ta metoda konvergira u Lp-smislu. Neki od postoje�ih rezultata o diver-
genciji koji se odnose na numeriqka rexeǌa na konaqnim i beskonaqnim
intervalima mogu se na�i u [8, 10, 11, 12, 16, 41, 46, 54].

Shodno tome, u ovoj glavi se razmatra Lp-divergencija, za p ∈ (0,∞),
razliqitih numeriqkih metoda Ojlerovog tipa za klasu neutralnih SDJ
sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem (i prelazima Markova). Preciznije,
u Poglavǉu 3.1 dokazuje se Lp-divergencija semiimplicitne Ojlerove
metode za jednu klasu neutralnih SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem.
Pored toga, dokazuje se da klasa ovih jednaqina sa jedinstvenim global-
nim rexeǌem, konaqnim apsolutnim momentom prvog reda taqnog rexe-
ǌa u krajǌem trenutku razmatranog vremenskog intervala i beskonaq-
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nim momentom prvog reda rexeǌa dobijenog semiimplicitnom Ojlerovom
metodom u istom trenutku, nije prazna. Pritom se uzimaju u obzir i
uslovi koji garantuju egzistenciju i jedinstvenost takvog numeriqkog
rexeǌa. U Poglavǉu 3.2 dokazuje se, pod odre�enim uslovima, divergen-
cija metode Ojler–Marujame za neutralne SDJ sa vremenski zavisnim
kaxǌeǌem i prelazima Markova. Na kraju glave, u Poglavǉu 3.3 razma-
tra se divergencija seqene metode Ojler–Marujame za neutralne SDJ sa
vremenski zavisnim kaxǌeǌem.

Kako su klasiqna i seqena metoda Ojler–Marujame eksplicitne, ǌi-
hova razmatraǌa ne zahtevaju uvo�eǌe dodatnih uslova egzistencije i
jedinstvenosti odgovaraju�ih numeriqkih rexeǌa, kao xto je sluqaj sa
semiimplicitnom Ojlerovom metodom. Teorijska analiza upotpuǌena je
primerima i numeriqkim simulacijama. Pritom je potrebno naglasiti
da su simulacije koje se odnose na numeriqka rexeǌa dobijena eksplici-
tnim metodama jednostavnije i br�e od onih koje se odnose na numeriqka
rexeǌa dobijena implicitnom metodom.

3.1 Semiimplicitna Ojlerova metoda za neu-
tralne SDJ sa vremenski zavisnim kax-
ǌeǌem

U ovom poglavǉu su predstavǉeni dovoǉni uslovi stroge i slabe di-
vergencije semiimplicitne Ojlerove metode za klasu neutralnih SDJ sa
vremenski zavisnim kaxǌeǌem qiji je koeficijent prenosa superline-
arnog rasta, dok koeficijent difuzije raste najvixe superlinearno. Ta-
ko�e, dokazuje se divergencija apsolutnih momenata reda p semiimplicit-
nih Ojlerovih rexeǌa na konaqnom vremenskom intervalu kada veliqina
koraka te�i nuli, uz uslov da su apsolutni momenti reda p taqnog rexeǌa
konaqni, za p ∈ (0,+∞). Pored toga xto aproksimativno rexeǌe dobijeno
ovom metodom, pod odre�enim uslovima, nasle�uje svojstva taqnog rexe-
ǌa u ve�oj meri nego aproksimativno rexeǌe Ojler–Marujame (videti
na primer [18, 60, 44, 17, 61, 67]), u ovom poglavǉu se odre�uju dovoǉni
uslovi koji garantuju Lp-divergenciju semiimplicitne Ojlerove metode.

Rezultati izlo�eni u ovom poglavǉu predstavǉeni su u radu [51].

3.1.1 Lp-divergencija semiimplicitne Ojlerove metode za
neutralne SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem

Razmatra se jednodimenzionalna neutralna SDJ sa vremenski zavis-
nim kaxǌeǌem oblika (2.0.1), pri qemu je d = 1, odnosno

d[x(t)− u(x(t− δ(t)))]

= f(x(t), x(t− δ(t)))dt+ g(x(t), x(t− δ(t)))dB(t), t ∈ [0, T ], (3.1.1)
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sa poqetnim uslovom

x0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]}, (3.1.2)

gde je ξ ∈ Cb
F0
([−τ, 0];R) i

f : R2 → R, g : R2 → R, u : R → R,

Borel merǉive funkcije. Tako�e, pretpostavǉa se da postoji jednodi-
menzionalni stohastiqki proces {x(t), t ∈ [−τ, T ]} koji predstavǉa taqno
rexeǌe jednaqine (3.1.1) u smislu Definicije 1.5.3.

Za potrebe dokazivaǌa glavnog rezultata ovog poglavǉa, uvode se
slede�e pretpostavke.

A1 : Neka funkcija f ∈ C(R2;R) zadovoǉava jednostrane Lipxicove uslove
po prvom i drugom argumentu, tj. neka postoje konstante µ1, µ2 > 0 tako
da, za svako x, y, z ∈ R, va�i da je

(x− y)(f(x, z)− f(y, z)) ≤ µ1|x− y|2, (3.1.3)

(x− y)(f(z, x)− f(z, y)) ≤ µ2|x− y|2. (3.1.4)

Tako�e, pretpostavǉa se da je funkcija u(·) Lipxic neprekidna sa Lipxi-
covom konstantom k∈(0, 1), tj. pretpostavǉa se da va�i Pretpostavka H2.

Za potrebe dokazivaǌa glavnog rezultata, odnosno, stroge Lp-divergen-
cije semiimplicitne Ojlerove metode u konaqnom trenutku T , za svako
p ∈ (0,+∞), koristi se slede�a lema.

Lema 3.1.1 (Lema 4.1, [7]) Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatno�e i Z :
Ω → R F/B(R)-merǉiva sluqajna promenǉiva sa normalnom normiranom
raspodelom. Tada va�i da je

P (|Z| ≥ x) ≥ xe−x2

4
, P (|Z| ∈ [x, 2x]) ≥ xe−2x2

2
, x ∈ [0,∞).

Pre navo�eǌa glavnog rezultata ovog poglavǉa definixe se numeriqko
rexeǌe dobijeno semiimplicitnom Ojlerovom metodom, koje odgovara jed-
naqini (3.1.1) i navode se uslovi pod kojima je ta metoda dobro defini-
sana. U tom smislu, neka je T ∈ (0,∞) proizvoǉan fiksiran broj i neka je
veliqina koraka ∆= τ/M =T/N za neke prirodne brojeve M > τ i N > T.
Tako�e, pretpostavǉa se da je τ/T racionalan broj. Najpre se definixe
diskretno semiimplicitno Ojlerovo rexeǌe ZN koje odgovara jednaqini
(3.1.1), na ekvidistantnoj particiji n∆, n ∈ {−M, . . . , 0, 1, . . . , N} vremen-
skog intervala [−τ, T ]. Ovo rexeǌe definixe se kao

ZN
n (ω) = ξ(n∆, ω), n ∈ {−M,−(M − 1), . . . , 0}, (3.1.5)

dok je, za n ∈ {1, . . . , N},

ZN
n (ω) = ZN

n−1(ω) + u
(
ZN

n−I∆[δ(n∆)](ω)
)
− u

(
ZN

n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)
)

+f
(
ZN

n (ω), ZN
n−I∆[δ(n∆)](ω)

)
∆

+ g
(
ZN

n−1(ω), Z
N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

)
∆Bn−1(ω). (3.1.6)
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Potrebno je naglasiti da je jednaqina (3.1.6) implicitna, ne samo po pr-
vom i drugom argumentu funkcije f , ve� i po argumentu funkcije u. U tom
smislu, za fiksirano n ∈ {1, 2, . . . , N}, neka je IA = 1, kada je I∆[δ(n∆)] = 0,
i IA = 0, u suprotnom. Tada se jednaqina (3.1.6) mo�e predstaviti u
ekvivalentnom obliku

ZN
n (ω)=ZN

n−1(ω)+u
(
ZN

n (ω)
)
IA+u

(
ZN

n−I∆[δ(n∆)](ω)
)
IAC−u

(
ZN

n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)
)

+f
(
ZN

n (ω), ZN
n (ω)

)
IA∆+ f

(
ZN

n (ω), ZN
n−I∆[δ(n∆)](ω)

)
IAC∆

+ g
(
ZN

n−1(ω), Z
N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

)
∆Bn−1(ω). (3.1.7)

Oqigledno je da je jednaqina (3.1.7) oblika

x = d+∆f(x, a)IAC +∆f(x, x)IA + u(x)IA, x ∈ R, (3.1.8)

gde su a, d ∈ R.
Naredna lema daje dovoǉne uslove egzistencije i jedinstvenosti re-

xeǌa jednaqine (3.1.8).

Lema 3.1.2 (Lema 1, [44]) Neka va�e Pretpostavke A1 i H2. Ako va�i
da je (µ1 + µ2)∆ + k < 1, tada postoji jedinstveno rexeǌe jednaqine (3.1.8).

Sada se mo�e dokazati glavni rezultat ovog poglavǉa, a to je Lp-
divergencija semiimpicitne Ojlerove metode za jednu klasu neutralnih
SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem. Dokaz ove teoreme je konstruk-
tivan, odnosno definixe se doga�aj ΩN qija verovatno�a mo�e biti ek-
stremno mala, a da pritom odgovaraju�e trajektorije numeriqkog rexeǌa
imaju ekstremno velike apsolutne vrednosti, xto rezultira divergenci-
jom momenata ovog rexeǌa kada ∆ → 0.

Teorema 3.1.1 Neka va�e Pretpostavke A1 i H2, zajedno sa uslovom

P

{
ω ∈ Ω : inf

θ∈[−τ,0]
|g(ξ(0, ω), ξ(θ, ω))| > 0

}
> 0. (3.1.9)

Tako�e, pretpostavǉa se da postoje konstante B ≥ 1 i δ1, δ2, γ1, γ2 > 0, tako
da je γ = 1∨ γ1 ∨ γ2 ∨ δ2, δ1 > γ i za svako x, y ∈ R, za koje je |x| ∨ |y| ≥ B, va�i
da je

|f(x, y)| ≤ B(|x|γ1 + |y|γ2), |g(x, y)| ≥ 1

B
|x|δ1 −B|y|δ2 . (3.1.10)

Tada postoji konstanta b ∈
(
1 + 2(δ1+γ)

δ1−γ
,+∞

)
i niz nepraznih doga�aja

{ΩN ∈ F , N ∈ N, N ≥ N0},

tako da je, za svako N ∈ N, N ≥ N0 i svako ω ∈ ΩN ,

P (ΩN) ≥ b−Nb

, (3.1.11)

|ZN
N (ω)| ≥ 2(

δ1+γ
2γ )

N−1

, (3.1.12)
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gde je N0 dovoǉno veliki prirodan broj za koji je (µ1 + µ2)∆ + k < 1 kada je
N ≥ N0. Ako postoji jedinstveno rexeǌe {x(t), t ∈ [−τ, T ]} jednaqine (3.1.1),
za koje je E|x(T )|p <∞, za neko p ∈ (0,∞), tada va�i da je

lim
N→∞

E|x(T )− ZN
N |p = ∞, (3.1.13)

lim
N→∞

∣∣E|x(T )|p − E|ZN
N |p
∣∣ = ∞. (3.1.14)

Dokaz. Potrebno je naglasiti da se Pretpostavka A1 ne primeǌuje
eksplicitno u dokazu teoreme. Uloga ove pretpostavke je da garantuje
egzistenciju i jedinstvenost semiimplicitnog Ojlerovog rexeǌa koje
zadovoǉava jednaqinu (3.1.6). Imaju�i u vidu Lemu 3.1.2, neka je N ≥ N0,
gde je N0 = ⌊T (µ1+µ2)

1−k
⌋ + 1. Tako�e, potrebno je naglasiti da uslov (3.1.9)

iskǉuquje deterministiqke diferencijalne jednaqine iz razmatraǌa i
obezbe�uje da je apsolutna vrednost numeriqkog rexeǌa nakon prve ite-
racije dovoǉno velika. Xtavixe, za p ≥ 1, (3.1.13) predstavǉa strogu
Lp-divergenciju semiimplicitnog Ojlerovog rexeǌa, dok (3.1.14) pred-
stavǉa numeriqki slabu divergenciju tog rexeǌa. Obe vrste divergen-
cije se odnose na krajǌi trenutak razmatranog vremenskog intervala,
kada veliqina koraka te�i nuli.

Na osnovu uslova (3.1.9) i ξ ∈ Cb
F0
([−τ, 0];R), mo�e se zakǉuqiti da

postoji konstanta K ∈ [B,+∞), tako da je

ϑ := P

{
ω ∈ Ω : inf

θ∈[−τ,0]
|g (ξ(0, ω), ξ(θ, ω))| ≥ 1 + k

K
, sup
−τ≤θ≤0

|ξ(θ, ω)| ≤ K

}
> 0.

Kako je koeficijent prenosa f polazne jednaqine (3.1.1) neprekidna funk-
cija na R2, f je ograniqena na kompaktnom skupu, odnosno postoji kon-
stanta GB > 0, tako da je

sup
(x,y)∈R2: |x|∨|y|<B

|f(x, y)| ≤ GB. (3.1.15)

Neka je

rN := max

{
2, B,

(
K

2

) 2
δ1+γ

, (BKγ2∆+∆GB)
2

δ1+γ , (1 + 2B∆)
2

δ1−γ , (3.1.16)

(
2B

∆
(1 + kK) +B(BKγ2 +BKδ2 +B +GB)

) 2
δ1−γ

}
, N ≥ N0.

Definixe se niz doga�aja {ΩN , N ≥ N0}, tako da je

ΩN = {ω ∈ Ω : |Bn(ω)−Bn−1(ω)| ≥ ∆,∀n ∈ {1, 2, . . . , N − 1},

|B1(ω)| ≥ K

(
2r

δ1+γ
2

N +K

)
,

inf
θ∈[−τ,0]

|g (ξ(0, ω), ξ(θ, ω))| ≥ 1 + k

K
, sup
−τ≤θ≤0

|ξ(θ, ω)| ≤ K

}
. (3.1.17)
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Najpre se razmatra sluqaj kada je n = 1. Tada se, na osnovu (3.1.6),
mo�e zakǉuqiti da je, za svako ω ∈ ΩN ,

ZN
1 (ω) = ZN

0 (ω) + u
(
ZN

1−I∆[δ(∆)](ω)
)
− u

(
ZN

−I∆[δ(0)](ω)
)

+f
(
ZN

1 (ω), ZN
1−I∆[δ(∆)](ω)

)
∆+g

(
ZN

0 (ω), ZN
−I∆[δ(0)](ω)

)
B1(ω). (3.1.18)

Imaju�i u vidu definiciju doga�aja ΩN i primenom Pretpostavke H2,
sledi da je

|ZN
1 (ω)|
≥
∣∣g (ZN

0 (ω), ZN
−I∆[δ(0)](ω)

)∣∣ |B1(ω)| −
∣∣ZN

0 (ω)
∣∣

−∆
∣∣f (ZN

1 (ω), ZN
1−I∆[δ(∆)](ω)

)∣∣− ∣∣u (ZN
1−I∆[δ(∆)](ω)

)
− u

(
ZN

−I∆[δ(0)](ω)
)∣∣

≥ |g (ξ(0, ω), ξ (−I∆[δ(0)]∆, ω))| |B1(ω)|−|ξ(0, ω)|
−∆

∣∣f(ZN
1 (ω), ZN

1−I∆[δ(∆)](ω)
)∣∣−k ∣∣ZN

1−I∆[δ(∆)](ω)
∣∣−k |ξ(−I∆[δ(0)]∆, ω)|

≥ 1 + k

K
K

(
2r

δ1+γ
2

N +K

)
− (1 + k)K −∆

∣∣f (ZN
1 (ω), ZN

1−I∆[δ(∆)](ω)
)∣∣

− k
∣∣ZN

1−I∆[δ(∆)](ω)
∣∣

≥ 2(1 + k)r
δ1+γ

2
N −∆

∣∣f (ZN
1 (ω), ZN

1−I∆[δ(∆)](ω)
)∣∣− k

∣∣ZN
1−I∆[δ(∆)](ω)

∣∣ . (3.1.19)

Razmatraju se dva sluqaja.
Sluqaj 1: Ako je I∆[δ(∆)] = 0, tada se prethodni izraz mo�e oceniti

kao

(1 + k)|ZN
1 (ω)| ≥ 2(1 + k)r

δ1+γ
2

N −∆
∣∣f (ZN

1 (ω), ZN
1 (ω)

)∣∣ .
Primenom (3.1.10) i (3.1.15), dobija se da je

|ZN
1 (ω)| ≥ 2r

δ1+γ
2

N − 1

1 + k
∆
∣∣f (ZN

1 (ω), ZN
1 (ω)

)∣∣
> 2r

δ1+γ
2

N −∆
∣∣f (ZN

1 (ω), ZN
1 (ω)

)∣∣
= 2r

δ1+γ
2

N −∆
∣∣f (ZN

1 (ω), ZN
1 (ω)

)∣∣ I{|ZN
1 (ω)|≥B}

−∆
∣∣f (ZN

1 (ω), ZN
1 (ω)

)∣∣ I{|ZN
1 (ω)|<B}

≥ 2r
δ1+γ

2
N −B∆

(
|ZN

1 (ω)|γ1 + |ZN
1 (ω)|γ2

)
−∆GB. (3.1.20)

Na osnovu definicije (3.1.16), sledi da je

r
δ1+γ

2
N ≥ ∆GB, (3.1.21)

xto, zajedno sa (3.1.20), daje

|ZN
1 (ω)|+B∆|ZN

1 (ω)|γ1 +B∆|ZN
1 (ω)|γ2 ≥ r

δ1+γ
2

N . (3.1.22)
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Sluqaj 2: Ako je I∆[δ(∆)] > 0, tada se na osnovu definicije doga�aja
ΩN , mo�e zakǉuqiti da je sup−τ≤θ≤0 |ξ(θ, ω)| ≤ K. Dakle, izraz (3.1.19) se
mo�e oceniti kao

|ZN
1 (ω)| ≥ 2(1 + k)r

δ1+γ
2

N −∆
∣∣f (ZN

1 (ω), ξ((1− I∆[δ(∆)])∆, ω)
)∣∣− kK

≥ 2(1 + k)r
δ1+γ

2
N

−∆
∣∣f (ZN

1 (ω), ξ((1− I∆[δ(∆)])∆, ω)
)∣∣ I{|ZN

1 (ω)|∨|ξ((1−I∆[δ(∆)])∆,ω)|≥B}

−∆
∣∣f (ZN

1 (ω), ξ((1−I∆[δ(∆)])∆, ω)
)∣∣I{|ZN

1 (ω)|∨|ξ((1−I∆[δ(∆)])∆,ω)|<B}−kK.

Zatim, primenom (3.1.10) i (3.1.15) dobija se da je

|ZN
1 (ω)| ≥ 2(1 + k)r

δ1+γ
2

N −∆B
(
|ZN

1 (ω)|γ1 + |ξ((1− I∆[δ(∆)]∆, ω)|γ2
)
−∆GB−kK

≥ r
δ1+γ

2
N −B∆|ZN

1 (ω)|γ1 + r
δ1+γ

2
N −∆(BKγ2 +GB) + k

(
2r

δ1+γ
2

N −K

)
.

Dakle, na osnovu (3.1.16) i prethodne relacije sledi da je

|ZN
1 (ω)|+B∆|ZN

1 (ω)|γ1 +B∆|ZN
1 (ω)|γ2 ≥ r

δ1+γ
2

N . (3.1.23)

Imaju�i u vidu relacije (3.1.22) i (3.1.23), mo�e se zakǉuqiti da je

|ZN
1 (ω)|+B∆|ZN

1 (ω)|γ1 +B∆|ZN
1 (ω)|γ2 ≥ r

δ1+γ
2

N . (3.1.24)

U nastavku se dokazuje da va�i

|ZN
1 (ω)| ≥ rN , ω ∈ ΩN . (3.1.25)

U tom smislu, pretpostavǉa se suprotno, da postoji ω0 ∈ ΩN , tako da je
|ZN

1 (ω0)| < rN . Tada, na osnovu rN ≥ B ≥ 1, sledi da je

|ZN
1 (ω)|+B∆|ZN

1 (ω)|γ1 +B∆|ZN
1 (ω)|γ2 < rN +B∆rγ1N +B∆rγ2N

≤ (1 + 2B∆) rγN . (3.1.26)

Imaju�i u vidu definiciju (3.1.16), dobija se da je

rN ≥ (1 + 2B∆)
2

δ1−γ ,

odnosno, primenom (3.1.26) sledi da je

|ZN
1 (ω)|+B∆|ZN

1 (ω)|γ1 +B∆|ZN
1 (ω)|γ2 < r

δ1+γ
2

N ,

xto je u kontradikciji sa (3.1.24). Dakle, zakǉuquje se da va�i (3.1.25).
Dokaz teoreme se nastavǉa indukcijom po n ∈ {1, 2, . . . , N − 1}. Neka je

induktivna pretpostavka data sa

|ZN
i+1(ω)| ≥ |ZN

i (ω)|
δ1+γ
2γ ≥ r

( δ1+γ
2γ )

i

N , ω ∈ ΩN , (3.1.27)
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za svako i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Ciǉ je dokazati da va�i

|ZN
n+1(ω)| ≥ |ZN

n (ω)|
δ1+γ
2γ ≥ r

( δ1+γ
2γ )

n

N , ω ∈ ΩN . (3.1.28)

Potrebno uoqiti da je na osnovu induktivne pretpostavke (3.1.27)

|ZN
i+1(ω)| ≥ rN ≥ 2, ω ∈ ΩN , (3.1.29)

za svako i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Sa druge strane, Pretpostavka H2, jednaqina
(3.1.6) i definicija doga�aja ΩN , garantuju da je

|ZN
n+1(ω)| ≥

∣∣g (ZN
n (ω), ZN

n−I∆[δ(n∆)](ω)
)∣∣ |Bn+1(ω)−Bn(ω)| −

∣∣ZN
n (ω)

∣∣
−∆

∣∣f (ZN
n+1(ω), Z

N
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)

)∣∣
−
∣∣u (ZN

n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)
)
− u

(
ZN

n−I∆[δ(n∆)](ω)
)∣∣

≥
∣∣g (ZN

n (ω), ZN
n−I∆[δ(n∆)](ω)

)∣∣∆−
∣∣ZN

n (ω)
∣∣

−∆
∣∣f (ZN

n+1(ω), Z
N
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)

)∣∣
− k

∣∣ZN
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)

∣∣− k
∣∣ZN

n−I∆[δ(n∆)](ω)
∣∣ , (3.1.30)

za n ∈ {1, 2, . . . , N − 1}.
Razmatraju se qetiri sluqaja.

1. Neka je I∆[δ((n + 1)∆)] ≥ n + 1 i I∆[δ(n∆)] ≥ n. Tada se, na osnovu
(3.1.30), dobija da je∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣ ≥ ∣∣g (ZN

n (ω), ξ(n− I∆[δ(n∆)], ω)
)∣∣∆−

∣∣ZN
n (ω)

∣∣
−∆

∣∣f (ZN
n+1(ω), ξ(n+ 1− I∆[δ((n+ 1)∆)], ω)

)∣∣
× I{|ZN

n+1(ω)|∨|ξ(n+1−I∆[δ((n+1)∆)],ω)|≥B}

−∆
∣∣f (ZN

n+1(ω), ξ(n+ 1− I∆[δ((n+ 1)∆)], ω)
)∣∣

× I{|ZN
n+1(ω)|∨|ξ(n+1−I∆[δ((n+1)∆)],ω)|<B}

− k|ξ(n+1−I∆[δ((n+ 1)∆)], ω)|−k|ξ(n−I∆[δ(n∆)], ω)|, ω∈ΩN .

Na osnovu uslova (3.1.10), relacije (3.1.15) i definicije (3.1.17)
doga�aja ΩN , mo�e se zakǉuqiti da je

∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣ ≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1 −∆B |ξ(n− I∆[δ(n∆)], ω)|δ2 − |ZN
n (ω)|

−∆B|ZN
n+1(ω)|γ1 −∆B|ξ(n+ 1− I∆[δ((n+ 1)∆)], ω)|γ2 −∆GB

− k|ξ(n+ 1− I∆[δ((n+ 1)∆)], ω)| − k|ξ(n− I∆[δ(n∆)], ω)|

≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1 −∆BKδ2 − |ZN
n (ω)|

−∆B|ZN
n+1(ω)|γ1 −∆BKγ2 −∆GB − 2kK, ω ∈ ΩN . (3.1.31)
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Primeǌuju�i (3.1.29), izraz (3.1.31) se mo�e oceniti kao∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣+∆B|ZN
n+1(ω)|γ1

≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1 − |ZN
n (ω)| −∆BKδ2 −∆BKγ2 −∆GB − 2kK

≥
∣∣ZN

n (ω)
∣∣ δ1+γ

2

(
∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣ δ1−γ
2 −1−∆BKδ2−∆BKγ2−∆GB−2kK

)
≥ |ZN

n (ω)|
δ1+γ

2

(
∆

B
r

δ1−γ
2

N −1−∆BKδ2−∆BKγ2−∆GB−2kK

)
, ω ∈ ΩN .

Na osnovu (3.1.16) i (3.1.29), va�i da je∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣+∆B
∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣γ1 ≥ (1 + ∆B) |ZN

n (ω)|
δ1+γ

2

≥ (1 + ∆B)r
δ1+γ

2
N , ω ∈ ΩN . (3.1.32)

Sada se pretpostavǉa suprotno, da postoji doga�aj ω̄∈ΩN , za N≥N0,
tako da je |ZN

n+1(ω̄)| < 1. Tada, sledi da je

∣∣ZN
n+1(ω̄)

∣∣+∆B
∣∣ZN

n+1(ω̄)
∣∣γ1 ≤ 1 + ∆B < (1 + ∆B)r

δ1+γ
2

N ,

xto je u kontradikciji sa (3.1.32). Dakle, mo�e se zakǉuqiti da je
|ZN

n+1(ω)| ≥ 1, kada je ω ∈ ΩN , N ≥ N0. Prva nejednakost u (3.1.32)
implicira

(1 + ∆B)
∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣γ ≥ (1 + ∆B) |ZN

n (ω)|
δ1+γ

2 , ω ∈ ΩN . (3.1.33)

Prema tome, na osnovu induktivne pretpostavke (3.1.27), va�i da je

|ZN
n+1(ω)| ≥ |ZN

n (ω)|
δ1+γ
2γ ≥ r

( δ1+γ
2γ )

n

N , ω ∈ ΩN . (3.1.34)

2. Neka je I∆[δ((n + 1)∆)] < n + 1 i I∆[δ(n∆)] ≥ n. Tada se, imaju�i u
vidu (3.1.30), dobija da je∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣

≥
∣∣g (ZN

n (ω), ξ(n− I∆[δ(n∆)], ω)
)∣∣∆−

∣∣ZN
n (ω)

∣∣
−∆

∣∣f (ZN
n+1(ω), Z

N
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)

)∣∣ I{|ZN
n+1(ω)|∨|ZN

n+1−I∆[δ((n+1)∆)]
(ω)|≥B}

−∆
∣∣f (ZN

n+1(ω), Z
N
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)

)∣∣ I{|ZN
n+1(ω)|∨|ZN

n+1−I∆[δ((n+1)∆)]
(ω)|<B}

− k|ZN
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)| − k|ξ(n− I∆[δ(n∆)], ω)|, ω ∈ ΩN .

Na osnovu uslova (3.1.10), relacije (3.1.15) i definicije (3.1.17)
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doga�aja ΩN , va�i da je

∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣ ≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1 −∆B |ξ(n− I∆[δ(n∆)], ω)|δ2 −
∣∣ZN

n (ω)
∣∣

−∆B
∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣γ1 −∆B

∣∣ZN
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)

∣∣γ2 −GB∆

− k|ZN
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)| − k|ξ(n− I∆[δ(n∆)], ω)|,

≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1 −∆BKδ2 −
∣∣ZN

n (ω)
∣∣−∆B

∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ1
−∆B

∣∣ZN
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)

∣∣γ2 −∆GB

− k|ZN
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)| − kK, ω ∈ ΩN . (3.1.35)

2.1. Ako se pretpostavi da je I∆[δ((n+ 1)∆)] = 0, sledi da je

∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣ ≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1 −∆BKδ2 −
∣∣ZN

n (ω)
∣∣−∆B

∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ1
−∆B

∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ2 −∆GB − k|ZN
n+1(ω)| − kK, ω ∈ ΩN .

Dakle, na osnovu relacije (3.1.29), mo�e se zakǉuqiti da je

(1 + k)
∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣+∆B

(∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ1 + ∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ2)
≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1 − ∣∣ZN
n (ω)

∣∣−∆BKδ2 −∆GB − kK

≥
∣∣ZN

n (ω)
∣∣ δ1+γ

2

(
∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣ δ1−γ
2 − 1−∆BKδ2 −∆GB − kK

)
≥
∣∣ZN

n (ω)
∣∣ δ1+γ

2

(
∆

B
r

δ1−γ
2

N − 1−∆BKδ2 −∆GB − kK

)
. (3.1.36)

Tako�e, primeǌuju�i definiciju (3.1.16), sledi da je

∆

B
r

δ1−γ
2

N ≥ 2 + 2kK +∆BKγ2 +∆B +∆GB +∆BKδ2

≥ 1 + kK +∆GB +∆BKδ2 + 1 + k + 2∆B.

Prema tome, mo�e se zakǉuqiti da va�i

∆

B
r

δ1−γ
2

N − 1−∆BKδ2 −∆GB − kK ≥ 1 + k + 2∆B, (3.1.37)

xto, zajedno sa (3.1.29) i (3.1.36), daje

(1 + k)
∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣+∆B

(∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ1 + ∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ2)
≥ (1 + k + 2∆B) |ZN

n (ω)|
δ1+γ

2

≥ (1 + k + 2∆B)r
δ1+γ

2
N , ω ∈ ΩN . (3.1.38)
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Sada se pretpostavǉa suprotno, da postoji ω̄ ∈ ΩN , za N ≥ N0, tako
da je |ZN

n+1(ω̄)| < 1. Tada je

(1 + k)
∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣+∆B

(∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ1 + ∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ2) < 1 + k + 2∆B

< (1+k+2∆B)r
δ1+γ

2
N ,

xto je u kontradikciji sa (3.1.38). Dakle, mo�e se zakǉuqiti da je
|ZN

n+1(ω)| ≥ 1, za ω ∈ ΩN , N ≥ N0. Tada, prva nejednakost u (3.1.38)
implicira

(1 + k + 2∆B)
∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣γ ≥ (1 + k + 2∆B) |ZN

n (ω)|
δ1+γ

2 ,

xto daje relaciju (3.1.34).

2.2. Sa druge strane, ako se pretpostavi da je I∆[δ((n + 1)∆)] ≥ 1,
tada se na osnovu (3.1.35) dobija da je∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣+∆B

∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ1
≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1 −∆BKδ2 −
∣∣ZN

n (ω)
∣∣−∆B

∣∣ZN
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)

∣∣γ2
−∆GB − k|ZN

n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)| − kK, ω ∈ ΩN . (3.1.39)

Tako�e, mo�e se uoqiti da uslov I∆[δ((n + 1)∆)] ≥ 1 implicira ne-
jednakost n + 1 − I∆[δ((n + 1)∆)] ≤ n. Tada se, na osnovu induktivne
pretpostavke (3.1.27), dobija da je

|ZN
i+1(ω)| ≥ |ZN

i (ω)|, ω ∈ ΩN , (3.1.40)

za svako i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Specijalno, za i = n− 1, sledi da je

|ZN
n (ω)| ≥ |ZN

n−1(ω)| ≥ · · · ≥ |Zn+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)|, ω ∈ ΩN . (3.1.41)

Na osnovu relacija (3.1.29) i (3.1.39), va�i da je∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣+∆B
∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣γ1 (3.1.42)

≥∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1−∆BKδ2−
∣∣ZN

n (ω)
∣∣−∆B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣γ2−∆GB−k|ZN
n (ω)|−kK

≥
∣∣ZN

n (ω)
∣∣ δ1+γ

2

(
∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣ δ1−γ
2 −∆BKδ2 − 1−∆B −∆GB − k − kK

)
≥
∣∣ZN

n (ω)
∣∣ δ1+γ

2

(
∆

B
r

δ1−γ
2

N −∆BKδ2−1−∆B−∆GB−k−kK
)
, ω ∈ ΩN .

Sa druge strane, mo�e se uoqiti da, iz definicije (3.1.16), sledi
da je

∆

B
r

δ1−γ
2

N ≥ 2 + 2kK +∆BKγ2 +∆B +∆GB +∆BKδ2

≥ 1 + k + kK +∆B +∆GB +∆BKδ2 + 1 +∆B,
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odnosno, va�i da je

∆

B
r

δ1−γ
2

N −∆BKδ2 − 1−∆B −∆GB − k − kK ≥ 1 + ∆B,

xto, zajedno sa (3.1.29) i (3.1.42), implicira∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣+∆B
∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣γ1 ≥ (1 + ∆B) |ZN

n (ω)|
δ1+γ

2

≥ (1 + ∆B)r
δ1+γ

2
N , ω ∈ ΩN .

Sada se na osnovu rezultata u Sluqaju 1, dobija relacija (3.1.34).

3. Pretpostavǉa se da je I∆[δ((n+1)∆)] ≥ n+1 i I∆[δ(n∆)] < n. Tada, na
osnovu (3.1.30), sledi da je∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣

≥
∣∣g (ZN

n (ω), ZN
n−I∆[δ(n∆)](ω)

)∣∣∆−
∣∣ZN

n (ω)
∣∣

−∆
∣∣f (ZN

n+1(ω), ξ(n+1−I∆[δ((n+1)∆)], ω)
)∣∣I{|ZN

n+1(ω)|∨|ξ(n+1−I∆[δ((n+1)∆)],ω)|≥B}

−∆
∣∣f (ZN

n+1(ω), ξ(n+1−I∆[δ((n+1)∆)], ω)
)∣∣I{|ZN

n+1(ω)|∨|ξ(n+1−I∆[δ((n+1)∆)],ω)|<B}

−k|ξ(n+ 1− I∆[δ((n+ 1)∆)], ω)| − k|ZN
n−I∆[δ(n∆)](ω)|, ω ∈ ΩN .

Na osnovu uslova (3.1.10), relacije (3.1.15) i definicije (3.1.17)
doga�aja ΩN , sledi da je∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣

≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1 −∆B
∣∣ZN

n−I∆[δ(n∆)](ω)
∣∣δ2 − |ZN

n (ω)|

−∆B|ZN
n+1(ω)|γ1 −∆B|ξ(n+ 1− I∆[δ((n+ 1)∆)], ω)|γ2 −∆GB

− k|ξ(n+ 1− I∆[δ((n+ 1)∆)], ω)| − k|ZN
n−I∆[δ(n∆)](ω)|

≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1 −∆B
∣∣ZN

n−I∆[δ(n∆)](ω)
∣∣δ2 − |ZN

n (ω)|

−∆B|ZN
n+1(ω)|γ1−∆BKγ2−∆GB−kK−k

∣∣ZN
n−I∆[δ(n∆)](ω)

∣∣. (3.1.43)

Xtavixe, mo�e se uoqiti da je n − I∆[δ(n∆)] ≤ n. Dakle, na osnovu
relacije (3.1.40), za i = n− 1, va�i da je

|ZN
n (ω)| ≥ |ZN

n−1(ω)| ≥ · · · ≥ |ZN
n−I∆[δ(n∆)](ω)|, ω ∈ ΩN . (3.1.44)

Primenom relacija (3.1.29) i (3.1.43), dobija se da je∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣+∆B|ZN
n+1(ω)|γ1

≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1−∆B
∣∣ZN

n (ω)
∣∣δ2−|ZN

n (ω)|−∆BKγ2−∆GB−kK−k |Zn(ω)|

≥
∣∣ZN

n (ω)
∣∣ δ1+γ

2

(
∆

B
|ZN

n (ω)|
δ1−γ

2 −∆B − 1−∆BKγ2 −∆GB − kK − k

)
≥
∣∣ZN

n (ω)
∣∣ δ1+γ

2

(
∆

B
r

δ1−γ
2

N −∆B − 1−∆BKγ2 −∆GB − kK − k

)
. (3.1.45)
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Tako�e, definicija (3.1.16) daje

∆

B
r

δ1−γ
2

N ≥ 2 + 2kK +∆BKγ2 +∆B +∆GB +∆BKδ2

≥ 1 + k + kK +∆BKγ2 +∆GB +∆B + 1 +∆B,

odnosno
∆

B
r

δ1−γ
2

N −∆B − 1−∆BKγ2 −∆GB − kK − k ≥ 1 + ∆B,

xto, zajedno sa (3.1.29) i (3.1.45), implicira∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣+∆B
∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣γ1 ≥ (1 + ∆B) |ZN

n (ω)|
δ1+γ

2

≥ (1 + ∆B)r
δ1+γ

2
N , ω ∈ ΩN .

Sada se, na sliqan naqin kao u Sluqaju 1, dobija relacija (3.1.34).

4. Konaqno, pretpostavǉa se da va�i da je I∆[δ((n + 1)∆)] < n + 1 i
I∆[δ(n∆)] < n. Tada se, imaju�i u vidu (3.1.30), zakǉuquje da je∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣

≥
∣∣g (ZN

n (ω), ZN
n−I∆[δ(n∆)](ω)

)∣∣∆−
∣∣ZN

n (ω)
∣∣

−∆
∣∣f (ZN

n+1(ω), Z
N
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)

)∣∣ I{|ZN
n+1(ω)|∨|ZN

n+1−I∆[δ((n+1)∆)]
(ω)|≥B}

−∆
∣∣f (ZN

n+1(ω), Z
N
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)

)∣∣ I{|ZN
n+1(ω)|∨|ZN

n+1−I∆[δ((n+1)∆)]
(ω)|<B}

−k|ZN
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)| − k|ZN

n−I∆[δ(n∆)](ω)|, ω ∈ ΩN .

Primenom uslova (3.1.10) i relacije (3.1.15), sledi da je∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣ ≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1 −∆B
∣∣ZN

n−I∆[δ(n∆)](ω)
∣∣δ2 − ∣∣ZN

n (ω)
∣∣ (3.1.46)

−∆B
∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣γ1 −∆B

∣∣ZN
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)

∣∣γ2 −∆GB

− k|ZN
n+1−I∆[δ((n+1)∆)](ω)| − k|ZN

n−I∆[δ(n∆)](ω)|, ω ∈ ΩN .

4.1. Ako je I∆[δ((n+ 1)∆)] = 0, tada je∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣≥∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1−∆B
∣∣ZN

n−I∆[δ(n∆)](ω)
∣∣δ2−∣∣ZN

n (ω)
∣∣−∆B

∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ1
−∆B

∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ2 −∆GB − k|ZN
n+1(ω)| − k

∣∣ZN
n−I∆[δ(n∆)](ω)

∣∣ .
Imaju�i u vidu relaciju (3.1.44), dobija se da je

(1 + k)|ZN
n+1(ω)|+∆B

(∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ1 + ∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ2)
≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1−∆B
∣∣ZN

n−I∆[δ(n∆)](ω)
∣∣δ2 − ∣∣ZN

n (ω)
∣∣−∆GB

− k
∣∣ZN

n−I∆[δ(n∆)](ω)
∣∣

≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1 −∆B
∣∣ZN

n (ω)
∣∣δ2 − ∣∣ZN

n (ω)
∣∣−∆GB − k

∣∣ZN
n (ω)

∣∣ .
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Tada (3.1.29) imlicira

(1 + k)|ZN
n+1(ω)|+∆B

(∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ1 + ∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ2)
≥
∣∣ZN

n (ω)
∣∣ δ1+γ

2

(
∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣ δ1−γ
2 −∆B − 1−∆GB − k

)
≥
∣∣ZN

n (ω)
∣∣ δ1+γ

2

(
∆

B
r

δ1−γ
2

N −∆B − 1−∆GB − k

)
, ω ∈ ΩN . (3.1.47)

Tako�e, na osnovu definicije (3.1.16), va�i da je

∆

B
r

δ1−γ
2

N ≥ 2 + 2kK +∆BKγ2 +∆B +∆GB +∆BKδ2

≥ 1 + k +∆GB +∆B + 1 + k + 2∆B,

odakle, sledi da je

∆

B
r

δ1−γ
2

N −∆B − 1−∆GB − k ≥ 1 + k + 2∆B, (3.1.48)

xto, zajedno sa (3.1.29) i (3.1.47), implicira

(1 + k)
∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣+∆B

(∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ1 + ∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ2)
≥ (1 + k + 2∆B) |ZN

n (ω)|
δ1+γ

2

≥ (1 + k + 2∆B)r
δ1+γ

2
N , ω ∈ ΩN .

Primenom istih argumenata kao u Sluqaju 2.1, mo�e se zakǉuqiti
da va�i relacija (3.1.34).

4.2. Ako se pretpostavi da je I∆[δ((n + 1)∆)] ≥ 1, tada se, primenom
relacija (3.1.29), (3.1.41) i (3.1.44), izraz (3.1.46) mo�e oceniti kao∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣ ≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1 −∆B
∣∣ZN

n (ω)
∣∣δ2 − ∣∣ZN

n (ω)
∣∣−∆B

∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣γ1
−∆B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣γ2 −∆GB − 2k|ZN
n (ω)|.

Dakle, imaju�i u vidu relaciju (3.1.29), sledi da je∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣+∆B
∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣γ1

≥ ∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣δ1 −∆B
∣∣ZN

n (ω)
∣∣δ2 − ∣∣ZN

n (ω)
∣∣−∆B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣γ2
−∆GB − 2k|ZN

n (ω)|

≥
∣∣ZN

n (ω)
∣∣ δ1+γ

2

(
∆

B

∣∣ZN
n (ω)

∣∣ δ1−γ
2 − 2∆B − 1−∆GB − 2k

)
≥
∣∣ZN

n (ω)
∣∣ δ1+γ

2

(
∆

B
r

δ1−γ
2

N − 2∆B − 1−∆GB − 2k

)
. (3.1.49)
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Xtavixe, na osnovu (3.1.16), va�i da je

∆

B
r

δ1−γ
2

N ≥ 2 + 2kK +∆BKγ2 +∆B +∆GB +∆BKδ2

≥ 1 + 2k + 2∆B +∆GB + 1 +∆B,

odnosno
∆

B
r

δ1−γ
2

N − 2∆B − 1−∆GB − 2k ≥ 1 + ∆B,

xto, zajedno sa (3.1.29) i (3.1.49), daje∣∣ZN
n+1(ω)

∣∣+∆B
∣∣ZN

n+1(ω)
∣∣γ1 ≥ (1 + ∆B) |ZN

n (ω)|
δ1+γ

2 , ω ∈ ΩN .

Sada se, na sliqan naqin kao u Sluqaju 1, dobija relacija (3.1.34).

Na osnovu (3.1.29), uoqava se da je rN ≥ 2, za svako N ≥ N0. S obzirom
na prethodno razmatraǌe, zakǉuquje se da je

|ZN
N (ω)| ≥ r

( δ1+γ
2γ )

N−1

N ≥ 2(
δ1+γ
2γ )

N−1

, ω ∈ ΩN , N ≥ N0. (3.1.50)

Uzimaju�i u obzir definiciju (3.1.17), sledi da je, za svaki prirodan
broj N ≥ N0,

P (ΩN) = ϑP
(∣∣B1

∣∣ ≥ ∆
)N−1

P
(∣∣B1

∣∣ ≥ K
(
2r

δ1+γ
2

N +K
))

= ϑP
(∣∣B(∆)

∣∣ ≥ ∆
)N−1

P
(∣∣B(∆)

∣∣ ≥ K
(
2r

δ1+γ
2

N +K
))

≥ ϑP
(∣∣B(1)

∣∣ ≥ √
∆
)N

P

(∣∣B(1)
∣∣ ≥ K

(
2r

δ1+γ
2

N +K
)

√
∆

)
.

Primena Leme 3.1.1 implicira

P (ΩN) ≥ ϑ
(√∆

4
e−∆

)NK(2r
δ1+γ

2
N +K)

4
√
∆

e−
K2
(
2r

δ1+γ
2

N
+K

)2
∆ .

Imaju�i u vidu da je ∆ = T
N
, sledi da postoje konstanta b ∈

(
1+2(δ1+γ)

δ1−γ
,+∞

)
i dovoǉno veliki prirodan broj N ′

0≥N0=⌊T (µ1+µ2)
1−k

⌋+ 1, za koje va�i da je

P (ΩN) ≥ b−Nb

, N ∈ N, N ≥ N ′
0. (3.1.51)

Sada, definicija (3.1.50) i relacija (3.1.51) impliciraju

lim
N→∞

E|ZN
N | ≥ lim

N→∞
E
[
IΩN

|ZN
N |
]

≥ lim
N→∞

E

[
P (ΩN)r

( δ1+γ
2γ )

N−1

N

]
≥ lim

N→∞

[
b−Nb

2(
δ1+γ
2γ )

N−1]
= +∞,
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odakle sledi (3.1.14). Xtavixe, ako je p ∈ (0, 1], tada na osnovu elemen-
tarne nejednakosti (1.4.5), sledi da je

E|ZN
N |p ≤ E|x(T )− ZN

N |p + E|x(T )|p.

Kako je, po pretpostavci, E|x(T )|p <∞, zakǉuquje se da je

lim
N→∞

E|x(T )− ZN
N |p ≥ lim

N→∞
E|ZN

N |p − E|x(T )|p = +∞,

odnosno, va�i relacija (3.1.13). Sa druge strane, ako je p > 1, primenom
elementarne nejednakosti (1.4.6), dobija se da je

E|ZN
N |p ≤ (1 + θ)p−1(E|x(T )− ZN

N |p + θ1−pE|x(T )|p),

odnosno, na osnovu ograniqenosti apsolutnog momenta reda p taqnog re-
xeǌa, sledi relacija (3.1.13). Time je dokaz zavrxen. □

Napomena 3.1.1 Prethodna teorema se odnosi na sluqaj kada je d = 1. U
tom smislu je potrebno naglasiti da, za d > 1, ako je matrica g dijago-
nalna i ako va�e uslovi ove teoreme bar za jednu koordinatu numeriqkog
rexeǌa, tada va�i Lp-divergencija numeriqke metode u vixedimenzional-
nom sluqaju.

3.1.2 Primeri i numeriqke simulacije
U ovom odeǉku se razmatraju dva primera jednaqina oblika (3.1.1).

Najpre se dokazuje da jednaqine zadovoǉavaju uslove teoreme koja garan-
tuje egzistenciju i jedinstvenost ǌihovih globalnih rexeǌa. Zatim
se dokazuje da su apsolutni momenti prvog reda taqnog rexeǌa kona-
qni na proizvoǉnom konaqnom vremenskom intervalu. Tako�e, pokazuje se
da va�e uslovi Leme 3.1.2, koji garantuju egzistenciju i jedinstvenost
semiimplicitnog Ojlerovog rexeǌa. Konaqno, zakǉuquje se da va�e i
uslovi Teoreme 3.1.1, tj. da numeriqka rexeǌa dobijena semiimplicit-
nom Ojlerovom metodom divergiraju u strogom Lp-smislu na razmatranim
vremenskim intervalima. Time se dokazuje da klasa jednaqina oblika
(3.1.1) sa jedinstvenim globalnim rexeǌem, konaqnim apsolutnim momen-
tom prvog reda u krajǌem trenutku razmatranog vremenskog intervala i
beskonaqnim momentom prvog reda semiimplicitnog Ojlerovog rexeǌa u
istom trenutku, nije prazna.

Najpre se uvodi pretpostavka koja je bitna za dokaz egzistencije i
jedinstvenosti globalnog rexeǌa jednaqine (3.1.1).

A2: Neka postoje funkcije V ∈ C2(R;R+) i U1, U2 ∈ C(R;R+), kao i nenega-
tivne konstante c1, c2, c3, gde je c2 > c3, tako da je

lim
|x|→∞

U1(x) = ∞,
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i neka, za svako x, y ∈ R, va�i da je

U1(x) ≤ V (x) ≤ U2(x),

LV (x, y) ≤ c1 − c2U2(x) + c3(1− δ̄)U2(y),

gde je LV : R× R → R operator, definisan sa

LV (x, y) = Vx(x− u(y))f(x, y) +
1

2
|g(x, y)|2Vxx(x− u(y)).

Narednom teoremom su dati dovoǉni uslovi egzistencije i jedinstvenosti
globalnog rexeǌa jednaqine (3.1.1).

Teorema 3.1.2 (Teorema 2, [48]) Neka va�e Pretpostavke H1–H3 i A2.
Ako je funkcija kaxǌeǌa δ(t) ograniqena, u smislu da je

h̄ := sup
t≥0

δ(t) <∞, (3.1.52)

tada, za svaki poqetni uslov ξ ∈ Cb
F0
([−τ, 0];R), postoji jedinstveno glo-

balno rexeǌe x jednaqine (3.1.1) i va�i da je

lim sup
t→∞

EU1(x(t)− u(x(t− δ(t)))) ≤ c1
ε
, (3.1.53)

gde je ε∈(0, ε0), dok je ε0 jedinstveni pozitivni koren jednaqine c2=ε0+c3eε0h̄.

Potrebno je naglasiti da su Pretpostavka A2 i Teorema 3.1.2 iz rada
[48], gde su razmatrane neutralne SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem
i prelazima Markova. Radi pogodnosti, pomenute pretpostavka i teo-
rema, formulisane su u skladu sa jednaqinama koje se razmatraju u ovom
poglavǉu, bez prelaza Markova.

Primer 3.1.1 Razmatra se slede�a jednodimenzionalna neutralna SDJ sa
vremenski zavisnim kaxǌeǌem

d
[
x(t)− 1

3

sinx(t− δ(t))

2 + sin2 x(t− δ(t))

]
=
(
− x(t)− x3(t)− 1

8
sin2 x(t− δ(t))

)
dt (3.1.54)

+
1

20

(
x4(t)− |x(t− δ(t))|

)
dw(t), t ∈ [0, 5],

sa poqetnim uslovom ξ(θ) = 20, θ ∈ [−τ, 0], τ = 1, gde je funkcija kaxǌeǌa
definisana sa δ(t) = 1

2
+ 1

2
cos t, t ∈ [0, 5].

Oqigledno je da koeficijenti prenosa i difuzije jednaqine (3.1.54) zado-
voǉavaju lokalni Lipxicov uslov, odnosno va�i Pretpostavka H1. Sada
je potrebno dokazati da neutralni qlan

u(x) =
1

3

sinx

2 + sin2 x
, x ∈ R,
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zadovoǉava Pretpostavku H2. U tom smislu, za svako x, y ∈ R, va�i da je

|u(x)− u(y)| = |(sinx− sin y)(2− sinx sin y)|
3(2 + sin2 x)(2 + sin2 y)

(3.1.55)

=

∣∣∣2 sin x−y
2

cos x+y
2
(2− sinx sin y)

∣∣∣
3(2 + sin2 x)(2 + sin2 y)

≤ 1

4
|x− y|.

Xtavixe, sledi da je u(0) = 0. Dakle, mo�e se zakǉuqiti da va�i Pretpo-
stavka H2 za k = 1

4
. Pretpostavka H3 je tako�e zadovoǉena jer je prvi izvod

funkcije kaxǌeǌa ograniqen, tj. δ′(t) = −1
2
sin t ≤ 1

2
= δ̄, za svako t ∈ [0, 5].

Neka je funkcija V definisana sa

V (x) = (1 + x2)
1
2 +

1

2
ln(1 + x2), x ∈ R.

Tada je

Vx(x) =
x
[
(1 + x2)

1
2 + 1

]
1 + x2

, Vxx(x) =
(1 + x2)

1
2 + 1− x2

(1 + x2)2
.

Ako se uvede oznaka m(x, y) =
(
x− sin y

3(2+sin2 y)

)
, va�i da je

LV (x, y) =
m(x, y)

[(
1 +m2(x, y)

) 1
2
+ 1
]

1 +m2(x, y)

(
− x− x3 − 1

8
sin2 y

)

+
1

800

(
1 +m2(x, y)

) 1
2
+ 1−m2(x, y)(

1 +m2(x, y)
)2 (

x4 − |y|
)2

=

(
1 +m2(x, y)

) 1
2
+ 1

1 +m2(x, y)

×
(
−x2−x4− 1

8
x sin2 y+

1

3
x

sin y

2+sin2 y
+
1

3
x3

sin y

2+sin2 y
+

1

24

sin3 y

2+sin2 y

)

+
1

800

(
1 +m2(x, y)

) 1
2
+ 1−m2(x, y)[

1 +m2(x, y)
]2 (

x8 − 2x4|y|+ y2
)

≤

(
1 +m2(x, y)

) 1
2
+ 1

1 +m2(x, y)

(
− x2 − x4 +

17

72
|x|+ 1

9
|x|3 + 1

72

)

+
1

800

(
1 +m2(x, y)

) 1
2
+ 1−m2(x, y)(

1 +m2(x, y)
)2 (

x8 − 2x4|y|+ y2
)
. (3.1.56)

120



3.1. Semiimplicitna Ojlerova metoda za neutralne SDJ sa vremenski
zavisnim kaxǌeǌem

Brojilac u drugom sabirku izraza (3.1.56) se mo�e predstaviti kao funkcija

h(z) = (1 + z2)
1
2 + 1− z2, z ∈ R.

Lako se uoqava da je funkcija h ograniqena, tj. da je h(z) ≤ h(0) = 2, za svako
z ∈ R. Xtavixe, primenom elementarne nejednakosti (1.4.4), sledi da je

|x| ≤ 1

2
x2 +

1

2
, |x|3 ≤ 3

4
x4 +

1

4
. (3.1.57)

Dakle, (3.1.56) se mo�e oceniti kao

LV (x, y)

≤

[(
1 +m2(x, y)

) 1
2
+ 1
](

− 127
144
x2 − 11

12
x4 + 23

144

)
1 +m2(x, y)

+

[(
1 +m2(x, y)

) 1
2
+ 1−m2(x, y)

](
1

800
x8 − 1

400
x4|y|

)
+ 1

400
y2(

1 +m2(x, y)
)2

≤
−127

144
x2 − 11

12
x4(

1 +m2(x, y)
) 1

2

+

23
144

[(
1 +m2(x, y)

) 1
2
+ 1
]

1 +m2(x, y)
(3.1.58)

+

1
800
x8
(
1 +m2(x, y)

) 1
2
+ 1

800
x8 − 1

800
x8m2(x, y) + 1

400
x4|y|m2(x, y) + 1

400
y2(

1 +m2(x, y)
)2 .

Na osnovu elementarne nejednakosti (1.4.4), sledi da je

1

800
x8
(
1 +m2(x, y)

) 1
2 ≤ 1

1000
x10 +

1

4000

(
1 +m2(x, y)

) 5
2
,

1

400
x4|y|m2(x, y) ≤ 1

800
x8 +

1

800
y2m4(x, y).

Tako�e, drugi sabirak u izrazu (3.1.58), mo�e se predstaviti kao funkcija

v(z) =
(1 + z2)

1
2 + 1

1 + z2
, z ∈ R.

Lako je proveriti da va�i v(z) ≤ v(0) = 2. Dakle, dobija se da je

LV (x, y) ≤
− 127

1444
x2 − 11

12
x4(

1 +m2(x, y)
) 1

2

+
23

72

+
1(

1 +m2(x, y)
)2
{
x10

1000
+

1

4000

(
1+m2(x, y)

) 5
2
+
x8

400
− x10

800

+
x9

400

sin y

3(2 + sin2 y)
− x8

800

sin2 y

9(2 + sin2 y)2
+

y2

800
m4(x, y) +

y2

400

}
,
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odnosno

LV (x, y) ≤
−127

144
x2 − 11

12
x4(

1 +m2(x, y)
) 1

2

+
23

72

+
− 1

4000
x10 + 1

4000

(
1 +m2(x, y)

) 5
2
+ 1

400
x8 + 1

3600
|x|9(

1 +m2(x, y)
)2 +

1

400
y2.

Ponovnom primenom elementarne nejednakosti (1.4.4), va�i da je

1

400
x8 =

1

400
· 1

16
(x10)

4
5

(
165
) 1

5 ≤ 1

8000
x10 +

46

125
,

1

3600
|x|9 = 1

3600
· 1
3
(x10)

9
10 (310)

1
10 ≤ 1

12000
x10 +

38

12000
,

odnosno, dobija se da je

LV (x, y) ≤
−127

144
x2 − 11

12
x4(

1 +m2(x, y)
) 1

2

+ c0 +
1

400
y2 +

1

4000

(
1 +m2(x, y)

) 1
2
, (3.1.59)

gde je c0 = 23
72

+ 46

125
+ 38

12000
. Imaju�i u vidu (3.1.57), mo�e se zakǉuqiti da je

−127

144
x2 − 11

12
x4 = − 3

200
(1 + x2)

(
1 +m2(x, y)

)
+

3

200
+

3

100
x2

− 1

100
x

sin y

2 + sin2 y
+

1

600

sin2 y

(2 + sin2 y)2
+

3

200
x4− 1

100
x3

sin y

2 + sin2 y

+
1

600
x2

sin2 y

(2 + sin2 y)2
− 127

144
x2 − 11

12
x4

≤ − 3

200
(1 + x2)

(
1 +m2(x, y)

) 1
2
+

3

200
+

3

100
x2+

1

300
|x|+ 1

5400

+
3

200
x4 +

1

300
|x|3 + 1

5400
x2 − 127

144
x2 − 11

12
x4

≤ − 3

200
(1 + x2)

(
1 +m2(x, y)

) 1
2
+

191

10800
− 9181

10800
x2 − 1079

1200
x4

≤ − 3

200
(1 + x2)

(
1 +m2(x, y)

) 1
2
+

191

10800
. (3.1.60)

Zamenom izraza (3.1.60) u (3.1.59), sledi da je

LV (x, y) ≤
191

10800
− 3

200
(1 + x2)

(
1 +m2(x, y)

) 1
2

(
1 +m2(x, y)

) 1
2

+ c0 +
1

400
y2

+
1

4000

(
1 + x2 − 2x

sin y

3(2 + sin2 y)
+

sin2 y

9(2 + sin2 y)2

) 1
2
,
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tako da je

LV (x, y) ≤ − 3

200
(1 + x2) +

191

10800
+ c0 +

1

400
y2 +

1

4000
(1 + x2)

1
2

+
1

4000

(
2|x| | sin y|

3(2 + sin2 y)

) 1
2
+

1

4000

( sin2 y

9(2 + sin2 y)2

) 1
2

≤ − 3

200
(1 + x2) +

191

10800
+ c0 +

1

400
y2 +

1

2400
(1 + x2)

1
2 +

1

36000

≤ − 7

480
(1 + x2) +

1913

108000
+ c0 +

1

400
y2

≤ 1913

108000
+ c0 −

7

480
(1 + x2) +

1

400
(1 + y2)

= c1 − c2U2(x) + c3(1− δ̄)U2(y),

gde je c1 = 1913
108000

+ c0, c2 =
7

960
i c3 = 1

800(1−δ̄)
= 1

400
, dok je U2(x) = 2(1+x2), x ∈ R.

Za U1(x) = (1 + x2)
1
2 , x ∈ R, mo�e se zakǉuqiti da va�i Pretpostavka

A2. Prema tome, va�e uslovi Teoreme 3.1.2, odnosno postoji jedinstveno
globalno rexeǌe jednaqine (3.1.54), tako da je, za svako T ∈ (0,∞),

E|x(t)− u(x(t− δ(t)))| ≤ EU1(x(t)− u(x(t− δ(t)))) ≤ C, t ∈ [0, T ].

gde je C pozitivna konstanta. Na osnovu prethodne relacije, mo�e se
zakǉuqiti da je

sup
0≤s≤t

E|x(s)− u(x(s− δ(s)))| ≤ C,

odakle sledi da je

E|x(t)| ≤ E|x(t)− u(x(t− δ(t)))|+ E|u(x(t− δ(t)))|
≤ C + kE|x(t− δ(t))|
≤ C + k sup

−τ≤s≤t
E|x(s)|

≤ C + k∥ξ∥+ k sup
0≤s≤t

E|x(s)|.

Direktna posledica prethodne nejednakosti je

sup
0≤s≤t

E|x(s)| ≤ C + k∥ξ∥+ k sup
0≤s≤t

E|x(s)|,

tako da je

sup
0≤s≤t

E|x(s)| ≤ C + k∥ξ∥
1− k

, t ∈ [0, T ],

odnosno, prvi apsolutni moment taqnog rexeǌa jednaqine (3.1.54) je kona-
qan.

Daǉe se razmatra numeriqko rexeǌe dobijeno semiimplicitnom Ojlero-
vom metodom, koje odgovara jednaqini (3.1.54). U tom smislu, neka je N ∈ N.
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Za n ∈ {−(M + 1),−M,−M + 1, ..., 0}, diskretno semiimplicitno Ojlerovo
rexeǌe dafinisano je sa Y N

n = ξ(n∆) = 20, dok je, za n ∈ {0, 1, . . . , N − 1},

ZN
n+1 = ZN

n +
sin
(
ZN

n+1−I∆[δ((n+1)∆)]

)
3
(
2 + sin2

(
ZN

n+1−I∆[δ((n+1)∆)]

)) − sin
(
ZN

n−I∆[δ(n∆)]

)
3
(
2 + sin2

(
ZN

n−I∆[δ(n∆)]

))
+
(
− ZN

n+1 − (ZN
n+1)

3 − 1

8
sin2 ZN

n+1−I∆[δ((n+1)∆)

)
∆

+
1

20

((
ZN

n

)4 − ∣∣ZN
n−I∆[δ(n∆)]

∣∣) (Bn+1 −Bn

)
. (3.1.61)

Da bi se garantovale egzistencija i jedinstvenost rexeǌa jednaqine (3.1.61),
potrebno je dokazati da koeficijent prenosa

f(x, y) = −x− x3 − 1

8
sin2 y, x, y ∈ R,

zadovoǉava jednostrane Lipxicove uslove po prvom i drugom argumentu,
odnosno da va�i Pretpostavka A1. U tom smislu, za svako x, y, z ∈ R, va�i
da je

(x− y)(f(x, z)− f(y, z)) = −(x− y)2(1 + x2 + xy + y2) ≤ µ1|x− y|2,

za svako µ1 > 0. Xtavixe, dobija se da je

(x− y)(f(z, x)− f(z, y)) = −1

8
(x− y)(sinx− sin y)(sinx+ sin y)

= −1

4
(x− y) sin

x− y

2
cos

x+ y

2
(sinx+ sin y)

≤ 1

4
|x− y|2.

Dakle, va�i Pretpostavka A1 za svako µ1 > 0 i µ2 = 1
4
. Kako va�i Pret-

postavka H2 za k = 1
4
, mo�e se odabrati µ1 =

1
4
, tako da je (µ1+µ2)∆+k < 1,

za svako ∆ < 1. Prema tome, na osnovu Leme 3.1.2, zakǉuquje se da postoji
jedinstveno rexeǌe jednaqine (3.1.61).

Konaqno, potrebno je pokazati da va�i uslov (3.1.10) Teoreme 3.1.1. U
tom smislu, lako je uoqiti da je, za svako x, y ∈ R, za koje je |x|∨|y| ≥ B = 20,

|f(x, y)| = | − x− x3 − 1

8
sin2 y| ≤ |x|3 + |x|+ 1

8
y2 ≤ 20

(
|x|3 + |y|2

)
,

|g(x, y)| = 1

20

(
x4 − |y|

)
,

tj. va�i uslov (3.1.10) za γ1 = 3, γ2 = 2, δ1 = 4, δ2 = 1. Dakle, svi uslovi Teo-
reme 3.1.1 su zadovoǉeni, odnosno mo�e se zakǉuqiti da niz semiimplicit-
nih Ojlerovih rexeǌa (3.1.61) divergira u Lp-smislu.

U narednom primeru razmatra se neutralna SDJ sa konstantnim kax-
ǌeǌem i dokazuje se da su apsolutni momenti prvog reda ǌenog taqnog
rexeǌa konaqni, ali da su apsolutni momenti aproksimativnog rexeǌa
dobijenog semiimplicitnom Ojlerovom metodom beskonaqni. Predstav-
ǉene su i numeriqke simulacije kako bi se ilustrovao zakǉuqak.
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Primer 3.1.2 Razmatra se jednodimenzionalna neutralna SDJ sa konstan-
tnim kaxǌeǌem

d
[
x(t)− 1

4
sinx(t− τ)

]
=
(
− x(t) + sin x(t− τ)

)
dt (3.1.62)

+

(
x(t)− 1

4
sinx(t− τ)

)2

dw(t), t ∈ [0, 5],

i poqetnim uslovom ξ(θ) = 4, θ ∈ [−τ, 0], τ = 1.
Najpre se dokazuje da va�e uslovi Teoreme 3.1.1, koja garantuje egzis-

tenciju i jedinstvenost globalnog rexeǌa jednaqine (3.1.62). Oqigledno je
da koeficijenti prenosa i difuzije jednaqine (3.1.62) zadovoǉavaju lokalni
Lipxicov uslov H1, dok za k = 1

4
, funkcija u(x) = 1

4
sinx zadovoǉava Pret-

postavku H2. Neka je sada funkcija V definisana sa V (x) =
√
1 + x2, za x ∈ R.

Tada, va�i da je

Vx(x) =
x√

1 + x2
, Vxx(x) =

1

(1 + x2)
3
2

,

tako da je

LV (x, y) ≤
−x2 + 5

4
x sin y − 1

4
sin2 y√

1 + (x− 1
4
sin y)2

+
1

2

(
x− 1

4
sin y

)2√
1 +

(
x− 1

4
sin y

)2
= −1

4

√
1+x2 +

1
4

√
1 + x2

√
1 + (x− 1

4
sin y)2 − 1

2
x2 + x sin y − 7

32
sin2 y√

1 + (x− 1
4
sin y)2

≤ −1

4

√
1+x2+

1
8

(
1+x2

)
+ 1

8

(
1 + (x− 1

4
sin y)2

)
− 1

2
x2+x sin y− 7

32
sin2 y√

1 + (x− 1
4
sin y)2

≤ −1

4

√
1 + x2 +

−1
4
x2 + 15

16
|x|+ 1

4√
1 + (x− 1

4
sin y)2

. (3.1.63)

Kako je

15

16
|x| = 1

2

[(
15

8

)2
] 1

2

(|x|2)
1
2 ≤ 1

4
x2 +

225

256
,

sledi da je

LV (x, y) ≤ 289

256
− 1

4

√
1 + x2 +

1

8

√
1 + y2.

Za c1 = 289
256

, c2 = 1
4
, c3 = 1

8
, U1(x) = U2(x) =

√
1 + x2, x ∈ R, mo�e se zakǉuqiti

da va�i Pretpostavka A2. Xtavixe, kako je δ(t) = τ , t ∈ [0, 5], va�i
Pretpostavka H3, za δ̄ = 0. Dakle, uslovi Teoreme 3.1.1 va�e, odnosno
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postoji jedinstveno globalno rexeǌe jednaqine (3.1.62), tako da je, za svako
T ∈ (0,∞),

E|x(t)− u(x(t− τ))| ≤ EU1(x(t)− u(x(t− τ))) ≤ C, t ∈ [0, T ],

gde je C pozitivna konstanta. Istim postupkom kao u Primeru 3.1.1,
mo�e se zakǉuqiti da je

sup
0≤s≤t

E|x(s)| ≤ C + k∥ξ∥
1− k

, t ∈ [0, T ],

tj. sledi ograniqenost prvog momenta taqnog rexeǌa jednaqine (3.1.62).
Sada se definixe semiimplicitno Ojlerovo rexeǌe koje odgovara jedna-

qini (3.1.62). Neka je N ∈ N. Za n ∈ {−(M + 1),−M,−M + 1, ..., 0}, semi-
implicitno Ojlerovo rexeǌe definixe se sa ZN

n = ξ(n∆) = 4, dok se, za
n ∈ {0, 1, . . . , N − 1}, definixe sa

ZN
n+1 = ZN

n +
1

4
ZN

n+1−M − 1

4
ZN

n−M +
(
− ZN

n+1 − sinZN
n+1−M

)
∆

+

(
ZN

n − 1

4
sinZN

n−M

)2 (
Bn+1 −Bn

)
. (3.1.64)

Oqigledno je da koeficijent prenosa jednaqine (3.1.62) zadovoǉava jednos-
trani Lipxicov uslov i po prvom i po drugom arumentu, tj. va�i da je

(x− y)(f(x, z)− f(y, z)) = (x− y)(−x+ sin z + y − sin z) ≤ µ1|x− y|2,

za svako µ1 > 0, i

(x− y)(f(z, x)− f(z, y)) = (x− y)(sinx− sin y)

= 2(x− y) sin
x− y

2
cos

x+ y

2
≤ |x− y|2.

Dakle, va�i Pretpostavka A1 za µ1 > 0 i µ2 = 1. Kako Pretpostavka H2

va�i za k = 1
4
, mo�e se odabrati µ1 = 1

8
, tako da je (µ1 + µ2)∆ + k < 1, za

svako ∆ < 2
3
. Time je dokazano da su ispuǌeni uslovi Leme 3.1.2, odnosno,

postoji jedinstveno rexeǌe jednaqine (3.1.64).
Za svako x, y ∈ R, za koje va�i da je |x| ∨ |y| ≥ B = 16, dobija se da je

|f(x, y)| = | − x+ sin y| ≤ |x|+ | sin y| ≤ 16
(
|x|+ |y|

)
.

Kako je

x2 ≤ 2

(
x− 1

4
sin y

)2

+
1

8
sin2 y,

sledi da je, za svako x, y ∈ R, za koje va�i |x| ∨ |y| ≥ 16,

|g(x, y)| = |x− 1

4
sin y|2 ≥ 1

2
x2 − 1

16
sin2 y ≥ 1

16

(
x2 − |y|

3
2

)
,
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3.2. Metoda Ojler–Marujame za neutralne SDJ sa vremenski zavisnim
kaxǌeǌem i prelazima Markova

odnosno, va�i uslov (3.1.10) za γ1 = γ2 = 1, δ1 = 2, δ2 = 3
2
. Ispuǌeni su

uslovi Teoreme 3.1.1. Stoga, mo�e se zakǉuqiti da niz semiimplicitnih
Ojlerovih rexeǌa jednaqine (3.1.64) divergira u Lp-smislu.

Primenom programskog paketa Mathematica, simulirano je 10 000 trajek-
torija semiimplicitnog Ojlerovog rexeǌa koje odgovara jednaqini (3.1.64).
U Tabeli 3.1.2, predstavǉene su simulirane vrednosti momenata prvog reda
E|ZN

N |, za T = 5 i N = 15, 20, 25, ..., 70. Poqevxi od N = 55, program je gene-
risao informaciju ”General:ovfl” koja oznaqava grexku koja se javǉa kada je
rezultat ve�i od vrednosti $MaxNumber.

N = 15 1.5088893 · 1022263 N = 45 2.8448994 · 1015890371053054

N = 20 1.1595917 · 10602554 N = 50 1.1749093 · 10338294941136972

N = 25 2.5793244 · 1019353723 N = 55 General:ovfl

N = 30 3.0360465 · 10562161396 N = 60 General:ovfl

N = 35 4.4579376 · 1016999536410 N = 65 General:ovfl

N = 40 5.5362483 · 10580173322521 N = 70 General:ovfl

Tabela 3.1: Simulirane vrednosti E|ZN
N |, N = 15, 20, 25, ..., 70 na osnovu

10 000 trajektorija

3.2 Metoda Ojler–Marujame za neutralne SDJ
sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem i prela-
zima Markova

U ovom poglavǉu se razmatra aproksimativno rexeǌe Ojler–Maruja-
me za klasu neutralnih SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem i prelazi-
ma Markova qiji koeficijenti prenosa i difuzije rastu superlinearno,
dok je neutralni qlan Lipxic neprekidan sa Lipxicovom konstantom
β ∈ (0, 1). Dokazuje se da takvo rexeǌe ne konvergira ni u strogom Lp-
smislu ni u numeriqki slabom smislu ka taqnom rexeǌu razmatrane SDJ
u krajǌoj taqki posmatranog vremenskog intervala, za p ∈ (0,∞), kada
veliqina koraka te�i nuli. Pritom je, u opxtem sluqaju, funkcija kax-
ǌeǌa neograniqena. Xtavixe, odre�ena je klasa neutralnih pantograf-
skih SDJ sa prelazima Markova za koju postoji jedinstveno globalno
rexeǌe sa konaqnim apsolutnim momentima prvog reda na bilo kom konaq-
nom vremenskom intervalu, dok su momenti prvog reda numeriqkog rexeǌa
beskonaqni u krajǌoj taqki tog vremenskog intervala. Teorijska razma-
traǌa su upotpuǌena primerom i odgovaraju�im numeriqkim simulaci-
jama.

Rezultati izlo�eni u ovom poglavǉu predstavǉeni su u radu [52].
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3. Divergencija metoda Ojlerovog tipa za neutralne SDJ sa vremenski
zavisnim kaxǌeǌem

3.2.1 Lp-divergencija metode Ojler–Marujame za neut-
ralne SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem i pre-
lazima Markova

Razmatra se neutralna SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem i prela-
zima Markova oblika (1.5.24), odnosno, jednaqina

d[x(t)− u(x(t− δ(t)), r(t))]

= f(x(t), x(t− δ(t)), r(t))dt+ g(x(t), x(t− δ(t)), r(t))dB(t), t ∈ [−τ, T ], (3.2.1)

sa poqetnim uslovima (1.5.25) i (1.5.26), gde je Borel-merǉiva funkcija
kaxǌeǌa δ u opxtem sluqaju neograniqena, tj. δ : [0, T ] → [0,∞). Pored
toga, pretpostavǉa se da postoji jednodimenzionalni stohastiqki pro-
ces {x(t), t ∈ [−τ, T ]}, koji predstavǉa rexeǌe jednaqine (3.2.1) u smislu
Definicije 1.5.4.

Za potrebe dokazivaǌa glavnog rezultata ovog poglavǉa, uvodi se
slede�a pretpostavka.
A′

1: Neka postoji konstanta β ∈ (0, 1), tako da, za svako x, y ∈ R i i ∈ S,
va�i da je

|u(x, i)− u(y, i)| ≤ β|x− y|. (3.2.2)

Xtavixe, pretpostavǉa se da je u(0, i) = 0 za svako i ∈ S, xto zajedno sa
(3.2.2), implicira

|u(x, i)| ≤ β|x|. (3.2.3)

Tako�e, pretpostavǉa se da je izvod funkcije kaxǌeǌa δ ograniqen u
smislu Pretpostavke H3.

U nastavku se definixe aproksimativno rexeǌe Ojler–Marujame koje
odgovara jednaqini (1.5.24). U tom smislu, neka je T ∈ (0,∞) proizvoǉan
fiksiran broj. Lako je uoqiti da Pretpostavka H3 garantuje da je t−δ(t)
≥−δ(0). Bez gubǉeǌa opxtosti, pretpostavǉa se da je T/δ(0) racionalan
broj. Tako�e, neka je veliqina koraka ∆ = δ(0)/M = T/N za neke prirodne
brojeve M > δ(0) i N > T. Najpre se definixe diskretno rexeǌe Ojler–
Marujame Y N , koje odgovara jednaqini (1.5.24), na ekvidistantnoj parti-
ciji n∆, n ∈ {−M, . . . , 0, 1, . . . , N} vremenskog intervala [−δ(0), T ]. Kako bi
ovo rexeǌe bilo dobro definisano, neka je

δ(−∆) = δ(0), r∆−1 = r∆0 = r(0). (3.2.4)

Diskretno aproksimativno rexeǌe Ojler–Marujame se definixe kao

Y N
−(M+1)(ω) = ξ(−M∆, ω), Y N

n (ω) = ξ(n∆, ω), n ∈ {−M,−(M − 1), . . . , 0}, (3.2.5)

dok je, za n ∈ {1, . . . , N},

Y N
n (ω) = Y N

n−1(ω)+u
(
Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω), r

∆
n−1(ω)

)
−u
(
Y N
n−2−I∆[δ((n−2)∆)](ω), r

∆
n−2(ω)

)
+ f

(
Y N
n−1(ω), Y

N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω), r

∆
n−1(ω)

)
∆

+ g
(
Y N
n−1(ω), Y

N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω), r

∆
n−1(ω)

)
∆Bn−1(ω), (3.2.6)
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gde je r∆n (ω) = r(n∆, ω).
Naredna teorema daje dovoǉne uslove divergencije metode Ojler–Ma-

rujame, definisane sa (3.2.4)–(3.2.6), koja odgovara jednaqini (3.2.1).

Teorema 3.2.1 Neka va�e Pretpostavke A′
1 i H3, zajedno sa uslovom

P

{
ω ∈ Ω : inf

θ∈[−δ(0),0]
|g(ξ(0, ω), ξ(θ, ω), r(0, ω))| > 0

}
> 0. (3.2.7)

Tako�e, pretpostavǉa se da za svako i ∈ S postoje konstante C(i) ≥ 1 i
δ1(i), δ2(i), γ1(i), γ2(i) > 0, tako da je γ(i) = max {1, γ1(i), γ2(i), δ2(i)} , δ1(i) > γ(i)
i za svako i ∈ S i x, y ∈ R, za koje je max{|x|, |y|} ≥ C(i), va�i da je

min {|f(x, y, i)|, |g(x, y, i)|} ≤ C(i)(|x|γ1(i) + |y|γ2(i)), (3.2.8)

max {|f(x, y, i)|, |g(x, y, i)|} ≥ 1

C(i)
|x|δ1(i) − C(i)|y|δ2(i). (3.2.9)

Tada postoji konstanta b∈(1,+∞) i niz nepraznih doga�aja {ΩN ∈F , N ∈ N},
tako da je, za svako N ∈ N i svako ω ∈ ΩN ,

P (ΩN) ≥ b−Nb

, (3.2.10)

|Y N
N (ω)| ≥ 2γ̄

N−1

, (3.2.11)

gde je
γ̄ = max

i∈S
γ(i).

Ako postoji jedinstveno globalno rexeǌe {x(t), t ∈ [−δ(0), T ]} koje odgovara
jednaqini (3.2.1), za koje je E|x(T )|p<∞, za neko p∈(0,+∞), tada va�i da je

lim
N→∞

E|x(T )− Y N
N |p = +∞, (3.2.12)

lim
N→∞

∣∣E|x(T )|p − E|Y N
N |p
∣∣ = +∞. (3.2.13)

Dokaz. Potrebno je naglasiti da se Pretpostavka H3 ne primeǌuje ekspli-
citno u dokazu teoreme. Uloga ove pretpostavke je da garantuje da je
najdaǉi proxli trenutak koji se razmatra −δ(0). Tako�e, uslov (3.2.7)
iskǉuquje deterministiqke diferencijalne jednaqine iz razmatraǌa i
obezbe�uje da je apsolutna vrednost numeriqkog rexeǌa nakon prve ite-
racije dovoǉno velika. Xtavixe, za p ≥ 1, (3.2.12) predstavǉa strogu
Lp-divergenciju rexeǌa Ojler–Marujame, dok (3.2.13) predstavǉa nu-
meriqki slabu divergenciju. Obe vrste divergencije se odnose na kraj-
ǌu taqku razmatranog vremenskog intervala, kada veliqina koraka te�i
nuli.

Na osnovu uslova (3.2.7) i ξ ∈ Cb
F0
([−δ(0), 0];R) i imaju�i u vidu Defini-

ciju 1.5.3, mo�e se zakǉuqiti da postoji konstanta K ∈ [C,+∞), gde je
C = maxi∈S C(i), tako da je

ϑ := P

{
ω ∈ Ω : inf

θ∈[−δ(0),0]
|g (ξ(0, ω), ξ(θ, ω), r(0, ω))| ≥ 1 + β

K
,

sup
−δ(0)≤θ≤0

(|ξ(θ, ω)|+ |f (ξ(0, ω), ξ(θ, ω), r(0, ω))|∆) ≤ K

}
> 0.
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Neka je

rN =max

{
2, C,max

i∈S

{(
2C(i)

∆
(1+βK)+[C(i)]2

(
Kδ2(i)+ 2+2Kγ2(i)

)) 1
δ1(i)−γ(i)

}}
. (3.2.14)

Definixe se niz doga�aja {ΩN , N ∈ N}, na slede�i naqin

ΩN ={ω ∈ Ω : |∆Bn−1(ω)|∈ [∆, 2∆],∀n∈{2, 3, . . . , N}, |B1(ω)|≥K (rN+2K) ,

sup
−δ(0)≤θ≤0

(|ξ(θ, ω)|+ |f (ξ(0, ω), ξ(θ, ω), r(0, ω))|∆) ≤ K

inf
θ∈[−δ(0),0]

|g (ξ(0, ω), ξ(θ, ω), r(0, ω))| ≥ 1 + β

K

}
. (3.2.15)

Najpre se razmatra sluqaj kada je n = 1. Tada se, na osnovu (3.2.4) i
(3.2.6), mo�e zakǉuqiti da je, za svako ω ∈ ΩN ,

Y N
1 (ω) = Y N

0 (ω) + u
(
Y N
−I∆[δ(0)](ω), r

∆
0 (ω)

)
− u

(
Y N
−1−I∆[δ(0)](ω), r

∆
0 (ω)

)
(3.2.16)

+f
(
Y N
0 (ω), Y N

−I∆[δ(0)](ω), r
∆
0 (ω)

)
∆+g

(
Y N
0 (ω), Y N

−I∆[δ(0)](ω), r
∆
0 (ω)

)
B1(ω).

Imaju�i u vidu definiciju doga�aja ΩN i primeǌuju�i Pretpostavku
A′

1, sledi da je

|Y N
1 (ω)|≥

∣∣g(Y N
0 (ω),Y N

−I∆[δ(0)](ω), r
∆
0 (ω)

)∣∣|B1(ω)|−
∣∣f(Y N

0 (ω),Y N
−I∆[δ(0)](ω), r

∆
0 (ω)

)∣∣∆
−
∣∣Y N

0 (ω)
∣∣− ∣∣u (Y N

−I∆[δ(0)](ω), r
∆
0 (ω)

)
− u

(
Y N
−1−I∆[δ(0)](ω), r

∆
0 (ω)

)∣∣
≥
∣∣g (ξ(0, ω), ξ (−I∆[δ(0)]∆, ω) , r∆0 (ω))∣∣ |B1(ω)|
−|ξ(0, ω)|−

∣∣f(ξ(0, ω), ξ (−I∆[δ(0)]∆, ω) , r∆0 (ω))∣∣∆
− β |ξ(−I∆[δ(0)]∆, ω)| − β |ξ((−1− I∆[δ(0)])∆, ω)|

≥ 1 + β

K
K (rN + 2K)−K − 2βK

> rN . (3.2.17)

Sada se razmatra sluqaj kada je n = 2. Dakle, na osnovu (3.2.6) i (3.2.3)
respektivno, dobija se da je

|Y N
2 (ω)| ≥

∣∣f (Y N
1 (ω), Y N

1−I∆[δ(∆)](ω), r
∆
1 (ω)

)
∆

+ g
(
Y N
1 (ω), Y N

1−I∆[δ(∆)](ω), r
∆
1 (ω)

)
∆B1(ω)

∣∣− ∣∣Y N
1 (ω)

∣∣
−
∣∣u (Y N

1−I∆[δ(∆)](ω), r
∆
1 (ω)

)
−u
(
Y N
−I∆[δ(0)](ω), r

∆
0 (ω)

)∣∣
≥ max

{∣∣f (Y N
1 (ω), Y N

1−I∆[δ(∆)](ω), r
∆
1 (ω)

)
∆
∣∣ ,∣∣g (Y N

1 (ω), Y N
1−I∆[δ(∆)](ω), r

∆
1 (ω)

)∣∣ |∆B1(ω)|
}

−min
{∣∣f (Y N

1 (ω), Y N
1−I∆[δ(∆)](ω), r

∆
1 (ω)

)
∆
∣∣ ,∣∣g (Y N

1 (ω), Y N
1−I∆[δ(∆)](ω), r

∆
1 (ω)

)∣∣ |∆B1(ω)|
}
−
∣∣Y N

1 (ω)
∣∣

−β
∣∣Y N

1−I∆[δ(∆)](ω)
∣∣−β |ξ(−I∆[δ(0)]∆, ω)| ,
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tako da je, na osnovu (3.2.15),

|Y N
2 (ω)| ≥ ∆max

{∣∣f (Y N
1 (ω), Y N

1−I∆[δ(∆)](ω), r
∆
1 (ω)

)∣∣ ,∣∣g (Y N
1 (ω), Y N

1−I∆[δ(∆)](ω), r
∆
1 (ω)

)∣∣}
− 2∆min

{∣∣f (Y N
1 (ω), Y N

1−I∆[δ(∆)](ω), r
∆
1 (ω)

)∣∣ ,∣∣g (Y N
1 (ω), Y N

1−I∆[δ(∆)](ω), r
∆
1 (ω)

)∣∣}− ∣∣Y N
1 (ω)

∣∣
−β

∣∣Y N
1−I∆[δ(∆)](ω)

∣∣−β |ξ(−I∆[δ(0)]∆, ω)| . (3.2.18)

Sluqaj 1: Neka je I∆[δ(∆)] ≥ 1. Tada se, primeǌuju�i relacije (3.2.8),
(3.2.9), (3.2.15), (3.2.17) i (3.2.14), kako je |Y N

1 (ω)| ≥ rN ≥ C ≥ 1, izraz
(3.2.18), za svako i ∈ S, mo�e oceniti kao∣∣Y N

2 (ω)
∣∣ ≥ ∆

C(i)

∣∣Y N
1 (ω)

∣∣δ1(i) −∆C(i) |ξ((1− I∆[δ(∆)])∆, ω)|δ2(i)

− 2∆C(i)
(∣∣Y N

1 (ω)
∣∣γ1(i) + |ξ((1− I∆[δ(∆)])∆, ω)|γ2(i)

)
−
∣∣Y N

1 (ω)
∣∣

− β |ξ((1− I∆[δ(∆)])∆, ω)| − β |ξ(−I∆[δ(0)]∆, ω)|

≥ ∆

C(i)

∣∣Y N
1 (ω)

∣∣δ1(i) −∆C(i)Kδ2(i) − 2∆C(i)
∣∣Y N

1 (ω)
∣∣γ1(i)

− 2∆C(i)Kγ2(i) −
∣∣Y N

1 (ω)
∣∣− 2βK

≥
∣∣Y N

1 (ω)
∣∣γ(i)( ∆

C(i)

∣∣Y N
1 (ω)

∣∣δ1(i)−γ(i) −∆C(i)Kδ2(i) − 2∆C(i)

− 2∆C(i)Kγ2(i) − 1− 2βK

)

≥
∣∣Y N

1 (ω)
∣∣γ(i)( ∆

C(i)
r
δ1(i)−γ(i)
N −∆C(i)(Kδ2(i) + 2+2Kγ2(i))−1−2βK

)
≥
∣∣Y N

1 (ω)
∣∣γ(i) , ω ∈ ΩN .

Dakle, sledi da je

|Y N
2 (ω)| ≥ |Y N

1 (ω)|γ̄, ω ∈ ΩN . (3.2.19)

Sluqaj 2: Sa druge strane, ako se pretpostavi da je I∆[δ(∆)] = 0, tada,
imaju�i u vidu (3.2.15), za svako i ∈ S, izraz (3.2.18) se mo�e oceniti
kao∣∣Y N

2 (ω)
∣∣

≥ ∆

C(i)

∣∣Y N
1 (ω)

∣∣δ1(i)−∆C(i)
∣∣Y N

1 (ω)
∣∣δ2(i)−2∆C(i)

(∣∣Y N
1 (ω)

∣∣γ1(i)+∣∣Y N
1 (ω)

∣∣γ2(i))
−
∣∣Y N

1 (ω)
∣∣− β

∣∣Y N
1 (ω)

∣∣− β |ξ(−I∆[δ(0)]∆, ω)|

≥ ∆

C(i)

∣∣Y N
1 (ω)

∣∣δ1(i) −∆C(i)
∣∣Y N

1 (ω)
∣∣δ2(i) − 2∆C(i)

∣∣Y N
1 (ω)

∣∣γ1(i)
− 2∆C(i)

∣∣Y N
1 (ω)

∣∣γ2(i) − (1 + β)
∣∣Y N

1 (ω)
∣∣− βK.
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Na osnovu (3.2.17) i definicije (3.2.14), kako je |Y N
1 (ω)| ≥ 1, sledi da je

∣∣Y N
2 (ω)

∣∣ ≥ ∣∣Y N
1 (ω)

∣∣γ(i)( ∆

C(i)

∣∣Y N
1 (ω)

∣∣δ1(i)−γ(i) − 5∆C(i)− (1 + β)− βK

)
≥
∣∣Y N

1 (ω)
∣∣γ(i)( ∆

C(i)
r
δ1(i)−γ(i)
N − 5∆C(i)− (1 + β)− βK

)
≥
∣∣Y N

1 (ω)
∣∣γ(i)( ∆

C(i)
r
δ1(i)−γ(i)
N −∆C(i)

(
Kδ2(i) + 2 + 2Kγ2(i)

)
− 1− 2βK

)
≥
∣∣Y N

1 (ω)
∣∣γ(i) , ω ∈ ΩN . (3.2.20)

Shodno tome, va�i relacija (3.2.19).
Dokaz se nastavǉa indukcijom po n ∈ {3, 4, . . . , N − 1}. Neka je induk-

tivna pretpostavka data sa

|Y N
k+1(ω)| ≥ |Y N

k (ω)|γ̄ ≥ rγ̄
k

N , ω ∈ ΩN , (3.2.21)

za svako k ∈ {2, 3, . . . , n− 1}. Ciǉ je dokazati da va�i

|Y N
n+1(ω)| ≥ |Y N

n (ω)|γ̄ ≥ rγ̄
n

N , ω ∈ ΩN . (3.2.22)

Najpre je potrebno uoqiti da, na osnovu (3.2.17), (3.2.14) i induktivne
pretpostavke (3.2.21), sledi da je

|Y N
k+1(ω)| ≥ rN ≥ C ≥ 1, (3.2.23)

za svako k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} i ω ∈ ΩN . Sa druge strane, imaju�i u vidu
relaciju (3.2.6) i definiciju (3.2.15) doga�aja ΩN , dobija se da je, za
svako n ∈ {2, 3, . . . , N − 1},

|Y N
n+1(ω)| ≥

∣∣f (Y N
n (ω), Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω), r
∆
n (ω)

)
∆

+ g
(
Y N
n (ω), Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω), r
∆
n (ω)

)
∆Bn(ω)

∣∣− ∣∣Y N
n (ω)

∣∣
−
∣∣u (Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω), r
∆
n (ω)

)
−u
(
Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω), r

∆
n−1(ω)

)∣∣
≥ max

{∣∣f (Y N
n (ω), Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω), r
∆
n (ω)

)
∆
∣∣ ,∣∣g (Y N

n (ω), Y N
n−I∆[δ(n∆)](ω), r

∆
n (ω)

)∣∣ |∆Bn(ω)|
}

−min
{∣∣f (Y N

n (ω), Y N
n−I∆[δ(n∆)](ω), r

∆
n (ω)

)
∆
∣∣ ,∣∣g (Y N

n (ω), Y N
n−I∆[δ(n∆)](ω), r

∆
n (ω)

)∣∣ |∆Bn(ω)|
}
−
∣∣Y N

n (ω)
∣∣

−
∣∣u (Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω), r
∆
n (ω)

)
−u
(
Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω), r

∆
n−1(ω)

)∣∣
≥ ∆max

{∣∣f (Y N
n (ω), Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω), r
∆
n (ω)

)∣∣ ,∣∣g (Y N
n (ω), Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω), r
∆
n (ω)

)∣∣}
− 2∆min

{∣∣f (Y N
n (ω), Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω), r
∆
n (ω)

)∣∣ ,∣∣g (Y N
n (ω), Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω), r
∆
n (ω)

)∣∣}− ∣∣Y N
n (ω)

∣∣
−
∣∣u (Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω), r
∆
n (ω)

)
−u
(
Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω), r

∆
n−1(ω)

)∣∣ .
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Imaju�i u vidu (3.2.3), (3.2.8), (3.2.9) i (3.2.23), za svako i ∈ S, va�i

|Y N
n+1(ω)| ≥

∆

C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣δ1(i) −∆C(i)
∣∣Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω)
∣∣δ2(i)

− 2∆C(i)
(∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ1(i) + ∣∣Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω)
∣∣γ2(i))− ∣∣Y N

n (ω)
∣∣

− β
∣∣Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω)
∣∣− β

∣∣Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

∣∣ . (3.2.24)

Sada se razmatraju qetiri sluqaja.

1. Neka je I∆[δ(n∆)] ≥ n i I∆[δ((n − 1)∆)] ≥ n − 1. Tada se, na osnovu
(3.2.15), (3.2.23), (3.2.24) i (3.2.14), dobija da je, za svako i ∈ S,∣∣Y N

n+1(ω)
∣∣

≥ ∆

C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣δ1(i) −∆C(i) |ξ((n− I∆[δ(n∆)])∆, ω)|δ2(i)

− 2∆C(i)
(∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ1(i) + |ξ((n− I∆[δ(n∆)])∆, ω)|γ2(i)

)
−
∣∣Y N

n (ω)
∣∣

− β |ξ((n− I∆[δ(n∆)])∆, ω)| − β |ξ((n− 1− I∆[δ((n− 1)∆)])∆, ω)|

≥ ∆

C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣δ1(i) −∆C(i)Kδ2(i) − 2∆C(i)
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ1(i) − 2∆C(i)Kγ2(i)

−
∣∣Y N

n (ω)
∣∣− 2βK

≥
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i)( ∆

C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣δ1(i)−γ(i)−∆C(i)
(
Kδ2(i)+2+2Kγ2(i)

)
−1−2βK

)
≥
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i)( ∆

C(i)
r
δ1(i)−γ(i)
N −∆C(i)

(
Kδ2(i)+2+2Kγ2(i)

)
− 1− 2βK

)
≥
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i) , ω ∈ ΩN ,

odnosno

|Y N
n+1(ω)| ≥ |Y N

n (ω)|γ̄, ω ∈ ΩN . (3.2.25)

2. Neka je sada I∆[δ(n∆)] < n i I∆[δ((n − 1)∆)] ≥ n − 1. Tada, imaju�i u
vidu (3.2.24), sledi da je, za svako i ∈ S,∣∣Y N

n+1(ω)
∣∣ ≥ ∆

C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣δ1(i) −∆C(i)
∣∣Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω)
∣∣δ2(i)

− 2∆C(i)
(∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ1(i) + ∣∣Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω)
∣∣γ2(i))− ∣∣Y N

n (ω)
∣∣

−β
∣∣Y N

n−I∆[δ(n∆)](ω)
∣∣−β|ξ((n−1−I∆[δ((n−1)∆)])∆, ω)| . (3.2.26)

Tako�e, mo�e se zakǉuqiti da je n−I∆[δ(n∆)] ≤ n. Stoga se, primenom
(3.2.19) i induktivne pretpostavke (3.2.21), dobija da je

|Y N
k+1(ω)| ≥ |Y N

k (ω)|, k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. (3.2.27)
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Konkretno, za k = n− 1, sledi da je

|Y N
n (ω)| ≥ |Y N

n−1(ω)| ≥ · · · ≥ |Y N
n−I∆[δ(n∆)](ω)|, ω ∈ ΩN . (3.2.28)

Imaju�i u vidu (3.2.15) i (3.2.28), kao i relacije (3.2.23) i (3.2.14),
izraz (3.2.26) se mo�e oceniti kao∣∣Y N

n+1(ω)
∣∣

≥ ∆

C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣δ1(i) −∆C(i)
∣∣Y N

n (ω)
∣∣δ2(i) − 2∆C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣γ1(i)
− 2∆C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣γ2(i) − (1 + β)
∣∣Y N

n (ω)
∣∣− βK

≥
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i)( ∆

C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣δ1(i)−γ(i) − 5∆C(i)− (1 + β)− βK

)
≥
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i)( ∆

C(i)
r
δ1(i)−γ(i)
N −∆C(i)

(
Kδ2(i)+2+2Kγ2(i)

)
− 1− 2βK

)
≥
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i) , ω ∈ ΩN , i ∈ S,

odnosno va�i (3.2.25).

3. Sada se pretpostavǉa da je I∆[δ(n∆)] ≥ n i I∆[δ((n − 1)∆)] < n − 1.
Imaju�i u vidu (3.2.27), analogno kao u (3.2.28), dobija se da je

|Y N
n (ω)| ≥ |Y N

n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)|, ω ∈ ΩN . (3.2.29)

Na osnovu (3.2.15), (3.2.29), (3.2.23) i (3.2.14), izraz (3.2.24) daje

|Y N
n+1(ω)|

≥ ∆

C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣δ1(i) −∆C(i) |ξ((n− I∆[δ(n∆)])∆, ω)|δ2(i)

− 2∆C(i)
(∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ1(i) + |ξ((n− I∆[δ(n∆)])∆, ω)|γ2(i)

)
−
∣∣Y N

n (ω)
∣∣

− β |ξ((n− I∆[δ(n∆)])∆, ω)| − β
∣∣Y N

n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)
∣∣

≥ ∆

C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣δ1(i) −∆C(i)Kδ2(i) − 2∆C(i)
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ1(i) − 2∆C(i)Kγ2(i)

− (1 + β)
∣∣Y N

n (ω)
∣∣− βK

≥
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i)( ∆

C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣δ1(i)−γ(i)−∆C(i)Kδ2(i) − 2∆C(i)
(
1 +Kγ2(i)

)
− (1 + β)− βK

)
≥
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i)( ∆

C(i)
r
δ1(i)−γ(i)
N −∆C(i)(Kδ2(i) + 2+2Kγ2(i))−(1 + β)−βK

)
≥
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i)( ∆

C(i)
r
δ1(i)−γ(i)
N −∆C(i)

(
Kδ2(i)+2+2Kγ2(i)

)
− 1− 2βK

)
≥
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i) , ω ∈ ΩN , i ∈ S,

odnosno va�i (3.2.25).
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4. Konaqno, neka je I∆[δ(n∆)] < n i I∆[δ((n−1)∆)] < n−1. Tada, primenom
(3.2.28) i (3.2.29), kao i relacija (3.2.23) i (3.2.14), izraz (3.2.24)
implicira

|Y N
n+1(ω)|

≥ ∆

C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣δ1(i) −∆C(i)
∣∣Y N

n (ω)
∣∣δ2(i)

− 2∆C(i)
(∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ1(i) + ∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ2(i))− (1 + 2β)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣
≥ ∆

C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣δ1(i) − (5∆C(i) + 1 + 2β)
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i)

=
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i)( ∆

C(i)

∣∣Y N
n (ω)

∣∣δ1(i)−γ(i) − 5∆C(i)− 1− 2β

)
≥
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i)( ∆

C(i)
r
δ1(i)−γ(i)
N − 5∆C(i)− 1− 2β

)
≥
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i)( ∆

C(i)
r
δ1(i)−γ(i)
N −∆C(i)

(
Kδ2(i)+2+2Kγ2(i)

)
− 1− 2βK

)
≥
∣∣Y N

n (ω)
∣∣γ(i) , ω ∈ ΩN , i ∈ S,

odnosno sledi (3.2.25).

Na osnovu (3.2.14), sledi da je rN ≥ 2 za svako N ∈ N. Primenom (3.2.25)
i induktivne pretpostavke (3.2.21), kao i relacije (3.2.23), va�i da je

|Y N
N (ω)| ≥ rγ̄

N−1

N ≥ 2γ̄
N−1

, ω ∈ ΩN , N ∈ N. (3.2.30)

Imaju�i u vidu definiciju (3.2.15), sledi da je, za svako N ∈ N,

P (ΩN) = ϑ
(
P
(∣∣B1

∣∣ ∈ [∆, 2∆]
))N−1

P
(∣∣B1

∣∣ ≥ K
(
rN + 2K

))
= ϑ

(
P
(∣∣B(∆)

∣∣ ∈ [∆, 2∆]
))N−1

P
(∣∣B(∆)

∣∣ ≥ K
(
rN + 2K

))
≥ ϑ

(
P
(∣∣B(1)

∣∣ ∈ [
√
∆,

√
2∆]
))N

P

(∣∣B(1)
∣∣ ≥ K

(
rN + 2K

)
√
∆

)
.

Primena Leme 3.1.1 implicira

P (ΩN) ≥ ϑ
(√∆

2
e−2∆

)NK(rN + 2K
)

4
√
∆

e−
K2
(
rN+2K

)2
∆ .

Kako je ∆ = T
N
, sledi da postoji konstanta b ∈ (1,+∞), tako da je

P (ΩN) ≥ b−Nb

, N ∈ N. (3.2.31)
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Na osnovu (3.2.30) i (3.2.31), va�i da je

lim
N→∞

E|Y N
N | ≥ lim

N→∞
E
[
IΩN

|Y N
N |
]

≥ lim
N→∞

E

[
P (ΩN)r

γ̄N−1

N

]
≥ lim

N→∞

[
b−Nb

2γ̄
N−1
]

= +∞, (3.2.32)

xto implicira (3.2.13). Xtavixe, ako je p ∈ (0, 1], tada na osnovu ele-
mentarne nejednakosti (1.4.5), sledi da je

E|Y N
N |p ≤ E|x(T )− Y N

N |p + E|x(T )|p.

Sada se, na osnovu pretpostavke E|x(T )|p <∞, zakǉuquje da je

lim
N→∞

E|x(T )− Y N
N |p ≥ lim

N→∞
E|Y N

N |p − E|x(T )|p = +∞,

odnosno, va�i relacija (3.2.12). Sa druge strane, ako je p > 1, primenom
elementarne nejednakosti (1.4.6), dobija se da je

E|Y N
N |p ≤ (1 + θ)p−1

(
E|x(T )− Y N

N |p + θ1−pE|x(T )|p
)
,

odnosno, na osnovu ograniqenosti apsolutnog momenta reda p taqnog rexe-
ǌa, va�i relacija (3.2.12). Time je dokaz zavrxen. □

Potrebno je naglasiti da rezultati prethodne teoreme va�e i u sluqaju
kada je d > 1 u smislu Napomene 3.1.1.

3.2.2 Primer i numeriqke simulacije
U ovom odeǉku se razmatra primer jednaqine oblika (3.2.1) kako bi

se ilustrovao teorijski rezultat ovog poglavǉa. Dokazuje se da va�e
uslovi teoreme koja garantuje egzistenciju i jedinstvenost globalnog
rexeǌa razmatrane jednaqine, kao i to da su apsolutni momenti pr-
vog reda taqnog rexeǌa konaqni. Pored toga, zakǉuquje se da va�e i
uslovi Teoreme 3.2.1, odnosno da numeriqka rexeǌa Ojler–Marujame di-
vergiraju u L1-smislu na konaqnim vremenskim intervalima. Kako bi
se ilustrovali ovi zakǉuqci, predstavǉene su numeriqe simulacije pr-
vog apsolutnog momenta rexeǌa Ojler–Marujame za razliqite veliqine
koraka.

Najpre se uvode pretpostavke koje su od znaqaja za formulaciju teo-
reme egzistencije i jedinstvenosti globalnog rexeǌa jednaqine (3.2.1).
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A′
2 : (Lokalni Lipxicov uslov) Za svako h ≥ 1, postoji pozitivna kon-

stanta Kh > 0, tako da, za svako x, x̄, y, ȳ ∈ R, za koje je |x1|∨|x2|∨|y1|∨|y2| ≤ h,
i svako i ∈ S, va�i da je

|f(x, y, i)−f(x̄, ȳ, i)|2 ∨ |g(x, y, i)−g(x̄, ȳ, i)|2 ≤ Kh

(
|x−x̄|2+|y−ȳ|2

)
. (3.2.33)

A′
3: Postoje funkcije V ∈ C2(R × S;R+) i U1, U2 ∈ C(R;R+), kao i nenega-

tivne konstante c1, c2, c3, gde je c2 > c3, tako da je

lim
|x|→+∞

U1(x) = +∞, (3.2.34)

i za svako x, y ∈ R i i ∈ S, va�i da je

U1(x) ≤ V (x, i) ≤ U2(x), (3.2.35)

LV (x, y, i) ≤ c1 − c2U2(x) + c3(1− δ̄)U2(y), (3.2.36)

gde je LV : R× R× S → R operator definisan sa

LV (x, y, i) = Vx(x− u(y, i), i)f(x, y, i) +
1

2
|g(x, y, i)|2Vxx(x− u(y, i), i)

+
N∑
j=1

γijV (x− u(y, i), j). (3.2.37)

Naredna teorema daje dovoǉne uslove egzistencije i jedinstvenosti
globalnog rexeǌa jednaqine (3.2.1), ali pre toga se definixu pojmovi
koji su neophodni za ǌenu formulaciju. Najpre je potrebno uoqiti da,
na osnovu lokalnog Lipxicovog uslova A′

2, za svaki ograniqeni poqetni
uslov ξ, postoji jedinstveno maksimalno lokalno rexeǌe {x(t), t ∈ [0, τe)},
gde je τe = inf{t ≥ 0 : |x(t)| = ∞} vreme eksplozije. Neka je k0 > 0 dovoǉno
veliki prirodan broj, takav da je ||ξ|| ≤ k0. Za svako k ≥ k0, definixe se
vreme zaustavǉaǌa

τk = inf{t ∈ [0, τe) : |x(t)| ≥ k}, inf ∅ = +∞. (3.2.38)

Oqigledno je da τk raste kada k → ∞. Definixe se i τ∞ = limk→∞ τk, gde
je τ∞ ≤ τe s.i. Na osnovu Teoreme 3.2.2, zakǉuquje se da je τe = +∞ s.i.
i τ∞ = +∞ s.i, odnosno, rexeǌe {x(t), t ∈ [−δ(0),∞)} ne eksplodira na
konaqnom vremenskom intervalu.

Teorema 3.2.2 (Teorema 1, [48]) Neka va�e Pretpostavke A′
1–A′

3 i H3. Ta-
da, za svaki poqetni uslov ξ ∈ Cb

F0
([−δ(0), 0];R), postoji jedinstveno glo-

balno rexeǌe x jednaqine (3.2.1) i va�i da je

EU1(x(τk ∧ t)− u(x(τk ∧ t− δ(τk ∧ t)), r(τk ∧ t))) ≤ K + c1t,

gde su τk, k ≥ k0 vremena zaustavǉaǌa definisana sa (3.2.38),

K=U2(x(0)−u(x(0, r(0)))+c3
∫ 0

−δ(0)

U2(x(s), s)ds,

i c1 i c3 su pozitivne konstante.
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Od znaqaja je i slede�a posledica koja se eksplicitno primeǌuje u
narednom primeru.

Posledica 3.2.1 (Posledica 1, [48]) Neka va�e pretpostavke A′
1–A′

3 i
H3. Za proizvoǉan broj ϵ ∈ (0, 1) i T > 0, postoji dovoǉno veliki prirodan
broj k∗ = k∗(ϵ, t), tako da je

P{τk ≤ T} ≤ ϵ, k ≥ k∗,

gde je τk, k ≥ 1 niz vremena zaustavǉaǌa definisanih sa (3.2.38).

Imaju�i u vidu navedeno, mo�e se razmatrati slede�i primer.

Primer 3.2.1 Razmatra se slede�a jednodimenzionalna neutralna SDJ sa
vremenski zavisnim kaxǌeǌem i prelazima Markova

d[x(t)− u(x(t− δ(t)), r(t))] (3.2.39)

= f(x(t), x(t− δ(t)), r(t))dt+ g(x(t), x(t− δ(t)), r(t))dB(t), t ∈ [0, 5],

sa poqetnim uslovom x(0) = ξ(0) = 20, gde je funkcija kaxǌeǌa definisana
sa δ(t) = (1 − q)t, q ∈

(
1
21
, 1
)
za t ∈ [0, 5]. Na osnovu oblika funkcije kax-

ǌeǌa jasno je da je jednaqina (3.2.39) neutralna pantografska SDJ sa prela-
zima Markova. Neka je {B(t), t ≥ 0} jednodimenzionalno Braunovo kretaǌe i
{r(t), t ≥ 0} neprekidan zdesna proces Markova sa skupom staǌa S = {1, 2} i
generatorom definisanim sa

Γ = (γij)2×2 =

[
−1 1
2 −2

]
.

Pretpostavǉa se da su procesi {B(t), t ≥ 0} i {r(t), t ≥ 0} nezavisni. Koefi-
cijenti prenosa i difuzije jednaqine (3.2.39) definisani su sa

f(x, y, 1) = −3x− 3x3 +
1

3
sin y, g(x, y, 1) =

1

4
x2 +

1

4
y2,

f(x, y, 2) = −8x3

(
1 +

(
x− 1

16
cos2 y

)2
) 1

2

, g(x, y, 2) = 2|x|
3
2 − 1

4
|y|.

Oqigledno je da koeficijenti prenosa i difuzije, za svako i ∈ S, zadovo-
ǉavaju lokalni Lipxicov uslov A′

2. Sa druge strane, neka je neutralni qlan
definisan kao

u(x, 1) =
1

9
sinx, u(x, 2) =

1

16
cos2 x, x ∈ R.

Lako je zakǉuqiti da za β = 1
9
va�i Pretpostavka A′

1. Pretpostavka H3

je tako�e ispuǌena jer je prvi izvod funkcije kaxǌeǌa ograniqen, odnosno

δ′(t) = 1− q = δ̄ < 1, t ∈ [0, 5].
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Neka je V (x, 1) = 1 + x2 i V (x, 2) =
√
1 + x2, x ∈ R. Tada je

Vx(x, 1) = 2x, Vxx(x, 1) = 2,

Vx(x, 2) =
x

(1 + x2)
1
2

, Vxx(x, 2) =
1

(1 + x2)
3
2

,

tako da je

LV (x, y, 1) = 2

(
x− 1

9
sin y

)(
−3x− 3x3 +

1

3
sin y

)
+

(
1

4
x2 +

1

4
y2
)2

−

(
1 +

(
x− 1

9
sin y

)2
)

+

√
1 +

(
x− 1

9
sin y

)2

≤ −6x3
(
x− 1

9
sin y

)
− 6

(
x− 1

9
sin y

)2

+
1

8
x4 +

1

8
y4

≤ −6x4 +
2

3
|x|3 + 1

8
x4 +

1

8
y4.

Primenom elementarne nejednakosti (1.4.4), dobija se da je

LV (x, y, 1) ≤ −6x4 +
2

3

(
3

4
x4 +

1

4

)
+

1

8
x4 +

1

8
y4

= −43

8
x4 +

1

8
y4 +

1

6

= −43

4

(
3

2
+

1

2
x4
)
+

1

4

(
3

2
+

1

2
y4
)
+

191

12
. (3.2.40)

Ako se uvede oznaka m(x, y) = x − 1
16
cos2 y, tada na osnovu elementarne ne-

jednakosti (1.4.4), sledi da je

LV (x, y, 2) =
m(x, y)

(1 +m2(x, y))
1
2

(
−8x3(1 +m2(x, y))

1
2

)
+

1

2
(
1 +m2(x, y)

) 3
2

(
2|x|

3
2 − 1

4
|y|
)2

+ 2(1 +m2(x, y))− 2
√
1 +m2(x, y)

≤ −8x3m(x, y) + 4|x|3 + 1

16
y2 + 2

(
1 + 2x2 +

2

162

)
≤ −8x4 +

9

2
|x|3 + 1

16
y2 + 2

(
1 + 2x2 +

2

162

)
≤ −21

8
x4 +

1

32
y4 +

331

64

= −21

4

(
3

2
+

1

2
x4
)
+

1

16

(
3

2
+

1

2
y4
)
+

829

64
. (3.2.41)
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Dakle, na osnovu (3.2.40) i (3.2.41), zakǉuquje se da je, za svako i ∈ S,

LV (x, y, i) ≤ 191

12
− 21

4

(
3

2
+

1

2
x4
)
+

1

4

(
3

2
+

1

2
y4
)

= c1 − c2U2(x) + qc3U2(y),

gde je c1 = 191
12
, c2 = 21

4
i c3 = 1

4q
, dok je U2(x) = 3

2
+ 1

2
x4, x ∈ R. Odabirom

funkcije U1(x) = (1 + x2)
1
2 , x ∈ R, mo�e se uoqiti da va�i Pretpostavka

A′
3 za svako q ∈

(
1
21
, 1
)
.

Dakle, va�e pretpostavke Teoreme 3.2.2 i Posledice 3.2.1, odnosno, za
svaki ograniqeni poqetni uslov ξ, postoji jedinstveno globalno rexeǌe x =
{x(t), t ∈ [−δ(0), 5]} jednaqine (3.2.39). Rexeǌe x ne eksplodira na konaqnom
vremenskom intervalu, tj. τe = +∞ s.i. i τ∞ = +∞ s.i. Tako�e, na osnovu
Teoreme 3.2.2, za svako t ∈ [0, 5], va�i da je

EU1(x(τk ∧ t)− u(x(τk ∧ t− δ(τk ∧ t)), r(τk ∧ t))) ≤ K + c1t, (3.2.42)

gde su τk, k ≥ k0 vremena zaustavǉaǌa, definisana sa (3.2.38) i

K=U2(x(0)−u(x(0, r(0)))+c3
∫ 0

−δ(0)

U2(x(s), s)ds=U2(x(0)−u(ξ(0), r(0)))<+∞.

Kada n→ +∞, na osnovu (3.2.42), dobija se da je

EU1(x(t)− u(x(t− δ(t)), r(t))) ≤ K + c1t, t ∈ [0, 5],

odnosno, va�i da je

E|x(t)− u(x(t− δ(t)))| ≤ EU1(x(t)− u(x(t− δ(t)))) ≤ K + 5c1, t ∈ [0, 5].

Prema tome, sledi da je

sup
0≤s≤t

E|x(s)− u(x(s− δ(s)))| ≤ K + 5c1, t ∈ [0, 5].

Primenom Pretpostavke A′
1 i imaju�i u vidu da je δ(t) = (1 − q)t, t ∈ [0, 5],

mo�e se zakǉuqiti da je

E|x(t)| ≤ E|x(t)− u(x(t− δ(t)))|+ E|u(x(t− δ(t)))|
≤ K + 5c1 + βE|x(qt)|
≤ K + 5c1 + β sup

0≤s≤t
E|x(s)|, t ∈ [0, 5].

Stoga, sledi da je

sup
0≤s≤t

E|x(s)| ≤ K + 5c1 + β sup
0≤s≤t

E|x(s)|,

xto implicira

sup
0≤s≤t

E|x(s)| ≤ K + 5c1
1− β

, t ∈ [0, 5].
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Dakle, prvi apsolutni moment taqnog rexeǌa je konaqan.
Sada se definixe numeriqko rexeǌe Ojler–Marujame, koje odgovara jed-

naqini (3.2.39). U tom smislu, neka je N ∈ N. Za n ∈ {−(M + 1),−M, ..., 0},
rexeǌe Ojler–Marujame se definixe sa

Y N
n = ξ(n∆) = 20.

S obzirom na to da u (3.2.6) figurixu dva staǌa procesa Markova, u opxtem
sluqaju razliqita, za n ∈ {1, 2, . . . , N}, razmatraju se slede�a qetiri sluqaja.

1. Ako je r∆n−1(ω) = r∆n−2(ω) = 1, sledi da je

Y N
n (ω) = Y N

n−1(ω) +
1

9
sin
(
Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

)
− 1

9
sin
(
Y N
n−2−I∆[δ((n−2)∆)](ω)

)
+

(
−3Y N

n−1(ω)− 3
(
Y N
n−1(ω)

)3
+

1

3
sin
(
Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

))
∆

+
1

4

((
Y N
n−1(ω)

)2
+
(
Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

)2)
∆Bn−1(ω). (3.2.43)

2. Za r∆n−1(ω) = 1 i r∆n−2(ω) = 2, va�i da je

Y N
n (ω) = Y N

n−1(ω)+
1

9
sin
(
Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

)
− 1

16
cos2

(
Y N
n−2−I∆[δ((n−2)∆)](ω)

)
+

(
−3Y N

n−1(ω)− 3
(
Y N
n−1(ω)

)3
+

1

3
sin
(
Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

))
∆

+
1

4

((
Y N
n−1(ω)

)2
+
(
Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

)2)
∆Bn−1(ω). (3.2.44)

3. Ako je r∆n−1(ω) = 2 i r∆n−2(ω) = 1, va�i da je

Y N
n (ω)=Y N

n−1(ω)+
1

16
cos2

(
Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

)
− 1

9
sin
(
Y N
n−2−I∆[δ((n−2)∆)](ω)

)
−8
(
Y N
n−1(ω)

)3(
1+

(
Y N
n−1(ω)−

1

16
cos2

(
Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

))2
) 1

2

∆

+

(
2
∣∣Y N

n−1(ω)
∣∣ 32 − 1

4

∣∣Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

∣∣)∆Bn−1(ω). (3.2.45)

4. Konaqno, za r∆n−1(ω) = r∆n−2(ω) = 2, sledi da je

Y N
n (ω) = Y N

n−1(ω) +
1

16

(
cos2

(
Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

)
−cos2

(
Y N
n−2−I∆[δ((n−2)∆)](ω)

))
−8
(
Y N
n−1(ω)

)3(
1+

(
Y N
n−1(ω)−

1

16
cos2

(
Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

))2
) 1

2

∆

+

(
2
∣∣Y N

n−1(ω)
∣∣ 32 − 1

4

∣∣Y N
n−1−I∆[δ((n−1)∆)](ω)

∣∣)∆Bn−1(ω). (3.2.46)
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Potrebno je jox dokazati da je zadovoǉen uslov (3.2.8) Teoreme 3.2.1. Shodno
tome, zakǉuquje se da je, za svako x, y∈R, za koje je |x| ∨ |y| ≥ C(1) = C = 2,

|f(x, y, 1)| =
∣∣∣∣−3x− 3x3 +

1

3
sin y

∣∣∣∣ ≥ 3|x|(1 + x2)− 1

3
|sin y| ≥ 1

2

(
|x|3 − |y|

)
,

|g(x, y, 1)| = 1

4
(x2 + y2) ≤ 2(x2 + y2).

Tako�e, za svako x, y ∈ R, za koje je |x| ∨ |y| ≥ C(2) = C = 2, dobija se da je

|f(x, y, 2)| = 8|x|3
(
1 +

(
x− 1

16
cos2 y

)2
) 1

2

> 8|x|3
(
|x| − 1

16
cos2 y

)
≥ 8x4 − 1

2
|x|3

≥ 1

2

(
x4 − |y|

)
,

|g(x, y, 2)| ≤ 2|x|
3
2 +

1

4
|y| ≤ 2

(
|x|

3
2 + |y|

)
.

Dakle, va�i uslov (3.2.8) za γ1(1) = γ2(1) = 2, δ1(1) = 3, δ2(1) = 1, γ1(2) = 3/2,
γ2(2) = 1, δ1(2) = 4, δ2(2) = 1. Prema tome, va�e sve pretpostavke Teoreme
3.2.1, odnosno, niz rexeǌa Ojler–Marujame, definisanih sa (3.2.43)–(3.2.46),
divergira u L1-smislu.

Primenom programskog paketa Mathematica, simulirano je 10 000 tajek-
torija rexeǌa Ojler–Marujame, definisanih sa (3.2.43)–(3.2.46), koja odgo-
varaju jednaqini (3.2.39). U Tabeli 3.2.1, predstavǉene su simulirane vred-
nosti momenata prvog reda E|Y N

N |, za T = 5 i N = 15, 20, 25, ..., 45. Poqevxi
od N = 30, program je generisao informaciju ”General:ovfl,” koja oznaqava
grexku koja se javǉa kada je rezultat ve�i od vrednosti $MaxNumber.

N = 10 5.66223848 · 10354179 N = 30 General:ovfl

N = 15 1.96694795 · 10108553538 N = 35 General:ovfl

N = 20 5.891960 · 10598630272448 N = 40 General:ovfl

N = 25 1.4610 · 10570756109657851 N = 45 General:ovfl

Tabela 3.2: Simulirane vrednosti E|Y N
N |, N = 15, 20, 25, ..., 70 na osnovu

10 000 trajektorija
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3.3 Seqena metoda Ojler–Marujame za neutral-
ne SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem

U Poglavǉu 2.1 dokazano je da rexeǌe Ojler–Marujame konvergira
u Lp-smislu ka taqnom rexeǌu neutralne SDJ sa vremenski zavisnim
kaxǌeǌem qiji su koeficijenti prenosa i difuzije globalno Lipxic
neprekidni. U Poglavǉu 2.2 su predstavǉeni dovoǉni uslovi Lq-konver-
gencija seqene metode Ojler–Marujame za isti tip jednaqina, ali sa
koeficijentima prenosa i difuzije sa visokim stepenom nelinearnosti.
Me�utim, name�e se pitaǌe da li seqeno rexeǌe Ojler–Marujame kon-
vergira ako ne va�e pomenuti uslovi. U ovom poglavǉu dokazuje se da za
jednu klasu neutralnih SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem, to rexeǌe
ne konvergira ni u strogom Lp-smislu, ni u numeriqki slabom smislu
ka taqnom rexeǌu na konaqnom vremenskom intervalu. U tom smislu
se su�ava klasa neutralnih SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem za
koje seqeno rexeǌe Ojler–Marujame konvergira ka taqnom rexeǌu u Lp-
smislu, xto implicira da za dovoǉnim uslovima Lp-konvergencije treba
tragati izvan te klase.

Rezultati izlo�eni u ovom poglavǉu predstavǉeni su u radu [53].
Razmatra se jednodimenzionalna neutralna SDJ sa vremenski zavis-

nim kaxǌeǌem oblika (2.0.1), za d = 1, odnosno

d[x(t)−u(x(t−δ(t)))]=f(x(t), x(t−δ(t)))dt+g(x(t), x(t−δ(t)))dB(t), (3.3.1)

za t ∈ [0, T ], sa poqetnim uslovom (2.0.2). Pretpostavǉa se da postoji
jednodimenzionalni stohastiqki proces {x(t), t ∈ [−τ, T ]}, koji predstavǉa
rexeǌe jednaqine (3.2.1) u smislu Definicije 1.5.4.

Za dokazivaǌe glavnog rezultata ovog poglavǉa od znaqaja je diskretno
seqeno rexeǌe Ojler–Marujame koje odgovara jednaqini (3.3.1). Bira se
strogo rastu�a neprekidna funkcija µ : R+ → R+ tako da µ(r) → ∞ kada
r→∞ i za svako r ≥ 1 va�i (2.2.1). Restrikcija inverzne funkcije od
µ, µ−1 : [µ(1),∞)→R+ je strogo rastu�a i neprekidna. Tako�e, biraju se
konstanta ĥ ≥ 1∨µ(1) i strogo opadaju�a funkcija h : (0, 1)→ [µ(1),∞), tako
da h(∆)→∞ kada ∆ → 0 i da za svako ∆ ∈ (0, 1) i neko ϵ0 ∈ (0, 1), va�i da
je

∆
1−ϵ0

4 h(∆) ≤ ĥ. (3.3.2)

Za dati korak ∆ ∈ (0, 1), definixe se preslikavaǌe π∆(x) iz Rd u zatvorenu
kuglu {x ∈ Rd : |x| ≤ µ−1(h(∆))} sa

π∆(x) = (|x| ∧ µ−1(h(∆)))
x

|x|
, (3.3.3)

gde je x/|x| = 0 kada je x = 0. Definixu se seqeni koeficijenti jednaqine
(2.0.1) na slede�i naqin

f∆(x, y) = f(π∆(x), π∆(y)), g∆(x, y) = g(π∆(x), π∆(y)), u∆(x) = u(π∆(x)),
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za x, y ∈ Rd. Razmatra se SDJ

d[x(t)− u∆(x(t− δ(t)))]

= f∆(x(t), x(t− δ(t)))dt+ g∆(x(t), x(t− δ(t)))dB(t), t ∈ [0, T ], (3.3.4)

koja zadovoǉava poqetni uslov (2.0.2) i definixe se seqeno rexeǌe Oj-
ler–Marujame koje odgovara jednaqini (3.3.1). Kako bi ovo rexeǌe bilo
dobro definisano, neka je

δ(−∆) = δ(0), X∆(−(M + 1)∆) = ξ(−M∆). (3.3.5)

Tada je, kao u (2.2.7) i (2.2.8),

X∆(tk) = ξ(tk), k ∈ {−M,−(M − 1), . . . , 0}, (3.3.6)

dok je, za k ∈ {0, 1, . . . , N},

X∆(tk+1) = X∆(tk) + u∆(X∆ (tk − I∆[δ(tk)]∆))− u∆(X∆ (tk−1 − I∆[δ(tk−1)]∆))

+ f∆ (X∆(tk), X∆ (tk − I∆ [δ(tk)]∆))∆

+ g∆ (X∆(tk), X∆ (tk − I∆ [δ(tk)]∆))∆Bk. (3.3.7)

U nastavku se dokazuju dve leme koje se eksplicitno primeǌuju u
dokazu glavnog rezultata ovog poglavǉa.

Lema 3.3.1 Neka postoje konstante M̃ ≥ 1 i γ1, γ2 > 0 tako da je, za svako
x, y ∈ R, za koje je |x| ∨ |y| ≥ M̃,

min{|f(x, y)|, |g(x, y)|} ≤ M̃(|x|γ1 + |y|γ2). (3.3.8)

Tada, za svako ∆ ∈ (0, 1) i svako x, y ∈ R, za koje je |x| ∨ |y| ≥ M̃, va�i da je

min{|f∆(x, y)|, |g∆(x, y)|} ≤ M̃(|x|γ1 + |y|γ2). (3.3.9)

Dokaz. Fiksira se proizvoǉno ∆ ∈ (0, 1). Za svako x, y ∈ R, za koje va�i
da je |x| ∨ |y| < µ−1(h(∆)), na osnovu uslova (3.3.8), nejednakost (3.3.9)
oqigledno va�i.

Neka je sada |x| ∧ |y| ≥ µ−1(h(∆)). Tada, na osnovu (3.3.8), va�i da je

min {|f∆(x, y)|, |g∆(x, y)|}

= min

{∣∣∣∣f (µ−1(h(∆))

|x|
x,
µ−1(h(∆))

|y|
y

)∣∣∣∣ , ∣∣∣∣g(µ−1(h(∆))

|x|
x,
µ−1(h(∆))

|y|
y

)∣∣∣∣}
≤ M̃

(∣∣∣∣µ−1(h(∆))

|x|
x

∣∣∣∣γ1 + ∣∣∣∣µ−1(h(∆))

|y|
y

∣∣∣∣γ2)
= M̃

((
µ−1(h(∆))

|x|

)γ1

|x|γ1 +
(
µ−1(h(∆))

|y|

)γ1

|y|γ1
)
.

Imaju�i u vidu da je µ−1(h(∆))
|x| ≤ 1 i µ−1(h(∆))

|y| ≤ 1, sledi (3.3.9).
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Sa druge strane, ako je |x| ≥ µ−1(h(∆)) i |y| < µ−1(h(∆)), uslov (3.3.8)
implicira

min{|f∆(x, y)|, |g∆(x, y)|} = min

{∣∣∣∣f (µ−1(h(∆))

|x|
x, y

)∣∣∣∣ , ∣∣∣∣g(µ−1(h(∆))

|x|
x, y

)∣∣∣∣}
≤ M̃

(∣∣∣∣µ−1(h(∆))

|x|
x

∣∣∣∣γ1 + |y|γ2
)

≤ M̃ (|x|γ1 + |y|γ2) .
Analogno se mo�e dokazati da va�i (3.3.9) kada je |x| < µ−1(h(∆)) i |y| ≥
µ−1(h(∆)). Time je dokaz zavrxen. □

Lema 3.3.2 Neka postoje konstante M̃ ≥ 1 i δ1 > δ2 > 0, tako da je, za
svako ã ∈ (0, 1] i x, y ∈ R, za koje je |x| ∨ |y| ≥ M̃,

max{|f(ãx, y)|, |g(ãx, y)|} ≥ 1

M̃ã
|x|δ1 − M̃ |y|δ2 . (3.3.10)

Tada, za svako ∆ ∈ (0, 1) i svako x, y ∈ R, za koje je |x| ∨ |y| ≥ M̃, va�i da je

max{|f∆(x, y)|, |g∆(x, y)|} ≥ 1

M̃
|x|δ1 − M̃ |y|δ2 . (3.3.11)

Dokaz. Fiksira se proizvoǉno ∆ ∈ (0, 1). Za svako x, y ∈ R, za koje va�i
da je |x| ∨ |y| < µ−1(h(∆)), na osnovu uslova (3.3.10), nejednakost (3.3.11)
oqigledno va�i za a = 1.

Neka je sada |x| ∧ |y| ≥ µ−1(h(∆)). Tada, na osnovu (3.3.10), va�i da je

max{|f∆(x, y)|, |g∆(x, y)|}

= max

{∣∣∣∣f (µ−1(h(∆))

|x|
x,
µ−1(h(∆))

|y|
y

)∣∣∣∣ , ∣∣∣∣g(µ−1(h(∆))

|x|
x,
µ−1(h(∆))

|y|
y

)∣∣∣∣}
≥ 1

M̃ µ−1(h(∆))
|x|

|x|δ1 − M̃

∣∣∣∣µ−1(h(∆))

|y|
y

∣∣∣∣δ2
≥ 1

M̃µ−1(h(∆))
|x|δ1+1 − M̃

∣∣∣∣µ−1(h(∆))

|y|
y

∣∣∣∣δ2
≥ 1

M̃
|x|δ1 − M̃ |y|δ1 ,

gde je posledǌa nejednakost dobijena na osnovu uslova da je µ−1(h(∆))
|x| ≤ 1

i µ−1(h(∆))
|y| ≤ 1. Dakle, zakǉuquje se da va�i (3.3.11).

Sa druge strane, ako je |x| ≥ µ−1(h(∆)) i |y| < µ−1(h(∆)), tada uslov
(3.3.10) implicira

max{|f∆(x, y)|, |g∆(x, y)|} = max

{∣∣∣∣f (µ−1(h(∆))

|x|
x, y

)∣∣∣∣ , ∣∣∣∣g(µ−1(h(∆))

|x|
x, y

)∣∣∣∣}
≥ 1

M̃µ−1(h(∆))
|x|δ1+1 − M̃ |y|δ2

≥ 1

M̃
|x|δ1 − M̃ |y|δ1 .
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Analogno se mo�e dokazati da va�i (3.3.11) kada je |x| < µ−1(h(∆)) i
|y| ≥ µ−1(h(∆)). Time je dokaz zavrxen. □

Sada se mo�e dokazati divergencija seqenog rexeǌa Ojler–Marujame
koje odgovara jednaqini (3.3.1).

Teorema 3.3.1 Neka va�e Pretpostavke H2 i H3, zajedno sa uslovom

P

{
ω ∈ Ω : inf

θ∈[−τ,0], ã∈(0,1]
|g(ãξ(0, ω), ξ(θ, ω))| > 0

}
> 0. (3.3.12)

Tako�e, pretpostavǉa se da postoje konstante M̃ ≥ 1, i δ1, δ2, γ1, γ2 > 0,
tako da je, γ = max{1, γ1, γ2, δ2}, δ1 > γ i za svako ã ∈ (0, 1] i x, y ∈ R, za koje
je |x| ∨ |y| ≥ M̃, va�i da je

min{|f(x, y)|, |g(x, y)|} ≤ M̃(|x|γ1 + |y|γ2), (3.3.13)

max{|f(ãx, y)|, |g(ãx, y)|} ≥ 1

M̃ã
|x|δ1 − M̃ |y|δ2 . (3.3.14)

Tada postoji konstanta b∈(1,+∞) i niz nepraznih doga�aja {ΩN ∈F , N ∈N},
tako da je, za svako N ∈ N i svako ω ∈ ΩN ,

P (ΩN) ≥ b−Nb

,

|X∆(tN , ω)| ≥ 2γ
N−1

.

Ako postoji jedinstveno globalno rexeǌe {x(t), t∈ [−τ, T ]} koje odgovara jed-
naqini (1.5.24), za koje je E|x(T )|p < ∞, za neko p ∈ (0,+∞), tada va�i da
je

lim
N→∞

E|x(T )−X∆(tN)|p = +∞, (3.3.15)

lim
N→∞

|E|x(T )|p − E|X∆(tN)|p| = +∞. (3.3.16)

Dokaz. Analogno kao u poglavǉima 3.1 i 3.2, uslov (3.3.12) iskǉuquje
deterministiqke diferencijalne jednaqine iz razmatraǌa i obezbe�uje
da je apsolutna vrednost numeriqkog rexeǌa nakon prve iteracije do-
voǉno velika. Pritom je potrebno naglasiti da je taj uslov stro�i od
uslova (3.1.9) i (3.2.7). Xtavixe, za p ≥ 1, (3.2.12) predstavǉa strogu Lp-
divergenciju seqenog rexeǌa Ojler–Marujame, dok (3.2.13) predstavǉa
numeriqki slabu divergenciju. Obe vrste divergencije se odnose na kraj-
ǌu taqku razmatranog vremenskog intervala, kada veliqina koraka te�i
nuli.

Na osnovu pretpostavki (3.3.12) i ξ ∈ Cb
F0
([−τ, 0];R), postoji konstanta

K ∈ [M̃,+∞), tako da je

ϑ := P

{
ω ∈ Ω : inf

θ∈[−τ,0], ã∈(0,1]
|g (ãξ(0, ω), ξ(θ, ω))| ≥ 1 + k

K
,

sup
θ∈[−τ,0], ã∈(0,1]

(|ξ(θ, ω)|+ |f (ãξ(0, ω), ξ(θ, ω))|∆) ≤ K

}
> 0.
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Neka je

rN = max

2, M̃ ,

(
M̃2Kδ2 +

2M̃

∆
(1 + kK) + 2M̃2 (1 +Kγ2)

) 1
δ1−γ

 . (3.3.17)

Definixe se niz doga�aja {ΩN , N ∈ N}, tako da je

ΩN =

{
ω ∈ Ω : |∆Bn−1(ω)| ∈ [∆, 2∆],∀n ∈ {2, 3, . . . , N}, |B1(ω)| ≥ K (rN + 2K) ,

sup
θ∈[−τ,0],ã∈(0,1]

(|ξ(θ, ω)|+ |f (ãξ(0, ω), ξ(θ, ω))|∆) ≤ K,

inf
θ∈[−τ,0],ã∈(0,1]

|g (ãξ(0, ω), ξ(θ, ω))| ≥ 1 + k

K

}
. (3.3.18)

Najpre se razmatra sluqaj kada je n = 1. Tada se, na osnovu (3.3.5)-(3.3.7),
mo�e uoqiti da je, za svako ω ∈ ΩN ,

X∆(t1, ω) = X∆(t0, ω)+u∆ (X∆(t0 − I∆[δ(t0)]∆, ω))−u∆ (X∆(t−1−I∆[δ(t−1)]∆, ω))

+ f∆ (X∆(t0, ω), X∆(t0 − I∆[δ(t0)]∆, ω))∆

+ g∆ (X∆(t0, ω), X∆(t0 − I∆[δ(t0)]∆, ω))B1(ω).

Imaju�i na umu definicije doga�aja ΩN i seqenih funkcija f∆, g∆ i u∆,,
kao i Lemu 2.2.1, dobija se da je

|X∆(t1, ω)| ≥ |g∆ (X∆(t0, ω), X∆(−I∆[δ(t0)]∆, ω))| |B1(ω)|
− |f∆ (X∆(t0, ω), X∆(−I∆[δ(t0)]∆, ω))|∆− |X∆(t0, ω)|
− |u∆ (X∆(−I∆[δ(t0)]∆, ω)− u∆ (X∆(t−1 − I∆[δ(t−1)]∆, ω)|

≥ |g (π∆(ξ(0, ω)), π∆ (ξ (−I∆[δ(t0)]∆, ω)))| |B1(ω)|
−|f (π∆(ξ(0, ω)), π∆ (ξ (−I∆[δ(t0)]∆, ω)))|∆−|ξ(0, ω)|
− k |ξ(−I∆[δ(t0)]∆, ω)| − k |ξ((−1− I∆[δ(t0)])∆, ω)|

≥ 1 + k

K
K (rN + 2K)−K − 2kK

> rN . (3.3.19)

Sada se razmatra sluqaj kada je n = 2. Na osnovu (3.3.6) i (3.3.7) va�i
da je

X∆(t2, ω) = X∆(t1, ω) + u∆ (X∆(t1 − I∆[δ(t1)]∆, ω))− u∆ (X∆(−I∆[δ(t0)]∆, ω))
+ f∆ (X∆(t1, ω), X∆(t1 − I∆[δ(t1)]∆, ω))∆

+ g∆ (X∆(t1, ω), X∆(t1 − I∆[δ(t1)]∆, ω))∆B1.

Primenom Leme 2.2.1 i definicije (3.3.18) doga�aja ΩN , kao i lema 3.3.1
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i 3.3.2, sledi da je

|X∆(t2, ω)| ≥ |f∆ (X∆(t1, ω), X∆(t1 − I∆[δ(t1)]∆, ω))∆ (3.3.20)

+ g∆ (X∆(t1, ω), X∆(t1 − I∆[δ(t1)]∆, ω))∆B1| − |X∆(t1, ω)|
−|u∆ (X∆(t1 − I∆[δ(t1)]∆, ω))− u∆ (X∆(−I∆[δ(t0)]∆, ω))|

≥ max {|f∆ (X∆(t1, ω), X∆(t1 − I∆[δ(t1)]∆, ω))∆| ,
|g∆ (X∆(t1, ω), X∆(t1 − I∆[δ(t1)]∆, ω))| |∆B1(ω)|}

−min {|f∆ (X∆(t1, ω), X∆(t1 − I∆[δ(t1)]∆, ω))∆| ,
|g∆ (X∆(t1, ω), X∆(t1 − I∆[δ(t1)]∆, ω))| |∆B1(ω)|}

− |X∆(t1, ω)| −k |X∆(t1 − I∆[δ(t1)]∆, ω)|−k |ξ(−I∆[δ(t0)]∆, ω)|

≥ ∆

(
1

M̃
|X∆(t1, ω)|δ1 − M̃ |X∆(t1 − I∆[δ(t1)]∆, ω)|δ2

)
,

− 2M̃∆(|X∆(t1, ω)|γ1 + |X∆(t1 − I∆[δ(t1)]∆, ω)|γ2) ,
− |X∆(t1, ω)| −k |X∆(t1 − I∆[δ(t1)]∆, ω)|−k |ξ(−I∆[δ(t0)]∆, ω)| .

U nastavku se razmatraju dva sluqaja.
Sluqaj 1: Neka je I∆[δ(t1)] ≥ 1. Tada je, na osnovu definicije (3.3.18)

doga�aja ΩN

|X∆(t2, ω)| ≥ ∆

(
1

M̃
|X∆(t1, ω)|δ1 − M̃ |ξ((t1 − I∆[δ(t1)])∆, ω)|δ2

)
− 2∆

(
|X∆(t1, ω)|γ1 + |ξ((t1 − I∆[δ(t1)])∆, ω)|γ2

)
− |X∆(t1, ω)| − k |ξ((t1 − I∆[δ(t1)])∆, ω)| − k |ξ(−I∆[δ(t0)]∆, ω)|

≥ ∆

M̃
|X∆(t1, ω)|δ1 −∆M̃Kδ2 − 2∆M̃ |X∆(t1, ω)|γ1 − 2∆M̃Kγ2

− |X∆(t1, ω)| − 2kK. (3.3.21)

Na osnovu (3.3.17) i (3.3.19), a kako je |X∆(t1, ω)| > rN ≥ M̃ ≥ 1, sledi da
je

|X∆(t2, ω)| ≥ |X∆(t1, ω)|γ
(
∆

M̃
|X∆(t1, ω)|δ1−γ−∆M̃Kδ2−2∆M̃(1 +Kγ2)−1−2kK

)
≥ |X∆(t1, ω)|γ

(
∆

M̃
rδ1−γ
N −∆M̃Kδ2 − 2∆M̃(1+Kγ2)−1−2kK

)
≥ |X∆(t1, ω)|γ , ω ∈ ΩN .

Sluqaj 2: Sa druge strane, ako se pretpostavi da je I∆[δ(t1)] = 0, tada,
imaju�i u vidu (3.3.18) i (3.3.19), izraz (3.3.20) implicira

|X∆(t2, ω)| ≥
∆

M̃
|X∆(t1, ω)|δ1 −∆M̃ |X∆(t1, ω)|δ2 − 2∆M̃ |X∆(t1, ω)|γ1

− 2∆M̃ |X∆(t1, ω)|γ2 − (1 + k) |X∆(t1, ω)| − kK. (3.3.22)
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Na osnovu (3.3.17) i kako je |X∆(t1, ω)| > rN ≥ M̃ ≥ 1, va�i da je

|X∆(t2, ω)| ≥ |X∆(t1, ω)|γ
(
∆

M̃
|X∆(t1, ω)|δ1−γ −∆M̃ − 4∆M̃ − (1 + k)− kK

)
≥ |X∆(t1, ω)|γ

(
∆

M̃
rδ1−γ
N −∆M̃ − 4∆M̃ − (1 + k)− kK

)
≥ |X∆(t1, ω)|γ

(
∆

M̃
rδ1−γ
N −∆M̃Kδ2 − 2∆M̃ (1 +Kγ2)− 1− 2kK

)
≥ |X∆(t1, ω)|γ , ω ∈ ΩN .

Dokaz se nastavǉa indukcijom po n ∈ {3, 4, . . . , N − 1}. U tom smislu, neka
je induktivna pretpostavka

|X∆(tk+1, ω)| ≥ |X∆(tk, ω)|γ ≥ rγ
k

N , ω ∈ ΩN , (3.3.23)

za svako k ∈ {2, 3, . . . , n− 1}.
Ciǉ je da se doka�e da va�i

|X∆(tn+1, ω)| ≥ |X∆(tn, ω)|γ ≥ rγ
n

N , ω ∈ ΩN . (3.3.24)

Najpre je potrebno uoqiti da je implikacija relacija (3.3.17), (3.3.19)
i induktivne pretpostavke (3.3.23)

|X∆(tk+1, ω)| > rN ≥ M̃ ≥ 1, (3.3.25)

za svako k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} i ω ∈ ΩN . Na osnovu (3.3.7) i definijije
(3.3.18) doga�aja ΩN , primenom lema 2.2.1, 3.3.1 i 3.3.2, mo�e se zakǉu-
qiti da je, za n ∈ {2, 3, . . . , N − 1},

|X∆(tn+1, ω)| ≥ |f∆ (X∆(tn, ω), X∆(tn − I∆[δ(tn)]∆, ω))∆

+ g∆ (X∆(tn, ω), X∆(tn − I∆[δ(tn)]∆, ω))∆Bn(ω)| − |X∆(tn, ω)|
−|u∆ (X∆(tn − I∆[δ(tn)]∆, ω))−u∆ (X∆(tn−1 − I∆[δ(tn−1)]∆, ω))|

≥ max {|f∆ (X∆(tn, ω), X∆(tn − I∆[δ(tn)]∆, ω))∆| ,
|g∆ (X∆(tn, ω), X∆(tn − I∆[δ(tn)]∆, ω))| |∆Bn(ω)|}

−min {|f∆ (X∆(tn, ω), X∆(tn − I∆[δ(tn)]∆, ω))∆| ,
|g∆ (X∆(tn, ω), X∆(tn − I∆[δ(tn)]∆, ω))| |∆Bn(ω)|}

− |X∆(tn, ω)| −|u∆ (X∆(tn − I∆[δ(tn)]∆, ω))|
−|u∆ (X∆(tn−1 − I∆[δ(tn−1)]∆, ω))|

≥ ∆

(
1

M̃
|X∆(tn, ω)|δ1 − M̃ |X∆(tn − I∆[δ(tn)]∆, ω)|δ2

)
− 2M̃∆(|X∆(tn, ω)|γ1 + |X∆(tn − I∆[δ(tn)]∆, ω)|γ2)− |X∆(tn, ω)|
− k |X∆(tn − I∆[δ(tn)]∆, ω)|−k |X∆(tn−1 − I∆[δ(tn−1)]∆, ω)| .

Sada se razmatraju qetiri sluqaja.
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1. Neka je I∆[δ(tn)] ≥ n i I∆[δ(tn−1)] ≥ n− 1. Tada se, na osnovu (3.3.18),
(3.3.25) i (3.3.17), respektivno, dobija da je

|X∆(tn+1, ω)|

≥ ∆

M̃
|X∆(tn, ω)|δ1 − M̃∆ |ξ((tn − I∆[δ(tn)])∆, ω)|δ2

− 2∆M̃ (|X∆(tn, ω)|γ1 + |ξ((tn − I∆[δ(tn)])∆, ω)|γ2)− |X∆(tn, ω)|
− k |ξ((tn − I∆[δ(tn)])∆, ω)| − k |ξ(tn−1 − I∆[δ(tn−1)])∆, ω)|

≥ ∆

M̃
|X∆(tn, ω)|δ1 −∆M̃Kδ2 − 2∆M̃ |X∆(tn, ω)|γ1 − 2∆M̃Kγ2 − |X∆(tn, ω)|

− 2kK

≥ |X∆(tn, ω)|γ
(
∆

M̃
|X∆(tn, ω)|δ1−γ −∆M̃Kδ2−2∆M̃−2∆M̃Kγ2 −1−2kK

)

≥ |X∆(tn, ω)|γ
(
∆

M̃
rδ1−γ
N −∆M̃Kδ2 − 2∆M̃ − 2∆M̃Kγ2 − 1− 2kK

)
≥ |X∆(tn, ω)|γ .

2. Neka je I∆[δ(tn)] < n i I∆[δ(tn−1)] ≥ n−1. Tada, imaju�i u vidu (3.3.26),
va�i da je

|X∆(tn+1, ω)| ≥
∆

M̃
|X∆(tn, ω)|δ1 − M̃∆ |X∆(tn − I∆[δ(tn)]∆), ω)|δ2

− 2∆M̃ (|X∆(tn, ω)|γ1 + |X∆(tn − I∆[δ(tn)]∆), ω)|γ2)
− |X∆(tn, ω)| −k |X∆(tn−I∆[δ(tn)]∆), ω)|
−k |ξ(tn−1−I∆[δ(tn−1)])∆, ω)|. (3.3.26)

Tako�e, mo�e se uoqiti da je n− I∆[δ(tn)] ≤ n. Prema tome, na osnovu
(3.2.19) i induktivne pretpostavke (3.3.23), sledi da je

|X∆(tk+1, ω)| ≥ |X∆(tk, ω)|, k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. (3.3.27)

Specijalno, za k = n− 1, dobija se da je

|X∆(tn, ω)|≥|X∆(tn−1, ω)|≥· · ·≥|X∆(tn−I∆[δ(tn)]∆), ω)|, ω ∈ ΩN . (3.3.28)

Primenom (3.3.18) i (3.3.28), kao i (3.3.25) i (3.3.17), izraz (3.3.26)
postaje

|X∆(tn+1, ω)|

≥ ∆

M̃
|X∆(tn, ω)|δ1 −∆M̃ |X∆(tn, ω)|δ2 − 2∆M̃ (|X∆(tn, ω)|γ1 + |X∆(tn, ω)|γ2)

−(1 + k) |X∆(tn, ω)| − kK.

≥ |X∆(tn, ω)|γ
(
∆

M̃
|X∆(tn, ω)|δ1−γ −∆M̃ − 4∆M̃ − (1 + k)− kK

)
≥ |X∆(tn, ω)|γ

(
∆

M̃
rδ1−γ
N −∆M̃Kδ2 − 2∆M̃(1 +Kγ2)− 1− 2kK

)
≥ |X∆(tn, ω)|γ , ω ∈ ΩN ,
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3. Pretpostavǉa se da je I∆[δ(tn)] ≥ n i I∆[δ(tn−1)] < n − 1. Imaju�i u
vidu (3.3.27), analogno relaciji (3.3.28), va�i i

|X∆(tn+1, ω))| ≥ |X∆(tn−1 − I∆[δ(tn−1)]∆), ω)|, ω ∈ ΩN . (3.3.29)

Tada, na osnovu (3.3.18), (3.3.29), (3.3.25) i (3.3.17), respektivno,
ocena (3.3.26) implicira

|X∆(tn+1, ω)|

≥ ∆

M̃
|X∆(tn, ω)|δ1 − M̃∆ |ξ((tn − I∆[δ(tn)])∆, ω)|δ2

− 2∆M̃ (|X∆(tn, ω)|γ1 + |ξ((tn − I∆[δ(tn)])∆, ω)|γ2)− |X∆(tn, ω)|
− k |ξ((tn − I∆[δ(tn)])∆, ω)| − k |X∆(tn−1 − I∆[δ(tn−1)]∆), ω)|

≥ ∆

M̃
|X∆(tn, ω)|δ1 − M̃∆Kδ2 − 2∆M̃ |X∆(tn, ω)|γ1 − 2∆M̃Kγ2

− (1 + k) |X∆(tn, ω)| − kK

≥ |X∆(tn, ω)|γ
(
∆

M̃
|X∆(tn, ω)|δ1−γ−∆M̃Kδ2−2∆M̃(1 +Kγ2)−(1+k)−kK

)
≥ |X∆(tn, ω)|γ

(
∆

M̃
rδ1−γ
N −∆M̃Kδ2 − 2∆M̃(1 +Kγ2)− 1− 2kK

)
≥ |X∆(tn, ω)|γ , ω ∈ ΩN . (3.3.30)

4. Ako je I∆[δ(tn)] < n i I∆[δ(tn−1)] < n − 1, tada, na osnovu (3.3.28) i
(3.3.29), kao i (3.3.25) i (3.3.17), relacija (3.3.26) postaje

|X∆(tn+1, ω)|

≥ ∆

M̃
|X∆(tn, ω)|δ1−M̃∆ |X∆(tn, ω)|δ2−2∆M̃ (|X∆(tn, ω)|γ1+|X∆(tn, ω)|γ2)

− (1 + 2k) |X∆(tn, ω)|

≥ |X∆(tn, ω)|γ
(
∆

M̃
|X∆(tn, ω)|δ1−γ −∆M̃ − 4∆M̃ − 1− 2k

)
≥ |X∆(tn, ω)|γ

(
∆

M̃
rδ1−γ
N −∆M̃ − 4∆M̃ − 1− 2k

)
≥ |X∆(tn, ω)|γ

(
∆

M̃
rδ1−γ
N −∆M̃Kδ2 − 2∆M̃ (1 +Kγ2)− 1− 2kK

)
≥ |X∆(tn, ω)|γ , ω ∈ ΩN .

Time je dokazano da je

|X∆(tn+1, ω)| ≥ |X∆(tn, ω)|γ, ω ∈ ΩN . (3.3.31)

Na osnovu (3.3.17), sledi da je rN ≥ 2 za svako N ∈ N. Primenom (3.3.31)
i induktivne pretpostavke (3.3.23), kao i relacije (3.3.25), va�i da je

|X∆(tN , ω)| ≥ rγ
N−1

N ≥ 2γ̄
N−1

, ω ∈ ΩN , N ∈ N.
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Nastavak dokaza je potpuno analogan zavrxnom delu dokaza Teoreme 3.2.1,
zbog qega se izostavǉa. □

Rezultati prethodne teoreme va�e i u sluqaju kada je d > 1 u smislu
Napomene 3.1.1.

Napomena 3.3.1 Pore�eǌem uslova (3.2.9), uz izostavǉaǌe prelaza Markova,
i (3.3.14), mo�e se uoqiti da je klasa neutralnih SDJ sa vremenski zavi-
snim kaxǌeǌem za koju odgovaraju�a seqena rexeǌa Ojler–Marujame diver-
giraju, u�a u odnosu na klasu jednaqina istog tipa za koje klasiqna rexe-
ǌa Ojler–Marujame divergiraju. Ta qiǌenica ukazuje, izme�u ostalih, na
prednost seqene metode Ojler–Marujame nad klasiqnom metodom Ojler–
Marujame.
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Zakǉuqak

U ovoj disertaciji su razmatrane razliqite numeriqke aproksimaci-
je taqnih rexeǌa neutralnih SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem (i
prelazima Markova). Ve�i deo rezultata izlo�enih u ovoj disertaciji
je dobijen pod pretpostavkom da su koeficijenti prenosa i difuzije odgo-
varaju�ih jednaqina sa visokim stepenom nelinearnosti, dok je neutralni
qlan kontraktivno preslikavaǌe. Pritom su prouqavane eksplicitne me-
tode, i to klasiqna i seqena metoda Ojler–Marujame, kao i semiimpli-
citna Ojlerova metoda. U tom smislu, odre�ena je klasa neutralnih
SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem za koje klasiqna i seqena metoda
Ojler–Marujame konvergiraju u Lp-smislu za p > 0. Tako�e, odre�en
je red Lq-konvergencije seqene metode Ojler–Marujame za q > 2. Pored
klasa jednaqina za koje klasiqna i seqena metoda Ojler–Marujame kon-
vergiraju, odre�ene su i klase jednaqina istog tipa za koje pomenute
numeriqke metode divergiraju u strogom Lp-smislu i numeriqki slabom
smislu. Klasiqna metoda Ojler–Marujame u kontekstu divergencije je
razmatrana za SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem i prelazima Marko-
va, dok je divergencija seqene metode Ojler–Marujame dokazana za isti
tip jednaqina bez prelaza Markova. Pored toga, dokazane su i stroga Lp-
divergencija i numeriqki slaba divergencija semiimplicitne Ojlerove
metode za klasu neutralnih SDJ sa vremenski zavisnim kaxǌeǌem. Time
su su�ene klase pomenutih tipova jednaqina u okviru kojih treba tra-
gati za onim jednaqinama za koje navedene numeriqke metode konvergiraju
u Lp-smislu.

Izme�u ostalog, dokazano je da klase jednaqina pomenutih tipova sa
jedinstvenim globalnim rexeǌem, konaqnim apsolutnim momentima prvog
reda taqnog rexeǌa i beskonaqnim momentima prvog reda rexeǌa gene-
risanih semiimplicitnom Ojlerovom metodom, kao i klasiqnom metodom
Ojler–Marujame, nisu prazne. Kako je prva metoda implicitna, uzeti
su u obzir i uslovi koji garantuju egzistenciju i jedinstvenost odgo-
varaju�eg numeriqkog rexeǌa. Dobijeni rezultati su ilustrovani kroz
primere i numeriqke simulacije, pri qemu je u primerima primeǌivan
pristup Hasminskog. Me�utim, kako je divergencija pomenutih metoda
dokazana za jednodimenzionalne SDJ, daǉa istra�ivaǌa mogu se usme-
riti na divergenciju odgovaraju�ih numeriqkih metoda u vixedimenzi-
onalnom sluqaju kada koeficijent difuzije nije dijagonalna matrica.
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Tehnike koje su primeǌivane pri dokazivaǌu glavnih rezultata di-
sertacije su uslovǉene tipom jednaqine koja se razmatra, kao i uslovima
koji su pretpostavǉeni za ǌene koeficijente. Shodno tome, daǉa istra-
�ivaǌa mogu se proxiriti na druge tipove SDJ, kao xto su na primer,
SDJ sa Levijevim ili Puasonovim skokom i backward SDJ, dok se uslovi
koje zadovoǉavaju koeficijenti jednaqina mogu zameniti drugim, opxti-
jim uslovima ili uslovima koji odre�uju drugaqije klase jednaqina.
Pored toga, teme narednih istra�ivaǌa mogu biti i druge numeriqke
metode koje nemaju uoqene nedostatke navedenih metoda. Poznato je da
postoje i stohastiqki integrali zasnovani na proizvoǉnom martingalu,
te za daǉa izuqavaǌa mogu biti od interesa SDJ sa martingalnim merama,
kao i odgovaraju�e numeriqke metode.
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2. A. Petrović, Convergence rate of the truncated Euler–Maruyama method for
highly nonlinear neutral stochastic differential equations with time-dependent delay,
Open Mathematics, 22 (2024). no. 1, 20240038, DOI: https://doi.org/10.1515/math-
2024-0038. (M21)
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